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Etude d'un problème de décision 

par P.L. RENNEQUIN 

INTRODUCTION 

Nous nous proposons d'exposer ici sur un exemple très simple quelques-unes 

des méthodes de résolution d'un problème de d~cision en univers el~atoire. On 

verra qu'à diffârents points de vue correspondent des solutions différentes. 

Cele peut décevoir le mathématicien mais doit faire réfléchir sur le reletivitâ 

des conclusions en statistique : formuler des conclusions ne peut se faire 

qu'après avoir choisi un modèle et un critère d'optimisation. L'optimum trou~ 

se construit rigoureusement mais n'est peut- être pas celui que cherchait l'uti­

lisateur qui ~·a pas su formuler les contraintes propres à son problème. 

1 • EXPOSE OU PROBLEI'E · 

Une urne contient un nombre ~ n de boules dont un nombre inconnu I 

de blanches et les autres rouges. On s'interdit de faire autre chose que des 

tirages avec remisa dans cette urne. an nombre N. En pratiqua, il pourra s'agir 

d'un contrôle da fabrication (une machine est susceptible de n+1 états dont 1 

satisfaisant et las n autres correspondant à divers dé~glaments qu'il s'agit 

de détecter au vu de N pièces fabriquées) ou d'une épidémie frappant N malades 

dont il s'agit de diagnostiquer la maladie parmi n+1 au vu d'un sympttime dont 

la probabilité varia avec la maladie. Nous donnons ces deux exemples pour bien 

faire comprendre que dans le premier cas N reste à la disposition da l'expéri­

mentateur qui peut dâcider d'augmenter la nombre da pièces observ~es avant de 

prendra un• décision. alors que dans le second cas N est fix~ ind~pendamment 

da lui. Dans un problème aussi simple on peut expliciter tous las calculs 

pourvu qu'on disposa d'une table de distributions binomiales et de la réparti­

tion de Laplace,per exemple celles da Laborde. 

(Les n+1 ~tata correspondent aux n+1 compositions possibles de l'urne). 

2, EXHAUSTIVITE OU NOI"EERE Œ SUCŒS 

Décidons de noter la résultat des tirages successifs par des lettres 

B (blanches • succès) ou rouge R 1 nous avons obtenu, par exemple: 

B R B B R B R R B 
N i~

Pour N tirages, nous avons 2 résultats possiblesjeu k tirage. on 

obtient 
I

B avec probabilit~ --n-
I

. R avec probabilité 1 ­
n 
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Le probabilité de B R B B R B R R B est donc, puisque laa tiresea sont 

indêpendents 

SN 
Ella ne dépend donc que du nOII'b~ tireaea 8 : le probebilitê qu'une suite 

de N tirases contienne k blencs dena une position fixée d'evenoe est 

Quelle que soit le position des k tirages blenca. Le conneiaaence de cette 

position n'apporte donc pes plus d'information sur I que le nombre k de 

tirages blancs : on dit que ce nombre SN de succès est une statistique exhaus ­

tive pour ·o parernètre I . 

On a pour k €. < 0, N >, enserrèle des entiers de 1 'intervalle [9, r{l 

où l'on e posé 

3, ALGORITH"'ES A N FIXE 

3,1 Aliorithne de vreisentllence maximum 

On eppelle vreisentllenca de l'évènement {\• k} l'epplicetion 

i + Pi (kl. Cette vreiserrblenca est rnsximum pour une valeur i de i talle Que
0 

pour tout i 

Si pi prenei t toutes les valeurs de l'intervalle @, iJ, le IMximum sereit 

ettaint pour _k_ -~ o ou p • Nk • Meis ici, p prend seulement les p q . 

valeurs +et la rnsximum peut être atteint, soit pour i • [ ~ j (pertie 

entière de + J, soit pour i • [1r:j + 1 , soit pour les deux. 

Pour eeaocier 6 chaque k une veleur de i, dêcidona ·de cholair le plue 

petite de cee deux valeurs • ' il y en a deux at notons• le d (k). Noua définis· 

sons einsi une eppUcetion d de< 0, N > dena < 0, n >z 
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Noua dOcidons que si le nœilre da succès observé est k. , 11 y avait 

d (k) boules dans l'um.a, Notons \ l'ensllll'tlle des valeurs de k qui con­

duisent ~ la décision i, c'est-~-dire 

A • d- 1 
{i} • {k 1 d (k) • i}

1 

Evaluons l'erreur due 6 cette ~cieion. Supposons qu'en fait l'ume contient 

J blanches, la probabilité que noua ayons pris. une décision fausse est 

qu'on p-eut· calculer pour j € < 0, n > 

A titre d ' exemple, fixons n • S 

Pour N • S, on obtient {0} , As • {S} • os • 0Ac • 
' ~ 

• {1} {4} O,S9A1 ' A4 • ' 01 • 04 • 

{2} {5} 03 • 0,6S'2 • ' A3 • ' a2 • 

Pour N • 10, , As • {10} 00 • os • 0
' 

. A • {1,2} , A • {8,9} 0,59
1 4 ' 01 " 04 • 

'2 • {3,4,S} • 0,33' O:z 
A • {6,7} O,S3

3 03 • 

Pour N • 30, , As • {30} 00 • os • 0
' 

A • < 1~8 > A • < 22,29 > o • o • 0,13
1 4 1 4 

'2 • < 9,15 > ~ • 0,19 

A • < 16,21 >
3 

Pour N ~ 30, on utilise l'approximation de Leplace : 
t2 

k N-k 1 2rcN)' p q • e dtr ~~K [2i~ a ~ < b 

INpq 


k N-k 
q " p1 p1 q11alors < 1 pour k Log--+ (N-k) Log-~ 0

k N-k p2 q2
p2 q2 

Log ..l 
q2k 

ou-;:;- ~ 
q1 p2 

Los 
~ q1 
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k. pour p • 0,2 et p • 0,4 on trouve ~ ~ 0,2933.
1 2 

Pour N • 100, on prendro donc An • {0} , A5 • {1DD};elors a • a5 • 0 0 


A = < 1 0 29 > A = < 71, 99 > ; alors a • a = 0,01

1 4 1 4 


Az = < 30, 50> , A = < 51, 70 >;alors a • a • 0,04
3 2 3 

3.2: Méthode de Bayes 

Dans toute méthode de Bayes on suppose que le peremètre inconnu I 

est aléatoire de loi connue : ici cele revient à supposer qu'on a tiré eu 

sort la composition de l'urne. Par exemple on a réalisé les 6 urnes corres­

pondant aux 6 valeurs deI € < 0, 5 > et on a tiré au sort (avec un dé) l'urne 

étudiée; ou bien on a tiré les 5 boules qui comP.osent l'urne dans un très 

grand lot de boules contenant autant de blanches que de rouges. 

D'une façon générale, nous poserons ai = P (! = il • Dans le premier 
(5) 

1 iexemple ai = --6 - , dans le second ai =~ • On peut en imaginer beaucoup 
5 

d'autres, les seules restrictions étant et }: 
i=O 

On peut, connaissant les ai qu'on appelle probabilités ~ priori de la 

composition de l'urne, calculer les probabilités à postériori de cette même 

composition co~ditionnée par l'évènement que sur N tirages on a obtenu k 

succès : 

k N-k 
ai pi qi

P CI ~ i 1 S • k) • 
5 

k N-kI aj pj qj
j=O 

Elles dépendent évidemment des ai. 

Il est naturel d'associer à chaque valeur de k l'une des valeurs de i qui 
1maximise P (I = i 1 S • kl 1 si ai • --- pour tout i, on retrouve la même
6 

décision que dans l'algorithme précédant. 

On pe~t alors calculer le probabilité de prendre une décision fausse 

a • 

1
ainsi, reprenant les exemples précédents, on trouve pour ai • - ­6 ­
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si N s 1 (l " 0,41 ; si N = 10 a = 0,28 si N = 30 J ëi • 0,12 ; 

si N c 100 1 a· 0,017 

1(s) 	 •Si au 	 contraire on choisit c'est-à-dire 0,03ai " 	 eo asi 3r 
" 0,16a1 	 a4 

a3 • 0,31a2 " 

o.n 	 trouve pour N " s les ensembles de décision 

A • 2) . • 1 As " et ao as0 


A1 " {0} • A4 " {S} (11 " (14 O,S7 


A
2 

= {1, 2} " {3, 4} 0,39 et (l = O,S1
A3 (12 a " 3 

Pour 	N = 10, N = 30 et N = 100, les ensembles de décision sont les mêmes 

que précéderrrnent et a• 0,40S; 0,18~ 0,028. 

3.3 	 Stratégies aléatoires 

Revenon5 à la première stratégie ; pour N pair et k --
N 
2 - on a lac 

même 	 vraisemblance pour I = 2 et I = 3 ; au lieu d'imposer une de ces deux 

valeurs deI par une décision déterministe, on peut s'en remettre au hasard 

pour décider et tirer cette valeur à pile ou face. Nous dirons que nous 

prenons une décision aléatoire. 

D'une façon générale, une stratégie aléatoire ~ consiste, pour chaque 

observation k,à choisir I par un tirage au sort qui donne la· valeur i avec 

probabilité~ (k, il. 

Les ~ 	 sont soumis aux seules conditions ~ (k, il ~ 0 \;/k. i et 

n
2 ~ 	 (k. i) = 1 '1/ k ~ < 0, N > • 

i=O 

Si en fait l'urne contient j blanches, la probebilité d'une décision fausse 

associée à la stratégie ~ est 
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On peu~bien entendu, considérer la stratégie déterministe définie 

par les Ai comme un cas particulier de stratégie aléatoire en posant 

{: si k E \ 

~ (k, il • 1A !kl = 


i sinon 


Donnons deux exemples, toujours pour n • 5 

N = 5 

~ (D , Ol • 0,5 ~ (0, 1) " D,5 • 0,5ao 


~ ( 1' 1) = D,8 ~ ( 1 ' 2) c 0,2 • 0,5
a1 

~ (2, 21 .. 1 ~ (3, 31 • a3 • D,Sa2 


~ (4, 3) .. 0 , 2 ~ (4, 4) .. 0 ,8 D,5
a4 • 


~ (5, 4) a D,S 4> (5, 5) = 0,5 • D,S
as 
N • 10 

4> (0 , Dl .. D,7 .. 4> (10' 5) 4> (D, 1) 0,3 " 4> (10. 41 aD • as • 0,3 

4> (1' 1) • 1 .. ~ (9, 4) a1 .. D,41a4 .. 

~ (2, 1) c D,9 .. 4> (8, 4) 4> (2, 2) 0 '1 4> (8 , 3) a2 .. a3 .. 0,42" 

~ (3, 2) .. ~ (4, 2) • 1 = ~ (6, 3l ~ (7, 31 

~ (5, 2) .. ~ (5, 3) .. 0 ,5 

On voit que les plus grandes probabilités d'erreurs sont plus petites que 

dans le cas déterministe. 

3.4 Stratégies Bayesiennes optimales 

Supposons donnée une distribution de probabilités à priori a : 

P !I • il " ai , i E:. < 0, n > et cherchons une stratégie aléatoire ~ Ql•i 

minimise la probabilité d'erreur 

n N N n
k N-k k N-k 

1 - I ai I ~ (k, il (Nl pi Qi .. 1 - I (NJ I ai ~ (k,il pi Qik k
1•0 kaO k•O i=O 


n 

avec ~ (k, il ~ D et I ~ (k, il .. 1 


1•0 

n 
 k N-kPour chaque k on doit maximiser I ai ~ (k, il pi Qi pour cela il suffit 

i •O k N-k
de choisir ~ (k, il • 1 pour un des 1 qui maximise retrouveai Pi qi ' on 

donc la méthode de Bayes déterministe du § 3.2. 
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Plu~ généralement supposons qua chaque fois qua noua avons choisi I • j, 

alors que la vraie valeur était i,on nous applique une pénalité wj 1 u~e
1

atretégia t nous conduire & le pénalité moyenne 

k N-kw (el . I ai I wiJ t (k, j) (Nl pi qiki j,k 

dans le ces oD on choisit wij • 1 pour i ~ j et 0 si i • j on retrouva le 

probabillté d'erreur, mais d'autres choix sont possibles, par exe"l!le 

2
wij • (i-jl • 

Pour minimiser w 11 faut pour chaque k minimiser 

et pour cela il suffit de choisir t (k , j) • 1 pour un dea J qui minimise 

k N-kI ai w1j Pi qi 1 on retrouve donc une décision déterministe, 
i 

3.5 Interprétation géométrique 

Donnons-nous un ensemble de pénalités wij 1. j € < 0, n > 1 

nous aupppsarons que w i • 0 et wij > 0 pour 1 ~ j.Si la vraie valeur deI ast 1,
1

une stratésie t nous conduit à le pénalité 

i E < 0, n > 

essocions aux wi le vecteur w(tl de ~n+1 de CO"l'Osentea wi • 
n 

Quend t varie de sorte qua t (k, j) ~ 0 'ri k , j et L t (k, j) • 1 'VI< € <O,N> 
j•1 

W (tl décrit un convexe CO"l!&ct C, 

En effet W (.l.t• + (1 - À) t•) 	• À W (t•J + (1-.1.) W(t•J 


pour 0 ~ .1. ~ 1 donc C est convexe . 


Si une suite W (tm) converge vars V , on peut extraire da la suite tm une 

sous-suite •,.r telle qua t (k, j) converge vers une limite t (k jl pour
"'r 

tout k, j (œmpecitê de 1 'intervalle [p, 1] l; alors W (tm) + W (tl donc 

V • W(t) et C est fermé. Comme 0 ~ wi ~ L w
1

j , C est borné donc compact. 
j 
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Cherchons les éléments extr~meux de C, c'est-à-dire les éléments V de 

C tels que 

Nous allons montrer que si W(~)est extrtmal ~ne prend que les valeurs 0 

ou 1 (donc correspond à une stratégie déterministe). 

Soit en effet un couple (k, j l tel que 0 < ~ (k, j 0 l < 1 1 puisque
0 

n 

'i.) (k, j) il existe une autre valeur telle que 0 < ~ (k, j J <
D 1 	 1 

1j•1 	
~1 

Posons ~· (k, j J ., ~ 	 (k, j J - e: ~· (k, j1) " ~ (k, j1) + e: 
0 0 

2(k, j J ~ (k, j J .. e: (k, j1) . ~ (k, j1) - e:~· 	 ~· 0 0 

où e: > 0 est choisi assez petit pour que~· (k, j0l _ ~ 0 et~· (k, J l ~ 0
1

alors 

k N-k(NJw;: .. wi + e: wi pi qi - e: wik 

En particulier 

k N-k 

jo 	 j1 

.. (NJw' " w e: wj j 	 pj qjjo jo 0 1 k 	
0 0 


k N-k

W" = W + e: wj j (NJ pj qjj1 j1 k1 0 1 1 

donc, sauf si jO g 0, j 1 = n, kt < 1, N-1 > , wj' ~ wj ou w" ~ wj 
0 0 j1 1 

donc W (~'l ~ W (~J ou W (~"l ~ W (~J mais 

W (~) a W{~') + W (~") 
2 et W (~) n'est pas extrémal. 

Ceci montre que si W (~) est extrémal on a ~ (k, j) • 0 ou 1 sauf peut-être 

pour k ~ 0, N et j =0 ou n puisqu'alors a 0 J mais dantt C8 CliS si per 

exemple 0 < ~ (k, 0) < 1 on a ~ (k, j) • 0 pour j ~ < 1, n-1> et 

~ (k, n) = 1 - ~ (k, Ol 

alors w • wn • 0 et w1 • ~ [wi -,O ~ (k,OJ + wi,n (1-~(k,oj (~) p~ q~-k 
0 

si ·wio " win pour tout i 	~ < 1, n-1 >, W (~) ne dépend pas de ~ et on peut 

choisir~ (k, Dl • 1 sans changer W (~). 
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~ wj 

s'il existe j ~ < 1, n-1 > tel que ~ a wi ~ wi et w1 ~ wi donc 
0 

w (~) n'est pes extrémal. 


Or l 'ensenble des ~ à valeurs 0 ou 1 sur l 'ensenble fini < 0, N > x < 0, n > 


est de cardinal fini l C est un polyèdre convexe fermé de rnn• 1• 


Donnons-nous alors des probebilit~s à priori {ai, i ~ < 0, n >};minimiser 

revient à minimiser une forme linéaire continue sur C ; elle atteint 

donc eon minimum sur C 
n 

l'équation L ai wi • À définit une 
i•O 

fSilille d'hyperplans parallèles HÀ ; 

le minimum est r~elis~ pour un hyper­

plan HÀ unique (hyperplan d'appui) 

qui rencontre C soit en un sommet 

W(~) unique, soit selon une arête ou une face. Le stratégie correspondante 

n'est donc pas toujours unique rnais nous avons vu eu § 3,4 qu'il existait 

toujours une stratégie déterministe qui réalise le minimum, 

3.6 	 Stratégie minimax 

A un ensemble de pénalités {wij} et à une stret~gie ~ nous pouvons 

associer 	un vecteur de p~nalités moyennes W (~). On peut caractériser la 

n+1 n+1
"teille" de ce vecteur deR par une norme dans R Jpar exemple 

ou Max 1 wil , et chercher à déterminer une stratégie 
O~i~n 

~minimisant la norme de W (~).Le solution dépend évidemment de la norme 

choisie. Nous nous 11mitarons à la troisième; llwll Max lwil 
OH~n 

Nous cherchons donc ~ qui réalise min Max wi (~) ~ min llwiiPuisque wi(~J }­

~ i w € c 
Le minimum est atteint car 	llw Il est une fonction continue sur le compact c. 
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Nous allons montrer que les composantes de W (t) sont élales~ce qui 

nous permettra de le détenm1ner à .partir de c. 

Supposons que toutes les composantes de W (t) ne soient pas égales et 

soit wi le plus grande 1 Wi >O. Posons t• (k,j) • (1-~) t (k,j) + ~~O (k,j) 
0 0 

avec 0 < ~ < 1 
si j • i 

avec ~O (k. j) • {: 
0 pour tout k 

si j 1> i 
0 

on a (~) . wu donc (~ ) • 0wi wi . 0 
0 0 

Alors wi Ct 'l • (1-~) wi (t) + wi (ljlo) 

et wi (t') < wi (t) 
0 0 

On peut choisir ~ > 0 assez petit pour que Max Wi (t') < Max w
11 

(t) • wi (t) 
i i 0 

de sorte que W (tl ne réalise pas le minimum de llwl 1. 
On obtient donc le point W (t) de C o~ le minimum~ est atteint en 

cherchant le point le plus proche de l'origine du segment intersection de C 

et de le droite wi • ~ if: <o. n > • Soit 'M " ce point. 

A 
Par un tel point Mpassent un c. 

ou plusieurs hyperplans d'appui 

d'équation 

et 1 'on a 0 
n 
~ ai (wi - -;;;) >,. 0 pour tous les w ~ C 

i•O 
Il existe au moins un tel hyperplan d'appui tels que les ai soient ~ 0 

et non ·.tocs nuls. En effet les deux convexes C et C • {wi< ~ Vi} sont dis­

joints,.. donc1 par le théorème de Hdln-Banach. séparée par un hyperplan pessant 

par 
A 

M 1 conrna cet hyperplan H ne rencontre pas c•. on a ai :: 0 ~i et les ai 
n ~ 

sont non tous nuls. On peut donc supposer I ai • 1 de sorte que H contient 
i•O 

au moins une solution de Bayes relative à la distribution à priori {ai} . 
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En général le situation est le suivante : 

H port. une face de C et Mest un point inté-
lA, 

rieur à cette face donc correspond à une stra-
A ~ 


tégie ~ aléatoire. Les sommets de cette face 
 . M 

M1, M2, ••• Mr correspondent eux stratégies 

déterministes des solutions de Bayes ~ qui 
n 

donnent le même perte 100yenne L ai wi • C que M. 
i•O 

Oe plus,pour toute autre distribution a priori {ai} , on a une stratégie 

de Bayes ~ · telle que 

n n 
AI a• w c~·J ~ I = w 

i•O i i i•O 

donc la distribution à priori {ei} est celle qui donne le pénalité maximum 1 

le stratégie minimax donne la même pénalité que la pénalité maximum pour 

l'ensemble des solutions de Bayes. Ce résultat peut encore s'écrire 

n n 
Min Max L 


a' ~. i•O a' 1=0 

Max Min L 

~· 

Max w (~')En effet Max 1
a' iE'<O,n> 

a1~o 

n
L a'•1 

1=0 i 

Exemples 

Pour N c 5 et n • 5 on trouve la stratégie minimax 

t (0, 0) c ~ (5, 5) • 0,44 ~ (0, 1) a ~ (5, 4) • 0,56 

t (1, 1) • ~ (4, 4) • 0,63 t (1, 2) • t (4, 3) • 0,37 

t (2, 2) • t (3, 3) • 1 

etC•0,56 

Il lui correspond le distribution è priori 
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et les stratégies de Bayes Ai • {i} , i E: < 0, n > et A • As • 21
0 

A • {O} , ~ • {1, 2} , A • {3, 4} , A • {S} donnent la même pénalité1 3 4 

moyenne, 

Pour 	N a 10 et n • S on trouve comne stratégie minimax 
Il 

a 	 ~~ 	 (0, 0) (10, 10) • O,S6 ~ co, 1l • H10, 4l • 0,42 

~ (1, 1) . ~ (9, 4) • 1 


~ (2, 1) . ~ (8, 4) • 0,86 ~ (2, 2) • ~ (6. 3) • 0,12 


~ (3, 2) . ~ (4. 2) D ~ (6, 3) • ~ (7, 3) • 1 


~ (S. 2) . ~ (S, 3) .--1 

2 

et w • 0,42 

à leque lle correspond la distribution à priori 

es • o,o1s a • a • 0,14 a a 0,39Sa0 • 	 1 4 82 • 
3 

3.7 	Etude de le pénalité en fonction du nombre de tirages 

Nous nous limiterons à titre d'exemple au ces où w j • 1 pour i J j
1

et w11 a o.et à la stratégie déterministe. 

A1 • 	 {k 1 0 < ~~ 0,2933} ~ • {k 1 0,2934 ~ ~,< o,s} 

A3 • 	 {k 1 O,S < *~ 0,7066} A ~ {k 1 0,7067~ l < 1} AS =-' {N}4 N 
t2 

2• 	..1,_ 
.fi;""

L • approximation de Laplace conduit , an posant ~ (xl J':. 9 dt 

0,0933
à 	 /N)

0,4 

w • 	 w • 1 - ~ ( 0,1067 IN l • 1 - ~ c...!kL.. IN l2 	 3 0,49 0,49 

Si on choisit une distribution è priori uniforme w• , on a les 

graphiques suivants qui donnent w ,w2 ,; an fonction da N et qui montrent
1

qu'on gagne très rapidement sur le pénalité en augmentant N. 
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4 . STRATEGIES SEQUENTIELLES 

Nous allons maintenant âtudier des stratégies selon lesquelles, eu bout 

de N tirages on peu~ soit se décider en faveur d'une valeur de I, soit décider 

et effectuer au moins un tirage supplémentaire et ceci en fonction des résultats 

des N premiers tirages. 

Supposons que chaque tirage nous coûte t > 0 et que le choix d'une valeur 

j pour I nous coûte wij si la vraie valeur de I est i. 

Comme la probabilité d'une trajectoire de longueur N ne dépend que du 
~ N-~ 

nombre de succès kN : pi qi , construire une stratégie séquentielle 

déterministe 0 consiste à définir.pour chaque valeur de N, n+1 parties disjointes 

B~ de < 0, N > telles qua, en notant SN le nombre de succès au bout de N 

tirages, si SN € B~ on choisit I = j. 

on effectue un nouveau tirage . 

Soit Z (0) le nombre (aléatoire) de tirages nécessaires pour choisir 

une valeur de I avec la stratégie D , aij (Dl la probabilité que catte valeur 

choisie soit j alors que la vraie valeur est i 1 Ei Z (Dl l'espérance mathéma­

tique de Z (Dl. 

Comms le coût moyen d'une stratégie telle que (Z (0)) soit infiniE1 

serait infini,on peut se limiter aux stratégies telles QUe E Z (0) soit
1 

fini pour i ~ < 0, n >,ce qui implique que Z (Dl est presque sûrement fini et 
n 

que I aij (Dl • 1 Vi e: < O, n > • Soit â l'enserrble de ces stratégies 
j•O 

(on sait qu'il en existe, par exemple les stratégies non séquentielles,pour 

lssquelles le norrbre de tirages est fixé à 1' avencal. 

Le coût moyen de la stratégie 0 sera alors, si i est le vraie valeur de I 

n
I wij a j (0) + t Ei (Z (0}), et, si on se donne une distribution

1
j-D 
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1!1' priori e • {lli} , le coût moyen pour catte distribution sarl!! 

n n n 
W (e, 0) • I l!li r wij dij (0) + t I l!li Ei (Z (0)), 

i•O j•O i•O 

Nous noterons F l'ensemble des dis tributions è priori, c'est-à-dire 

le sous-ensemble de 1Rn+1 défini per 

n 
ei ~ 0 • r ai • 1 • 

i•O 

Dans â nous distinsuerons les n+1 stratégies Dj consistent a choisir I • j 

evl!lnt tout tiraae . de coat 

et noterons â' l'ensemble de toutes les eutres stretégies qui mettent en 

oeuvre au moins un tirage. 

Nous poserons ~ (al • inf 

j c <O,n> 


P (a) • inf W (a, Ol 

0€ â' 


Deux cas sont possibles 


- ou bien p (al ~ ~ (el V a ~ F (c'est le cas si test grend devl!lnt max wij); 


alors la meilleure stratégie est Oj sur le sous-ensemble Fj de F défini per 

~ (e) • w (e, Ojl 

-ou bien il existe a € F tel que p (e) < ~(a), 

Soit f' (resp . f•) le sous-ensemble de F défini par p (al ~ ~ (l!ll , 

(resp. p (al ~ ~ [ell 

Alors pour minimiser W (a, Dl sur â on a intérêt à choisir Dj si e € P (l Fj 

et a choisir une stratégie optimale dens â' (c'est-à-dire effectuer un tirega) 

ai a E: F'. 

Si 1!1 € F' noua effectuons donc un premier tirqa. Après ca premier tiret• 
noua noua ntrouvons dl!lna une aitulltion l!lnelogue à ceci pr6a qu'11 convia"t de 
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remplacer le distribution è priori a par la distribution à posteriori a 1 

déduite du résultat du premier tirage. 

Après N tirages comportant kN succès, cette distribution· è posteriori 

aN sera donnée par 

kN N-kN 
N Bi pi Qi 


ai (kN) • 

kN N-kN 


l a 
j 

pj qj

JI;< O,n> 

et nous déciderons 

de choisir I ,. j si aNf: F" (\ Fj 

d'effectuer un nouveau tirage si aN € f' , 

La stratégie Bayesienne optimale est donc définie par 

B~ ,. { k 1 aN (k) f: F" () Fj} , 

Malheureusement elle repose sur la connaissance de f" (si F ~ ~) donc de 

P dont la détermination précise nécessite l'utilisation d'algorithmes itératifs 

complexes de la théorie de l'optimisation. 

Nous allons nous contenter de construire une stratégie voisine de la 

stratégie optimale, et pour les calculs nous nous limiterons au cas où 

wij "' 1 si et seulement si i ~ j 

1 i n • 5 , a • -- vi t < 0, 5 > pi • -5­i 6 

et nous choisirons 

Remarquons d'abord que P , é~tla borne inférieure de fonctions affines 

poeitives.est concave donc continue sur l'intérieur de f. 

est donc convexe. 

Par ailleurs pour 0 € t:. • Ei Z (0) ~ 1 donc 

P (a) 3> t , Va~F 

pour les wij choisie, nous avons W (a, OJ} • 1 - aj 
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1 
at ait~ 2 

Ceci nous incite è remplacer F" nF per un ensemble de le forme
j 

1(avec À ~ --2 -- ) ; nous noterons OÀ le stratégie correspondante. 

Alors Bj
N sare déterminé per le condition 

ou -fr I
i,olj 

Pour j • 0 on obtient k JI 0 ~ k f B~ et 0 € B~ si at seulement si 

I q~
iJij 

Convne L 
iJij 

4 1- À 
N Log - 5 -- ~ log -x-

1-À
log -À-

Posons = N4 0
log - ­- 5 

de même pour j • n N € BN N N n <""""""> ~ o 

Pour j • 1, on obtient 

k • 0 ne satisfait pes cette inégalité. 


Pour lee valeurs de k qui satisfont catte inégalité, on a 


I 
iJI1 

d'où k € aN
1 
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p Cl1 ). 

ou k lOi _,L + CN-k) lOi - ::. 101 -.;:r
p2 Cl2 


p 
 Cl4 ).
da mima k € 8N ~k lo& ..-.1.. + CN-k) 101 - ~ 101 -:;:r4 p3 q3 1­

Pour j • 2, on obtient 
• 

k ~ rJ!. . - pk qN-k >. >. \" pk N-k 
2 2 2 " 1=r L i qi

1JI2 

qu'on peut remplDcar PDr l'iné&Dlité 

Dlors ::. ~ (1+a) p~ q~-k 

p q1
On (N-kJ Log--- • Log · a o dooc~k Loa ---

1 
-- +p3 q3 

p2 qi, ).
k Log-+ (N-kJ Log-- ~ Log -:;:r- ( 1 +a) 

p3 q3 

NOe même on obtient 8 •
3 

Evaluons alors a (0). On a
11 

k(T) N-k(TJa
11 

(OJ . l l pi qi
N T 

at 
k(T) N-k(T)

aji (D) • l r pj Qj
N T 

oQ Lr est étendue N 
a toutes les tr8jectoires T qui se terminent an un point de Bi pDr une décision 

I • i et oQ k (Tl désigna le nombra de succès d'une talle trajectoire. Or une 

trDjectoira se termine an un point de la frontièra.da 8iN pour lequel on a. par 

construction, pratiquement l'é&alité 

k N-k ). k N-k 
pi qi " -:;:r- I pj qj

jJii 

).
d'QI) a

11 
(0) ·-1-). 

jJ6i 
r aji (0) 
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i 

>.
d'cO I Qii(O) • ~-x r Qji (0) ·-- I (1 - aii (0)) 

1 J~i 
1-~ 

i 

2et r Qi1 (0) ~ 	 (n+1) 
i 

ou I (1 - a (0)) • (n+1) [1-~] • 6 (1-~)
11 

Evaluons maintenant 	 Ei Z (0). On a 

. 
Ei z (0) • I 

~ 

N pi 	(Z (0) : N) • I pi (Z (0) ~ N) 
N•1 	 N•1 

or Pi (Z (0) ~ N) 	 • 1 - P (Z (0) ~ N-1) 

~ 1 -pi (B~-1) 

~ 
"' 11 log N"' 

~ 
log~ ~ 

4 "' 8 Log """1'='r"" 
log - ­3 

~ 
N ___log -:;:r.:.....:;:,._______~ ~ 

et c+ . :N 1 €" B~ 	 .. 25 log --=j":f"'- 1 1 4 4
-5- log 2 + -5- log -3­

2 2 3 3
-5- log 3 + -5- log 2 

~ 
"' 3D log 1-r 

Ceci nous conduit à 	 choisir 

>.W (a, ~) • 6 (1->.) + 24 log~ 

qui pour ~ ~ + est minimun pour >. • 1 - 4t le valeur d.1 minimun étant 

.. 24 t (1 - log 4 tl 

Pour t ·• ....,l_ on trouve >. • 0,99 et un coOt m1n111a1111 de 0 ,18,400 
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On e représenté sur le figure 2 los 6 snasmblsa correspondent ~ cheque 

valeur de I en portent •n ordonnées le nombre da succès SN at en ebscissas 

le nombra d'échecs N - SN 

On e 	 Eo z • E5 z • 22 


E Z • E Z " 50
1 4 


E Z • E Z " 72
2 3 

Les exee en tireté ont pour éQuation 

On peut comparer le coût da catte stratégie séquentielle eu coOt m1ntmum 

d'une stratégie à N fixé du § 3. 

N
Pour cale nous avons porté sur la figure 3 le graphe de w(NJ + tN • w+ ~ 

déduit du graphe de ;; obtenu figure 1 . 

w(NJ + t N est minimum et égal à 0,167 pour N • 40. On voit qua la stratégie 

séquentielle est légèrement meilleure bien que sensiblement plus longue à 

mettre en oeuvre si I • 2 ou 3. 
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