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Etude d’un probléme de décision

par P.L. HENNEQUIN

INTRODUCTION

Nous nous proposons d'expossr icl sur un exemple trés simple quelgues-unss
des méthodes de résolution d’'un probléme de décision en univers aléatoire. On
verra qu'a différaents points de vue correspondent des solutions différentes.
Cela peut décevolr le mathématicien mais doit faire réfléchir sur la relativité
des conclusions en statistiqus : formuler des conclusions ne peut se faire
qu'eprds avoir choisi un modéle et un critdre d'optimisation. L'optimum trouvé
se construit rigoureussment mais n'est peut-&tre pas celui gue cherchailt 1’uti-
lisateur qui rn'a pas su formuler lss contraintes propres & son probléme.
1. EXPOSE DU PROBLEME -

Une urne contlient un nombre connu n de boules dont un nombre inconnu I

de blanchas et les autres rouges. On s'interdit de felre sutre chose qus das
tirages avec remise dans cette urne, sn nombre N. En pratique, 1l pourra s’egir
d'un contréle de fabrication {(une machine est susceptible de n+1 &tats dont 1
satisfaisant at les n autres correspondent 3 divers dérdglements qu'il s'agit
de détecter au vu de N pieéces fabriquées) ou d'une épidémie frappant N malades
dont 11 s'agit de disgnostiquer la maladie parmi n*1 au vu d'un symptome dont
la probabilité varie avec le maladie. Nous donnons ces daux exsmples pour bien
faire comprendre que dens le premisr cas N reste 3 la disposition de 1'expéri-
mentateur qui peut décider d’augmenter le nombre da pidces observées avant ds
prendre une décision, alors gue dans le second cas N est fixé indépandmnt
de lui. Dans un probléme aussi simple on peut expliciter tous les calculs
rpourvu qu'on dispose d'une table de distributions binomiales et de la réparti-
tion de Lsplace, par exemple csllss de Laborde.
(Les n+1 gtate correspondent sux n+1 compositions possibles de 1'umme).
2. EXHAUSTIVITE DU NOMBRE DE SUCCES

Décidons de noter le résultat des tirages successifs par des lsttres

B (blanches = succds) ou rouge R 3 nous avons obtenu, par exsmple:

BRBBRBRREB '
Pour N tirages, nous avons 2N résultats posaihless au k tirage, on

obtient
B avec probahilité —:'_E—

R avec probabilité 1 - —-§—~
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La probabilité de BR BB RBRR B est donc, puisque les tirages sont

indépendants
A W
n n

Sn
Elle ne dépend donc que du nonbrw tirages B : la probabilité qu’une suite
de N tirages contienns k blancs dans une position fixSe d'avance est

I

Kk
=

G

Py wiemy N
n

quelle que soit la position des k tirages blancs. La connaissance ds cette
position n’apporte donc pas plus d'information sur I que la nombre k de
tiragas blancs : on dit que ce nombre S  de succds est une statistique exhaus-

N
tive pour @ paramétre I .

On a pour k€< 0, N > ensembla des entiérs de 1l'intervalle I:D. Iﬂ -

oy o Ny K Nk ,

P [SN k) [k] Py 4:1:L Fi (k) ol 1l’on a posé
n-I
n

1
i i L

3. ALGORITHMES A N FIXE
3.1 Algorithme ds vralsemblance maximum
On appelle vraisemblance de 1'évanement {5‘- k} 1'application

i+ Pi (k). Cette vraisamblencs est maxdmum pour une valsur "u de i telle qus

pi r:a:l 2 Py q:l pour tout 1

Si p1 prenait toutes les valeurs de 1l'intervalle [D, ﬂ. le maxdmum sersit

atteint pour % - —N-é!—- 0 oups= —E— « Mais ici, p prend ssulement les
valeurs % et le maximum psut &tre atteint, soit pour i = [-::—] (partie

entidre de -—:— ), soit pour 1 = [—;:-—] + 1, soit pour les deux.

Poyr esssocier & chaque k une valsur de i, décidons ‘de choisir la plus
petite de ces deux valeurs &'1l y en a deux et notons-la d (k). Nous définis-
sons ainsi une spplication d de< 0, N > dans <0, n >:
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Nous décidons que si le nombre de succés obeservé est k , 11 y avait
d (k) boules dans 1'urns, Notons Ai 1'ensemble des valsurs de k qui con-
duisent A la décision 1, c'est-a-dire

Ai-d"'{i}-{k/d(kl-i}

Evaluons 1l'srrsur due & cette décision. Supposons qu'en fait 1'ume contient
J blanches, la probabilité que nous ayons pris. une décision fausse est
N k N-k (N] k N-k

) () Pyay  =ay=1-
J J
kfﬁj k €A
qu'on peut calculer pour J € < 0, n >

A titre d'exesmple, fixons n= 5

Pour N = 5, on obtient AD = {0} 4 As = (5} 20y " ag ® u}
Ay = {1} - {4} s o, mag 0,59
AZ ol {2} » Aa L [a} » 32 - “3 = (0,65
Pour N = 10, AD = {0} : A'S = {10} . un- = ag =0
A,I = [112} . Aq L {8,9} ’ Cl1 - 34 = 0,58
A, = {3.,4,5} » o, = 0,33
A3 = {6,7} ag = 0,53
Pour N = 30, AO-{U} .As-{so} .qu-us-[]
A1-<1,B> A4-<22,29>a1-a4-0,13
A2-<9,15> a2=U.19
Aa = < 16,21 > oy = 0,27
Pour N 2 30, on utilise 1'approximation de Laplace :
af
) My KNk . 2 J-b i * 4
k=N . Jar '@
a \( _-.-E- < b
vNpq
K N~
Py q.l--k Py a,
alorg ————— < 1 pour k Log + (N-k) Log =—— g O
k N-k [3) qz
P2 % € a,
Log |:|_
o 2
" 94 Pg
Log _T
P2 94



pour Py = 0,2 et Py = D,4 on trouve —{}— > 0,2833.

Pour N = 100, on prendra donc Ay = {o} , As = {100}5a10r9 ag = ag ® 0

A, =<1, 29> A4 =< 71, 83 > ; alors a, = a, = 0,01

1 1 4

A, =< 30, 50> , A, =< 51, 70 >;alors a, = oy = 0,04

3 2

3.2 Méthode de Bayes
Dans toute méthode de Bayes on suppose que le paramétre inconnu I
est aléatoirs de loi connue : ici cela revient & supposser qu'on & tiré au
sort la compesition da 1l'urne. Par exemple on a réalisé les 6 urnes corres-

pondant aux 6 valeurs de I € <0, 5> et on a tiré au sort (eavec un dé) 1l'urne
étudiée; ou bien on a tiré lss 5 boules qui composent 1'urne dans un tras
grand lot de boules contenant autant de blanches que de rouges.

D'une fagon générale, nous poserons a, = P (I = 1) . Dans ls premier

_ ' ti)i
exemple a, = —— , dans le second &, = . On peut sn imaginer beaucoup
i 6 i 32 5
d'autres, les seulas restrictions étant ai 20 et Z a =1,
1=0

On peut, connaissant les ai qu'on appelle probabilités 3 priori de la
composition de l'urne, calculer les probabilités 3 postériori de cette méme
composition conditionnée par 1l'événement gue sur N %irages on a obtenu k

succes

PI=41/ S =Kkl =

Elles dépendent évidemment des ai.

Il est naturel d'associer & chague valaur de k 1'une des valgurs de 1 qui
maximise P (I =1 / S = k) ; si a = -é%— pour tout i, on retrouve la méme
décision que dans 1'algorithme précédant.

On psut alors calculer la probabilité de prendre une décision faussae :

- B N, Kk _N-k ¢
o= ) & ] Gl B, 4 =] a
=0 * KEA, TR R 1sg  *

ainsi, reprenant les exemples précédents, on trouve pour ai - -%—
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siN=5 ,a=0,41;8iN=10 , &=0,28;8iN=3,7=0,12 ;
si N = 100 7 o’ =0,017 .

5 1 , —_— . -
Si au contraire on choisit a, (i) 33 c'est-a-dire 8y < 8 0,03

a; =8 = 0,16
a, = 85 *® 0,31

on trouve pour N = 5 les ensembles de décision

A, = AS =P eta,=a =1

0 0 5
Ay = {0} , By * {5} a, = a, = 0,57
A, = {1, 2} Ry = {3, 4} &, = a, = 0,39 et T = 0,51

Pour N = 10, N = 30 et N = 100, les enserbles de décision sont les mémes

que précédemment et @ = 0,405; 0,185 0,028 .

3.3 Stratégies aléatoires

Revenons & la premiére stratégie ; pour N pair et k = ~g— on a la
méme vraisemblance pour I = 2 et I = 3 ; au lieu d'imposer une de ces deux
valeurs de I par une décision déterministe, on peut s'en remettre au hasard
pour décider et tirer cette valeur 3 pile ou face. Nous dirons que nous

prenons une décision aléatoire.

D'une fagon générale, une strotégie aléatoire ¢ consiste, pour chague

observation k,& choisir I par un tirsge au sort qui donne la valeur i avec

probabilité ¢ (k, 1}.

Les ¢ sont soumis aux seules conditions ¢ (k, i) 2 O Yk, 1 et
n
ook, 1) =1 ¥V ke <a,N>.
i=0

Si en fait 1'urne contient j blanches, la probabilité d'une décision fausse
associée & la stratégie ¢ est
N

N k
B, = 1-8 (k) C
; kzn ( P G pya

N
N-k N k N-k
g | - 3 c
1 1 kEU (k,3) [k] pJ qJ
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On peut,bien entendu, considérer la stratégie déterministe définie
par 1lss Ai comme un cas particulier cde stratégie aléatoire en posant

1 81 k& Ai
¢ (k, 1) = 1A (k) =
1 0 sinon

Donnons dsux exemples, toujours pour n = 5

N=5
¢ (0, D) = 0,5 ¢ (0, 1) =0,5 By = 0.5
¢ (1, 1) = 0,8 ¢ (1, 2) = 0,2 8, = 0.5
2, 2) =1 . 3 " 2
o ( ) ¢ (3, 3) =1 B, =B, = 0,6
¢ (4, 3) =0,2 & (4, 4) = 0,8 B, = 0,5
¢ (5, 4) =0,5 e (5, 8) =0,5 Bs = 0.5
N = 10
\
¢ (0,0 =0,7 =% (10, 5) ¢ (0, 1) = 0,3 = ¢ (10, 4) By = Bg = 0.3
® (1, 1) =1 =206 (9, 4) By = By = 0,41
4 (2,1) =0,9=2010(8, 4 ¢ (2,2) =0,1=29¢ (8, 3) B, = B, = 0,42

% (7, 3)

¢ (3, 2) =0 (4, 2) =1 =2% (6, 3)
¢ (5, 2) =¢ (5, 3) = 0,5
On voit que les plus grandes probabilités d'erreurs sont plus petites que

dans le cas déterministe.

3.4 Stratégies Bayesiennes optimales

Supposons donnée une distribution de probabilités & priori a :

P(I=1) = a i € <0, n > at cherchons une stratégie aléatoire @ qui

minimise la probabilité d'errsur :

N N n
N, Kk _N-k N k N-k
1- 7 a Ioet, 1) Q) By q, % ] () 1 a, ¢ (k,1) pg a

i=0 k=0 k=0 1=0
n
avec ¢ (k, 1) 20 et ] & (k, 1) = 1
1=0
g K N-k
Pour chague k on doit maximiser a ¢ (k. 1) Py 9y ; pour cela i1 suffit

1=0 _
de choisir ¢ (k, 1) = 1 pour un des 1 qui maximise 8 p: q': 5 3 on retrouve

donc la méthode de Beyes déterministe du § 3.2,
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Plus généralement supposons que chaque fols que nous avons cholsi I = j.
alors que la vrale valsur était i,on nous applique une pénalité w” ) une

stratégie ¢ nous conduira & la pénalité moyenne

N, k N-k
A ¢ (k. 3} [kl Py 9y

Tl =] a8 ] W
1 .k 4

dans le cas ol on choisit w,,6 = 1 pour 1 # J et O si 1 = j on retrouve la

13
probabilité d'errsur, maeis d'sutres choix sont possibles, par exemple

2
wiy " |1-3] ou Wiy (1-31° .

Pour minimiser @ 11 faut pour chaque k minimiser

k N-k
1):_1 a wijo (k, 1) Py 9y

et pour cela 11 suffit de choisir & (k, J) = 1 pour un des ] qui minimise

Z a, wi_1 p: q':-k 3 on retrouve donc une décision déterministe,

3.5 Interprétation géomStrique

Donnons-nous un ensemble de pénalités w 1,1 € <0, n >,

i]
nous 8uUpposerons que Wy ® 0 et wij >0 pour 1 # J.S1 la vraie valeur de I est i,
une stratégie ¢ nous conduit & la pénalité
N k  N-k
= "y € <Q, >
W, JIk Wy ® 0G0 () oA i n

assoclons aux Wy le vectaur W {%) de mnM de composantes Wy .
Quand ¢ varie de sorte que ® (k, J) 20 Vk, J st EQ (k, 3) = 1 VK € <0,N>
W (%) décrit un convexe compact C. 3
En effat W (A0 + (1-2) ¢*) = A W (') + (1-A) W (")
pour 0 € A € 1 donc C est convexs.
Si une suite W [Om] converge vers V , on peut extraire de la suite 0m une

sous-suite 'm telle que On\r(k. J) converge vers une limite ¢ (k j) pour
T

tout k, j (compacité de 1'intervalle ﬁ]. 1:1 );alors W liml + W (#) donc

V =W (¢) et C est fermé&. Comme O £ Hi $ I w“ ., C est bormé donc compact.
’ i |



Cherchons les &léments sxtrémaux de C, c'est-3-dire les &léments V ds
C tels que

VEAV 4 AV, VsV, €C, 0<A<T =y V, =V, =V.

Nous ellons montrer que si W (&) est extrdmal ¢ ne prend que les valsurs 0
ou 1 (donc correspond & une stratégie déterministe).

Soit en effet un couple (k, j ) tel que D < ¢ (k, j5) < 1 i puisqus
o o

n
I;‘ (ks 3] = 1 11 existe une autre valeur 3, tells que O < ¢ (k, j1] < 1
=1

3 1
Posons 2" (k, ju) =9 (k, jD) ol - ' (k, j1J = 0 (k, 311 + €
%* (k, jnl = ¢ (k, ju] + € " [k, j1] = ¢ (k, 11] - €

ol € > 0 est choisi assez petit pour que @' (k, Jol >0 et ¢" (k, 311 > 0

e oy N,k N-k Ny k N-k
alors Wi =Wt e w jc [k] Py Oy  tew J1 [k) Py ay
¥ N, Kk _N-k Ny ko Nk
B Tl % LN s =7 G 8y 5
En particulier
w' = WJ + g wJ 3 (ﬁ] p; qN_k
o o o1 o Jo
Wi, =W, +tew [NJ pk qN—k
3, 1, J1 JD 3 11 31

donc, sauf si JO = 0, j1 = n, KE < %, N1 > , wj A wJ ou w; A wj
1 1

o o
donc W (&') A W () ou W (¢") £ W (&) mals

W (s') + W (o")
2

W () = et W (¢) n'est pas extrémal.

Ceci montre que si W (®) est extrémal on a ¢ (k, J) = 0 ou 1 sauf peut-&tre
pour k # 0, N et J = 0 ou n pulsqu'alors p§ qg_k = 0 ; mals dans ce cas si par

exemple 0< & (k, 0) <1 onat (k, J) =0 pour J € < 1, n-1> st

¢ (R, n) =1 -0 (k, O]

. N, k Nk
slors w_=w =0 et w E E"i,o ® (k,0) +wy (1 Nk.ﬂﬂ G By As

io
choisir ¢ (k, 0) = 1 sans changer W (¢).
~ 80 —
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Aw

J )
8'il existe J € < 1, n-1 > \) Y <
ste J n tel gus wJo on a W # wy et wi £ wy donc
w (¢) n'est pas extrémal.
Or 1'snsemble des ¢ & valeurs O ou 1 sur 1l'ensembls fini < 0, N> x < 0, n >

est de cardinal fini ; C est un polyédrs convexe fermé de ﬂ?n”.

Donnons-nous alors des probabilités & priori {ei. 1€ <0, n >},'minimiaar
n
Z 8y w, revient a minimizer une forme linéaire continue sur C ; elle atteint
i=1
donc son minimum sur C : C

n
l'équation ] a, w, = A définit une
g0 11

famille d'hyperplans peralléles HAX ;
le minimum est réalisé pour un hyper-

plan H, unique (hyperplan d'appui)

A

qui rencontre C soit en un sommet

W (¢) unigue, soit selon une aréte ou une face. La stratégie correspondants
n'est donc pas toujours unigue mais nous avons vu au § 3,4 qu'il existait

toujours une stratégie déterministe qui réalise le minimum.

3.6 Stratégie minimax

A un ensemble de pénalités {wij} et & une stratégie ¢ nous pouvons
associer un vectsur de pénalités moyennes W (@), On peut caractériser la

"teille” de ce vecteur de Rn+1 par une norme dens R”MJ par exsmple

n n
I Iwil ou Z ké ou Max I wil , 8t chercher & déterminer une stratégie
i=0 i= Osisgn

® minimisant la norme de W (¢). La solution dépend évidsnment de la norme

choisie. Nous nous limitarons 3 la troisidme:||w|| = Max |w1| .

0<isn
Nous cherchons donc ¢ qui réalise min Max w, () = min | |w!|puisque wi[‘ﬂ z
¢ i we C

Le minimum est atteint car ||w|| est une fonction continue sur le compact C.
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Nous allons montrer que les composantes de W (%) sont égales,ce qui
nous permettra de le déterminer & partir de C.
Supposons gue toutes les composantes de W (¢) ne soient pas égales et

soit Ni la plus grande ; k'i > 0. Posons &' (k,J) = (1-A) ¢ (k,3j) + lwu (k,J)

o o
avec 0 < A < 1
1 s1 =1
avec vtl (ks J) -{ 9 pour tout k
0 s1jAtd
o
on a Ni (p) = wun donc Nio WGJ =0

Alors wi (@') = (1-)) Hi (@) + wi wn)

et Wi (@) <Hi (¢
o 0

On peut choisir XA > 0 assez petit pour que Max wi (®') < Max Wﬂ (@) = wi (¢
i i [}
de sorte que W ($) ne réalise pas le minimum de ”N”
A
On obtient donc ls point W (¢) de C ol le nnnimum’u} gst atteint en

cherchant le point le plus proche de 1l’origine du segment intersection de C

st de la droite w, = A 1€<0,n>., Sa:lt‘ﬁ ce point.

~
Par un tel point M passent un

ou plusieurs hyperplans d'appui

d'équation

E 2

a (w -w =0

10 i1
et 1'on a O
n
2 8, (mi-ﬁlaﬂ pour tous les w € C
i=0

I1 existe au moins un tel hyperplan d'eppui tels que les a, solént > O

i
et non.touas nuls. En effet les deux convexes C et C’ {m1< M Vi} sont dis-

Joints, donc,par le théordme de Hahn-Banach, séparés par un hyperplan passant

~ ~
par M ; comme cet hyperplan H ne rencontre pas C',on a ai 20 Y1 et les ai

n
sont non tous nuls. On peut donc supposer z 8 = 1 de sorte que ﬁ contient
i=0

au moins une nolutiun‘ds Bayes relative & la distribution a priori {ai} .
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En général la situation est la suiventes :
H ports une face de C et " est un point inté-
rieur & cette face donc correspond & une stra-
tégie % aléatoire. Les sommets de cstte facs ?1

Mes Mou e " correspongdent aux stratégias
déterministes des solutions de Bayes ¢ qui M
n it 2]
donnent la m8me perte moyenne E a1 mi =Q gue ﬁ
1=0

De plus,pour touts autre distribution a priori {aj’_} , on a une stratégie

de Bayes %' telle que

E E . ~
al w, (') < a'w, (8] = w
I e

donc la distribution & priori {éi} est celle qui donne la pénalité maximum i

la stratégie minimax donne la méme pénalité que la pénalité maximum pour

1'ensemble des solutions de Bayes. Ce résultat peut encore s'écrirs

n n
Max Min }: a) w, (&') = Min Max | &' w, (&)
a’ o 420 11 ¢! a* g * &
n
En effet Max 1 arw, (91 = Max w, (8"
3 1=0 i 1
& i€<0,n >
a!20
n
Z a’=1
i=0
Exemples
Pour N = 5et n =5 on trouve la stratégie minimax
% (0, 0) = ¢ (5, 5) = 0,44 ¢ (0, 1) = ¢ (5, 4) = 0,56
¢ (1, 1) = & (4, 4) = 0,63 ® (1, 2) = ¢ (4, 3) = 0,37

$(2,2) =¢ (3, 3) =1
et W = 0,56
Il lul correspond la distribution a priori

8y * 8 = 0,065 a, = a, = 0,17 & %oy " 0,26
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et les stratégies de Bayes A = {1} , 1€ <0, n > ot Ay = Ag = g .,

Ay » {o} , A, = {1, 2} , A, = {3, 4} , A, = {5} donnent la méme pénalité

3 4

moyenne.

Pour N = 10 et n = 5 on trouve comma atratégie minimax

¢ (0, 0) = @(10. 10) = 0,58 ¢ (0, 1) = ¢(10, 4) = 0,42
(1, 1) =2 (9, 4) =1

% (2, 1) =% (B, 4) = 0,88 ¢ (2, 2) = ¢ (8, 3) = 0,12
®(3,2) =9 (4, 2) =0 (6,3 =¢(7, 3) =1

8 (5,2) =0 (5, 3) = -%—

et w = 0,42
a laquelle correspond la distribution & priori

BU - 85 = 0,015 31 -, 34 = 0,14 32 - 3 = 0,395

3.7 Etude de la pénalité en fonction du nombre ds tirages

Nous nous limiterons & titre d'exemple au cas ol w,, = 1 pour 1 # j

1]

st wii = D,et & la stratégie déterministe,

Ay = {0} Ay fk 70 < E-s 0,2933} A, = {k /0,293 < %‘( 0,5}

Ay = {k / 0,5 < & < 0,7086} A, = [k 70,7087 £ <1} A =N}

L'approximation de Leplace conduit, en posant ¢ (x) = 1 f:- 8 % dt
2n

0,0933
3wy tu =0 w, =@ = 1-0( oA N)

0,1067 ) 0,1
Tl Rl AN s1-0 g A

w, * w
Si on choisit une distribution & priori uniforms o = a 3 - ;0N a les

graphiques suivants qui donnent m1,m2 ,u an fonction de N et qui montrent

qu'on gagne trés rapidement sur la pénalité en augmentant N.
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4. STRATEGIES SEQUENTIELLES

Nous allons maintenant étudier des stratégies sslon lasquelles, au bout
de N tiresges on peut. soit se décider en faveur d'une valeur de I, soit décider
et effgctuer au meins un tirage supplémentalire et cecl en fonction das résultats
des N premiers tirages.

Supposons que chaque tirage nous colite t > 0 et que le cholx d'upe valeur

J pour I nous coite w si la vraie valsur de I est :I...

i)

Comma la probabilité d'une trajectoire de longusur N ne dépend que du

N-ky
nombra de succés kN i p:N a , construire une stratégie séquentielle

déterministe D consiste & définir,pour chaque valeur de N, n+1 partiss disjointss

SN da < 0, N > telles que, en notant S, le nombre de succes au bout ds N

3 N
tirages, si SN € Bgl on choisit I = j.

n
Si SN ?f U B‘; on effectue un nouveau tirage .
3=0

Soit Z (D) le nombre (aléatoire) de tirages nécessaires pour choisir

une vsleur de I avec la stratégise D , o (D) 1le probabilité que cette valeur

1]

choisie soit j alors que la vraie valeur est i, E, Z (D) 1'espérancs mathéma-

1
tique de Z (D).

Comme le colt moyen d'una stratégis telle que Ey (Z (D)) soit infini
serait infini,on peut se limiter aux stratégies telles que Ei Z (D) soit

fini pour 1 € < 0, n >,ce qui implique que Z (D) est presque sirsment fini et
n

qua } o (0 =1 ¥i € <0, n> . Soit & 1'ensemble de ces stratégies
J=0

(on sait qu'il en existe, par exsmple les stratégiss non séguentielles.pour

lssquelles le nombre de tirages est fixé & 1'avancal.
Le colit moyen de la stratégie D sera alors, si i est la vreie valeur de I

% .
z w,, a,, (D) + t €, (Z (D)), et, si on se donne une distribution
11 4 i
3=0
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a priori a = {ai} » la colit moyen pour cette distribution sera

n n n
Wla, D) = | a w,,d,, D+t § o E (Z (D).
1=0 4 40 11 =13 120 1~

Nous noterons F 1'snsemble des distributions & priori, c'est-3-dire

le sous-ensemble de l:Rr"'1 définl par

n
3170- E a1'1.
i=0

Dans & nous distinguerons les n+1 stratégies l:l‘j consistant 3 choisir I = }§

avant tout tirags, de colt

W (a, DJJ = 1’2‘3 wid

%

et noterons A' 1l'ensemble de toutes les autrés stratégies qui mettent en
oceuvre au moins un tirage.

Nous poserons u (a) = inf W (a, D,) et
je€<0,n> J

p (a) = inf W (a, D)
DEA’

Deux cas sont possibles :
- ou bien p (a) 2 u (a) VYaeF (c'est le cas si t est grand devant max wijls
alors la meillsure stratégie est D, sur le sous-ensemble FJ de F défini per

J

W (a) = w (a, 0.13

- ou bilen 11 exdste a € F tel que p (a) < u (a).

Soit F' (resp. F") le sous-ensemble de F défini par p (&) < u (a) ,
(resp. p (&) 2 u (&) . |
Alors pour minimiser W (a, D) sur & on a intérét 3 choisir I:l‘1 i ag F*N FJ
et a choi-air une stratégie optimale dans A' (c'est-a-dire effectusr un tirage)

si a€F',
Si a ¢ F' nous effectuons donc un premier tirage. Aprds ce premier tirage

nous nous retrouvons dana une situastion anelogue & cecl préds qu'il convient de
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remplacer le distribution a priord a par la distribution & posteriori 51

déduite du ré&sultat du premier tirage.

Aprés N tirages comportant RN succds, cette distribution'd posteriori

aN sera donnée par

N LA

8 Uk Ky -
a, p, 9

JE< O,n> j j J

et nous décidsrons

de choisir I = J si EN€ F" N Fj

d’effectyer un nouveau tirage si aN € F' .

La stratéglie Bayesienne optimale est donc définie par
N

e - k7d we Frafl .

Malhsureusement slle repose sur la connaissance de F" (si F # B} donc de
p dont la détermination préecise nécessite 1'utilisation d'elzorithmas itératifs
complexes de la théoris de 1’optimisation.

Nous allons nous contenter de construire une stratégie volsine de la
stratégis optimale, et pour les calculs nous nous limiterons au cas ol
w,, = 1 si et seulement si1 1 # ]

1]

1 i
ne=5, aig_B_ ¥i € <o0,5> pi=-—§-

1
et nous choisirons t = 705

Remarquons d'aberd que p, etgl 1a borne inférieure de fonctions affines

positives, est concave donc continue sur 1l'intérieur de F

F'n FJ = FJ n {a /o (a) 2 W (a, Dj]} est donc convexs.

Par ailleurs pour D € A’ Ei.Z (D) > 1 donc
p () 2t, . VaeF

On a donc F* 03 FJD F.‘,I N {azwta. DJJ < t}

pour les wij choisis, nous avons W (a, DJ] =1 - aj
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Fyo N {a/wta,DJ)-st} - {aja‘l-t}.

per un ensemble de la forme a, 2 A

Ceci nous incite & remplecer F" N F g 2

(avec X 2 1 ); nous noterons O

J

\ la stratégie correspondante.

Alars EN sera déterminé par le condition

n

ko N-k
I a0 q
& BE Y

N- A kK N-k
Ky I o q
143 201

2
J
N-k

2 A
J

Pour j = 0 on obtient k # 0 = K ?_‘ ag et D& Bg si st saulsment si

Posons —4}‘— =N
AN

de méma pour J = n N€B:<‘="’='>N;.N

Pour j = 1, on obtient

ko oNk o, A ko Nk
Ppe Egr— i °
141

k = 0 ne satisfait pas cetts inégalité..

Pour 1lss valeurs de k qul satisfont cette inégalité, on a

k Nk , _A_ k Nk

141 Py 9 1 P2 9
N Kk  N-k A k N-k
L T e
d'od k € B1 C— Py 94 2 i Pa 9



ou'klug-f1—+tu-kl T, S 2
By 8, %l

A
> 18 53

Py
de méme keaz <= Kk log —— + (N-Kk) log
P3 3

Pour J = 2, on obtient

L]
) KNk A kK Nk
"‘52 —p 9 » 5 1

qu'on peut remplacer par l'inégalité

kK Nk A k N-k . Kk N-k
P G "2 Py a9y "t Py Ay )
K N-k Kk N-k

§1 on pose p, q, = ap,q,

Kk N-k A k N-
alors P, 49 e v (1+a) P3 A3
.
On a donc |k Log = + (N-k) Log = Log ‘o
P3 I3
92 ) i
k Log —=— + (N-k] Log > Log (1+a)
P3 3 L
De méme on obtient B’; .
Evaluons alors ., (D). On &
(D) - Z Z pk[T) I‘:‘k(T]

et

k(T) N-k(T)
D -
% (O ,E ; Py " 9

od Z est &tandus
-] toutas les trajectoires T qui se terminent en un point de B:I. par une décision

I =41 et od k (T) désigne le nombre de succés d'une telle trajectoire. Or une
trajectoire se termine en un point de la frontidre.de B: pour lequal on a, par

construction, pratiquament 1'égalité

K Nk A K Nk
Py Qe ¥ B q
. | 1-2 o J 3

] .
d'oda, (D) 8= ] @, (D)
11 1=x A1 1
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’ = A B—-—-L -
d'od Eantnl - _1£1 ay, (0 = = E “-a, (O)

et I a . (D)= A (n+1)
; U

ou J 1- a,, (D)) = (ne1) [1-2] =8 (1-0)
i

Evaluons meintgnant Ei Z (D). On a

E, 2 (D) = ] NP, (Z (D) 2N = 7 P, (Z (D) 2N
N=1 Ne1

or Pi (Z (D) 2N) =1-P (Z (D) £ N-1)

N-1
£ 1 Pimil
log --—TA
Ona E_Z (D) =E_Z (D) =N_= et Sy e, Y snpetis
0 n i} 5 -2
e
A
108 — 75—
Unﬂﬂr:l‘ﬂﬂ—*Na 141 =aLng—-£-i-
log —
3
Tig, s
ot -, 2yepl = w3 2 *‘251°8‘—J:\""
B ! e G e o e
e ) 5 ‘9873
log A
de mime (—a , 3N, o BN =y L
5 5 2 2 Jog 2 + 2 1og -3
5 3 5 877
A
= 30103—1:r

Cecl nous conduit & choisir
W (a, DA] = 6 (1-1) + 24 10:—1:;—
qui pour A 2 —;- est minimum pour A # 1 - 4t 1la valeur du minimum &tant
=24 t (1 - log 4 t)
Pour t = —i= on trouve A = 0,89 et un colt minimum de 0,18,

= B



On a représenté sur la figure 2 les 6 ensembles correspondant 3 chaque
valeur de I en portent eén ordonnées le nombre de succés SN et en abscisses

le nombre d'Schecs N = SN .

On a EDZ-ESZ-ZZ
E1Z-E4Z=5l]

EZZ=ESZ=72

Les axes an tireté ont pour équation = i
N= Sy a

On peut comparer le colit de catte stratégie séguentiells au colt minimum
d'une stratégie 3 N fixé du § 3.

Pour cela nous avens porté sur la figure 3 le graphe de (N} + tN = T +
dédult du graphe ds @ obtenu figure 1.
W (N) + t N est minimum et &gal & 0,187 pour N = 40. On voit que la stratégie
séquentielle est légérement meilleurs bien que sensiblemant plus longue 3

mettre en osuvre 81 I = 2 ou 3.
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