Espérance mathématique
et simulation

INTRDDUCTION :

par P.L. HENNEQUIN

L'enseignement actuel du calcul des probabilités distingue trois théories
la théorie trés élémenteire se place sur les espaces probabilisés finis, la
théorie générale utilise la théorie des mesures bornées et la theorie corras-
pondante de 1'intégration, entre les deux on développe, en général dans le
premier cycle de l'enseignement supérieur, une théorie élémentaire qui mani-
pule essentiellement les variables discrétes par des calculs de sériss et les

variables absolument continues per des manipulations d'intégreles de Riemann,

bien souvent dans des exposés disjoints.

Par ailleurs, la "simulation” repose sur 1'utilisastion systématique
d'une suite "ayant les mémes propriétés" que la suite des réalisations d'une
variable uniforme sur ]D,1[. Le rapprochement de ces deux situations nous
conduit & une théorie élémentaire ol on utilise systZmatiguement comme es-
pace de base (]0, 1 [.ﬂ5 , L) o0 B désigne la tribu des boréliens de JoaD
et L la mesure de Lebesgue (prolongement de la longueur).

Nous supposons définie la fonction de répartition d'une veriasble aléa-
toire réelle et connues ses propriétés, en particulier le théoréme de prolon-
gement (gui permet entre autres de définir L). La restriction & daes inté-
grales de Riemann peut sembler alourdir le formalisme par rapport & la théorie

o

générale de l'intégration ; il se justifie pour 1'étude des suites équirépar-

ties (cf. III).

- ESPERANCE MATHEMATIQUE

PROPOSITION 1 : V X, v.a.r. sur (@ , J{, P), il existe une fonction crois-
sante sur ]D, 1[, b3 qui, considérée comme v.a.r. sur E]D, 1[, 03, L), a
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méme répartition gue X.
Tant qu'on ne s'intéressera qu'd une variable X, on utilisera X pour

simuler X.

DEMONSTRATION : Soit F(x) = P {w/X(w) € x} 1la fonction de répartition de X.

Définissons X(x) = {Inf y/Fly) 2 x}

a) X est croissante, car x £ x' et Fly) 2 x > Flylz x définie
sur:]D. TE et continue & gauche (et c'est la seule ayant ses propriétés).

b) X n’est pas, en général une fonction réciprogue de F mais 1'on a

Xix) €t < > x & F(t)

En effet, X(x) <t = Y ¢ >0, g y €t +e, Fly)zx
=> x £ F(t + g) et F continue & droite
=> x £ F(t)

x < F(t) => X(x) € t per définition de X(x].

On a danc L [x/X(x) € t) = L (x/x g F(t) = F(t) puisque 0O g F(t) < 1.

DEFINITION 1 :

On dit gue X posséde une espérance mathématique EX si fl ®ix) dx
0

existe comme intégrale de Riemann impropre, et on pose
1. %
EX = f X(x) dx
0

REMARQUES : 1. X est intégrable Riemann, puisque monotone, sur tout inter-
valle [a, ﬁ} tel gue 0 ¢ a ¢ b < 1. La condition d’existence éguivaut donc
a l'existence de
s b=

lim ja X(x) dx

a40

b41
et porte sur le comportement de X au voisinage de 0 et de 1, donc sur le com-
portement de F(x) quand x + + = gu - =,

2. Dans le cas trés élémentaire o0 X prend un nombre fini de va-

n
leurs X = Z %, 1 les x, étant supposés numérotés dans l'ordre croissant,

g 1Ay i
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avec P {Ai] =Py

1
X prend la valeur xi sur p E DK[ gt on retrouve la formule
k=0

e n
fﬂ X(x)dx = § x p

\mgéggégiga

PROPOSITION 2 : Sgit X une v.a.r. sur (2 , Jt, P) et g une application¥de R
l —

dans R telle que jo g [X{x)) dx existe comme intégrale de Riemann impropre

absolument convergente, alors E (gExJ] existe et on & :

1
E (g[XJ] = fu g f?[x]] dx
Cette formule permet donc de calculer E {g(xl] par une intégrale sur (0, 1)

faisant intervenir X et non g(X) dont le calcul peut &tre plus compligué.

DEMONSTRATION
a) g(X) comme v.a. sur (Q, X, P) a méme répartition gque g{?}sur
L0 4] 18 13,

En effet, P {w/g(x(w)) € B} = P {w/Xtw) € g 1(B)}

L {(x/X(x) € g ()}

L {g (X(x)) € B}

V B Borélien (on utilise ici le théoréme de prolengement].

b) Il suffit de démontrer que

1 1 =
[ e (?(x)] dx = [ g (X) (x) dx
0 0
puisque le second membre est égal &
1
f g (X) (x) dx = E {g (XJ] par définition.
(]

Posons donc g o X = h ; nous devons montrer que :

1
fa hix) dx = I:F (x) dx

ol le premier membre existe comme intégrale de Riemann impropre.

Supposons d'abord h étagée sur ]D, ﬂ].
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2
hix) = }

1=1

alors 1 n
fﬂ hix) dx = § h, (&, , - a)

Saoit {h’j} l'ensemble des valeurs de la suite {hi} numérotées dans

l'ardre croissant et

By = la, - a,)
I genane, AT
i
alors _ 31 %
ho(x) =h', si 1§ P § x < P
i 1
de sorte gue &
1
[ R dx=] n',p, = I h, o la, = Wi
0 3 J “d 129 1 i+q &

[associativité et commutativité pour une somme finie).

c) 8i h=go X est intégrable Riemsnn sur [D, 'I], Y& o0yl

existe ¢ et ¢ en escalier telles que ¢ £ h €Y et

1 1
fow[x]dxs f0¢Edex+e
Les fonctions de répartition correspondantes satisfont

Y<H<?
donc ESF&J
Comme, par b),
o 1 fm 1
fo ¢ (x) dx = fu ¢ [x) dx et fo P o[x) dx = fo Y (%) dx,

on en déduit

1 1
Ye>o, _[0 h(x) dx - J'D hix) dx| < €, d'od 1'égalité.

; .
d) Supposons h > 0 et [ hix) dx définie comme intégrale de Rismann
0

impropre. Soit hix) si hix) <N

hN[x] =

N si hix) 2 N



On a HN[t] = H(t) pour t < N et HN[t) = 1 pour t » N. On en déduit :

F&Ex] =T (x) sih (x) <N et Fﬁ[x) =Nsihi (x)2N,

A~
donc hN [ ]N

1 1 1 1.
Comme ] hNLx] dx =+ f hix) dx et f hN£x] dx =+ In h (x) dx quand N + = ,
0 0 0
on déduit de c)

1 V.
jo hy(x] dx = jo hy(x) dx

d'ol 1 1 _
J ohotxd)dx = [ ho(x) odx .
0 0
1
e) Si f h(x) dx existe comme intégrale de Riemann impropre, posons :
0
h+ = sup (h, 0), h = sup (-h, O)
¥ 2
alors h=h -h

et, comme en d)

+ f—

" =h et h =h
On déduit de d)
o4 o 1 : CR
fh[x]dx=fuh[x]dx et fuhEx]dx=f h™(x) dx
] ]
d'od

1 1 j e
J htxddx=[ (h(x)-h(x)dx=f h(x]dx.
0 0 0

CAS PARTICULIERS

1 - Cas discret X = ij; Xy 1Ai P [AiJ =Py

Pour construire et menipuler X, 11 faudrait pouvoir numénoter les %y
dans l'ordre croissant, ce qui n'est pas toujours possible (par exemple, si

{xi} = 0). La simulation nous suggére d'introduire X' qui a la méme répar-

tition gue X et qui est ainsi définie :
Supposons les Py numérotés dans l'ordre croissant, ce gui est loisible,

car Y g >0, 11 y a un nombre fini de Py 2 € puisgue Py > D et que Zpi =

1 _ i=1 i
Alors 2 Dk & G @ E 5
1 1
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X' et X ont la méme répartition, donc :

1— L
EX = fu X' (%) dx=§ Py %

si et seulement si cette série converge absolument, et comme

glX) = ) glx,) 1 5

Lty 1y,

E (g} = 1} P, 8lx,)
1

si cette série converge absolument.

2 - Cas absaolument cantinu

La fonction de répartition F de X est définie par :
X
Flx) = f f(t) dt aveec f 2 0 (Intégrale de Riemamn improprel

-00

On veut calculer E (gEKJ} guand elle existe.

PROPOSITION 3 : Sous ces hypotheses, E (g(x)) = [T g(t) f(t) at.

DEMONSTRATION : Les étapes sont les mémes que dans la démanstration de la

proposition 2.

n
a) Si g(iﬁ = i, 4
i§1 1 ey 8y,
n
E gl 3 b bay,, - u)
1=1

La continuité de F implique que X est strictement croissante ; si g o X est

étagée, la restriction de g & ?I[]D. 1[} est étagée :

n
tex (Jo, 10 = gty = § h 1 (t) avec b, = X (a,).
joq 1 Jbi’ bi+1] i 4l

fies [*2 gt #te) dt glt] f(t) dt

J'3&_]0. 1D

n
b,
o i 2
= o] flt) dt
ﬁ1 i

u
=10
T

(F (by,,) - F (b))
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n
- z hy la;,, = 2a) = E (g(x)

b) Si g [?J est intégrable Riemann sur JD, 1[, Ve > 0 1la restriction

de g a X (]D. ‘![J est encadrée par deux fonctions &tagées ¢ et { telles gue :

1 1
fu ¢ (X(x)) ox 3> Ia PXxd) dx - e
Comme f >0, si t € X (Ja, 1[0,

Glt) FIE) <€ glt) FIt) < Ylt) (L)

et

+o0 1
[ #lt) f(t) dt = $(t) ft) dt = jo¢{§[x1} dx

J'?L]rmlj]
de méme pour .
+0o
On en déduit 1'existence de J f(t) glt) dt et son égalité 3 E (g(x)).
-c0

c)] Si g 2 0, on pose gy = inf (g, N), et on déduit de b)

£ {gNExJ) = [ ) g () dt
]

+eo
E [gN(XJ) J flt) gl(t) dt en faisant tendre N vers e-.
=co

Enfin, si g est absolument intégrable, on déduit 1'égalité pour

B .=
g =g -g de l'égalité pour g et g .

II - FAMILLES DE VARIABLES ALEATOIRES REELLES

Jusqu'a maintenant, nous avons laissé sous silence deux propriétés
fondamentales de 1'espérance mathématique : la linéarité et la multiplica-
tivité pour des variables indépendantes. Leur énoncé introduit un couple
(X, Y) de variables aléatoires réelles. La définition d'un tel couple com-
me application mesurable de (Q, #£) dans ( IRZ, ﬁRZJ ne souléve aucune diffi-
culté, mais celles-ci apparaissent dés gu'on veut simuler un tel couple &
partir par exemple de la fonction de répartition, car l}?z n'est plus, comme
R, totalement ordonné. Ceci nous améne & donner une définition, d'apparence
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restrictive et dont seule une théorie générale (Radon-Nikodym et probabi-
lités conditionnelles réguliéres) peut montrer gu’elle recouvre le cas le
plus général (en remplagant les conditions de Riemann intégrabilité par

des conditicns d'intégrabilitél.
DEFINITION 2 :
Nous dirons qu'une famille de v.a.r. [X1, XZ' . Xn] sur (Q, 4, P)

est simulable s'il existe n applications ?ﬁ, E& de R~ dans ]D. 1E telles que

: e f % q 5 ARG soit croissante,
qu, Koo " xi_1 ®oo Xi (x,] x2 xi] (5

etaue y..o0<¢a <1,
1 ji &

" dx, J_ dx,
<
hy & 9y Xp(xga%;) < &,

xn[xﬁ.xz,...xnl < e,

le second membre existant comme intégrale de Riemann multiple.

Alors pour simuler X1, X2' s Xn, on utilisera X1. Xz, vy Xn f

définies & partir de x1, xz.

d'une variable uniforme sur ]0, 1[.

vr X résultat de n tirages indépendants

REMARQUE : Si {X1, X «+.s X ) est indépendante, elle est simulable (Pren-
— n

94

dre Xi(x1, * ey xi] = Xi[xi13.

27

(X, . s
J]D,Q[_n E 1 2

de Riemann impropre absolument convergente, elle est égale a

E (g (Xﬂ; XZ' Vi Xn])

Ce théoréme, extensian & R de la proposition 2, se démontre de fagon

PROPDSITION 4 : Si i EH} dx existe comme intégrale

tout & fait snalogue. Posant g (i&. N

o wres XnJ =h [x1, - S —— xn]. on

2

on est ramené & démontrer que

Lo
hix) dx = J hEd dt ,
Jo.1[ s
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ol h est la fonction croissante sur]D, ’1[:18 méme répartition que h. On
le montre successivement pour h en escalier, pour h intégrable Riemann

sur J0, 1[", pour h 3 0,

COROLLAIRE 1 : E [ X + ¥ ) = EX + EY

COROLLAIRE 2 : Si X et Y sont indépendants, EXY = EX EY

DEMONSTRATION : On déduit de la proposition 4, en prenant successivement
glxs w) = X+ ¥, % Vi XY
T S O S Ly
EXeY)=[ [ (XeVidcdy =ff Wdxdy+[[ Vaxdy=EX+EY.
0’0 o 0
T ¥ _
EXY = [ [ X(x) Yix, y) dx dy
0’ o
; (- ; S
= fo X(x) dx [ ¥ix, y) dy
]

51X et Y sont indépendants , onpeut choisir ¥ ne dépendant pas de X.

D'od S ) N
EXY = fn X(x) dx . fo T(y) dy

I - _
= fufu XK(x) dx dy . f:f; Y(y) dx dy = EX EY.

III - SIMULATION

DEFINITION 3 :

On dit gqu'une suite de nombres réels {xn} posséde une répartition F si

N

Card {k/xk £ 8, 1.6k« n}

YV aeRr

n

converge vers une limite F(a). On dit que {xn} est équirépartie sur]D, 1|:

siF[a)=aVatelqueG<a<ﬁ.

REMARQUES :

1 - 51 F est une fonction de répartition sur R et si X est équiré-
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partie sur ]D, d[. X associée & F par la proposition 1, alors ?[xn) a pour
répartition F.
En effet, 'i[xn) <@ <> x < Flal. On utilisera en particulier la

suite Y[xnl pour simuler la v.a. X.
2 - Il peut se faire gque,dans la définition 3,F ne soit pas une fonc-

tion de répartition sur R, mais sur R : par exemple si ¥ oy F(a) = O,

Y aeRr.

I1 existe des suites éguiréparties (par exemple, xn = na (mod 1) avec

a irrationnel) et en particulier on a la

PROPOSITION 5 : Soit {xn} une suite de variables aléatoires indépendantes
uniformes sur ]D, 1[ ; 2lors pour presque tout w, la suite {Xn(m)} est

equirépartie.

DEMONSTRATION : Par la loi forte des grands nombres,

V a, 0 ag 1

n

= w} + a
= § New, g [xi[ )}

sauf pour w € N(a) avec P (N(a)) = D, car

E [1:'_&‘3] (x,)) = a
et les 1] -, 8] (X;) sont indépendantes.
On en déduit que la propriété est vraie gquelque soit a rationnel de
[D. .1:] siweEN-= u N(a) ; puisque Q est dénombrable, on a encore
a€0n [0,1]
PI(N) = O.
Soit alors a réel quelconque de [0, 1]. ¥ € > 0, il existe deux

rationnels get g’ tels que D s gg a<qg'<q+eg1et

Moo, @) € ow, g € o, a7]

= |

Comme

19 1 ,
= 42 4}7«:, q] (Xklwl) +q et B E:‘l*m‘q'] (kaw]) 2 L
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si w & N, on en déduit que pour n assez grand

n
1 "
= § Yoo (X () - 8| < 2ze

La suite {Xn[w]} est donc équirépartie pour w € N.

REMARQUE : Si {xn} est' équirépartie, il résulte immédiatement de la défi-
nition que : n

= ¥ . tx ) %L (B)
nk=1B K

pour B intervalle ou réunion finie d'intervalles de :]D, ’IL mais cette
propriété peut &tre fausse pour une réunion dénombrable, a fortiori pour B
Borélien guelcongue de l:[], ‘1] : Il suffit de prendre pour B le complémentaire
de 1l'ensemble €{xn}], la limite est alors 0 et non L (B) = 1.

Ainsi, si les XK sont indépendantes, uniformes sur [@, f}, Y B

borélien fixé,
1
"k

I e~13

‘EB (thw]] + L (B) presgue sOrement,
1

mais presque slrement 3 B tel que

n
1
= k§118 (X (W) # L (8

L'utilisation des suites équiréparties permet le calcul d'intégrales

de Riemann propres gréace a la proposition suivante.

PROPOSITION 6 : Si {xn} est équirépartie sur |0, 1[ et f Riemann intégrable
sur [0, 1] alors

15 )
F§ flx) =+ Io flx) dx .

En effet, f peut &tre encadré par deux fonctions en escalier ¢ et J

e,

W L R 1
Tn $lxd dx = fn Plx) dx € € ;

telles quE +

1 1 1
J #(x) dx et [ @(x) dx encadrent [ f(x) dx et en différent de moins de €.
0 0 0
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184

n
Alors 1 E ﬂx ) est encadrée par-:l-
1

respectivement vers f d(x) dx et f Ylx) dx.

n
) et X ¥ ¥lx, ) qui convergent
k n 1 k

A1

En effet, si

=10, 1 ;
i): * ey gl

n
1 1
= (x ) = - 1 (x) = . le, = ]
n%‘bxh :)Ed:l n 2 Ea., ai+1|: Xk ?.L:d)l - T
1
= Jo o (x) ox

REMARQUE : La proposition B peut, jointe aux propositions 2 et 3 permettre
des calculs approchés d'intégrales, mais on prendra bien soin de vérifier
qu'on se raméne a une intégrale de Riemann propre sur [D, 1:|. En effet, on
a le

CONTRE-EXEMPLE : Il peut se faire que f f(x) dx existe comme intégrale

de Riemann impropre absolument convergente et que u E fo ) ne converge

pas vers f f(x) dx. Toutefois, si ¥ > 0,
0
19 !
lim = 3: flx,) 2 fﬂ fx) dx.

Supposons en effet gue nous nous donnions une suite {tn} équirépar-
tie sur [b. {]. Remarquons déja gue notre définition n'exclut pas tn =0
ou 1 et gqu'il pourrait se faire que f(0) ou f(1) ne scient pas définies :
nous suppuscns que ¥n, 0 <t <1etaquefestfinie sur Jo, 4] de sorte
que ;- Z f(t J est bien définie.

Con51derona la suite ® définie par :

= : J
xn tn sin#?2
T 1 o= = ol &
xn N sin=2 J = s 24 s

[an:=1 est éguirépartie,
En effet, ¥ a, 0.€ a€ 1,

= ]
=, 4 (x,) ! e, a (¢ s1 kF2
et ;
]j:l_,,, a] [Xk3 = 4 ]_w' a] [tk)l £ 1 sinon.
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19 ) 1
Alars ;—E Eﬂ]_m' éj ka) ?]_w' é] [th| ES S Logz n-+ 0 quand n + =,

n n
1 1
Donc -} 1 (x, ) converge comme — ) 1 (t ) vers a.
71w, ] m ke, o]
1
Prenons alors f(x) = -Log x de sorte que I -Log x dx = 3 ,
o
tandis que .
1 1
- s By -
- Z (-Log xK] » e KE Log x K
1 2"¢n 2
K
5 0 2 °
2 % - 2 + o guand k0+°°
2‘3

i a i >
Sif 1{;‘ 1_@] est intégrable Riemann et f 2 O,

&
n

- 17

n
1
fl¥] = = flx,. ) 4 (x, )
k n§ k' [e. 1-€] Yk

1=E
et le second membre tend vers J f(t) dt qui est arbitrairement voisin de
£

1
fo fx) dx.

CONSEQUENCE : Si on veut calculer & l'aide d’une suite égquirépartie une
intégrale de Riemann impropre absolument convergente, on procede en trois
étapes:

= 1° On se raméne & f > 0

- 2° Pour £ > 0 donné, on détermine n tel gue

n 1
f Fx) dx * J fix) dw <€ &
o

1-n
1-n 4 0
- o —_—
3° On approche [ f(x) dx par < 3 f[xk] @DL 1 1] [xk}
n 1
En pratigue, supposons qu'on ait f 2> 0 et gu'on ait &tabli la convergence

]_[1+a), a <0, alors il suffira

1
de !0 f(x) dx par majoration [f(x)| € K |x
d'éliminer dans le calcul par un test convenable les valeurs de n telles

que le calcul de ?[xhl conduise a un dépassement de capacité.

—213 -



IV - SIMULATION DE VECTEURS

Au paragraphe III, nous avons simulé une variable aléatoirs X de
répartition F par une suite de méme répartition. On peut étendre sans dif-
ficulté ces définitions & des suites et variables aléatoires dans RrP,

Ainsi une suite {\Ik} de vecteurs de I.'Rl:J sera éguirépartie sur [D, ﬂ]p si

1., (V) = % [T)

o
n C ok

=t~—13

pour tout polyédre C de EEJ, ﬂp de volume v(C).
La suite {Vn} permettra, grédce & la définition 3 et la proposition5,

de simuler une famille (><1, Koo, duie.y Xpl de variables simulables, par la

2
~ 1 2 - 1 2
e @&, 0o, 0E Bt s B el v B e w.)
En fait, la suite {Xn} de veriables indépendantes uniformes sur [0, 1]

posséde la propriété suivante (qui résulte immédiatement de la loi forte

des grands nombres)

(pl

- de composantes

YV p fixé, la suite de vecteurs V

\J‘n =xnp+i (w) 1 L4 £P

est équirépartie sur [D, 1_-[;: pour w € Np avec P [Nﬁ] = 0.

Comme on a aussi P ( U Np) = 0, on en déduit que presque slrement

Y p. Vn(p] est équirépartie.

DEFINITION 4 :
Nous dirons gu'une suite {xn}}de réels de [0, :l] est parfaitement
équirépartie si Y p, la suite de vecteurs {vn[p)} est équirépartie sur
e (p) "
[0, 1" o LA a pour composante v _° = L

Les suites parfeitement équiréparties permettent donc de simuler les

vecteurs aléatoires simulables de dimension quelconque.
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Faisons une derniére remargue dont 1'intérét pratique est nul : il
y a bijection entre l'ensemble des variables uniformes sur ]D, ‘1‘[ et l'en-
semble des suites de variables uniformes indépendantes sur }U. ‘l[, autre-
ment dit, ce n'est pas plus compligqué de trier une infinité de valeurs
qu'une seule !

En effet, soit X(w) uniforme sur :[D, ‘l[. Choisissons .une base de
numération a. Associons & X(w) la suite de ses "décimales” en base a (en
excluant les suites qui comportent une infinité de fois consécutives le
chiffre a - 1).

Soit ai(wJ la iiéme.

ai[m] est uniforme sur O, 4, 2, ..., a1 et les ai sont indépendants.
Brenons ensuite la suite des décimalés de rang impair 2p + 1. C'est la
suite des décimales d'un nouveau nombre Y1[w] uniforme sur ]D, 1[.

La suite des décimales de rang 2 (2p + 1) est la suite des décimales
d'un second nombre YZ(uJ] uniforme sur ]D, ’}[ indépendant de Y1'

La suite des décimales de rang 2n (Zp + 1) définit de méme 'f'ngq.

{Yk]est une suite de v.a. indépendantes uniformes surJD, 1[. Inver-

sement, les Y (w) définissent X(w) uniforme sur ]0, 1[.
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