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0. INTRODUCTION

Ce théme vertical sur les carrés magiques s’adresse a tous les mai-
tres, de la Maternelle a I’Université. Il doit permettre la rédaction
d’autres documents horizontaux destinés aux éléves de différents
niveaux (élémentaire, premier et second cycles).

Le théme abordé dans ce document est intéressant a bien des
points de vue; en particulier, il touche a un grand nombre de
domaines mathématiques et débouche sur des applications exté-
rieures aux mathématiques.

Nous recommandons au lecteur de lire entiérement ce docu-
ment; cependant, nous attirons son attention sur le fait qu’il n’est
nullement nécessaire d’avoir tout compris pour utiliser certains
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INTRODUCTION

sujets dans sa classe. En outre, il n’est pas obligé de le lire lmeaz-
rement. Voici un graphe de lecture:

Introduction

Formes et couleurs

Codage en base trois et carré chinois Détermination - de
17 tous les carrés magi-
ques d’ordre 3 et 4.
Apercus: sur P'algo-
rithme combinatoire
Quelques carrés magiques

Carrés gréco-latins Cﬂ!.ﬂés g’réco-
et plans d’expériences latins d’ordres
2,3,4

Manipulations sur les
carrés latins

Extension du
corps {01}

Construction effective
de carrés gréco-latins
d’ordre 4

Carrés gréco-latins
et géométries finies

Vectoriels de
carrés magiques

14

110 Les corps finis

Carrés gréco-latins

d’ordre premier Figures magiques
Polyédres convexes
de carrés magiques.
Le probléme des 36 Emplois du temps
officiers d’Euler
Codage et décodage. 19
18| Détection et correction ! o
d'erreurs Bibliographie

Ainsi, par exemple, pour arriver au paragraphe 14, 11 faut avoir
lu auparavant les paragraphes 0, 1, 2 et 3.

Les sujets placés dans un rectangle correspondent a des applica-
tions extérieures aux mathématiques.

Les références renvoient a la bibliographie.
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1. HISTORIQUE

Des Chinois a 1973 ! en passant par EULER, PONCELET et
GALOIS.

L’histoire des carrés magiques débute, semble-t-il, en Chine,envi-
ron 2200 ans avant Jésus-Christ, avec la découverte d’un carré a 9
cases, et se poursuit a travers les siécles jusqu’a une époque toute
récente (puisque le carré a 100 cases présenté au paragraphe 8 date
du 20 aolt 1973) en passant par 1514, nombre immortalisé par
DURER avec un carré a 16 cases.

Albert Dﬁrer — Mélancolie
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HISTORIQUE

Elle est inséparable de celle des carrés gréco-latins, et en parti-
culier du célébre probléme d’EULER (1782), partiellement résolu
par TARRY (1898) et définitivement par BOSE, PARKER et
SHRIKHANDE (1959). -

La théorie des carrés gréco-latins repose essentiellement sur celle
des corps finis, créée par GALOIS en 1830 pour élucider le proble-
me de la résolubilité des équations par radicaux. Depuis 1545,
grice 3 CARDAN et a FERRARI, on savait résoudre les équations
_ jusqu’au quatriéme degré, mais ce n’est qu’en 1826 qu’ABEL mon-
tra que 1’équation générale du cinquiéme degré n’est pas résoluble.

Les carrés gréco-latins se rattachent a la géométrie projective,
créée par DESARGUES au début du 17éme siécle et développée
au début du 19éme par PONCELET.

Ils ont trouvé au 20éme- siécle un vaste domaine d’application
en statistique et en théorie de l'information, et, par le biais de
Valgébre linéaire et de la théorie des graphes, conduisent a la réso-
~lution de certains problémes d’emploi du temps.

2. FORMES ET COULEURS

Voici un théme que l’on peut proposer a de jeunes enfants de
I’école élémentaire.

Donnons-nous un quadrillage formé par neuf cases et trois types
d’objets: des carrés, des ronds et des triangles. :

Pouvons-nous placer trois carrés sur ce quadrillage de maniére
qu’un carré ne figure qu’une fois et une seule dans chaque ligne et
dans chaque colonne, et de méme pour trois ronds et pour trois
triangles. ?

Voici une disposition :

OA
A0
OA

FORMES ET COULEURS

Existe-t-il d’autres dispositions ?
Donnons-nous maintenant trois couleurs: du rouge, du bleu et
du vert.

Pouvons-nous colorier les différentes cases de maniére que le
rouge ne figure qu'une fois et une seule dans chaque ligne et dans
chaque colonne, et de méme pour le bleu et pour le vert ?

Voici une disposition:

R | B A%
B VIR
VIR |B

Donnons-nous alors trois carrés, un rouge, un bleu et un vert,
trois ronds et trois triangles de ces trois couleurs.

Pouvons-nous placer ces différentes figures sur le quadrillage de
sorte qu’une forme donnée figure une fois et une seule dans cha-
que ligne et dans chaque colonne et de méme pour les couleurs ?

Une disposition est fournie par la ‘“‘superposition” des deux
dispositions précédentes: :

A
A
QAL

Essayez de résoudre ce dernier probléme en utilisant un quadril-
lage formé par quatre cases et en vous donnant deux formes et
deux couleurs.

Méme probléme avec un quadrillage formé par seize cases et en
prenant quatre formes et quatre couleurs.
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CODAGE EN BASE TROIS ET CARRE CHINOIS

3. CODAGE EN BASE TROIS ET CARRE CHINOIS

Adoptons alors les codages suivants:

O"““‘O R-—-—-—»O
g —e 1 et V— 1
L et D B — 2

La premiére disposition se code:

1 0 2
2 1 0
0 2 1

0 2 1
2 1 0
1 0 2

Nous obtenons ainsi deux carrés latins d’ordre 3.

Plus généralement, un carré latin d’ordre n est une matrice
carrée
‘ A=(aij) i€[1l,n] et je€ [l ,n]

dont les éléments a, appartiennent a un ensemble E de cardinal n
(par exemple {0, 1, 2, ..., n—11}) et dans laquelle chaque élément
de E apparait une et une seule fois dans chaque ligne et dans
chaque colonne.

Pour tout naturel n (n= 1), il existe au moins un carré latin
d’ordre n: en effet, la table de Pythagore d’un groupe d’ordre n est
un carré latin, et pour tout naturel n, il existe au moins un groupe
d’ordre n. '

.

CODAGE EN BASE TROIS ET CARRE CHINOIS

Superposons alors les deux carrés latins d’ordre 3:

(1,0) | (0,2) | (2,1)

(2,2) | (1,1) | (0,0)

(0,1) | (2,0) | (1,2)

nous obtenons ainsi un carré gréco-latin d’ordre 3.
Plus généralement, si A = (a“.) et B= (bij) sont deux carrés latins

d’ordre n, on dit qu’ils sont orthogonaux si les n’ couples (aij , bi}.)
sont distincts. La matrice
est alors un carré gréco-latin d’ordre n. Ce terme vient de la nota-

tion initialement employée (lettres latines pour le carré A et lettres
grecques pour le carré B).

Le carré gréco-latin d’ordre 3 ci-dessus peut encore s’écrire:

10102 |21
22 11} 00
01120} 12

ol nous avons remplacé chaque couple (u, v) par le nombre uv
écrit en base trois. En passant alors en base dix, il vient:

3 2 7
8 4 0
1 6 5

c’est un carré magique: la somme des naturels de chaque ligne, de
chaque colonne et de chaque diagonale est constante.
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CODAGE EN BASE TROIS ET CARRE CHINOIS

Ajoutons a chaque naturel de ce carré magique le nombre 1.
Nous obtenons un autre carré magique:

4 3 8
9 5 1
2 7 6

appelé carré magique chinois; ce carré, le plus anciennement

connu, fut d’aprés la légende inscrit sur le dos d’une tortue que le

ciel fit sortir de la riviere LO, pour ’empereur mythique YU:

<

S e O

Les neuf nombres symbolisent la Grande Régle en neuf paragra-
phes du Classique des documents, CHOU KING. I1' a longuement
préoccupé des penseurs arabes tel que GHAZALI. Manuel
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CODAGE EN BASE TROIS ET CARRE CHINOIS

MOSCHOPOULOS, humaniste qui vécut sous ANDRONIC II
(1282—1328), a écrit le premier traité en Occident sur les carrés
magiques; il semble que ce probleme lui fut transmis par la tradi-
tion indienne.

Plus prés de nous, nous pouvons encore citer les études sur les
carrés magiques, passe-temps remis a la mode par BACHET vers
1612 et auquel FERMAT se livre avec une grande virtuosité a
partir de 1630.

4. MANIPULATIONS SUR LES CARRES LATINS

Reprenons le carré latin

1 01 2
21110
01 211

0f 1 2
1 210
21011

c’est encore un carré latin; ce carré latin est dit normalisé, car la
premiére ligne et la premiére colonne sont écrites dans ’ordre

- naturel 0,1, 2.

Combien y a-t-il de carrés latins normalisés d’ordre 3 ?

Ecrivons la premiére ligne de la premiére colonne:

01112
1
2
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MANIPULATIONS SUR LES CARRES LATINS

Dans la case située a 'intersection de la seconde ligne et de la
seconde colonne, a priori nous pouvons mettre 2 ou 0. Si nous
mettons 2, nous retrouvons le carré précédent. Si nous mettons 0,
il faudrait alors compléter la seconde ligne avec 2 et il y aurait
dans la troisieme colonne deux fois 2. Il existe donc un seul carré
normalisé d’ordre 3. De méme, il existe un seul carré normalisé
d’ordre 2.

0 1

1 0

Combien y a-t-il de carrés latins normalisés d’ordre 4 ?

En manipulant sur les bijections de ’ensemble {0, 1, 2, 3}, on
découvre quatre carrés latins normalisés:

0|l1]|2]3 o]l 1] 2] 3
1]2]3]o0 11 3]o]2
21301 2l 0] 3|1
3ol 1]o2 3l 210
o|l1|2]3 ol 1] 2] 3
1]10|3]2 1lo]| 3|2
2 13|01 213|110
3l2]11]o0 31201

N_ désigne le nombre de carrés latins normalisés d’ordre n; la table
suivante donne les premiéres valeurs de N :

n 1121 3] 4 5 6 1
N 111 11 4] 561 9408 | 16942 080

n

12 =

Shanin e aneistaiiaaasaaie

CARRES GRECO-LATINS D’ORDRE 2, 3, 4

5. CARRES GRECO-LATINS D’ORDRE 2, 3,4

A la question: existe-t-il un carré gréco-latin d’ordre 2, on répond
facilement. Aux notations pres, il n’existe qu’un carré latin d’ordre
2:

etc...

La superposition donne

aq b g
bg aa

qui n’est pas gréco-latin: seuls deux des quatre couples sont repré-
sentés.

Aux notations pres, il existe deux carrés latins d’ordre 3:

a b c a b c
b [¢ a c a b
c a b b c a

IIs se déduisent 1’'un de I’autre par permutation de lignes.

Par association, ils fournissent ’unique carré gréco-latin d’ordre 3:

aaq b g CYy

by ca ag

cp ay | ba
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CARRES GRECO-LATINS D’ORDRE 2, 3, 4

Aux notations preés et aux permutations de lignes pres,

quatre carrés latins d’ordre 4:

‘a b| ¢ d
b | ¢ d| a
c d 'a b
d| a b | ¢
a b | c d
b} a d c
c d a b
d| c b a

Un carré gréco-latin d’ordre 4 ayant dans sa premiere ligne les
lettres o, B, v, & dans cet ordre a nécessairement dans sa premiére
colonne la suite «, v, §, 8 ou la suite «, 6, 8, v. Pour trouver tous
les carrés gréco-latins, il suffit donc d’associer a chacun des carrés

ci-dessus les huit carrés ci-dessous:

« i} v &
Yy | 6| afB
8 a B |7
Bl vy | 6| «
« 8 b7 1)
Y| 8 a| B
8 Y B o'
Bl af s v

—14 —

il existe

bl ¢ d
d a c
a d b
c b a
b | ¢ d
a d| ¢
d b a
c b

oV]

Bl v |9
o § 1 8
Y| B | @
1) o Y
B y| 8
1) B «
y| of B
o ) b7

CARRES GRECO-LATINS D’ORDRE 2, 3, 4

o B 0 6 a g ¥ o
5 al B ¥ ) Y| B a
B Y| o @ g 8 a |y
Y 1) o § ¥ « 5 8
ol B v| 8 a | B v | &
) Y| 8 o 1) Yy { af B
B | a8 v i o | § v
Y 5 o g8 % ) B o

On ne trouve que deux associations donnant des couples tous
distincts:

aa b cy dé aa b g cy dé
by asd da cB bé ay dg cu
cé dy ag b« ' cp da asd by
dg cua bé ay dy | c¢é ba ap

Le carré latin est le méme, et les deux carrés grecs s’en déduisent
par permutation de lignes. De plus, ils forment eux-mémes un
carré gréco-latin: on a un systéme de trois carrés latins deux a
deux orthogonaux.

6. CARRES GRECO-LATINS ET PLANS D’EXPERIENCES

L’étude des carrés gréco-latins a été principalement développée par
les statisticiens. Nous empruntons a Martin GARDNER la descrip--
tion des relations entre carrés gréco-latins et plan d’expériences:
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CARRES GRECO-LATINS ET PLANS D’EXPERIENCES

“Sir Ronald FISHER, ’'un des meilleurs statisticiens au monde, fut
le premier a montrer, vers 1920, que le carré latin pouvait étre
appliqué aux recherches agronomiques. Supposons par exemple
qu’on veuille expérimenter, avec un minimum de temps et d’ar-
gent, les effets de sept produits chimiques différents sur la crois-
sance des végétaux. L’une des difficultés inhérentes a ce genre
d’essai tient a ce que la fertilité des diverses parcelles de sol varie
en général de facon irréguliére. Comment organiser une expérience
pouvant tester simultanément les sept produits chimiques et élimi-
ner en méme temps tout “biais’’ dli aux variations de la fertilité ?
I suffit de diviser le champ expérimental en parcelles qui sont les
cases d’un carré de sept par sept et de leur appliquer les sept
traitements avec la structure d’un carré latin aléatoirement choisi.
Compte tenu de cette structure, une analyse statistique simple des
résultats éliminera tout biais dii aux variations de la fertilité du sol.

Admettons maintenant qu’au lieu d’avoir une seule variété de
plantes a soumettre a ces traitements nous en ayons sept. Peut-on
organiser une expérience qui tienne compte de cette quatrieme
variable (les trois autres étant la fertilité dans une rangée, la ferti-
lité dans une colonne et le type de traitement)? La solution nous
est fournie par le carré gréco-latin. Les lettres grecques nous indi-
quent ol planter les sept variétés de plantes et les lettres latines ou
appliquer les sept traitements chimiques. Ici encore, ’analyse sta-
tistique des résultats reste simple.

Les carrés gréco-latins sont maintenant d’un usage courant au
stade de la conception des expérimentations en biologie, en méde-
cine, en sociologie et méme dans 1’étude des marchés. La “‘parcel-
le” n’est évidemment plus un terrain. Il peut s’agir d’une vache,
d’un patient, d’une feuille, de la cage habitée par certains animaux,
du point ou est faite une injection, d’une période de temps ou
méme d’un observateur ou d’un groupe d’observateurs. Le carré

gréco-latin est alors simplement la carte de ’expérience. Ses lignes

correspondent & une premiére variable, ses colonnes a une deuxie-
me, ses lettres latines a une troisiéme et ses lettres grecques a une
quatriéme. C’est ainsi qu’un médecin pratiquant la recherche peut
chercher a vérifier les effets de cing pilules différentes sur des
personnes appartenant a cing zones d’age différentes, présentant
cinq groupes de poids différents et parvenues a cing étapes diffe-
rentes de la méme maladie. La méthode d’expérimentation la plus
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CARRES GRECO-LATINS ET PLANS D’EXPERIENCES

commode sera basée sur un carré gréco-latin d’ordre 5 choisi au
hasard parmi les diverses possibilités de cet ordre. On peut tenir
compte de variables supplémentaires en superposant des carrés
latins supplémentaires; pour un ordre n donné, il n’y a cependant
jamais plus de n—1 carrés deux a deux orthogonaux.’

7. CARRES GRECO-LATINS D’ORDRE PREMIER

On forme trés facilement un carré gréco-latin d’ordre 5, en asso-
ciant deux carrés latins obtenus par permutation de lignes:

01234 01234 01234 01234
12340 23401 34012 40123
23401 4 0123 12340 34012
34012 12340 40123 23401
40123 34012 23401 12340

On voit que les permutations sont choisies de maniére que les
colonnes présentent des progressions arithmétiques modulo 5.

La méme méthode s’applique a un ordre premier impair quel-
conque p, fournissant p—1 carrés latins qu’on peut associer deux a
deux.

D’autre part, on sait construire, a partir d’un carré gréco-latin
d’ordre n et d’un carré gréco-latin d’ordre n’, un carré gréco-latin
d’ordre nn’: rangées et contenus étant numérotés a partir de zéro,
si les cases (i, j) et (i’,j’) contiennent respectivement (k, h) et
(k’, h’) dans les deux carrés donnés , on place dans la case
(’i+ i’, n’j + j’) du carré cherché le couple (n’k + k’, n’h + h’).

Comme on le verra aux paragraphes 10 et 11, on sait construire
des carrés gréco-latins ayant pour ordre n une puissance quelcon-
que de 2 (sauf évidemment n = 2); il s’ensuit qu’on sait construire
des carrés gréco-latins d’ordre quelconque sauf pour les doubles
des nombres impairs (n =4k + 2,k &€ N).

8. LE PROBLEME DES 36 OFFICIERS D’EULER

EULER, qui connaissait la plupart des résultats précédents, s’est
attaqué aux carrés gréco-latins d’ordre 4k + 2. Il donna du problé-
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LE PROBLEME DES 36 OFFICIERS D’EULER

me des carrés gréco-latins d’ordre 6 1’énoncé célebre: placer en
carré 36 officiers représentant 6 grades dans 6 régiments de manieé-
re que chaque rangée contienne tous les grades et tous les régi-
ments. Il constata que le probléme n’avait pas de solution (la
démonstration compléte ne devait en étre donnée qu’en 1898 par
TARRY). Il en inféra hardiment qu’il n’existait aucun carré gréco-
latin d’ordre double d’un impair.

La question resta pendante jusqu’a I’apparition des ordinateurs,
qui donna I’espoir de découvrir pour commencer un carré gréco-
latin d’ordre 10. Mais a peine ces recherches avaient-elles débuté
que trois mathématiciens américains, BOSE, PARKER et
SHRIKHANDE, donnaient un mode de construction valable pour
tous les ordres doubles d’impairs supérieurs a 6 (1959), renversant
ainsi complétement la conjecture ’EULER.

Le résultat fondamental de la théorie des carrés gréco-latins est
donc le suivant: il existe des carrés gréco-latins de tous ordres
sauf 2 et 6.

Une foule d’autres questions liées aux carrés gréco-latins ont été
étudiées récemment, et beaucoup ne sont pas encore résolues.
L’une concerne le cardinal X(n) d’un ensemble de carrés latins
d’ordre n tels que deux quelconques d’entre eux forment un carré
gréco-latin (on dit qu’ils sont deux a deux orthogonaux). Parmi les
résultats connus, citons: (MILLS)

X(n) = n—1 si n est une puissance de nombre premier
X(12) = 5
X(21) = 4 , ‘
X(n) > 3  sinestcongrua0oual modulo 4.
On ne sait pas encore s’il existe trois carrés d’ordre 10 orthogo-
naux deux a deux.

On s’est intéressé aussi aux carrés latins orthogonaux a leur
transposé (carrés “autoorthogonaux’). Voici ce qu’on en sait a
Iheure actuelle:

Il existe un carré autoorthogonal d’ordre n dés que n n’est
congru ni 4 2 modulo 4 ni & 3 ou 6 modulo 9. :

Il existe un carré autoorthogonal d’ordre n dés que n est une
‘puissance de nombre premier a condition que n—1 ne soit pas une
puissance de 2.

- 18 =
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LE PROBLEME DES 36 OFFICIERS D’EULER

Le dernier résultat publié
(HEDAYAT) donne le premier
carré autoorthogonal d’ordre 10
connu.

A partir d’un carré autoortho-
gonal, on peut construire un car-
ré presque magique, car les éle-
ments de la diagonale sont néces-
sairement tous distincts. Pour
obtenir un carré magique, HERZ
a modifié le carré de HEDAYAT,
obtenant le carré autoorthogonal
ci-contre.

W N0 OTY 1O
UL W =IO OO -
-0 UTO WO RN
O DN OO0 WO U W=
O bt =T O U0 O W
OO TN W 100
O N WO SOt
LW O =1 v O N W
N O U W s O W
O = 5O~ .o

Voici donc un carré magique gréco-latin autoorthogonal:

00 17 29 75 38 41 62 94 86 53
71 66 40 39 02 87 54 13 95 28
92 04 11 56 89 63 70 25 48 37
57 93 65 44 21 79 18 06 32 80
83 20 98 12 55 34 09 47 61 76
14 78 36 97 43 22 8 69 50 01
26 45 07 8L 90 58 33 72 19 64
49 31 52 60 T4 96 27 88 03 15
68 59 84 23 16 05 91 30 77T 42
35 82 173 08 67 10 46 B51 24 99

9. EXTENSION DU CORPS  {0,1}

Les lois de compdsition du corps {0, 1} sont données par leurs
tables:

+1 0 1 X1 0 1

0 0 1 0 0 0

1 1 0 1 0 1
-0 -



EXTENSION DU CORPS {0,1}

Le polynome p(X) = X* 4+ X+ 1 est un polynome a coeffi-
cients dans ce corps; il n’y admet pas de racine puisque
p(0)=1 etp(l)=1+1+1=1.

Nous pouvons néanmoins construire un nouveau corps, conte-
nant le précédent, dans lequel p(X) aura une, et en fait deux
racines. Si j est une racine de p(X) (j2 + j + 1 = 0), les éléments 0,
1, j, 1+ j forment un ensemble qu’on munit d’une structure de
corps avec les deux lois de composition suivantes:

o] | xfol 1] |14
oo | 1] |14 olo|loflo]o
11 |0 |14 1o 1| |14
oo f o}t i o |1H]| o1
1+l 2] o 1+l o |1H] 1|
Pour construire ces tables, on utilise les regles
1+1=j+j=(1+j)+(1+.j)=0 j+i=ij@a+1)

1+j+ji2=0

On peut vérifier que p (1 + j) = 0 ; ainsi p(X) admet bien deux
racines dans ce corps. Fréquemment ’élément 1 + j est noté plus
simplement J.

Deux propriétés de ce corps

1 - I n’est pas algébriqguement clos; ainsi le polynome
X2 + X + j n’y admet pas de racines. On peut donc légitimement
envisager de construire un nouveau corps contenant le corps
{0,1,j,7} dans lequel le polynome X2 + X + j aura des racines.
On trouverait d’ailleurs un corps a 16 éléments.

2—- C’est un espace vectoriel de dimension 2 sur le corps
{O, 1},dont une base est par exemple {1,j} ‘

En effet: 0=(0X1)+ (0X})
1=(1xX1)+ (0X}))
j =(0X 1)+ (1X]))
J=(@Ax1)+ @xj

~ 20 —
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EXTENSION DU CORPS {0,1 }

Autre construction de ce corps

Une autre construction du corps {0, 1, j,j 1 est possible & partir
du corps {0,1}. Appelons F2 le corps {0, 1}; soit Fz[X] P’an-
neau des polynomes a coefficients dans F, .

p(X) = X2+ X+ 1 est un polynome irréductible dans F,[X].
L’ensemble des multiples de ce polynome est un idéal premier de
F,[X] noté (p(X)).

F_[X]

Alors ’anneau quotient est un corps a 4 éléments, espace

(p(x)
vectoriel de dimension 2 sur F,, de base {1, a } telle que p(a) =0

Aux notations preés, il s’agit donc du corps {0, 1, ], ]T} .

10. CONSTRUCTION EFFECTIVE DE CARRES GRECO-
LATINS D’ORDRE 4

Ce corps a 4 éléments permet de construire des carlfés latins d’or-
dre 4. A tout élément a non nul de F, = {0, 1, j, j} associons le
carré latin d’ordre 4 dont ’élément en pieme ligne et giéme colon-
ne est

p
avec «, =0, o,=1, a =], o =]

Les propriétés de I’addition et de la multiplication dans un -
corps assurent qu’on obtient bien un carré latin. Ainsi:

pour a=1 pour a=j pour a=JT
ol 1] |7 o1 {i|7 ol 1]l
10§ | i i |7 101 ilil1]o
ili7 1011 7ol 110 1075 |
Tl 1]o0 11017 | i i lof1
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Ces trois carrés latins ne différent que par lordre des lignes. IIs
permettent cependant de construire des carrés gréco-latins.

Ainsi avec les deux premiers, on obtient le carré gréco-latin

0,0 | @y | &y | G

(L) | 0D | GO | GD
() ) (0,1) | (1,0
GD | Go | (LD | (0)

Chaque couple (ozp, qu) est bien obtenu une fois et une fois seule-
ment. Cela est vrai d’ailleurs avec deux quelconques des trois car-
rés latins ci-dessus car

+ + = (s
(aap a . hap aq) (aOcp1 + ozq1 s ba"x + aqz )

équivaut, si a¥ b, a a =

q=q, -

1 1

Cette méthode pour construire des carrés latins et des carrés
gréco-latins est manifestement valable chaque fois qu’il existe un
corps ayant un nombre d’éléments égal a I’ordre du carré souhaité.

Ainsi, avec F3 ={0,1,2}, avec a=1 et a= 2, on obtient
les carrés latins

a=1 a=2
ol 142 01112
1{21]0 21011
2101} 1 11210

~22 ~

et a Ta donc a p=p, et

puis le carré gréco-latin d’ordre 3

CONSTRUCTION EFFECTIVE DE CARRES GRECO-LATINS D’ORDRE 4

0,0y | (1,1) | (2,2)
(1,2) | (2,00 | (0,1)
(2,1 | (0,2) | (1,0)

Une correspondance entre les éléments de F, et les formes, une
autre entre les éléments de F, et les couleurs, permettent-elles de
retrouver le carré gréco-latin du paragraphe 3 ?

Si oui, pouvait-on le prévoir ? Ainsi, est-ce parce qu il n’existe pas
de corps d 6 éléments qu’on peut affirmer qu il n’existe pas de
carré gréco-latin d’ordre 6 ?

11. LES CORPS FINIS

Bien que la réponse a la derniére question soit négative (le fait
quwil n’y ait pas de corps a 6 éléments ne suffit pas a prouver qu’il
n’y a pas de carrés gréco-latins d’ordre 6), I’étude des corps finis a
néanmoins une grande importance pour ces carrés puisque l’exis-
tence d’un corps a q éléments permet de construire au moins q—1
carrés latins d’ordre g et au moins

(q~1) _(g—1(@—2)
2 2

carrés gréco-latins d’ordre q (certains d’entre eux pouvant éven-
tuellement se déduire d’autres par simple permutation des lignes et
des colonnes). ’

Cette étude des corps finis n’est pas envisageable dans le cadre
d’un tel document. Tout au plus peut-on citer quelques résultats
fondamentaux et renvoyer le lecteur a un certain nombre d’ouvra-
ges les démontrant:

. .k . . n .
1) Le cardinal d’un corps fini est un nombre primaire p (puis-
sance d’un nombre premier).

. . n . .
2) Pour tout nombre primaire q=p , il existe un corps de
cardinal q; ce corps de cardinal q est sous-corps du corps de
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décomposition du polynome X% — X de I’anneau des poly-
nomes Fp(X) (Fp est le corps des classes de congruences
modulo p, p premier); les g éléments de ce corps sont les
racines du polynome X9 — X dans ce corps de décompo-
sition.

3) Tout corps de cardinal ¢ = p" est un espace vectoriel de
dimension n sur le corps Fp , une base étant
{1, w, coz, vy @™ 11 00t w est racine d’un polynome irré-
ductible de degré n de F [X], divisant X4 —X .

4) Deux corps finis de méme cardinal g sont isomorphes.

12. CARRES GRECO-LATINS ET GEOMETRIES FINIES

Considérons notre carré gréco-latin d’ordre 3:

aq b cy

by ca ag

cB ay ba

Appelons points les 9 cases, et droites les ensembles de 3 cases qui
ont une des propriétés communes suivantes:

méme ligne

méme colonne

méme contenu latin

méme contenu grec

Nous avons quatre familles de trois droites.

Cette “géomeétrie” a les propriétés suivantes:

Al — Par deux points distincts, il passe une droite et une seule.

A2 — Par un point pris hors d’une droite, il passe une paralléle a
cette droite et une seule.

A3 — 1l existe trois points non alignés.

On reconnait trois des axiomes de la géométrie plane affine. On
appellera selon 1'usage direction chaque partition du plan en droi-
tes paralléles, c’est-a-dire chacune des quatre familles ci-dessus.
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De la méme facon, considérons nos deux carrés gréco-latins
d’ordre 4, que nous associons en un ‘‘carré bigréco-latin’ :

aca’” |"bBR> | eyy’ | d8§6&’

bys’ | asy’ | daf’ | cBa’

c§B” | dya’ | a5’ | bay’

dgy’ | cas’ bda’ | ayp’

Nous avons ici 16 points, 5 directions de 4 droites, et les proprié-
tés Al, A2 et A3 sont encore vérifiées.

D’une maniére générale, si nous avons n—1 carrés latins d’ordre
n mutuellement orthogonaux, nous en déduisons une géométrie a
n? points, n + 1 directions de n droites qui vérifie les propriétés

Al, A2 et A3.

Réciproquement, si- un ensemble P (“plan”) d’éléments p
(“points”) est muni d’un ensemble D de parties d (‘‘droites”’) véri-
fiant les axiomes Al, A2 et A3, on définit une relation d’équiva-
lence (“parallélisme’’) dans D par

d=da ou dnd = ¢
et on appelle “directions” les classes de cette relation. Chaque
direction est une partition du plan d’apres A2.

Soit A une direction, a et b des droites qui n’appartiennent pas
a A ; on appelle “projection” de a sur b I'application f de a dans b
ainsi définie: si p € a, f(p) est 'intersection de b et de la droite
passant par p et appartenant a A-. Cette application est évidem-
ment bijective.

Compte tenu de ce qu’il existe au moins trois directions d’apres
A3, on peut toujours mettre en bijection deux droites a ’aide
d’une projection convenable. On voit de méme qu’une direction A
et une droite a qui n’appartient pas a cette direction sont en
bijection: il suffit d’associer a chaque droite de A I’intersection de
cette droite et de a.

Supposons maintenant qu’une droite du plan ait un nombre fini
n de points: d’apres ce qui précéde, toutes les droites ont n points,
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et toutes les directions ont n droites; puisqu’une direction est une
partition du plan, il en'résulte que le plan a dans ce cas n? points.
On dit que P est'un plan affine d’ordre n.

Si un plan est d’ordre n, il a n + 1 directions: en effet, soit un
point p et une droite d ne passant pas par p; a chaque direction,
associons la droite de cette direction passant par p: 'une de ces
droites est paralléle a d, les autres coupent d, et d a n points.

Du fait que chaque direction contient n droites, il en résulte que
le plan a n(n + 1) droites.

Ayant un plan affine d’ordre n, on en déduit immédiatement un
systeme de n—1 carrés latins mutuellement orthogonaux: deux
directions donneront les lignes et les colonnes, et les n—1 autres
définiront les emplacements des n lettres dans les n—1 carrés.

De méme qu’on construit facilement des systemes de carrés
latins orthogonaux a partir des corps finis, on peut construire
directement des plans affines: ce sont les espaces affines de dimen-
sion 2 sur ces corps.

Soit' K un corps fini d’ordre n; K X K sera le plan P; D ’ensem-
ble des parties d dé P caractérisées par une relation linéaire entre
les coordonnées de leurs éléments. On vérifie immédiatement les
propriétés A1, A2 el A3.

Ainsi sur le corps {0, 1}, il'y a quatre points
(0,00 , (0,1) , (1,00, (1,1)
et six droites d’équations
x=0
x=1
réparties en trois directions.

il

]

y=0 x+y=0
y=1 x+ty=1

La question qui se pose alors est la suivante: existe-t-il d’autres
plans affines que ceux qu’on a ainsi construits ?

La réponse est négative jusqu’a ’ordre 8 inclus. En revanche, on
connait 4 plans d’ordre 9. Un résultat intéressant est le théoréme
de BRUCK-RYSER selon lequel il n’existe pas de plan affine d’or-
dre n des que n est congru a 1 ou 2 modulo 4 et n’est pas somme
de deux carrés, donc pour n= 6, 14, 21, 22, 30, 33, ... (Signalons
a ce propos qu’une condition nécessaire et suffisante pour qu’un
naturel soit somme de deux carrés est que dans sa décomposition
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en facteurs premiers, ceux quisont congrus a 3 modulo 4 aient un
exposant pair). :

A chaque plan affine est associé bijectivement un plan projectif
obtenu simplement en adjoignant un point a chaque droite (le
“point a 'infini”” commun aux droites d’une direction) et en consi-
dérant tous ces points comme alignés (sur la “droite de I’infini”’).
Un plan projectif fini d’ordre n a donc n*® + n + 1 points et
n? + n + 1 droites. Toute droite porte n + 1 points et tout point
appartient a n + 1 droites. Les plans projectifs sont caractérisés
par les axiomes:

P1 — Identique a Al.

P2 — Deux droites distinctes se coupent en un point et un seul.

P3 — 1l existe quatre points dont trois quelconques ne sont pas
alignés.

Ainsi le plan projectif d’ordre 2 a 7 points (les éléments de
E=1{0,1F —{(0,0,0)}) et 7 droites (dont les équations ‘“homo-
génes’ ont pour systémes de coefficients les éléments de E):

001 (14 “droite de I'infini’”)

101

010,
110

100

Pour terminer, notons que plans affines et plans projectifs finis
sont des cas particuliers de configurations plus générales: les syste-
mes de STEINER. Un systéme de STEINER de parametres (t, k, v)
est par définition un ensemble fini S de cardinal v muni d’une
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famille de parties de cardinal commun k (les “blocs”) telle que
toute partie de cardinal t de S est contenue dans un bloc et un
seul. Les plans affines sont les systémes de STEINER de para-
meétres (2, n,n?), les plans projectifs ceux - de paramétres
(2,n+1,n%2+n+ 1)

13. QUELQUES CARRES MAGIQUES

Parmi les innombrables procédés de construction de carrés magi-
ques, il existe un procédé général pour les ordres impairs et un
autre pour les ordres pairs (sauf 2).

Carrés d’ordre impair

Le procédé est exposé par BACHET DE MEZIRIAC sous la
forme suivante:

1
7]
11 7 3
16 12 8 _4_[__
21 17 13 9| s
22 18 14 _19_]”—_‘
23 19 15
]24 20 |

11 24 7 20 3

4 12 25 8 16
17 5. 13 21 9
10+ 18 1 14 22
23 6 19 2156

28—

QUELQUES CARRES MAGIQUES

Les quatre triangles de nombres hors du premier carré sont transla-
tés le long du coté opposé, ce qui donne le second.

En diminuant d’une unité les nombres inscrits et en les expri-
mant en base n (ordre du carré), on obtient un carré gréco-latin:

20 43 11 34 02
03 21 44 12 30
31 04 22 40 13
14 32 00 23 41
42 10 33 01 24

Les deux carrés latins sont obtenus ’'un a partir de 1’autre par
symétrie pour la colonne médiane. Les lignes de chacun se corres-
pondent par permutation circulaire, de méme que les colonnes.
Dans chaque carré, I’'une des diagonales est constante (éléments
tous égaux a (n—1)/2), et I’autre contient n éléments distincts.

On retrouve en particulier le carré chinois.

Carrés d’ordre pair . ,

On associe encore deux carrés donnant les chiffres en base n des
nombres cherchés. Le second est ici le transposé du premier, qui
est construit de la maniére suivante:

[ T e i
TUO O O Ov

O~ -~-1O0O0~a~10

TUDN N OUOY N DN Ot et R ek e
o B W W W DO DN DN O W
B0 W R W W CO DD W N DN
= OO e e O OO

N OO TI~TITO O~

OO O D o oOLOrt OO
DN OO N OLOT N
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-~

-1
-1 =3 D> Do

O WWOODWO DO
QO b Q0 OO b b QD b et OO
N SRR )
oW WD WWD WD
WO R COT W e O R Ot Ot
GU B O O OU R OU
WO WD WD WD W
= 00 b b 00 00 k0000 ke
OO OO WO O O W W

IS O
TR U PG B CRNC R

Les deux diagonales portent des chiffres croissants de gauche a
. droite. Chaque colonne comporte deux ensembles de n/2 chiffres
égaux de valeur complémentaire. Chaque ligne porte des chiffres
tous différents. Il s’ensuit que les sommes de lignes, de colonnes et
de diagonales sont toutes égales, et il en sera de méme pour le
carré final obtenu par association des deux carrés.

La moitié droite du premier carré se déduit de la moitié gauche
par sy métrie pour la médiane verticale suivie de la complémenta-
tion a n—1. La repartltlon des chiffres dans chaque colonne doit
étre faite de maniére que les couples de chiffres. associés dans les
deux . carrés soient tous distincts; autrement dit, en posant
i=n+ 1—1, on doit avoir toujours

a“ = aﬁ ou 3.“ = alfi .

C’est trés facile a réaliser pour n/2 pair, un peu plus compliqué
pour n/2 impair. BACHET DE MEZIRIAC n’est pas arrivé a don-
ner une expression simple de la méthode, qui a été formulée par
son commentateur LABOSNE au 19éme siécle.

Ajoutons pour terminer qu’étant donné un carré magique d’or-
dre n > 3, il est toujours possible d’en déduire un carré magique
d’ordre 2n en remplagant systématiquement la case contenant le
nombre i par un carré contenant les nombres 4i—3, 4i—2, 4i—1, 4i
convenablement placés.

VECTORIELS DE CARRES MAGIQUES

14. VECTORIELS DE CARRES MAGIQUES

Un carrée magique présente la somme commune s dans ses lignes,
ses colonnes et ses diagonales. On laissera tomber dans ce paragra-
phe la condition usuelle que les éléments du carré soient des en-
tiers consécutifs, et on prendra la phrase précédente comme défi-
nition.

Si on supprime la condition sur les diagonales, on définit un
carré semi-magique.

La somme (ou la différence)élément a élément de deux carrés
(semi-)magiques de méme ordre est (semi-)magique. Le produit
d’un carré (semi-)magique par un nombre est un carré (semi-)
magique.

Les carrés magiques d’ordre donné forment donc un vectoriel,
ainsi que les carrés semi-magiques d’ordre donné.

On peut voir que le vectoriel des carrés magiques d’ordre 3 est
de dimension 3 et que le vectoriel des carrés semi-magiques d’ordre
3 est de dimension 5.

Parmi les carrés semi-magiques, il en est de particuliérement
importants: les matrices de permutation, formées de 0 et de 1 avec
un élément 1 dans chaque ligne et dans chaque colonne. Il y en six

d’ordre 3: ,
100 100 0190 010
010 001 100 001
001 010 001 100
(1 2 3) (13 2) (21 3) (2 3 1)

001 001
100 010
010 100
(31 2) (3 2 1)

Chacune peut étre décrite par la suite des indices de colonne des
éléments 1 se trouvant dans les lignes successives. Cette suite est
identique au vecteur obtenu en faisant le produit de la matrice par

le vecteur 1
3
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Aucune de ces six matrices n’est un carré magique. Mais il s’en Mémes opérations sur la sous-matrice encadrée :
trouve dans les matrices de permutation d’ordre supérieur. . .3 11 \ 0
Par combinaison linéaire de matrices de permutation d’un ordre ( 4 0 12) g 11 (1
donné, on obtient un vectoriel de carrés semi-magiques. Récipro- 15 5. -4/ 0
quement, le vectoriel des carrés semi-magiques d’un ordre donné } .
est engendré par les matrices de permutation. On le démontre . -3..:0..-8 0
facilement par récurrence sur ordre. Nous illustrerons cette * 7 Q- 12 i 1
démonstration par la décomposition effective d’un carré semi- 15 ? 15/ , 0
magique en une somme pondérée de matrices de permutation. -3 . 0 15 0
Nous faisons apgaraftre progressivement des zéros dans la premiére ( 0 0 12) —_— 15 (0
ligne et la premiere colonne. . \15 1? -15 V1
.
6 3 2 13 0100 fi 3 0 o0
5 10 11 8 , [1000 | 0 .15 12).
9 6 7012 0010 V012 -15
4 15 14 1 0001 ; et finalement:
| f (1: 12) 15 (0 1)
16 o0 2 13 0010 12 -15 > 1
2 10 11 8 s 1000 ¢
9 6 4 12 » 0100 ('15 0)
4 15 14 -2 : 0001 . 0 15
| ce qui donne la décomposition
6 0 0 13 0001 lg 1(3; 13 18
0 10 11 8 0100 8 =
9 4 4 12 % 11000 Ao danto 12
4 15 14 -4 0010 i
1 : 00100 0010 000
1000 : 1000 010
16 0 0 4 0001 30010+20100+9100
0 1 11 8 ' 4"()100 N0 001 0001 001
0 4 4 12 0010 0001 1000 100
4 15 5 -4 1000 caf0too0) o010} -fooo0
l 0010 0100 010
161 0 0 0 \1 000 0001 001
03_3 i g : 10 0 0 1000 100
0 4 0 12 + 15 0001 n 01roo0} - 010
0i15 5 -4 o010 "looo1] looi
: 0100 0010 \0 00
- 33 -
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Le produit matriciel de deux carrés semi-magiques est semi-
magique. En effet, si A est semi-magique d’ordre n avec la somme
commune s, en désignant par e le vecteur a n composantes égales a

1 et par A'la transposée de A, on a
Ae=A€e =% R
et réciproquement .
Si A’e:A’te:s’,
on a AA’e:As’e#s’Ae:ss’e,

(AA) e=A"Ae=A%se=sA%e =s5e

Les carrés semi-magiques de méme ordre forment donc une alge-
bre. On peut s’intéresser aussi aux inverses des carrés semi-
magiques (voir D.M. ROSE).

15. POLYEDRES CONVEXES DE CARRES MAGIQUES
EMPLOIS DU TEMPS

Nous nous intéressons ici aux carrés magiques et semi-magiques a
éléments positifs ou nuls. Leurs propriétés sont conservées par
combinaisons linéaires a coefficients positifs.

Toute matrice de permutation est un carré semi-magique de ce
type, donc aussi toute combinaison linéaire a coefficients positifs
de matrices de permutation.

Réciproquement, tout carré semi-magique a éléments positifs ou
nuls (CSMP) est une combinaison linéaire d coefficients positifs de
matrices de permutation. Cette proposition est assez difficile a
établir. En voici une démonstration:

Lemme I. Dans un CSMP non nul, d’ordre n, toute sous-matrice
nulle a une somme de dimensions inférieure ou égale a n.

A est un CSMP d’ordre n, de somme s positive et B est une
sous-matrice nulle de A, de dimensions p,q. Appelons C, D, E les
sous-matrices complétant A, S(X) la somme des éléments de la
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sous-matrice X, Nous avons
S(By = 0 g
501 = o o (B
S(Ey =0 o e G

S\ g n{ q)s = 5(C)

FA

d’ou p+aqg n

Lemme 2. Si dans une matrice carrée d’ordre n toute sous-matrice
nulle a une somme de dimensions inférieure ou égale a n, il existe
n éléments non nuls situés dans des lignes et des colonnes toutes
différentes.

La propriété est évidente pour n= 1. Supposons-la démontrée
pour toute matrice d’ordre inférieur a k et montrons-la pour une
matrice d’ordre k. Nous examinerons deux cas complémentaires.

Cas 1. La somme des dimensions de toute sous-matrice nulle est
inférieure a k.

Il existe au moins un élément a non nul dans la matrice. La
sous-matrice ne contenant pas la ligne et la colonne deé cet élément
est d’ordre k—1 et vérifie la condition du lemme, donc elle con-
tient k—1 éléments non nuls dans des rangées toutes différentes.
En complétant avec a, on obtient ’ensemble cherché.

Cas 2. Il existe une sous-matrice nulle dont la somme des di-
mensions est égale a k.

Soit G cette sous-matrice, F, H, I les sous-

F G matrices qui la complétent.

H 1 F vérifie la condition du lemme (sinon [F° G] ne
la vérifierait pas), et de méme pour L

F et I sont d’ordre inférieur 4 k. donc fournissent a elles deux un
ensemble d’éléments non nuls approprié.

Théoréme. Tout CSMP  est combinaison linéaire a coefficients
positifs de matrices de permutation.

Si le CSMP considéré, soit A, n’est pas entierement nul, les

lemmes 1 et 2 montrent existence d’un ensemble d’éléments non-
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nuls, donc positifs, un par ligne et par colonne. Si a est leur mini-
mum, on peut retrancher de A le produit par a de la matrice de
permutation ayant la méme disposition d’éléments non nuls. Il
restera un CSMP A’ ayant au moins un élément nul de plus. En
itérant, on obtiendra la décomposition cherchée.

Exemple
16 3 2 13 1000 0001
510 11 8 - 0010 i 0100
9 6 712) 110001 Jr91000
4 15 14 1 0100 0010
1000 0001 0100
0001 1000 0001
+
lot1oo] " *looz1o] 30010
0010 0100 1000
06010 0010
" 1000Jr 0100
: 0100 0001
0001 1000

On remarquera que les matrices de permutation obtenues se

trouvent étre toutes magiques, ce qui n’était pas le cas au paragra-
phe 14.

La démonstration ci-dessus ne fournit pas de procédé simple
pour la décomposition effective. L’algorithme hongrois peut étre
employé systématiquement pour trouver rapidement un ensemble
d’éléments non nuls. (Voir Ford et Fulkerson).

Parmi les CSMP, intéressons-nous a ceux de somme 1, appelés
aussi matrices bistochastiques (chaque rangée est une loi de proba-
bilité sur un ensemble fini). Les matrices de permutation en sont,
ainsi que toute combinaison linéaire de matrices de permutation a
coefficients positifs de somme 1.

Réciproquement, toute matrice bistochastique est de cette forme.
La démonstration en est identique a celle du théoréme précédent.

Les matrices bistochastiques d’ordre n forment un ensemble
convexe: si A et B sont bistochastiques d’ordre n, il en est de
méme de aA + bBsi 0<a<a+ b=1. Comme cet ensemble est
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engendré a partir d’un nombre fini d’éléments, c’est un polyédre
2
convexe de ’espace R" .

Si pour terminer nous nous intéressons aux CSMP a coefficients
entiers, nous retrouvons encore lées matrices de permutation, ainsi
que toute somme de matrices de permutation.

Réciproquement, tout CSMP entier est somme de matrices de
permutation. Démonstration identique aux précédentes.

Les CSMP entiers interviennent dans des problémes d’emploi du
temps. 1l s’agit d’examens oraux ou n examinateurs interrogent s
candidats, chaque candidat passant successivement devant tous les
examinateurs. Les examens s’étendent sur n jours, et on connait
pour chaque jour le nombre de candidats de chaque examinateur.
On demande d’attribuer a chaque candidat un calendrier d’épreu-
ves de maniere qu’aucun n’ait plus d’une épreuve par jour.

La donnée du probléme est donc une matrice dont les lignes
correspondent aux examinateurs et les colonnes aux jours. Les n
éléments d’une ligne sont entiers, positifs ou nuls, et de somme s.
Comme chaque candidat passe n épreuves en n jours, il a une
épreuve par jour. Donc chaque colonne doit avoir la somme s, et la
matrice donnée doit étre un CSMP entier de somme s. D’aprés ce
qui précede, on sait que cette condition est suffisante pour qu’on
puisse attribuer a chaque candidat un calendrier: ce calendrier est
en effet représenté par une matrice de permutation, et les matrices
cherchées seront obtenues par décomposition du CSMP donné.

On généralise sans difficulté cette étude au cas d’un examen
durant plus de n jours (voir J.C. HERZ).

16. FIGURES MAGIQUES

Carrés magiques et semi-magiques apparaissent comme deux cas
particuliers de figures magiques, ensembles finis de points reliés

" par des lignes le long desquelles sont disposés. des nombres de

somme constante. Tout ensemble fini dans lequel on a défini un
ensemble de parties (les ‘“lignes’) peut servir de support a une
figure magique. Pour chacun, les figures magiques correspondantes
forment un vectoriel, éventuellement de dimension nulle (exem-
ple: points A, B, “lignes” {A}, {B}, {A, B}).
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Voici yquelques exemples de supports:

Nombre de points | Nombre de lignes
Carrés magiques d’ordre n ‘ n? 2n+2
Carrés semi-magiques d’ordre n n‘2 2n
Etoile a b branches 10 5
Cube d’ordre n n® 3n?
Plan projectif d’ordre n n?+n+1 n?+n+1

Exercice: dimension du vectoriel des figures magiques ayant pour
support le plan projectif d’ordre 2.
La réponse est 1.

Parmi les figures magiques, on s’est intéressé surtout a celles
présentant des entiers consécutifs. On sait que c¢’est possible pour
I’étoile a 6 branches et non pour celle a 5. Voici une étoile
magique a 18 branches (144 points,- 18 lignes) due a
M.DOMERGUE.

«?\\f\\ /\\ 95
NN e
O\ \\\ \\ !/ \

1z < \ \\ 36\\ //'5 74 7 76
\\\ 11: /
A Y \\\‘aé ‘;f }%4/ “{/
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Voici les détails de la figure précédente:
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17. DETERMINATION DE TOUS LES CARRES MAGIQUES
D’ORDRES 3 ET 4.

APERCUS SUR L’ALGORITHMIQUE COMBINATOIRE

Un carré magique d’ordre 3 présente un arrangement des nombres
1 a 9 satisfaisant a 8 relations. La méthode simpliste consiste a
former les 9! = 362 880 carrés possibles et a vérifier pour chacun
d’eux si les relations sont satisfaites.

Il est plus intelligent de se restreindre au choix arbitraire des
contenus des cases (1, 1), (1, 2) et (2, 2) qui déterminent grace
aux 8 relations tous les autres contenus. On n’a plus- que
9.8.7 = 504 choix, et il reste a vérifier que les 9 nombres obtenus
forment bien le segment [1, 9] .

Mais d’un autre coté, a toute solution du probléme en corres-
pondent sept autres par rotation ou symeétrie. On éliminera donc
des recherches inutiles en imposant au nombre 1 d’étre dans 1'une
des trois cases considérées. Il ne reste plus alors que 3.8.7 =168
choix. Encore certains de ceux-ci pourront-ils donner des solutions
équivalentes par rotation ou symeétrie.

On peut aussi restreindre a priori le choix des contenus des cases
(1, 1), (1, 2) et (2, 2) puisque le contenu de chacune des autres
cases doit étre compris entre 2 et 9 et différent des contenus des
cases précédentes. Le dénombrement n’est plus évident, mais le
temps d’exploration doit en étre sensiblement diminué. On verra
ce principe employé plus systématiquement ci-dessous pour "ordre
4.

Bien entendu, une réflexion plus poussée permettra d’arriver
plus directement a la solution du probléme. Par exemple, on re-
marquera que chaque rangée du carré ainsi que chaque diagonale
doit contenir un ou trois impairs. Comme il'y en a cing en tout, on
voit facilement que la deuxiéme ligne et la deuxiéme colonne con-
tiennent chacune trois impairs. Si on suppose 1 eén (2, 2), on ne
trouve pas de solution. Si on met 1 en (1, 2), on trouve une seule
solution a une symétrie prés.
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Les: diverses remarques précédentes s’adaptent -au probléeme de
Pordre 4. Aux symétries du carré s’ajoute la transformation qui
associe les quatre symeétries centrales des carrés partiels: le carré de
DURER

16 3 2 13 10 5 8 11
5 10 - 11 8 devient 3. 16 13 2
9 6 7012 15 4 1 14
4 15 14 1 6 9 12 7

Il suffit donc d’explorer le cas ot 1 est en (1, 1) et celui ou 1 est
en (1, 2). Pour réduire les répétitions, on imposera a 16 d’étre sur
la diagonale principale ou dans le triangle supérieur. On choisira les
contenus de (1, 1), (1, 2), (1,3), (2,1), (2, 2),(2,3), (3,1) et
(3, 3); les autres s’en déduisant au moyen des relations imposées.
On restreindra I’exploration en utilisant les inégalités:

1xmx“ — X12 < x]3 < 32 ﬁx]] mxlz
18~x21--~><22 < Xyq < 32—*x21~—x22
19 —x = xy, Sxgy S82-x —xy,
*14 +x23 2oy oxy, S S16 kg Fags g " ¥aq
% Ty T 19 xy —xyy Sy S82F N g xy — g,
]8—)(31%—}(32<})<33<32‘x31 x32
19——x13——x23 < Y}3 < '*]2*)(13”)(23
18 —x)) —x,, Sxyy S82-x, —x,,

(xij désigne le contenu de la case (i, j) ).

La - programmation sur ordinateur de ces recherches est
immédiate (que 'on utilise ou non les remarques accélératrices).
Le programme consiste en un certain nombre de ‘“‘boucles’ imbri-
quées. Sa “‘logique” est comparable a celle du programme qui
engendre toutes les permutations des nombres 1 a 9 (pour les
carrés d’ordre 3) ou 1 a 16 (pour les carrés d’ordre 4).

Les choses se compliquent si on veut écrire un programme indé-
pendant de ’ordre. On débouche la sur le probleme fondamental
de Dlalgorithmique combinatoire, dont la solution commence a
émerger de travaux récents (WELLS) et n’a pas encore pénétré les
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lax?tgz{ggs fie l{,)rograrrgxlnagon gzuelé. Prenzns ;m exemple s1m[t);ki. 14 i3 1e 1 818 e a1 e T e e
soit a écrire ’ensemble des suites de n naturels (a,,a,, ..., a ) tels . f2 15 s s 1415 ey 1415 o g T D
que 1 < a, <'i. La méthode usuelle consiste a s’aider d’un arbre a 14 g 8 3 8 5 12 9 19 . 8 5 % 5 1e g
n niveaux ou le noeud de niveau i—1 a i successeurs et de program- 76 11 10 1110 7 6 76 11 10 10 11 6 7
mer le parcours de cet arbre en descendant toujours vers le noeud | ‘
non exploré le plus a gauche et en remontant le moins possible 1 1415 1 14 15 14 15 14 14 15 14
avant de redescendre. Le programme est assez long a écrire; . 13 16 2 3 i3 16 2 3 13 16 3 2 i3 16 3 ¢
IS . . . S ; 8 5 11 10 1 5 : ;
WELLS a introduit une formulation trés simple de cet algo- : > 2 6 8..5.10. 11 1222987
rithme' s 12 9 7 6 8 5 11 10 12 9 6 7 8 5 16 11
avec i=1d n : 1 }
poit a)=1di: : 14 16 13 1416 13 104 1613 14 16 13
berire Ha(l i n) 14 15 3 2 1415 3 15 14 2. 3 15 14 2
R Sy . i 6 10 11 11 10 6 7 6 7011 10 10 11 7
C’e nouveau langage se prete a 1 ?crlture dg Lou_s les algorithmes g 126 5 s P P TR I T 8 B g s
d’exploration exhaustive de situations combinatoires.
15 12 16 15 12 16 15 16 12 175 16 12
15 11 6 2 15 116 2 8 14 3 9 10 14 3
10 4 13 7 14 8 9 3 10 4 13 7 8 4. 13
PUNI . 3 . & 14 & < <
Annexe: Voici les 80 premiers carrés magiques d’oxdre 4. 3.9 410 13 15 11 2 15 11 2
1 2 15 16 13 16 14 1413 16 1.5 12 16 Lo B8 12 L 818,12 ! 1. 16 10076 10018
12 14 3 5 13 15 2 4 15 11 3 2 1411 10, 14731 1514732 715 2 10 8 12 5 9
: | ‘
s e i e 5 i e g SRR . i5 11 .6 2 10 11 6 71 14 4 133 15 3 14
8 11 6 9 1210~ 5 7 6 7 10 11 4 10 7 13 ; 8.1 19 8.2 13 12 B8 10,134
1 2 1516 12 16 15 1.3 14 16 13 14 16 . 1o g 118 Lo 1116 1061118 i 1116
13 14 3 4 13 14 4 3 10 13 1 7 12 13 4 § 8. 15 2.9 1210 1 8 1271528 12 15
12 7710 5 12 7 9 6 15 6 11 2 15 8 9 2 | 12008 T Bi 19,08 e 8 3 1490 14
8 i1 8 611 10 e is s 616 iy 1310 7 4 8 15 2 g 1310 7. 4 74 13 10
13 14 16 18 14 16 13 16 14 18 16 14 | 16 1116 1 11:-18 1 11 16 1 1116
15 13 4 2 15 13 4 2 8 15 2 9 1215 13 10-. 7.4 14::12°5..°8 14715 2.3 14 15
10 6 11 7 12 8 9 5 13 6 11 4 13 10 % 12..8.14:78 159 8. 2 7401810 12
8 12 5 9 6 10 7 11 12 10 5 7 8 6 9 11 | 8152 4 1013 12 8 .5 7 13 10
13 16 14 1 4 13 16 14 13 16 1 i3 16 1. 5:712 18 10611716 1 11 16 1 10 18
13 iE § i iy 8 1E ey 1o g 100 11 6. 7 15 12 5 2 15 12 5. 2 15 12
12 oy 1B e ey 14 e s 15 i5 4 13 2 8 3 14 9 14° 9 '8 3 14 9 8
8 e g i1 1o 11 e T AT e 6w e 8 14 3 9 10 13 4 7 4 7 10 13 4 6 11 13
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18. CODAGE ET DECODAGE
DETECTION ET CORRECTION D’ERREURS

Reprenons notre carré magique d’ordre 10 (paragraphe 8) et ajou-
tons devant chacun des nombres y figurant le numéro de ligne et le
numéro de colonne (pris entre 0 et 9). Nous obtenons un tableau
de 100 nombres de 4 chiffres qui posséde la propriété suivante:
Deux de ces nombres different en au moins trois chiffres.

Cela donne un principe de codage permettant de se protéger
contre les erreurs de transmission. Si on utilise un langage formé a
I’aide de cent messages élémentaires différents, on peut coder cha-
que message par I’un de ces nombres. Il faudrait que trois chiffres
au moins soient modifiés au cours de la transmission d’un message
élémentaire (et pas n’importe comment) pour que la suite de qua-
tre chiffres recue représente un message erroné. Dans tous les au-
tres cas, ’erreur de transmission sera détectée. Si on sait qu’un seul
chiffre a pu étre modifié, on peut aussi corriger une erreur, carily
a un et un seul des cent nombres qui différe en un chiffre du
nombre modifié.

On peut exprimer géométriquement ce qui précede, en utilisant
la notion de distance de HAMMING. La distance d(a, b) de deux
suites de méme longueur

a=fa ,a,,..,a) et b:(bvbz’“"bn)

est le nombre de couples (a;, b,) tels que a, # b, .
I s’agit bien d’une distance au sens mathématique:
d(a,b) = 0 _
d (a, b) 0 = a=b
d(a, b) = d (b, a)
d(a; b) + d(b,¢c) = d(a,c)

La méme notion intervient dans le jeu linguistique bien connu:
trouver un mot connaissant ses distances a d’autres mots de méme
longueur (voir SAUVY). :

Le cas ou les a; et les b, sont des chiffres binaires evst particulie-

rement important dans la pratique. Les messages élémentaires sont
alors représentés par les sommets d’un cube ou d’un hypercube
dans un espace ayant comme dimension le nombre de chiffres du
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codage. La distance de HAMMING est le nombre d’arétes a par-
courir pour aller d’un sommet a P'autre.

1(}0‘ 110

11

P

101 > 010
00

001 011

Les codes détecteurs et correcteurs binaires s’obtiennent par
application d’une intéressante théorie développée depuis une
vingtaine d’années et basée sur les propriétés des corps finis. (Voir
CULLMANN).
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