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Chaque rubrique forme un tout, mais comporte des renvois à 
d ’autres rubriques. Il n’y a pas d ’ordre logique entre les rubriques. 
Cependant, si quatre d’entre elles (EGALITE, EXEMPLE et 
CONTRE-EXEMPLE, COUPLE, RELATION BINAIRE) sont 
relativement indØpendantes, les cinq autres sont liØes; on peut 
commencer par NATUREL et terminer par ENSEMBLES de 
NOMBRES, sans que ce soit impØratif. ENTIERS et RATION›
NELS, par son importance, est plus difficile à lire que lPs autrPs 
rubriques. Mais d’une part (colonne de droite, relative aux RA›
TIONNELS) elle Øclaire les autres, en particulier FRACTION et 
NOMBRE DECIMAL, NOMBRE A VIRGULE; d’autre part (co›
lonne de gauche, relative aux ENTIERS), elle donne une bonne 
idØe d’une prØsentation possible des entiers en sixiŁme et en cin›
quiŁme. On peut donc ne pas l’approfondir en premiŁre lecture, et 
y revenir ultØrieurement. 

Dans le texte d’une rubrique, un mot entre crochets, par exem›
ple [COUPLE], signifie:voir la rubrique COUPLE. 

La "Brochure 75", en prØparation, contiendra probablement: 

RELATION D’EQUIVALENCE, 

RELATION D’ORDRE, 

NUMERATION, 

DIVISION, 

... etc ... 



PREFACE �

L’A.P.M.E.P. a pensØ aider les instituteurs et d’autres ensei›
gnants dans leur enseignement de la mathØmatique en rØdigeant la 
prØsente brochure. 

Il ne s’agit pas à proprement parler d’un lexique. Cependant, il 
sera loisible à chacun de ranger les rubriques par ordre alphabØ›
tique. D’autre part, nous avons tenu compte des suggestions pro›
posØes par la Commission du Dictionnaire de l’A.P.M.E.P. dans son 
recueil de fiches La mathématique parlée par ceux qui l'ensei­

gnent* . 
Il ne s’agit pas non plus d’une codification autoritaire du voca›

bulaire: l’A.P.M.E.P. ne le peut pas et ne le veut pas. Comme dans 
le Dictionnaire de l’A.P.M.E.P., nous nous sommes nØanmoins 
enhardis à suggØrer une certaine harmonisation, à exprimer notre 
penchant ou notre aversion pour certains termes. Nous souhaitons 
ouvrir ainsi le dØbat avec nos lecteurs. 

Enfin, il ne s’agit pas d’un ouvrage de formation, thØorique ou 
pØdagogique, des maîtres de l’Øcole ØlØmentaire. Nous pensons 
cependant qu’une rØflexion sur le vocabulaire, si on la mŁne assez 
loin, dØbouche sur le fond mŒme des notions mathØmatiques Øvo›
quØes et sur le ur introduction pØdagogique. Les formateurs 
(l.D.E.N., professeursd’E.N., animateurs des I.R.E.M., ... ) trouve›
ront peut-Œtre dans quelques-unes de ces rubriques un outil pour 

* Pour se le procurer, s’adresser à 
M. BLONDEL �

154, avenue Marcel Cachin �
92 CHATILLON-SOUS-BAGNEUX �
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un travail en commun avec les collègues en formation iniùale ou 
continue. Mais nous espérons surtout qu'elles seront lisibles et 
utilisables par les instituteurs isolés . 

La présente brochure ne contient qu'un nombre limité de rubri­
ques, qui ont été proposées à quelques instituteurs groupés ou 
isolés; leurs critiques, leurs suggestions ont été soigneusement 
prises en considération dans la mise au point. Cette brochure sera 
suivie, si son utilité est confirmée par ses lecteurs, par d'autres 
brochures analogues, au rythme lent qu'exige ce genre de travail. 
Nous demandons un peu de patience à ceux qui s'étonneraient des 
renvois à des rubriques ... qui ne sont pas encore rédigées. 

Le choix des rubriques déjà rédigées n'est pas totalement arbi­
traire et reflète un certain souci de priorité; mais il a été contre­
balancé par des co ntraintes diverses, en particulier par le volume 
de cette première brochure. Il n'y a donc pas lieu de tirer une 
conclusion définitive, quant à une certaine "philosophie de l 'ensei­
gnement", de la présence ou de l'absence de tel ou tel mot. 

Un index terminologique donne la liste des mots mathématiques 
qui figurent dans la brochure. 

A l'occasion des notions abordées, nous avons essayé d'indiquer 
les principaux termes rencontrés le plus souvent dans les ouvrages 
de mathématique et les manuels. 

Certains termes relevant de la technique mathématique ne se 
trouvent pas dans les dictionnaires de la langue fran çaise; ils n'en 
sont pas moins commodes (contre-exemp le, entre autres) . 

Nous insistons beaucoup sur le fait que cet ouvrage s'adresse 
aux maftres, et nullement aux élèves. 





) 
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EGALITE �

I. DØfinition 

II. ExemplflS et contre•exemples d’emploi du signe "=" 
III. Commentaires sur ces emplois 

IV. Remarques diverses 

V. PropriØtØs qui se dØgagent des commentaires prØcØdents. 

1. Définition 

Dans toute activitØ mathØmatique, on a besoin de dØsigner les �
objets dont on veut parler. �

L'égalité a = b �
apporte l’information suivante: �

"a" dØsigne le mŒme objet que "b". 

En d’autres termes, "a" et "b" sont deux noms diffØrents d’un 
objet unique. 

Exemple: 7 = 3 + 4 
(On lit: "sept est égal à trois plus quatre" 
ou "sept égale trois plus quatre" 

égale est 1’indicatif prØsent du verbe "Øgaler") 
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Par convention tacite, quand on ne prØcise pas la base de numØ›
ration dans l’Øcriture d’un nombre, c’est que ce nombre est Øcrit 
en base dix. En l’absence de contexte, l’ØgalitØ (5) est fausse. 

(6) 7 = 3 + 4 3 + 4 = 7 

Ces ØgalitØs sont l’une et l’autre correctement Øcrites et vraies, 
puisque 7 d’une part, 3 + 4 d’autre part, dØsignent le mŒme nom›�
bre. �

Il faut proscrire la lecture "3 et 4 font 7" qui privilØgie l’une des �
ØgalitØs(3 + 4 = 7) par rapport à l’autre (7 = 3 + 4), masquant par �
là une propriØtØ essentielle,à savoir que 

a= b et b = a 

apportent la mŒme information. 

(7) 13 x 8 = 26 x 4 = 52 x 2 

On peut tolØrer parfois (7) comme une Øcriture condensØe de �
" 13 X 8 = 26 X 4 et 26 X 4 = 52 X 2 " �

(8) 3 + 4 = 7 x 2 = 14 

Le souci de condenser l’Øcriture (voir (7) ) n’est pas tolØrable ici, �

parce que " 3 + 4 = 7 X 2 " est faux. �

Une telle faute d’Øcriture traduit en fait, mais de façon incorrecte, �

le dØroulement des calculs. �

Voici des Øcritures correctes: 
3 + 4 = 7 et 7 X 2 14 

(3 + 4) x 2 = 14 

ou, selon la tolØrance signalØe en (7) : 
(3 + 4) x 2 = 7 x 2 = 14 

(9) 1dm 10 cm 

Cette ØgalitØ est admissible, mais sa justification exige la mise en 
oeuvre d’une thØorie difficile pour l’Øcole ØlØmentaire. 

(10) 2 + 3 = 5 cm 

De toutes façons, cette ØgalitØ est injustifiable. 
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L'un d'eux le baptise A et L'autre enfant le baptise B 
fait le dessin ci-dessous:· et fait le dessin ci-dessous: 

Alors A B 

13) Voici une autre situation: 

On met un enfant devant 
une table où sont posés un 
jeton, une étoile et un car­
ré. Il dessine ceci: 

On met un autre enfant de­
vant une autre table où 
sont posés un autre jeton, 
une autre étoile et un autre 
carré. Il dessine ceci: 

Alors A =1= B 

et cela, même s'il s'agit de deux jetons de téléphone, de deux 
étoile.s de même modèle et de même couleur, de deux carrés de 
carton de la même taille, ... 

Car il y a six objets distincts. 

Remarque 1 
Dans les deux situations, A et B ont le même nombre d'éléments. 

Remarque 2 
La situation ambiguë par excellence est celle où les enfants sont 
mis en présence de dessins (fiches par exemple) sans qu'on leur 
donne aucun moyen de savoir s'ils doivent considérer ces dessins 
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IV. Remarques diverses 

1. Ainsi, les erreurs que 1’on rencontre dans 1 ’emploi du signe 
" = "sont dues gØnØralement aux faits suivants: 

On n’a pas donnØ une dØfinition claire du "mŒme objet" dont il 
s’agit . 

(Exemples: (11), (16), (17), (18) ). 

L’une au moins des dØsignations de ce mŒme objet est ambiguº. 
(Exemples: (5), (20), (21) ). �

On voudrait charger l’ØgalitØ de transmettre des informations �
supplØmentaires incompatibles avec l’emploi que l’on veut faire �

d’elle lors des calculs. �
(Exemple: (8) ). �

2. On voit aussi le rôle important que joue la connaissance du 

contexte d’une ØgalitØ. 

3. La notion d’ØgalitØ suppose que, pour l'activité considérée, la 
distinction entre objets d’une part et symboles (ou noms) d’autre 
part est exempte de toute ambiguïtØ. L’information apportØe peut 
alors s’interprØter soit au niveau de l’objet comme une identitØ, 
soit au niveau des symboles comme une synonymie. A cet Øgard, 
on doit Œtre conscient que l’Ønonciation "a et b sont Øgaux", 
quoique courante, ne rØsiste pas à une analyse serrØe: en effet, s’il 
s’agit des noms a et b, elle est fausse puisqu’ils sont différents, et 
s’il s’agit de l’objet unique nommØ a ou b, le pluriel "Øgaux" est 
injustifiable. 

4. La distinction qu’on a introduite entre objets et symboles est 
relative à une activitØ donnØe. Pour d’autres activitØs les symboles 
prØcØdents peuvent devenir des objets (ils sont mŒme certainement 

des objets du langage utilisØ), de mŒme que les objets prØcØdents 
peuvent devenir les symboles d’autres objets. La confusion entre 

ces divers niveaux est une source frØquente d’obscuritØ dans le 
maniement de l’ØgalitØ. 
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V. � PropriØtØs qui se dØgagent des commentaires prØcØdents 

1. Quel que soit x, 
x x 

(PropriØtØ de "rØflexivitØ" ) 
Voir III, 3. 

2. Quel que soit x et quel que soit y, 
si x = y , alors y x 

(PropriØtØ de "symØtrie" ) 
Voir III, 6. 

3. Quels que soient x, y et z 
si x = y et y = z alors x = z 

(PropriØtØ de "transitivitØ" ) 
Voir III, 7 et 8. 

4. � L’intØrŒt essentiel de la notion d’ØgalitØ est le suivant: 

Si a= b , on peut, dans toute phrase mathØmatique, rem›
placer indiffØremment "a" par "b" et "b" par "a" sans 
modifier le sens de la phrase. 
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EXEMPLE - CONTRE- EXEMPLE �

1. Introduction 

Il. DØfinition 

III. � Utilisation à des fins d ’illustration ou de dØmonstration 
a) Etude de quelques p.hrases 
b) Tableau rØcapitulatif 
c) Remarque importante 
d) Analyse du procØdØ de dØmonstration 

IV. Quelques aspects didactiques 

1. Introduction 

Partons de l’usage courant. On s’intØresse aux noms fØminins; le 
mot "douceur" constitue un exemple de ceux qui se terminent en 
eur; par contre les mots "table" et "heure" n’en sont pas des 
exemples. 

La situation mathØmatique ne diffŁre de la prØcØdente que par 
la formulation. On se donne d’une part un ensemble E dit" ensem›
ble de rØfØrence;’d ’autre part une propriØtØ P qui peut Œtre vØrifiØe • 
ou non par tels ou tels ØlØments de cet ensemble. 

(Dans le cas ci-dessus, il s’agissait de l’ensemble des noms fØminins 
et de la propriØtØ "se terminer pareur"). 
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Il. � DØfinitions 

Relativement à l’ensemble de rØfØrence E et à la propriØtØ P, 
est un exemple 

tout ØlØment de E pour lequel Pest vØrifiØe; 
est un contre - exemple 

tout ØlØment de E pour lequel P n’est pas vØrifiØe. 

Illustration de ces définitions 

Dans l’ensemble des naturels, pour la propriØtØ "Œtre multiple de 
3", 6 est un exemple, 5 est un contre-exemple. 

III. Utilisation à des fins d’illustration ou de dØmonstration 

a) � Voici quelques phrases: 

(1) �Tout naturel impair plus grand que 1 est premier. 
(2) �Tout naturel impair compris entre 2 et 6 est premier. 
(3) Si x est un naturel multiple de 6, alors x est multiple de 2. 
(4) �Tous les noms français se terminant en ou ont leur pluriel en 

oux. 
(5) � Il existe au moins un naturel n tel que n 2 

- n + 41 soit 
premier. 

(6) Il existe au moins un naturel n tel que n 2 
- n + 41 ne soit 

pas premier. 

Pour chacune de ces phrases, il convient d’abord de prØciser un �
ensemble dans lequel elle prend un sens et qui sera appelØ "ensem›�
ble de rØfØrence". �
Nous choisirons: �
Pour la phrase (1) , l’ensemble des naturels impairs plus grands que 1 �
Pour la phrase (2), {3; 5} �
Pour la phrase (3) , l’ensemble des naturels multiples de 6 . �
Pour la phrase ( 4) , l’ensemble des noms français se terminant en �
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ou qui figurent dans une Ødition donnØe d’un 
dictionnaire donnØ. �

Pour la phrase ( 5) , l’ensemble N des naturels. �
Pour la phrase (6) , l’ensemble N des naturels. �

On peut alors dire, pour chaque ØlØment de l’ensemble de rØfØ›�
rence, s’il vØrifie ou non la propriØtØ ØvoquØe par la phrase; à �
savoir: �
Pour la phrase (1), Œtre premier. �
Pour la phrase (2) , Œtre premier. �
Pour la phrase (3) , Œtre rn ultiple de 2. �
Pour la phrase ( 4) , avoir un pluriel en oux. �
Pour la phrase ( 5) , Œtre un naturel n tel que n 2 

- n + 41 soit �

premier. 
Pour la phrase (6) , Œtre un naturel n tel que n 

2 
- n + 41 ne soit 

pas premier. 

Les phrases (1), (2), (3) et (4) affirment que tous les ØlØments de 
l’ensemble de rØfØrence ont la propriØtØ indiquØe (ce sont des 
ØnoncØs universels). 

Les phrases ( 5) et ( 6) affirment que la propriØtØ indiquØe est vØri›

fiØe par au moins un ØlØment de l’ensemble de rØfØrence (ce sont 
des ØnoncØs existentiels). 

On veut savoir pour chacune de ces phrases si elle est vraie ou si 
elle est fausse; à cet effet on peut essayer un test systØmatique des 
ØlØments de l’ensemble de rØfØrence. 

Phrase (1) : �
3, 5, 7 sont. premiers; 9 n’est pas premier; ce nombre 9 à lui seul �

suffit à prouver que cet ØnoncØ universel est faux (malgrØ l’exis›�
tence d’une infinitØ de naturels impairs premiers). �

Phrase (2) : �
3 et 5 sont premiers; comme il n’y a pas d’autres ØlØments à tester, �
on a prouvØ que cet ØnoncØ universel est vrai. �
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Phrase (3): �
Envisageons quelques multiples de 6: 0, 6, 12 ; ce sont des multi ›�
ples de 2; aussi patient que l’on soit, on n’est pas capable d’exhiber �
un multiplP de 6 qui ne soit pas multiple de 2; on ne peut pas �
affirmer pour autant que cet ØnoncØ universel est vrai; pour tran›�
cher la question, une dØmonstration est nØcessaire. �

Phrase ( 4) : �

Toutes les grammaires scolaires françaises citent " les 7 noms en ou �
dont le pluriel est en oux ". Le mot matou n’en est pas; à lui seul, il �
suffit à prouver que cet ØnoncØ universel est faux. �

Phrase ( 5) : �

Si on donne à n la valeur 0, on obtient 41 qui est premier. Ce �

nombre 0 à lui seul suffit à prouver que cet ØnoncØ existentiel est �
vrai. �

Phrase (6): �

En testant successivement les nombres 0, 1, 2, ... , 40, on obtient �
les rØsultats suivants: �

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ... 40 

41 41 43 47 53 61 71 83 97 113 131 ... 1601 

Tous les nombres de la deuxiŁme ligne sont premiers;•on est tentØ 
de croire que l’ØnoncØ existentiel est faux. Mais, en testant 4 1, on 
obtient 41 2 qui n’est pas premier. Ce nombre 41, à lui seul, suffit 
à prouver que cet ØnoncØ existentiel est vrai. 
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Ni l'incapacité d'exhiber un contre-exemple, ni la mise en évi­
dence d'exemples, même nombreux, ne suffisent en général à 
établir la vérité de l'énoncé*. 

Cependant, si l'ensemble de référence est fini, on peut obtenir 
une démonstration de type exhaustif en s'assurant que la pro­
priété est vérifiée par tous les éléments de 1'ensemble (ce qui 
n'exclut pas la possibilité d'une autre démonstration, de type 
déductif) . C'est une question de courage, de tempérament, et 
de cardinal ! 

{j) � Dans le cas d 'un énoncé existentiel vrai, la mise en évidence 
d'un exemple suffit à démontrer la vérité de cet énoncé. 

Ainsi, 0 est un exemple pour la phrase (5) et 41 est un exemple 
pour la phrase (6). 

Dans le cas d'un énoncé existentiel faux, on remplace généra­

lement cet énoncé par un énoncé universel vrai. 

Ainsi, à l 'énoncé existentiel: "Il y a une consonne dans l'en· 
semble de lettres {a, e, i, u} ", qui est faux, on préfère "Aucune 
lettre de l'ensemble {a , e, i, u } n 'est une consonne", ou "Tou­

tes les lettres de l'ensemble {a, e, i, u } sont des voyelles"; ce 
sont deux énoncés universels vrais. 

IV. Quelques aspects dHlactiques 

A propos des exemples et contre-exemples utilisés comme illus­
trations, on peut distinguer: 

des exemples illustrant une définition; 

. ils permettent de justifier la définition (c 'est-à-dire de mon-

k La situation rencontrée dans la phrase (3) entre dans ce cas; une démons· 
tration est indispensable logiquement; en voici une: 

N'importe quel multiple de 6 s'écrit sous la forme 6k (kEN), soit encore (en 
utilisant l'associativité de la multiplication dans N) 2 X ( 3k) ; ce qui prouve 
que c 'est un multiple de 2. 
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trer qu’il existe des Œtres mathØmatiques qui rØpondent à la 
dØfinition); 

. ils constituent un support à la pensØe. �

Bien entendu, certains de ces exemples peuvent prØcØder la �
dØfinition, et d’autres la suivre . �

des exemples utilisØs comme tests de comprØhension; on �
demande aux ØlŁves de construire eux-mŒmes des exemples �
et des contre-exemples d’une notion donnØe. �
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Peut-on, par exemple, permuter les contenus des deux cases de �

droite ? �

Si on le fait, on obtient un autre numØro qui , s’il est attribuØ, ne �

l’est sßrement pas à la mŒme personne. �

1.2. ConsidØrons le numØro de tØlØphone d’un abonnØ de provin›
ce. Il est formØ de 8 chiffres. 

Exemple: 

35 0025198 
La premiŁre case contient un nombre de deux chiffres carac›
tØrisant le dØpartement 
La deuxiŁme contient le numØro du standard 
La troisiŁme contient un nombre de 4 chiffres indiquant le 
numØro d’ordre au standard 

Si l’on Øchange les contenus de deux cases, on est sßr de ne pas 
joindre le mŒme correspond ant. 

1.3. �On indique couramment une date de la façon suivante: 
12-3-1973 ou 12/ 3/ 1973 correspond au 12 mars 1973 ; 

t!lndis que 

3-12- 1973 ou 3/12/1973 correspond au 3 dØcembre 1973 . 

9- 9-1973 ou 9/9/1973 correspond au 9 septembre 1973. 

Pour les dates, encore, l'ordre dans lequel on cite les nombres joue 
un rôle essentiel. 

1.4. a) On lance une piŁce de monnaie deux fois de suite et on �
note le rØsultat " pile" ou "face" aprŁs chaque lancer. �
On convient: �

de gagner 5 points si l’on obtient face puis pile, �
de gagner 4 points si l’on obtient pile puis face , �
de gagner 3 points si l’on obtient deux fois pile, ou deux fois �
face. �
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Les scores donnés par pile-face et face-pile sont alors distincts. 

1.4. b) On lance ensemble deux pièces de monnaie et on convient 
maintenant: 

de gagner 5 points si l'une des pièces marque pile, l'autre 
marquant face 
de gagner 4 points si les deux pièces marquent pile 
de gagner 3 points si les deux pièces marquent face 

1.5. Mots croisés, bataille navale, repérage 

a) On repère la case noire aussi bien par 6- C que 

par C - 6 , autrement dit on la repère par la paire {6 ; C } , qui 
s'écrit aussi bien {C ; 6 }. 

F 

E 

D 

c •B 

A 

1 2 3 4 5 6 7 8 

b) 

Le sens de lecture étant déterminé par la flèche, la donnée, 
dans cet ordre, de 6 puis de 3, permet de repérer une case sans 

ambiguïté (case noircie de la figure ci-après); la donnée de 3 puis 
de 6 repère une case différente (indiquée par des points). 
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Exemples de couples: 

On reprend l'exemple du paragraphe 1.4. a): 

pile 1 face ou encore !MB 
Pour l'exemple du paragraphe 1.5. b): 

6 3 ou encore 

Pratiquement, l'habitude est prise de supprimer la flèche et de lire 
de gauche à droite bu de haut en bas. 

Dans l'exemple du paragraphe 1.5. b) le premier composant est un 
élément de l'ensemble 

{0; 1;2;3 ;4; 5;6;7}' 
le second.est un élément de l'ensemble 

{1 ;2;3;4;5;6} 

On remarque- que, l'intersection ·de ces deux ensembles n'étant pas 
vide, il existe dans ce cas des couples dont les deux composants 
sont égaux, par exemple 

Pour le cas du paragraphe 1 .4. b) il est inutile de parler de cou­
ples. 

De même pour le cas du paragraphe I .5. a) , la case noire du 
quadrillage peut par exemple être désignée par 
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d’autres cases par 

D 1 �

Le premier composant (Øcrit à gauche) est un ØlØment de l’ensem›
ble 

{A , B , C , D , E , F } 
et le deuxiŁme composant (Øcrit à droite) est un ØlØment de l’en›
semble 

{ 1;2;3; 4 ;5;6;7;8} 

III. Notation mathØmatique usuelle 

Pour des raisons de commoditØ typographique, le tableau est 
remplacØ par des signes usuels et on Øcrit 

(6,5) ou (6;5) ou pour 6 5 

Remarque 

{a, b} et (a, b) 
rents. 

impor

reprØs

tante: 

entent deux Œtres mathØmatiques diffØ›

{a , b } est un ensemble; on peut ØnumØrer ses ØlØments dans n’im›
porte quel ordre, et par consØquent 

{a,b} = {b,a } 

De plus, si a = b , cet ensemble se rØduit à l’ensemble à un seul 
ØlØment notØ indiffØremment {a} ou {b} . �

Il en va tout autrement pour Ùn couple; on a vu plus haut que �
l’ordre dans lequel on a Øcrit ses composants est fondamental; �
nous allons prØciser. �
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IV. Egalité de deux couples 

"Les couples (a, b) et (c, d) sont Øgaux" �
signifie �

" a = c et b = d , �

Il en rØsulte que: 

1) Si a=l=b ,alors (a,b) =1= (b,a) 

2) Si a= b , alors (a, b) = {b, a) 

RØciproquement, 

si (a, b) = (b, a) , alors a= b. 

Dans ce cas, la notation (a, a) continue à dØsigner un couple, 
qui ne se rØduit aucunement à l’ØlØment a. 

Exemples: voir les paragraphes 1.4. a) et 1.5. b). 
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RELATION BINAIRE �

1. Première approche 

Il. Comment déterminer une relation? 

III. Définition de relal ion binaire 

IV. Graphe et lien verbal 

V. Relation binaire dans un ensemble 

VI. Relations numériques 

VII. Relation réciproque d'une relation 

VIII. Remarque 

1. PremiŁre approche 

Trois enfants: Pierre, François, Jacques (nous les désignerons par 
P, F, J respectivement), ont à leur disposition quatre livres: "Les 
malheurs de Sophie", "Les Contes de Perrault" , "Les derniers 
jours de Pompéi", " Le Tour du Monde en 80 jours"; désignons-les 
respectivement parS, C, D, M. 

Désignons par E 1 'ensemble des trois enfants. 
Désignons par L l'ensemble des quatre livres. 

Que représente Je dessin ci-dessous ? 
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Plusieurs réponses sont possibles: 

1. Il peut représenter la situation suivante : 

Pierre n'a pas lu " Les Contes de Perrault" 
François n'a lu ni "les Contes de Perrault" 

ni "Les derniers jours de Pompéi" 
Jacques n 'a pas lu " Les malheurs de Sophie". 

2. Il peut représenter la situation suivante: 

Pierre a aimé " Les Contes de Perrault" 
François a aimé "Les Contes de Perrault" 

et "Les derniers jours de Pompéi" 
Jacques a aimé "Les malheurs de Sophie". 

3. etc ... 

Plusieurs situations peuvent être représentées par le même dessin. 

Dans tous les cas, nous lions des éléments d'un premier ensem­
ble (ici, E) à des éléments d'un second ensemble (ici, L). Dans le 
dessin, la liaison est assurée par des flèches; dans les réponses 
possibles, la liaison est assurée par un lien verbal (dans la première 
situation, c'est: " ... n'a pas lu .. . "; dans la deuxième, c'est: " ... a 
aimé ... ", etc ... ) . 

Dans chacun des cas, nous avons fabriqué une relation de l'en­
semble E vers l'ensemble L. Cette relation est dite binaire parce 
qu'elle fait intervenir deux ensembles. Il existe des relations plus 
générales; nous n'en parlerons pas ici, et dirons la plupart du temps 
"relation" tout court en sous-entendant "binaire". 

Il. Comment déterminer une relation ? 

Une relation d'un ensemble S, appelé source ou ensemble de 
départ, vers un ensemble B, appelé but ou ensemble d'arrivée, est 
déterminée à l'aide d'une procédure qui permet d'associer, à cer­
tains éléments de S, certains éléments de B. 

Voici quelques procédures: 

a) On peut se donner un lien verbal et deux places vides: 
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... (lien verbal) ... 
de telle sorte qu’en mettant dans la place de gauche un ØlØment de 
S et dans celle de droite un ØlØment de B, on obtienne une phrase 
telle qu’on puisse dØcider si elle est vraie ou si elle est fausse. On 
ne retient que les phrases vraies. 

Exemple: 
S = {FØvrier, Juillet, Avril } B = {Automne, EtØ } 

Lien verbal: est Ùn mois d’ ... " 

Pour la place de gauche, nous disposons de trois ØlØments; pour 
celle de droite, de deux. Nous pouvons donc Øcrire six phrases: 

"FØvrier est un mois d’Automne" elle est fausse 
"Avril est un mois d’Automne’’ elle est fausse 
"Juillet est un mois d’Automne" elle est fausse 
"FØvrier est un mois d ’EtØ" elle est fausse 
"Avril est un mois d’EtØ" elle est fausse 
"Juillet est un mois d’EtØ" elle est vraie. 

b) On peut se donner explicitement et arbitrairement les couples 
(voir COUPLE) d’ØlØments associØs, sans faire rØfØrence à un quel›
conque lien verbal. 

Il existe, pour ce faire, plusieurs moyens: 

a) �Ecrire explicitement 1’ensemble des couples en question; cet 
ensemble s’appelle le graphe de la relation. 

Exemple: 
Le graphe de la relation reprØsentØe par le dessin du I est 
1’ensemble Y, suivant: 

( (P. C). (F, Cl. (F, D), (J, S) } 

{3) � Dessiner des flŁches (comme il a ØtØ fait au l). 
Le dessin obtenu est souve nt appe!Ł schéma sagittal ou schéma 
fléché. 

-y) � RflprŁsenter lPs couplt>s par un scnéma cartésien. sous l’une ou 
1’a ut re dt>s dt>ux fonnl’s su ivantPs: 
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Cette liste n 'est pas limitative. Tout procédé permettant de 
visualiser le fait que certains couples sont des couples d 'élém<>nts 
associés et que d 'autres couples ne le sont pas est valable dès lors 
qu'il ne prête pas à confusion; en particulier, le schéma cartésien 
resterait ambigu en l'absence des indications source et but (dessin 
de droite) ou de la flèche (dessin de gauche); et , dans un dessin 
fléché tel que celui de I, on convient tacitement que les flèches 
vont de la source vers le but. 

III. Définition de " rel ation binaire" 

a) Dans l'exemple du ·r, on se donne un premier ensemble E et un 
second ensem ble L. 

L'ensemble de tous les couples dont le premier terme est élé­
ment de E et dont le second terme est élément de L s'appelle 
produit cartésien de E par L, et se no te 

EX L (qui se lit "E croix L" ) 

EX L = {(P ,S), (P ,C}, (P,D}, (P,M}, (F,S} , (F,C), (F,D}, (F ,M} , 
(J,S), (J,C} , (J ,D} , (J ,M ) } 

Le graphe (, de la relation dont il est question en II , b) , a ) , est le 
sous-ensemb le suivant de E X L : 

{ (P , C), (F, C) , ( F, D). (J, S) } . 
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Autrement dit, 
Jl = (A, B, JC) 

Voici un schØma sagittal de 1l 

b) Etudions la relation de 
source A, de but B, de lien 
verbal " ... a plus de lettres 
que ...". 

Le graphe de cette relation, 
c’ed-à-dire l’ensemble des cou›
ples de A X B qui donnent des 
phrases vraies, est JC (on s’en 
aperçoit par exemple en cher›
chant d’abord son schØma sa›
gittal). 

Cette relation est donc la rela›
tion 1l . 

c) Etudions la relation de 
source A, de but B, de lien 
verbal " ... prØcŁde dans 1 ’ordre 
alphabØtique ...". 

On s’aperçoit que le graphe de 
cette relation, c’est-à-dire l’en›
semble des couples de A X B 
qui donnent des phrases vraies, 
est JC . 

Cette relation est donc la rela›
tion 1l . 

Deux liens verbaux diffØrents �
peuvent donc Œtre affectØs à la même relation. �

2. Plusieurs relations diffØrentes peuvent avoir mŒme lien verbal; 
ainsi la relation 

de source {savon, tarte} 
de but {catastrophe, cheval , tour } 
de lien verbal " ... a plus de lettres que ... " 

est Øvidemment diffØrente de la relation 1l vue en 1. 
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3. Voici deux autres relations: (A et B sont les ensembles vus en 
1.) 

,<..; a pour source A. pour but B, pour lien verbal '' ... comme n­
et' par la même lettre que .... , . 
so·n graphe I:'St l'ensemble vide. 

?i = (A, B, !/! ) 

'\ L a pour source A. pour but B , pour lien verbal '' ... finit par 
la m0me lettre que ... " . 
Le graphe de 'tL est le produit cartésien A X B : 

'1.L = (A, B, A X B) 

V. Relation binaire dans un ensemble 

Il peut se faire que le même ensemble E joue à la fois le rôle de 
source et le rôle de but. 
Au lieu de "relation de E vers E'; on peut dire aussi "relation dans 
E". 
Le graphe d'une telle relation est une partie de E X E, produit 
cartésien de E et de E lui-même. 

Exemple 1: 
Source et but: 

{Vercingétorix, Louis XIV, Colbert, Napoléon 1 ' 
Lien verbal " ... a rencontré ... " 

Schéma sagittal: 

Ici, le lien verbal seul comport e un degré d'imprécision: doit-on 
dire que: 

"Vercingétorix a rencontré Vercingétorix" ? 
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Si oui, tous les éléments sont alors bouclés et il faut dessiner: 

Si non, c'est le dessin précédent qui convient. 

Une fois de plus, il apparaît que le lien verbal n'est pas toujours 
le moyen le plus simple de bien se faire comprendre. Avec le seul 
schéma sagittal on risque de ne pas être compris du tout, avec le 
lien verbal on risque de ne pas être bien compris (ce qui est peut­
être plus grave ! ). 

Exemple 2: 
Source et but: 

{Vercingétorix, Louis XIV, Saint Louis, Napoléon I 1 
Graphe: {(V, L), (V, S), (V, N), (L, N) , (S. N), (S, L) 1 

Voici un lien verbal possible: " est né avant 
, 

VI. Relations numériques 

Les relations présentées jusqu'ici étaient liées à la littérature, à la 
grammaire, à la géographie ou à l'histoire, mais comme la mathé­
matique étudie entre autres les ensembles de nombres, il convient 
de donner quelques exemples numériques. 
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Exemple 1: 
Source N , ensemble des naturels 
But N 
Lien verbal" ... est la moitiØ de ... " 

Exemple 2: 
Source: {2;3;4;5 } �
But: {5 ; 12 ; 18; 22 } �
Lien verbal " ... est diviseur de ... " �

Exemple 3: 

Le lien verbal " ... est le double de ... diminuØ de 1" est ambigu. 
Est-ce le double qui est diminuØ de 1, ou bien est-ce le double d’un 
nombre qu’on a auparavant diminuØ de 1 ? Ce lien verbal est à 
proscrire. 

Le lien verbal " ... est le double du naturel qui prØcŁde ... " est 
prØcis, bien qu’un peu lourd. 

VII. Relation rØciproque d’une relation 

a) Imaginons une bibliothŁque de classe. On dispose d’un fichier �
ainsi constituØ: �
Chaque fiche porte, en titre le nom d’un livre, puis la liste des �
ØlŁves qui l ’ont empruntØ depuis la rentrØe. �
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Exemple: 

Les malheurs de Sophie 

Denise 
Colette 
Robert 

Les derniers jours de Pompéi 

Suzanne 
Robert 
Denise 

Blanche-Neige et les sept nains 

Patrick 
Francis 
Denise 

Michael chien de cirque 

Jeanne 
Robert 
Francis 

Les Contes de Perrault 

Colette 

Le Tour du Monde en 80 jours �

Jeanne �
Véronique �

Francis �
Colette �

Sans Famille 

Brigitte 
Patrick 
Jeanne 
Colette 

La case de l'Oncle Tom �

Robert �
Véronique �

Colette �
Francis �

Le maître veut savoir quelles ont été les lectures de chaque élève 
Il peut constituer un autre fichier, dans lequel chaque fiche porte 
en titre le nom d'un élève, puis la liste des livres qu'il a empruntés. 

Nous laissons au lecteur le soin de construire ce second fichier. 

Le maître peut aussi dresser un tableau à double entrée (voir ci­
après); en lisant ce tableau ligne par ligne, on retrouve le premier 
fichier; en le li sant colonne par colonne, on retrouve le second 
fichier. 
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Les malheurs de Sophie [X x �~� 
Les Contes de Perrau 1 t x 
Les derniers jours de Pompéi �~� �~ �~� 
Le Tour du Monde en 80 jours x [X x �~� 
Blanche-Neige et les sept nains �~� �~� �~� 
Sans famille x�~ D<LX 
Michaël chien de cirque LX x �~� 
La Case de l'oncle Tom �~� xLX �~� 

Q} 

�-�~� 
c 
Q} 

0 

�~� 
"ë> 

�~� 

�~� 
Q) 
0 
u 

-"' 
�- �~� 
�~� 

1'0 
0.. 

Q} 
c 
c 
1'0 
Q} ..... 

Q} 

c 
c 
1'0 
N 
:J 

(/) 

�~� 
.D 
0 
a: 

"' :J 
.9" 
c 
0
.; 
> 

c 
1'0 

<i'. 

.!!! 
u c 
1'0 

U: 

b) En complétant ce tableau 
par les mots SOURCE et BUT 
ainsi placés: 

SOURCE �

BUT 

on obtient le schéma cartésien 
d'une relation :R 

En complétant ce tableau par 
les mots SOURCE et BUT 
ainsi placés: 

BUT �

SOURCE 

on obtient le schéma cartésien 
d'une relation :R ' . 

:R' est la relation réciproque de la relation :R 
:R est la relation réciproque de la relation :Jt' 
:R et :R' sont deux relations réciproques. 
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Bien que ces deux relations traduisent les mêmes renseignements, 
elles sont distinctes. Les confondre, ce serait méconnaître la dis­
tinction essentielle entre la source et le but dans la définition 
d'une relation. 

Dans le tableau ci-dessus, la même �c�a�s �~� représente: 

Le couple 
(Sans famille, Jeanne) 

si on considère la relation .1t 
("Jeanne" figure sur la fiche 
"Sans famille" du premier fi­
chier). 

Le couple 
(Jeanne, Sans famille) 

si on considère la relation .1t' 
( "Sans famille" figure sur la 
fiche "Jeanne " du second fi­
chier) . 

c) Définition mathématique 

A toute relation (K, F, g ), on associe sa relation réciproque, qui 
est la relation (F, K, Ç' ), dont le graphe Ç' est l'ensemble des �
couples (y, x) tels que (x, y) soit élément de g . �

La source de chacune de ces deux relations est le but de l'autre. �

Sauf cas particulier (Voir RELATION SYMETRIQUE) , ces deux �
relations sont distinctes. �

d) Remarque 1: 
Pour passer du schéma sagittal d'une relation à celui de la relation 
réciproque, il suffit d'inverser le sens des flèches. 

Exemple: 
Reprenons la relation de l'exemple 2 du VI. 
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Sa relation réC'iproque a pour schèma sagittal 

Lien verbal " ... est un multiple de 
, 

ou encon' " ... a pour diviseur ... " 

e) Remarque 2: 
Si on dispose d'un lien verbal pour une relation, on obtient sou­
vent un lien verbal pour la relation réciproque en remplaçant la 
voix active du verbe par la voix passive, ou vice-versa (dans 
l'exemple vu plus haut, " ... a été emprunté par ... " pour la rela­
tion :R , " ... a emprunté ... " pour la relation :R' ). 

Parfois aussi on profite de l'existence de mots appariés, comme 
"double" et "moitié" (" ... est double d<' ... " pour une relation, 
·' ... est moitié de ... " pour la relation réciproque). 

VII. Remarque 

Au niveau du premier cycle, on utilise souvent les mots image et 
antécédent avec les sens suivants: 

Pour la relation considérée dans 1 

J a pour image S S a pour antécédent J 
Les images de F sont C et D Les antécédents de C sont P et F 
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NOMBRE NATUREL �

I. Comparaison de deux "tas" d'objets par manipulation 
a) �Autant que 
b) �Naturel 
c) � Plus que, moins que 

Plus petit que, plus grand que 

II. � Ensemble des naturels 
a) Successeur, prédécesseur 
b) Naturels 1111 et zéro. Ensemble vide 
c) Ensemble N 

III. Ensembles finis; ensembles infinis 

IV. Cardinal et nombre d'éléments 

I. � Comparaison de deux tas d'objets par manipulation (tas, col­
lection. ensemble.... ) 

a) Deux tas d'objets étant donnés. on prend simultanément un 
objet dans chaque tas et on répète ce geste jusqu 'à épuisement de 
l'un des tas au moins. C'Pst ce qu'on appelle établir une corres­
pondance un-à-un (ou correspondanre terme à terme). On ne peut 
généralement pas savoir à 1'avance ce q ui va se passer. 

Supposons que les deux tas soient épuisés simult anémenL. Si on 
recommence la manipulation précédente de toute autre manière, 
c'est-à-dire en appariant autrement les objets, on constate que, 
chaque fois , les deux tas sont épuisés simultanément. On d it alors 
qu'il y a au tan 1 d 'objets dans le premier tas que dans le second et 
qu'il y a autan/ d'objets dans le second que dans lP premier. 

Si 1 'on considère ù présent t rois tas. et si par la manipulation on 
a vérifié que le premier a autant d'L•Il'ments qu<> lP sPcond. et lP 
st>concl autant que le troisième. on peut pn'•voir. Pt vérif iPr par la 
manipulation, q ue le prPmier a autant d 'l•l(·nwnl s qu<> lP troisi&nw. 

�N�O�~�I�H�R�E� 1\A' ITREI. 71 



b) En multipliant de tels travaux sur des collections variées, on est 
amené à classer ces collections d'après le critère " ... avoir autant 
d'éléments que ... " ; on peut matérialiser cette classification à 
l'aide de "boîtes" (ou autres "récipients") de telle façon qu'en 
tirant deux collections quelconques d'une même boîte, on soit 
assuré qu'elles ont autant d'éléments l'une que l'autre. 

Cette classification a mis en évidence une propriété commune à 
toutes les collections d'une même boîte. C'est cette propriété 
qu'on appelle nombre naturel ou naturel (tant que les enfants ne 
connaissent pas d'autres nombres, on peut aussi dire "nombre"). 
Chaque boîte définit un nombre naturel. 

c) Si, par contre, les deux tas ne sont pas épuisés simultanément, 
on dit qu'il n'y a pas autant d'objets dans l'un que dans l'autre: ils 
seront placés dans des boîtes différentes. Les nombres naturels 
associés à ces boîtes sont distincts. 

Exemple: 
17 =1= 23 

(On lit: 17 n'est pas· égal à 23). (En ce qui concerne l'écriture 
chiffrée des naturels, voir NUMERATION). 

Supposons que le tas 1T (lire "tas pi") soit épuisé avant le tas p (lire 
"tas rhô"). Si on recommence la manipulation précédente de toute 
autre manière, on constate que, chaque fois, le tas 1T est épuisé 
avant le tas p. On dit qu'il y a moins d'objets dans le tas 1r que 
dans le tas p . On dit aussi qu'il y a.plus d'objets dans le tas p que 
dans le tas 1T • 

Si on place le tas 1r dans la boîte A et le tas p dans la boîte B, 
toute collection extraite de la boîte A a moins d'objets que toute 
collection extraite de la boîte B, toute collection extraite de la 
boîte B a plus d'objets que toute collection extraite de la boîte A. 
Le naturel associé à la boîte A est plus petit que le naturel associé 
à la boîte B, le naturel associé à la boîte B est plus grand que le 
naturel associé à la boîte A. 
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f:xemple: 
17 < 23 

(se lit "17 est plus petit quP 23" ou "23 est plus grand que 17") 
[on peut de même écrire 23 > 17 , qui donne lieu aux deux 
ledur<'s ci-dessus 1 

17 < 23 
se lit aussi"] 7 t>st infE'rieur à 23" ou •·23 est supérieur à 17" 

Considérons ù prE'sent trois boîtes, A , B, C. Si le naturel associl> 
à la boîte C est plus petit que le naturel associé à la boîte B, et si le 
naturel associé à la boîte B est plus petit que le naturel associé ù la 
boîte A, on peut prévoir, et vérifier par des manipulations, quP le 
naturel associE' ù la boîte C est plus petit que le natuœl associé à la 
boîte A. 

Il. Ensemble des naturels 

a) Il arrive que, après épuisement du tas rr. il reste un setd objet 
duns le tus p . On dit inùiffP.remment quP le naturel associé à la 
boîte B est le succC'sseur du (ou le suivant du, ou le nalurel qui 

v.ien l après le .... J* naturel associt> à la boît(' A , ou que le naturel 
associé à la boîte A est le prédécesseur du (ou le précédent du, ou 

le naturel qui vienl auanl le, ... J* naturel associé à la hoîte B. 

Plus généralement, chaque naturel a un successeur. Ce succes­
seur a lui-même un successeur.... Dr proche en proche, on obtient 
une suite de naturels, et 1'on constate qu'ils sont tous distincts. 

h) Revenons aux collections de la boîte B. On retire un objet de 
<·hacune d'ellt•s. Les collections ohtPnups np vont plus dans la boîtP 
B; elles vont toutes dans la boîte A . 

Si l'on recommence de proche en proche la manipulation, on 
arrive nécessairement à la boîtP dont les collections comportent 
chacune un seul objet (la boîte qui définit le naturel un). 

On �r�e�c�o�m�m�e�n�<�"�~� unP dernière fois: il n'y a plus de collection ! 
Le mathématicien a alors créé unt-- not ion nouvelle qu'il appelle 
l'ensemble vide. A 1 �'�< "�n�s�e �m�b�l�~� vide est associé le nouveau naturt--1 

* Vocabulaire au choix, suivant la classe. 

3 NOMBRE NATUREL 74 



zéro qui esl le seul naturel ù ne pas avoir dl' prédécesseur. C'est le 
plu s petit des naturels. 

c) L 'ensemble des naturels est usuellement noté N . 

III. Ensembles finis :ensembles infinis 

a) Premier exemple 
Appelons Pl'ensemble des naturels pairs. �
Considérons la bijection (voir BIJECTION) de N vers P ainsi défi· �
nie: �

A tout naturel on associe son double: 

1 2 3 4 29 

2 4 6 8 58 

Cette bijection évoque les correspondances un-à-un du paragraphe 
I. 
Mais elle en diffère par le fait que Pest une partie deN (autre que 
N lui -même). 

Deuxième exemple 
Considérons l'ensemble <l' des lettres de 1 'alphabet ; quel que soit 
le sous-ensemble n d e <J) , autre que <1) lui-même, il est impossible 
de trouver une bijection de <Jl v.ers H . 

b) Cette différence entre les deux situations conduit aux défini­
tions suivantes : 

1. " L 'ensemble E est infini" 
signifie 

"Il existe une bijection de E vers une partie de E autre que E" 

Exemples: 
N est un ensemble infini. �
L'ensemble des naturels pairs, l'ensemble des naturels plus �
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grands que 20, l'ensemble des puissances de 10 , ... sont 
aussi des ensembles infinis. 

2. �Un ensemble fini est un ensemble qui n'est pas infin i. 

Exemples: 
L'ensemble des lettres de l'alphabet. �
Toutes les �c�o�l�l�e�c�t�~�o�n�s� qu'on manipule. �

IV. Cardinal et nombre d'éléments 

S'il existe une bijection de l'ensemble E vers l'ensemble F , on dit 
que E et F ont même cardinal. Ce mot nouveau a l'intérêt de 
couvrir à la fois le cas de deux ensembles finis et le cas de deux 
ensembles infinis. 

Dans le cas d'ensembles finis , " .cardinal" est synonyme de 
"nombre d'éléments". 

Remarques 

1. �La "comparaison" d'ensembles infinis, plus délicate, ne peut 
être abordée dans cet article; on notera seulement que les 
ensembles infinis 'n'ont pas tous le même cardinal. 

2. �L'usage des mots techniques: cardinal, ensemble fini, ensem­
ble infini, ensemble vide, introduits dans la présente rubri­
que, est loin de s'imposer à l'école élémentaire. 
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ENTIERS ET RATIONNELS �

1. Introduction 

II. Quelques équations 
Ill. Préparation des deux constructions 
lV . Principe des deux constructions 

V. Les édifices proprement dits 
VI. Notations 

VII . Enrichissement des structures de Z et de �Q�~� 

VUI. L'ensemble Q 

1. Introduction 

Que penser des égalités suivantes: 
36 3 Q_=15 3 ? 

4 2 2 ' 1 

§_ et ]_ sont-elles des fractions égales ? des fractions équiva­
4 2 �
lentes ? .§_ est-ille quotient de 6 par 4 ? �

4 

Qu'est-ce qu'une fraction? Est-ce un couple de naturels? Est-ce 
un nombre? 

Pour aider le lecteur: 

1) nous lui proposons ci-dessous un cheminement mathématique 
long mais efficace pour lequel il est prié d'oublier (provisoi­
rement) tout ce que le mot "fraction" peut évoquer pour lui. 

2) nous le renvoyons à FRACTION. 
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Nous supposerons connus: l'ensemble des naturels noté N, l 'addi­
tion et la multiplication dans N. L'ensemble des naturels privé de 
zéro sera noté N* . 

Nous proposons ci-dessous en parallèle une présentation de l'en­
semble. Z d es entiers (colonne de gauche) et une présentation de 
l'ensemble Q• des rationnels positifs (colonne de droite). Dans une 
première étude, on peut lire d'abord la colonne de gauche, puis 
celle de droite. 
La colonne de gauche décrit une démarche qui est souvent utilisée 
dans les classes de sixième et de cinquième. 

II. Quelques équations 

Nous prendrons comme point de départ le fait que: 

a et b étant choisis dans N, l 'équa­
tion dans N 

a+x =b 
n'a de solution que sous réserve 
d'un choix convenable de a et de b. 
(On rappelle qu'une solution d'une 
équation dans N est un naturel tel 
que , si on le substitue à x, 1'égalité 
obtenue soit vraie). 

Exemples 

(1) L'équation dans N 
5 +x = 8 

a une solution unique 3 ; on peut la 
désigner par 8 - 5 . 

a et b étant choisis dans N*, l 'équa­
tion dans N* du type 

a X x = b 

n'a de solution que sous réserve 
d'un choix convenable de a et de b. 
(On rappelle qu'une solution d'une 
équation dans N* est un naturel dif­
férent de 0 tel que, si on le substi­
tue à x, 1'égalité obtenue soi t vraie). 

( zc;ro est temporairement exclu, 
compte tenu de son rôle particulier 
vis-à-vis de la multiplication et de la 
division) 

F.'xrmplrs 

(1 ) L'équation dans N* 
3 x x= 21 

a une solution unique 7 ; on peut la 
désigner par 21 : 3 . 
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(2) L'équation dans N 
7 +x= 2 

n'a pas de solution. L'écriture 2-7 
ne désigne donc aucun naturel. 

Intentions 

C'est pourquoi on va montrer com­
ment construire un ensemble d 'ê­
tres mathématiques "contenant" N 
et dans lequel toute équation du 
type 

a+x=b 
aura une solution unique. 

(2) L'équation dans N* 
11 Xx= 8 

n'a pas de solution. L'écriture 
8 : 11 ne désigne donc aucun natu­
rel. 

Intentions 

C'est pourquoi on va montrer com­
ment construire un ensemble d 'ê­
tres mathématiques "contenant" 
N* et dans lequel toute équation du 
type 

a Xx=b 
aura une solution unique. 

Les deux constructions présentéès en parallèle ci-dessous pourront 
paraître lourdes à première vue. Il en .va souvent ainsi dans une 
co nstruction: à une étape donnée, l'observateur voit l'échafaudage 
mieux que l'édifice . 

Les notations adoptées sont adéquates à la construction choisie, 
mais ne seraient pas commodes dans les calculs. pratiques.A la fin 
de la construction, nous reviendrons aux notations usuelles , dont 
le sens aura ainsi été précisé, et dont on verra apparaître la simpli­
cité d 'utilisation: 

Dans l'ensemble Z des cnlir.rs, l'é­
quation 

5+x = 8 
aura une solution unique notée 3 
ou 8-5; 

1' équation 
7 + x = 2 

aura une solution unique notée 
2 -7, ou -5, ou 5, ou 5-: ou ... 

Dans l'ensemble �Q�~� des rationnels 
strictement posili/s, l 'équation 

3x = 21 
aura une solution unique notée 7 

21 
ou 21 : 3 ou 21/3 ou ­

3 

1'équation 
11Xx = 8 

aura une solution unique, notée 

. 8
8 . 11 'ou 8/11, ou 11 'ou ... 
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III. Préparation des deux constructions 

Première étape 

5 +x=8 
a pour solution 8 - 5 ; 
nous associons à cette équation le 
couple de naturel s (8,5) (voir COU­
PLE). 

Au couple (13, 2) associons l'équa­
tion 

2 +x = 13 ' 
au couple (2, 7) associons l'équa­
tion 

7+x =2 

Deuxième étape 

5+x=8 
a pour solution 3. �

D'autres équations dans N ont aussi �
3 pour solution, par exemple: �
(3) 1 +x= 4 �
(4) 10+x=13 �
Par contre: �
(5) 2+x = 6 �
a une solution unique qui n'est pas �
3. 
(6) 7 +x= 2 �
n'a pas de solution dans N. �

Nous pouvons traduire que 
5 + x =8 et 1 + x =4 �

ont même solution par l'égalité por­�
tant sur les naturels: �

8-5 = 4-1 �

Mais cette écriture ne peut être 
étendue (du moins pour l'instant) à 
des cas comme 

2-7 = 4 -9 
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Première étape 

3 x x= 21 �
a pour solution 21 : 3 ; �
nous associons à cette équation le �
couple de naturels (21, 3) (voir �
COUPLE). �

Au couple ( 4, 12) associons 1 'é­
quation 

12 x x= 4 ' �
au couple (8, 11) associons l'équa­�
tion �

11Xx=8 

Deuxième étape 

3 x x= 21 �
a pour solution 7. �

D'autres équations dans N* ont aus­�
si 7 pour solution, par exemple: �
(3) 2 x x = 14 �
(4) 15Xx=105 
Par contre: 
(5) 4 x x= 12 �
a une solution unique qui n'est pas �
7. 
(6) 7 x x = 3 �
n'a pas de solution dans N* . �

Nous pouvons traduire que �
3 X x= 21 et 15 X x = 105 �

ont même solution par l'égalité por­�
tant sur les naturels: �

21 : 3 = 105 : 15 �

Mais cette écriture ne peut être �
étendue (du moins pour l'instant) à 
des cas comme 

4 : 6 = 18 : 27 �



puisque ni 2 - 7 ni 4 - 9 ne dési­
gnent des naturels. 

Pour surmonter cette difficulté, on 
constate que, par exemple, 

8-5=4-1 
peut se remplacer par 

8+1 = 4+5 
où ne figurent plus que des som­
mes .désignant des éléments de N. 

On décidE: alors que 
(a, b) A (c, d) 

signifie dans tous les cas 
a+d = b+c 

introduisant ainsi une relation 
notée A: dans l'ensemble des cou­
ples de naturels. 

Dès lors, 
(2, 7) A (3, 5) 

est faux, puisque 
2+5 =7 +3 

l'est; par contre 
(2, 7) �~�4� (4, 9) 

est vrai car 
2+9 = 7+4 

l'est. 

Troisième étape 

5 +x= 8 a pour solution 3. 
2 +y= 11 a pour solution 9. 
Or, il existe des équations ayant 
pour solution 3 + 9 : 

1+u=13 4+v = 16 
23 + w = 35 etc... 

en particulier, 
7 + t =19 

ou (5 + 2) + t ::= (8 + 11) 

puisque ni 4 : 6 ni 18: 27 ne dé­
signent des naturels. 

Pour surmonter cette difficulté, on 
constate que, par exemple, 

21 : 3 = 105 : 15 
peut se remplacer par 

21 x 15 = 105 x 3 
où ne figurent plus que des pro­
duits, désignant des éléments de 

N*. 

On décide alors que 
(a, b).At (c, d) 

signifie dans tous les cas 
aXd=bXc 

introduisant ainsi une relation 
notée .At dans l'ensemble des cou­
ples de naturels différents de O. 

Dès lors, 
(7' 3) .A(, (2, 5) 

est faux , puisque 
7X5 = 3X2 

l'est ; par contre 
(7' 3) .A(, (42, 18) 

est vrai car 
7 x 18 = 3 x 42 

l'est. 

Troisième étape 

3 X x = 21 a pour solution 7. 
2 X y = 6 a pour solution 3. 
Or, il existe des équations ayant 
pour solution 7 X 3 : 

2 x u = 42 7 x v= 147 
11 X w= 231 etc... 

en particulier, 
6 x t = 126 

ou (3 x 2) x t = (21 x 6) 
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Cela nous conduit à introduire 
!"'addition" des couples de natu­
rels, que nous noterons++ 

Exemples (7) 
(8, 5) ++ (11, 2) =(19, 7) �
(3, 7) ++ (5, 12) =(8, 19) �
(4, 0) ++ (31, 0) = (35, 0) �

(3, 0) ++ (0 , 8) =(3, 8) �

...etc... �

Cela nous conduit à introduire la 
"multiplication" des couples de na­
turels non nuls, que nous noterons 
xx 
Exemples (7) 

(21, 3) xx (6 , 2) =(126, 6) �
(3, 7) xx (5, 12) =(15, 84) �
(4, 1) xx (31, 1) = (124, 1) �

(3, 1) xx (1, 8) =(3, 8) �

. .. etc ... �

IV. Principe des deux constructions 

Les étapes précédentes nous fournissent la trame des constructions 
présentées ci-dessous. A 1 'issue de ces constructions, il faudra sa­
voir si nous avons résolu le problème posé (résolution d 'équa­
tions), situer les ensembles introduits par rapport à N (colonne de 
gauche), à N* (colonne de droite), enfin améliorer les notations 
conformément à l'usage établi. 

Une opérai ion sur les couples 

Nous définissons dans NXN une loi 
de composition notée ++ , de la 
manière suivante : 

(a,b)++(c,d) =(a+c, b + d) 

Une relation dans N X N 

On définit la relation notée .-1 de �
N X N vers N X N de la manière sui­�
vante: �
(a, b) A: (c, d) signifie a+ d = b + c �

Le lecteur est invité à prouver que 
.4 est une relation d'équivalence 
dans N Y N. 

Une opération sur les couples 

Nous définissons dans N* X N* 
une loi de composition notée XX , 
de la manière suivante: 
(a,b)XX(c,d) = (aXc,bXd) 

Une relation dans N* X N* 

On définit la relation notée .AC de 
N* X N* vers N* X N* de la ma­
nière suivante: 
(a, b)..M, (c, d) signifie a X d =b Xc 

Le lecteur est invité à prouver que 
.AC est une relation d'équivalence 
dans N* X N*. 

(voir RELATION D'EQUIVALENCE) 
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Des classes de couples 

Les couples (3, 5), (8, 10), (0, 2), 
(114, 116) sont éléments d'une 
même classe d'équivalence; notons­
la a. 

Les couples (7, 2), (5, 0), {89, 84) 
sont éléments d'une même classe 
d'équivalence (distincte de a); no­
�t�o�n�s�-�l�a�~�-

Le lecteur pourra construire ainsi 
d'autres classes d'équivalence et 
constatera que toute classe contient 
un seul couple de l'un des trois 
types: {a, 0), (0, a), (0, 0) où a est 
un naturel non nul. 

Voici une représentation possible 
pour les �c�l�a�s�s�e�~� d'équivalence rela­
tives à A: 

Des classes de couples 

Les couples (4, 10), (14, 35), (2, 5), 
(20, 50) sont éléments d'une même 
classe d'équivalence ; notons-la A. 

Les couples (14, 6), (7 , 3), 
(280, 120) sont éléments d'une mê­
me classe d'équivalence (distincte 
de A); notons-la B. 
Le lecteur pourra construire ainsi 
d'autres classes d'équivalence et 
constatera que toute classe contient 
un seul couple (a, b) où a et b sont 
étrangers ; par exemple (2, 5) pour * 
la classe A. 
Ce couple privilégié peut en particu­
lier être de l'un des trois types 
(a, 1), (1, a), (1, 1) où le naturel a 
est distinct de 1; mais ce n'est pas le 
cas général. 
Voici une représentation possible 
pour les classes d'équivalence rela­
tives à .A<., : 

10 

9 

8 

7 

23456789 

• �· "�é�t �f �,�t�l�l�~�~�f�$�H� signifie ccqui n'ont pas 

d'autre diviseur commun que 1" (on dit 
aussi '' premiers entre eux"). 
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Une opération sur les classes 

A un couple de Cl' et à un couple de 
(3, nous associons un couple à l'aide 
de la loi de composition notée++. 

Par exemple: 
(3, 5) ++ (89, 84) =(92, 89) 

Faisons d'autres choix dans Cl' et 
dans (J: 

(8, 10) + + (5, 0) = (13, 10) 
(0, 2) ++ (5, 0) =(5, 2) 

etc... 

On constate alors que les couples 
(92, 89), (13, 10) , (5, 2) sont élé­
ments d'une même classe; notons-la 

'Y­

ll est tout à fait remarquable que, 
quels que soient les couples choisis 
dans a et dans (J, les composés ap­
partiennent toujours à la classe 'Y· 

Le lecteur est invité à choisir deux 
autres classes, à reprendre la démar­
che ci-dessus, et à constater que les 
composés appartiennent toujours à 
la même classe. 

On démontre que ce phénomène est 
gé néral, et de ce fait on définit ainsi 
une loi de composition, que nous 
noterons Œ>, dans l'ensemble des 
classes. 

Exemples: 
Désignons par CI_A (0, 2) la classe 

du couple (0, 2) pour la rela­
tion .'1: : 
CI_-'\: (0, 2) = 

{(0 , 2),(5, 7),(11, 13), ... } 
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Une op ération sur les classes 

A un couple de A, et à un couple de 
B, nous associons un couple à l'aide 
de la loi de composition notée XX. 

Par exemple : �
(4, 10) XX (7, 3) ·= (2S, 30) �

Faisons d'autres choix dans A et 
dans B: 

(14, 35) xx (14, 6) = (196, 210) 
(2, 5) xx (280, 120) =(560, 600) 

(2, 5) xx (7, 3) = (14, 15) 
etc... 

On constate alors que les couples 
(28, 30), (196, 210), (560, 600), 
(14, 15) sont éléments d'une même 
classe; notons-la C. 

n est tout à fait remarquable que, 
quels que soient les couples choisis 
dans A et dans B, les composés ap­
partiennent toujours à la classe C. 

Le lecteur est invité à choisir deux 
autres classes, à reprendre la démar­
che ci-dessus, et à constater que les 
composés appartiennent toujours à 
la même classe. 

On démontre que ce phénomène est 
général , et de ce fait on définit ainsi 
une loi de composition, que nous 
noterons®, dans J'ensemble des 
classes. 

Exemples: 
Désignons par CJ.A(. (4, 10) la classe 

du couple ( 4, 10) pour la rela­
tion .A(. : 
Cl.M,(4 , 10) = 

{ ( 4, 10),(2, 5 ), (28, 70), ... } 



Alors: 
(8) 
O,tt (0, 2) Ei) Cl,tt (5, 0) 

CIA: (5,2) 
(9) 
CI,tt (3, o) (f) �c�~� (4, O) = 

CIA (7 ,0) 

V. Les édifices proprement dits 

L'exemple (9) permet de constater 
un "parallélisme opératoire" entre 
la loi de/ composition Et> et l'addi­
tion des naturels: 

Cl,tt (3,0) Et) CIA ( 4,0) =Cl.k (7 ,0) 

3 . + 4 7 

C'est pourquoi on identifie 3 et 
Cl,A; (3, 0), 4 et �C�~�A�:� (4, 0), etc... ; 

plus généralement, pour tout natu­
rel a: 

CIA (a, 0) = a * 
Dès lors, N est un sous-ensemble de 
1'ensemble des classes, ensemble 
qu'on note Z : 

NC Z 

Les éléments de Z s'appellent les 
entiers. Tout naturel est un entier. 

* On aurait pu constater un paral­
lélisme analogue entre 

CIA <o. 3) 0 cJA <O. 4> = �c�~� <O. 7) 
et 3 + 4 7 
et choisir d'identifier systématiquemnt a 
et Cl,A; (0, a) • 

On démontre que l'une et J'autre identi­
fications mènent aux mêmes résultats. 

9 

Alors: 
(8) 
Cl.Nv(4, 10) ® Cl.A(, (7, 3) = 

.CI.Nv (28, 30) 
(9) 
Cl.Al (2, 1) ® Cl.At (3, 1) = 

Cl.A(, (6, 1) 

L'exemple (9) permet de constater 
un "parallélisme opératoire" entre 
la loi de composition ® et la mul­
tiplication des naturels: 

CI.Nv(2,1) 0 C!At,(3,1) = CI.Nv(6,1) · 

2 x 3 = 6 

C'est pourquoi on identifie 2 et 
CI.Nv (2, 1), 3 et Cl.A(, (3, 1) , etc... ; 

plus généralement, pour tout natu­
rel non nul a: 

Cl.Nv (a, 1) = a * 
Dès lors, N* est un sous-ensemble 
de l'ensemble des classes, ensemble 
qu'on note �Q�~� : 

N*C �Q�~� 

Les élements de �Q�~� s'appellent les 
rationnels strictement positifs. Tout 
naturel non nul est un rationnel 
strictement positif. 

* On aurait pu constater un paral­
lélisme analogue entre 

C!;t(,(l· 2) ® C!A(p. 3) = CU(,(l, 6) 
et 2 x 3 6 
et choisir d'identifier systématiquement 

a et �C�~�(�l�.� a). 

On démontre que l'une et l'autre identi­
fications ml'nent aux mêmes résultats. 
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La loi dans Z noté(-!· �J�l�l�~�4�u�'�1�c�i� 

CD s'appelle addition des entiers; 
on la note en pratique + , comme 
l'addition dans N qu'elle "prolon­
ge". 

On �d�é�m�o�n�t�r�~ �·� 4Ul' la loi + dans .z 
est commutative et associative, qut• 
Z possède un élément neutre pour 
+, à savoir 0, et est symétrisé pour 
+, c'est-à-dire que chaque entier a 

un opposé : par exPmph· 

CI_k (4, 0) (autrement d!l -1) et 

Cl_k (0, 4) sont opposés. 

Ces propriétés permettent de dé­
montrer que tout(• équation dans Z 
du type 

�(�\�+�x�=�~� 

(où a et (3 sont des entiers choisis de 
façon quelconque) a une solution 
unique, élément de Z. Exemples: 

(10) 

Cl_-t, (1, 4) +y= Cl_-t, (7, 35) 

y = Cl_4: (7. 35) + Cl. -1: (4, 1) 

y= Cl.4: (11, 36) 

(11) 

Cl_4: (7, 0) + t = Cl_;t: (2, 0) 
(ou 7 + t = 2) 

t = c1A (2. Ol + �c�~�4� ro. 7) 

t = Cl.4: (2, 7) 

Ainsi est réalisée l'intention de II; 
par exemple, l'équation dans Z: 

7 + t = 2 
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La lo1 dan-, Q,·:, notée jusqu'ici 
0 s'appelle multiplication des ra­
tionnels strictement positifs; on la 
note en pratique X . comme la mul­
tiplication dans :--.;,,, qu'elle " pro­
longe". 

On démontrt• 4ue la loi X dans �Q�~� 

est commutative et associative, que 
Q,;, possède un élément neutre pour 
\ . à savoir 1, et est symétrisé pour 
X, c'est-à-dire que chaq_ue rationnel 
�~ �t�r�i�c�t �e�m �e�n�t� positil' a un inverse; par 
exemple: 

Ci.-K (2, 3) et C!-tt (3, 2) sont inver­
ses; CL-K (2, 1) (autrement dit 2) et 
Cl, -K (1, 2) sont inverses. 

Ces propriétés permettent de dé­
montrer que toute équation dans
Q: du type: 

AXx = B 
(où A et B sont deux rationnels 
strictement positifs choisis de façon 
quelconque) a une solution unique, 
élément de Q;,. Exemples: 
(10) 

Cl.A<_ (2, 3) X y= CJ.M..(7. 13) 

y = CL-K, ( 7. 13) X C!At, (3, 2) 

y= CJ.A(,(21, 26) 

(11) 

CJ.ft<.Jll, 1) <t =Cl.Al(8 , 1) 

(OU 11 t = 8) 
t = Cl.JK.(8, 1) X CL.K_(l , ll) 

t =�c�~�~�,�t�s�.� 11) 

Ainsi est réalisée l'intention de II; 
par exemple; l'équation dans Q;, 

11 Xt= 8 



a une solution unique, qui est l'en­
tier (non naturel) ClA (2, 7) ; alors 
que l'équation dans N de l'exemple 
(2): 

7 + t= 2 

n'a pas de solution. 

Bien mieux, l'existence d'une solu­
tion unique est assurée pour 

a:+x= {3 
a et {3 étant des entiers quelconques 
(naturels ou non). 

à une solution unique, qui est le ra­
tionnel strictement positif (non na­
turel) Cl..M_, (8, 11); alors que 
l'équation dans N* de l'exemple 
(2) : 

11Xt = 8 
n'a pas de solution. 
Bien mieux, l'existence d'une solu­
tion unique est assurée pour 

AXx = B 
A et B étant des rationnels stricte­
ment positifs quelconques (naturels 
ou non). 

VI. Notations 

1. Notation des entiers 

a:) On a posé ci-dessus: ClA (3, 0) = 3 

Il reste à noter commodément les entiers non naturels. On pose: 
Cl A (0, 3) = - 3 ClA (0, 17) = - 17 

etc... 

Finalement: 
z = { 0 ; 1 ; -1 ; 2 ; -2 ; 3 ; -3 ; ... } 

Les entiers 0 ; -1 ; -2 ; -3 ; ... sont dits entiers négatifs; leur en­
semble se notez-. 

Les naturels (0 ; 1 ; 2 ; 3 ; ... ) sont encore appelés entiers positifs. �

N se note encore z+. Naturel et entier positif sont synonymes. �

0 est un entier à la fois positif et négatif. �

Une étude plus détaillée de Z montre que les notations précéden­�
tes suffisent à conduire commodément tous les calculs dans Z. �

Reprenons par exemple les deux équations dans Z (exemples (10) �
et (11) ) avec les nouvelles notations: �

(10) ClA (1, 4) + y = ClA (7, 35) 
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s'écrit (-3) + � y (- 28) �
y (- 28) + 3 �
y (- 25) �

(11) Cl.,t (7, 0) + t Cl.,t (2, 0) 

s'écrit 7 + t 2 

t 2 + (- 7) 
t (-5) 

{3) Quand elle existe, la solution unique de l 'équation dans N �
"a + x = b" se note b-a . �
De même, dans Z,la solution unique de "a+ x = b" se note b-a �
(différence b -a). �

Par exemple: 
(-28) - (-3) (-25) 2 - 7 = (-5) 

Remarque: Beaucoup d'enseignants préfèrent éviter, lors de l'ini · 

tiation aux entiers, la notation -6; ils utilisent, provisoirement, 

6- , ou 6 , ou deux couleurs différentes pour les entiers positifs et 
les entiers négatifs, etc... Il importe en effet de distinguer, en un 
premier temps, le signe - qui caractérise les entiers négatifs et le 
signe opératoire de la soustraction. 

2. Notation des rationnels strictement positifs 

a) La situation est bien différente, car les classes sont: 
soit de la forme Cl.;K,(a, 1) :il s'agit du naturel a 

soit de la forme Cl.;K,(1, a) où a =1= 1 

soit de la forme Cl.;K,(a, b) où a et b , différents de 1, sont 
étrangers. 

a) Il faut donc renoncer à chercher une notation qui ne ferait 
intervenir qu'un naturel (comme c'est le cas dans Z). 
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b) On pourrait penser à privilégier un couple, par exemple le cou­
ple des naturels étrangers (couple "irréductible"; ainsi, pour 
Cl..A(.. (6, 8), c'est le couple (3, 4). 

Mais une étude plus détaillée de �Q�~� montre que ce couple ne suffit 
pas à tous les calculs dans �Q�~�,� ni d'ailleurs aucun autre couple 
particulier: par exemple, l'addition dans �Q�~� exige souvent une 
"réduction au même dénominateur" où on abandonne le couple 
en question. 

c) Chaque rationnel positif a une infinité de notations, et pour 
chaque problème on choisit la notation la mieux adaptée. 

Par exemple, le rationnel positif Cl..A(,(6, 8), qui est l'ensemble des 

couples (6, 8); (45, 60); (18, 24); (3, 4); ... se note: 

&. ou �~� ou li ou 3 ou 6/8 ou 45/60 ... 
8 60 24 4 

Donc �
6 18 3 �= � 45/60 etc... 
8 24 4 

(voir EGALITE) 

Remarquons à ce propos que Cl..A(.. ( 3, 1) peut se noter, entre au­

tres, �~�o�u� 3/1. Mais on a posé (voir fin de V): Cl..A(.. (3, 1) = 3. 

Donc � I = 3 �
1 �

Plus généralement, la classe commune aux couples (a, b), (c, d), 
etc... se note indifféremment: 

a c ou a/b ou ou � cjd ou ... ,b � d 

(c, d) étant tel que (c, d) ..A(.. (a, b), autrement dit tel que 
ad = be 

D'où un moyen de savoir si deux écritures différentes désignent ou 
non un même rationnel positif. 
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Exemples: 

(12) -6 =-3 car 6 x 2 4 x 3 
4 2 �

4 22�
(13) � - =- car 4 x 77 = 14 x 22 �

14 77 �

(14) _i__ �*�~� car 4 x 101 * 14 x 29 
14 101 

Reprenons, avec ces nouvelles notations, les deux équations dans 
�Q�~� (exemples (10) et (11)): 

(10) � Cl..A(, (2 , 3) X y = Cl..A(,(7, 13) �

2 7 �
s'écrit � x y = 

3 13 

y :Lx 3 = 
13 2 

21 
y 

26 

(11) Cl..A(,(11, 1) x t = � Cl..A(, (8; 1) 

s'écrit 11 x t � 8 �

8 1�t =- x 
1 11 

8 
t = 

11 

{3) Quand elle existe, la solution unique de l'équation dans N * �
"a X y = b" peut se noter b : a �
De même, dans �Q�~�,� la solution unique de "A X y= B" (quo­�

tient de B par A) peut se noter B : A . �

Par exemple: �
La solution de l'équation de l'exemple (10) (voir a))peut être �
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NOMBRE DECIMAL - NOMBRE A VIRGULE 

1. Qu'appelle-t-on rationnel décimal ? 

IL Rôle du système de numération 

III. Conclusion 

La locution "nombre décimal" est ambiguë pour deux raisons: 
le mot "nombre" (voir NOMBRE) lui-même est ambigu 
"dix", dont est dérivé "décimal", apparaît: 

a) comme un naturel au même titre que trois, vingt ou 
tout autre naturel 

b) comme base du système de numération usuel, ce qui le 
privilégie par rapport aux autres naturels. 

Afin de préciser ces deux aspects, nous allons tout d'abord mettre 
en évidence une propriété de certains rationnels (voir RATION­
NELS) positifs ou nul. Nous les désignerons par les écritures frac­
tionnaires habituelles et nous utiliserons largement le fait qu'un 
même rationnel peut être désigné par plusieurs écritures fraction­
naires. 

Par exemple: 
{ (4; 6), (2; 3), (8; 12), (200 ; 300), ... } 

peut être désigné indifféremment par 
�~� 8 240 etc ... 
3 12 360 

Nous examinerons ensuite le rôle du système de numération (voir 
NUMERATION). 
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1. Qu'appelle-t-on "RATIONNEL DECIMAL" ? 

I .1. �Voici quelques rationnels: �

r 
1 

{(14; 20), (35; 50), (49 ; 70), (7 ; 10), ..... } �

r 
2 

{(6; 8), (42; 56), (540; 720), ... .. } �

r 
3 

{(4; 3), (8; 6), (12; 9), (20; 15), ..... . �

r 4 {(8; 28), (6; 21); (2; 7), (10; 35), ...... } �

r
5 

{(10; 2), (20; 4), (30; 6), ...... } �

r 
6 

{(1 ; 100), (10 ; 1 000), (100 ; 10 000), ...... } �

Certains d'entre eux ont parmi leurs éléments des couples (voir 
COUPLE) dont le second composant est une puissance de dix : 

pour r : (7 ; 10), (70; 100), (700; 1 000) , etc...
1 

pour r : (750; 1 000), etc...
2 

pour r : (50 ; 10), etc. . . 
5 

pour r : (1 ; 100), etc.. . 
6 

On démontre que ni r , ni r ne possèdent de couple dont le 
3 4 

second composant soit une puissance de dix. 

I .2. Définition 

" et est un rationnel décimal" 
signifie 

"L'un au moins des couples de naturels, éléments du rationnel et, <1 

pour second composant une puissance de dix" 

On dit que "et est un décimal". 

On sait que tout naturel est un rationnel; la définition précédente �
entraîne que tout naturel est un décimal. �

Par exemple: �
Le naturel sept est le rationnel 

{ (7 ; 1), (14 ; 2), ... } ' 
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qui a pour élément le couple (700 ; 100). 

r
5 

est le naturel cinq . 

I .3. Généralisation 

Dans ce qui précède, nous aurions pu choisir un naturel autre que 
dix. Par exem pic, choisissons trois ; dire: "a: est un rationnel 
ternaire", c'est dire: ·· L ·un au moins des couples de naturels 
éléments de a: a pour second composant une puissance de trois". 

Exemples: 

r est ternaire car ( 4 ; 3) est élément de ce rationnel.
3 

r est ternaire car (15 ; 3) est élément de ce rationnel.
5 

Contre-exemples: 
r n'est pas ternaire car aucun couple de ce rationnel n'a 

1 

pour second composant une puissance de trois. 

Il en va de même pour r _,pour r et pour r .
2 4 6 

Plus généralement, choisissant un naturel k différent de zéro et de 
un, on peut envisager les rationnels a: tels que 1'un au moins des 
couples de naturels éléments de a: ait pour second composant une 
puissance de k. Pour pouvoir en parler dans cette rubrique, nous 
les appellerons "rationnels k-aires". 

Remarque: Quel que soit k, tout naturel est un rationnel k-aire . 

II. Rôle du systeme de numération 

Rappelons qu'en numération décimale, 3 457 est une écriture 
abrégée de 

(3 x 1 000) + (4 x 100) + (5 x 10) + 7 

JI.l. Examinons quelques rationnels décimaux positifs 

10Le rationnel qui s'écrit peut encore s'écrire 
2 
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50 5 x 10 ou ou 5 
10 10 

1
Le rationnel qui s'écrit peut encore s'écrire 

4 

25 (2 x 10) + 5 2 x 10 + _5_ 2 5 ou ou ou + 
100 100 100 100 10 100 

3Le rationnel qui �s�'�~�c�r�i�t� peut encore s'écrire 
25 �

12 (1 x 10) + 2 � 1 x 10 + _2_ ou _l_ +-2­ou ou 
100 100 100 100 10 100 

213Le rationnel qui s'écrit peut encore s 'écrire 
5 

426 ou (4 x 10) + 2 +_§__ ou 42 + __§_ 
10 10 10 

3 457Le rationnel qui s'écrit peut encore s'écrire 
100 

�7(3X 10)+ 4+__2_+-7 - ou �3�4�+�~�+�- �-
10 100 10 100 

Tout décimal positif apparaît donc comme la somme d'un naturel 

(éventuellement nul, par exemple pour1._) et d'un décimal positif
4 

10
plus petit que 1 (éventuellement nul, par exemple pour ) . 

2 

Pour passer de 

�3�4�+�~�+�- �-(3 x 10) + 4 + 2.. + - 7 - a �7� 

10 100 10 100 

nous abrégeons la partie entière. Il est tentant de poursuivre l 'abré­
viation à condition qu'un nouveau signe permette de distinguer la 

partie entière, 34, de ce qui va �a�b�r�é�g�e�r�~� + - 7 -. En France , ce 
10 100 

signe typographique est traditionnellement une virgule (alors que 
dans les pays anglo-saxons, c'est un point). 
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Le tableau ci-dessous met en évidence le procédé. 

Ecritur e 
fractionnaire Autre êcriture ... 100 JO 1 1to 1 

100 
1 

1000 
... Ecriture à 

virgule (voir 11.2.) 

.!Q. 
2 

5 5 5 

3 457 
loO 

5 + 734 + îiï 100 3 4 5 7 34,57 

351 
5o 

2 
7 +lOo 7 2 7,02 

-­
7 
10 

7 
TO 7 0,7 

3 
1 000 

_ 3_ 
1000 

3 0,003 

Ainsi, 
591 
25 

et 2 364 
100 

et ( 2 X 10) + 3 + .&.. + - 4 -
10 100 

et 23,64 

sont des écritures d'un même nombre. 

De même 70,005 désigne le même nombre que 

(7 x 10) + 5 

1 000 
ou que 70 005 

1000 
ou que 

14 001 
200 

II .2. Remarques 

a) Noter qu'à la première ligne du tableau ci-dessus, "5" est une 
écriture dite "à virgule'', ... sans virgule. On pourrait la rendre 
"virgulaire" en écrivant "5,0" par exemple. 

b) L'égalité 
2 364 236 400 
100 10 000 

permet de dire que 23,64 et 23,6400 sont deux écritures à virgule 
différentes du même rationnel décimal. 
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De même l'égalité 
50 5 000 
10 1 000 

permet de dire que 5,0 et 5,000 sont des écritures à virgule diffé­
rentes du même décimal, le naturel cinq. 

c) On rencontre parfois des écritures à virgule dites "illimitées"; 
par exemple: 

10,333 pour 
3 

3,14159 pour 1T 

Dans toute cette rubrique, l'emploi de la locution "écriture à 
virgule" exclut systématiquement de pareils cas. 

d) Dans b), on a utilisé correctement les locutions "écriture à 
virgule" et "rationnel décimal". Or un rationnel est un nombre et 
dans la pratique on ne distingue pas toujours avec suffisamment de 
soin un nombre de son écriture. Comme de plus on constate que 
tout décimal a, en base dix, une écriture à virgule, on conçoit que 
le langage courant confonde "rationnel décimal" et "écriture à 
virgule" sous la locution ambiguë de "nombre décimal". 

c) A propos des rationnels négatifs on peut, par des considérations 
analogues à celles qui précèdent, être amené à introduire des "écri­
tures à virgule", ce qui conduit par abus de langage à "nombres à 

virgule négatifs". 

Exemple: - 5,23 

�I�I�.�:�~�.� Cas des rationnels non décimaux 

.§_ 1 + l 1 + �~ + _l_ 1 + �~ + _3_ +_1_ �
6 ' 3 ' 10 30 ' 10 100 300 �

désignent le même rationnel non décimal. On démontre qu'un �
rationnel non décimal ne peut être écrit sous la forme d'une �
somme de rationnels décimaux; par conséqt,tent, il est exclu de �
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pouvoir noter e.n base dix un rationnel non décimal à l'aide d'une 
écriture à virgule. 

Par contre, le rationnel ternaire r peut être noté en base trois par
3 

�~�~� ou �~�~� ou 1 + �1�~� ou 1,1 

10De même, le rationnel noté en base dix s'écrit en base trois 
18 �

101 12 �ou ou _1_ + - 2 - ou 0,12 
200 100 10 100 

Là encore des habitudes de langage, jointes au fait que tout ration­
nel k-aire a une écriture à virgule en base k, ont confondu "nom­
bre k-aire" et "écriture à virgule" sous la locution ambiguë de 
"nombre à virgule". 

III. Conclusion 

Parler de "rationnel décimal", de "rationnel ternaire" et plus 
généralement de "rationnel k-aire", c'est donner une propriété du 
rationnel envisagé, indépendante du système de numération utilisé. 

Cette propriété peut êt re visualisée par un choix convenable de la 
base du système de numération (dix, trois, k); on obtient alors une 
"écriture à virgule". La locution �"�n�o�m�b�r�~� à virgule en base k", 
malgré son ambiguïté, a l 'avantage de donner, à la fois, une pro­
priété du nombre et un procédé d'écriture mettant cette propriété 
en évidence. 
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FRACTION �

1. Langage courant 
II. Langage mathématique 
III. Ce qu'est une fraction 
IV. Exemples 
V. Ce que n'est pas une fraction 
VI. Les abus de langage 
VIL Emplois marginaux des fractions 

1. Langage courant 

"Il réagit en·une fraction de seconde:' �
"Seule une fraction de la population part en vacances l'été'.' �
"Un quart d'heure est une fraction d'heure qui équivaut à quinze �
�m�i�n�u�t�e�s�~�'� 

"A moi seul, j'ai mangé une énorme portion de tarte: les quatre 
cinquièmes ! Comme cette tarte coûte dix-sept francs, je dois 
payer les quatre cinquièmes de dix-sept francs:' 

Les idées évoquées semblent être celles de "portion d'un tout", 
de "partage", parfois de "rupture"; de nombre ou de mesure plus 
petits que 1 ; ... 

II. Langage mathématique 

Il se doit d'être beaucoup plus précis. Comment répondre aux �
questions suivantes, à propos du mot "fraction": �

Désigne-t-il des nombres ? Si oui, quelle sorte de nombres ? �
Désigne-t-il des opérateurs? Si oui, quelle sorte d'opérateurs? �
Désigne-t-il des couples de nombres ? Si oui, lesquels ? �
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3 �
0,6 

est-il une fraction ? et 1T ? et 2 
? et 1 ? 

0,4 2 4 
5 1 + 

1 
2 

Que penser des égalités suivantes: 

6 
-
4 

= 
3 
2 

3 
2 

1,5 

3 
3 

3 _M_ ? 
1 2 0,4 

Cette rubrique essaie de répondre à ces questions. 

Le ledt>ur t'st invité à se reporter à ENTIERS et RATIONNELS; 
NOMBRE DECIMAL, NOMBRE A VIRGULE; ENSEMBLES DE 
:'-lOMBRES. 

III. Ce qu'est une fraction �

1. Tout rationnel peut être représenté, d'une inf inité de façons, �
par une notation fractionnaire. �

Par exemple, le quotient dans Q de 140 par 60 peut se noter �
�i�n�d�i�f�f�~�r�e�m�m�e�n�t� 

140 14 7 35ou ou ou 
60 6 3 15 

De même, le naturel que la langue française nomme "quatre" peut 
se représenter par l'écriture non fractionnaire 4 et aussi par l'une 
des écritures fractionnaires 

20 4 
1 

24 

6 

D'où les égalités suivantes: 

140 7 l4 35 20 4 
560 3 6 15 
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24 4
4 4 l = 152 ,6 1 

Sont de même des écritures différentes d'un même rationnel: 

12 1 200 6 42 _i_J_ _bi_ 
10 1 000 5 35 3,5 2 

(écritures fractionnaires) 
1,2 1,200 ( écri! ures décimales) 

12: 10 6: 5 3,7-2,5 6 x 0,2 etc... 

2. Mais la notation fractionnaire n'est pas réservée aux rationnels. 

Par exemple: -Tf est une notation fractionnaire d'un réel non ra­
. 1 2twnne . 

-.;3 
De même pour 

44 

3y -1 
est une écriture fractionnaire d'un quotient de poly­

y2 + 1 

nomes en y . 
etc... 

3. En définitive, une fraction esL un dessin, une écriture, une repré­�
sentation, un symbole, ... qui sert à représenter certains êtres �
mathématiques. �
Elle comporte: �

un trait parallèle aux lignes d'écriture, dit "trait de fraction"; �
c'est un signe typographique, au même titre que les chiffres, �
les parenthèses, le signe+ , etc... �
au-dessus de ce trait, une écriture (d'un être mathématique) �
appelée " numérateur" de la fraction �
au-dessous de ce trait, une écriture (d'un être mathématique) �
appelée "dénominateur" de la fraction. �
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IV. Exemples 

1. Si Je numérateur est 1'écriture d'un naturel et si Je dénomi­
nateur est l'écriture d'un naturel non nul, la fraction est l'une des 
écritures d'un rationnel positif. 

2. Une telle fraction précédée du signe " - "désigne un rationnel 

37 37, t'f 1 ( t' 1 . ­nega 1 ; exemp e: -- ce ra 1onne se note auss1 ou 
48 48 

37 
) . 

-48 

3. €]) est une notation (parmi d'autres) d'un opérateur (voir 

OPERATEUR). Cette notation fait intervenir, entre autres, une 
fraction, mais n'est pas une fraction. 

Une autre notation possible de ce même opérateur est: 
4 pour 5 

De 'même 

25 pour 100 25% 

sont six notations différentes d'un même opérateur. 

(On rappelle qu'un opérateur n'est pas un nombre). 

V. Ce que n'est pas une fraction 

Les mots rationnel, nombre, opérateur, ensemble, désignent des 
êtres mathématiques. Au contraire, le mot fraction ne désigne pas 
un être mathématique : 

1. Une fraction n'est pas un nombre. 

2. Une fraction n'est pas non plus un opérateur. 

3. Une fraction n'est pas un couple de naturels. Pour la notion 
mathématique de "couple de naturels", on dispose· d 'un mot et 
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d'une notation (exemple: (13,25) ou (13; 25)) parfaitement 
adaptés aux besoins. Pourquoi aurait-on inventé un synonyme ? 

4. Il n'y a guère place, parmi les notions mathématiques actuel­
lement util es (à l'école élémentaire et même ailleurs), pour une 
notion, "intermédiaire" entre le couple de naturels et le rationnel. 
qu'on appellerait "fraction". Pas plus qu'entre le couple de natu­
rels et l'entier dans la construction de Z . 

VI. Les abus de langage 

Le langage mathématique usuel comporte beaucoup d'abus de 
langage qui sont tolérables et même bien utiles dans certains cas; il 
serait pénible de s'en priver. L'essentiel est de savoir qu'il s'agit 
d'un abus et de pouvoir, en cas de besoin, revenir à un langage plus 
rigoureux. 

txemp/es: 

1 . On dit courammPnt, et sans inconvénient la plupart du te!nps, 
"le naturel 27 " au li eu de "le naturel représenté, dans le système 
de numération de position à base DIX et à chiffres arabes, par 27" . 

2. De même, " le rationnel �~� " au li eu de " le rationnel dont une 
3 

écriture fractionnaire est �~ " 
3 

3. " Pour additionner deux fractions, .on les réduit d 'abord au 
même dénominateur", au li eu de ''Pour additionner deux ration­
nels représentés sous forme fractionnaire, on remplace d'abord 
chacune de.; deux représentations par une autre telle que les d eux 
nouvelles fractions aient le même dénominateur". 

4. " La somme des chiff res d'un naturel" au lieu de "Le naturel 
somme des naturels représentés par chacun des chiffres figurant 
dans le codage du naturel considéré". 
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5. Les écritures " %" et " : " sont visiblement différentes, mais 

elles représentent le même rationnel; donc �
2 4 �
3 6 �

En disant:" Les rationnels 1. et.! sont égaux", on commet un abus 
3 6 

de langage gênant car on masque ainsi le fait que c'est le même 

. l . ' . . b. 4 2ratwnne qm est represente aussi 1en par-· que par-. 
6 3 

En disant:"Les fractions 1. et.! sont égales", on commet un autre 
3 6 

abus de langage, qu'on essaie parfois d'éviter en parlant de "frac­
tions équivalentes"; de plus, on voudrait ainsi rappeler que "les 
couples de naturels (4; 6) et (2; 3) sont équivalents pour la rela­
tion 1l " (voir ENTIERS et RATIONNELS); cette dernière phrase 
est, elle, parfaitement claire. 

Au ijeu de "fractions égales" et de "fractions équivalentes", on 
pourrait suggérer "fractions synonymes". 

6. "Fraction irréductible" peut se définir par "Fraction dont le 

numérateur et le dénominateur désignent deux naturels sans divi­
seur commun autre qut:> 1"; il n'y a là aucun abus de langage. 

Par contre, "rationnel irréductible" est une absurdité; on veut dire 
"rationnel représenté par une fraction irréductible". 

7. Il existe une différence profonde entre un "rationnel décimal" 
(voir NOMBRE DECIMAL) et une "fraction décimale" (on entend 
par là une fraction dont le dénominateur est une puissance de dix). 

Exemple: Le rationnel quotient de 7 par 20 peut se noter _1_, et 
20 

aussi �~�;�"�~�"�e�s�t une "fraction décimale" qui montre claire­
lOO 100 
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ment que le rationnel en question est un décimal (il se note encore 

0,35). Mais sa représentation "...1_" n'est pas une fraction déci­
20 

male, puisque son dénominateur n'est pas une puissance de dix. 

VII. Autres emplois d'écritures fractionnaires 

1. L'examinateur qui note les trois questions d'un problème res­

pectivement sur 9, 4 et 7, utilise souvent des fractions: .Q, l , �~�.� 
9 4 7 

Il les additionne selon une règle qui n'a rien à voir avec l'addi­
tion dans Q : 

6 1 2 9 
+ + 

9 4 7 20 

2. Les examinateurs d'élite évaluent une dissertation au quart de 
1 

point près. Mais quand ils écrivent 8-, il ne s'agit pas du tout du 
4

1 
produit des nombres 8 et- . 

4 

3. Que dire des "formules dentaires" des naturalistes ? ? 
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ENSEMBLES DE NOMBRES �

I. � Les ensembles de nombres 

II. Remarques 

Ill. Structures 
IV . �Propriétés communes des additions, multiplications et ordres dans les 

différents ensembles de nombres. 
V. � Propriétés des équations. 

I. � Les ensembles de nombres 

Le mot nombre désigne traditionnellement des êtrf's mathéma­
tiques avec lesquels on fait des calculs. Mais,en analysant la nature 
de ces calculs, les mathématiciens ont été amenés à définir plu­
sieurs ensembles de nombres et à les distinguer par des qualificatifs 
qui ont varié avec le temps. A présent la tendance du mathéma­
ticien est de limiter l'emploi du mot "nombre", dont le sens est 
trop vague, en substantivant les adjectifs qui l'accompagnaient: on 
dit "un naturel", "un entier", "un décimal", "un rationnel", "un 
réel" (de même qu'on dit "un Français" <·1 J1(lll ··un homme fran­
çais"). 

Cependant, à l'école élémentaire, l'expression nombre naturel (ou 
même nombre tout court tant qu'on n'a pas introduit les nombres 
à virgule) est bien préférable à "cardinal", si 1'on ne veut pas 
utiliser "naturel" tout court avec les jeunes enfants. 

En utilisant la terminologie actuelle, cette rubrique a pour objet de 
replacer les uns par rapport aux autres: 

• � L 'ensemble . N,des (nombres) naturels, longtemps appelés "en­
tiers": 0; 1 ;,2; 3; ... !NATUREL] . On note N* l 'ensemble des 
naturels non nuls. 
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• � L'ensemble.Z,des (nombres) entiers, longtemps appelés "entiers 
relatifs" (positifs ou négatifs): ... ; - 2 ; -1 ; 0; 1 ; 2; 3; ... 
[ENTIERS). N est une partie de Z . 

• � L'ensemble . Q , des (nombres) rationnels, longtemps appelés 
" nombres fractionnaires" (posit.il's o u négatifs) !RATIONNEL], 

Par exemple: - _Q_, l., 22 , etc... On note Q' l'ensemble des 
4 :3 7 

rationnels positifs ( 0 inclus) et �Q�~� 1'ensemble des rationnels 
strictement positifs (0 exclu). Z est une partie de Q, et N est 
une partie de Q' . 

• � L'ensemble ,D. des (nombres) décimaux: ce sont des rationnels 
particuliers, à savoir ceux qui , en base dix, peuvent être repré­
sentés par une "écriture à virgule", par exemple: 2,57 ; 
- 0,0043 (ou encore par une écriture fractionnaire dont le 

d ' t t • d 10 1 257o � Aenomma eur es une pUissance e ; memes exemp es:--;
100 

43 ) � B. . l d' . 1. � 1en remarquer que Sl e enommateur est (autre­
lü 000 

ment dit 10° ), le décimal en question est un entier et la virgule 
est inutile; exemples: 

4 4 � - 7 -74 =- =- -7=-=-­
1 100 � 1 100 

Il en résulte que les entiers sont des décimaux particuliers. On 
note D' l'ensemble des décimaux positifs (0 inclus) et �D�~� l'en­
semble des décimaux strictement positifs (0 exclu). 

Z c D c Q et N c D ' c Q' 
• � L'ensemble,R,des (nombres) réels, qui contient les rationnels et 

par conséquent tous les nombres précédents, mais aussi d'autres 

nombres qualifiés d'irrationnels, comme .J2 , ff5 , rr , 1 - V3, 

-J.J5 - 2 , sin 25", ... On note R' l 'ensemble des réels positifs 

(0 inclus) et �R�~� l 'ensemble des réels strictement positifs (0 
exclu). 
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Ces ensembles de nombres sont inclus lPs uns dans les autres, si 
bien que les diHt;rl•nts qualif'icat i l's apportent une p lus ou moins 
grande précision. Par exemple, un rationnel peut être un décimal 
ou non (de même qu'un Européen peut être un Français ou non), 
et un naturel est, ipso facto, entier, décimal, rationnel et réel (de 
même qu'un Provençal est occitan, français et européen). C'est 
donc une complication trl'•s souvent inutile que de dire "entier 
naturel" au lieu de "naturPl", etc... 

Finalemf.'nt: 
NCZCDCQCR et 

ce que traduit le schéma ci-ap rès: 

v'7 
2 

sin 184° 

7 
110 

-O,Q7H 

17 
8 - 8 

0 

3,14 16 
34 

22 19 
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II . Remarques 

II.l. Dans la langue courante, le mot nombre désigne le plus sou­
vent un naturel; par exemple: "le nombre des convives"; élémen­
tairement, "Je nombre des éléments d'un ensemble" remplace 
avantageusement la locution plus savante de "cardinal de l'ensem­
ble", si l'ensemble est fini. En arithmétique, la nature d'un " nom­
bre premier" n'est pas équivoque; mais, avec "nombre pair", il 
vaut déjà mieux préciser "naturel pair" ou "entier pair" �s�~� le 
contexte ne l'indique pas clairement. 

II.2 . Une autre acception, également traditionnelle, de nombre 
peut être source d'une grande confusion, le mot désignant non 
plus un élément des ensembles numériques ci-dessus, mais une 
notation de cet élément. C'est pourquoi le substantif décimal .est 
de loin préférable à " nombre décimal" qui peut désigner la nota­
tion décimale, en opposition à "nombre binaire", "nombre 
"octal", ... et aussi à "notation fractionnaire": ainsi (0,5) est 

DIX 

un "nombre décimal" alors que (0,4)11\ ,,T ('SL un "nombre octal" et 

quel._est une "fraction"; or il s'agit du même élément de D . 
2 

II .3. En dépit de ce que le "bon sens" pourrait laisser croire, les 
ensembles N, Z, D, Q, o·, Q ' , N*, o;, �Q�~� ont tous même cardinal 

[NATUREL], c'est-à-dire qu' il est possible d'établir une bijection 

(BIJECTION] de l'un quelconque d'entre eux sur n'importe qul'l 
autre. Ces divers ensembles sont dénombrables. 

En revanche, si R, R., �R�~� ont bien même cardinal, ce cardinal est 

supérieur au précédent: l'ensemble des réels est " infiniment plus 
riche" que l'ensemble des rationnels . 

II.4. Ne pas employer chiffre à la place de nombre. 
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III . Structures 

Chacun des ensembles N, Z, D, Q, R est muni de deux opérations 
fondamentales: addition et multiplication, et d'une relation 
d'ordre. 

Comme ces différentes structures se prolongent d'un ensemble à 
un ensemble qui le contient, on a pris l'habitude de les noter de la 
même façon dans tous les ensembles, en utilisant + , X pour les 
deux opérations, �~� pour la relation d'ordre �(� �~� pour la relation 
d'ordre réciproque). 

Pour expliciter le sens de la phrase précédente, nous allons 

momentanément introduire des notations distinctes; à savoir: 

+N XN et �~�N� dans N 

+ Xz et �~�z� dans zz 
+D Xo et �~ �D� dans D 

+Q XQ et �~�Q� dans Q 

+R XR et �~ �R� dans R 

+N est une loi de composition dans N, c'est-à-dire qu'à tout 

couple de naturels on sait faire correspondre un naturel appelé 
somme des deux premeirs; exemple: au couple (2 ; 3) on fait 
correspondre 5, noté aussi : 2 +N 3 . 

(De même: 

XN est une loi de composition dans N 

+z et Xz sont dPs loi!> d<· composition dam; z 
+D et XD sont des lois de composition dans D 

+Q et XQ sont des lois de composition dans Q 

+R et XR sont des lois de composition dans R ). 
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Si maintenant nous c o nsidérons 2 et 3 comme des éléments de Z, 

lPur so mme dans Z peut se notn: 

2 +1 3 

cette écriture dés1gne encon· 5. de mPme que 

2 +[) 3 2 +() 3 OU 2 + R 3 

Plus généralement, si a et b sont deux naturels quelconques, on a: 

a +N b = a + 1 Il =c a + D b ,__ a +() h = a !- R b 

On exprime cela en disant que l'acldition dans Z prolonge l'addi­

tion d ans N ou que l'addition d a ns N est la rPstriction ù N dt• 

l'addition dans Z. De même l 'addition dans N est la rf'striction ù N 
de l'addition dans D, de l'addition dans Q et dt> l'addition dans R: 

l'addition dans Z est la restriction ù Z de l 'addition dans D , dl' 

l'addition dans Q et de l'addition dans R : l'addition dans D est la 
restriction à D de l'addition dans Q t't de l'addition dans R; 1 'addi­

tion dans Q est la rest riction à Q de 1'addition dans R. 

Toutes les phrases précédentes restent vraies si on remplace par­

tout ''addition" par "mult iplication". 

Remarque 
Cc qui précède est bien connu et semble aller dP soi , mais c'est en 
réalité un fait très remarquable qui justifie 1'emploi d'une notation 

unique. Il n'en serait pas forcément ainsi pour t ou1P opération 
définie sur ces ensembles. 

Contre-exemple: Essayons d e définir une opération de la manière 
su ivante : a tout couple (a. b) on associt• k plus petit nombre x q ui 
vé rifiP 

2x > a + b 

Si nom, sommes dans N, au <·oupll' (2 : ;31 on <tssoc"' ;): n• qu·o ll 

peut noter: 
,)2 c' N 3 
<) 
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Si nous sommes dans D, au couple (2 ; 3) on associe 2,5; ce qu'on 

peut noter: 
2 00 3 2,5 

Ces deux nombres sont différents. 

tl ne serait donc pas légitime dans ce cas de noter o indifférem­
ment l'opération dans Net l'opération dans D. 

Pour l'ordre, la situation est la même que pour l'addition et la 
multiplication; l'ordre dans N est la restriction à N de l 'ordre dans 
Z, de l'ordre dans D, de l'ordre dans Q, de l'ordre dans R ; l'ordre 
dans Z est la restriction à Z de l'ordre dans D , ... etc ... 

IV. � Propriétés communes des additions, multiplications et ordres 
dans les différents ensembles de nombres 

Nous reprenons maintenant: 
la notation unique + pour les différentes additions 
la notation unique X pour les différentes multiplications 
la notation unique .;;;; pour les différents ordres. 

Cet abus de notations permet en fait une économie de pensée qui 
est encore renforcée par ce qui suit. 

Additions. Les additions dans N, Z, D, Q et R ont les propriétés 
communes suivantes: 

associativité: a, b etc étant quelconques, 
(a + b) + c = a + (b + c) 

commutativité: a et b étant quelconques, 
a + b = b+a 

. élément neutre 0 : a étant quelconque, 
a+O=O+a=a 

Multiplications. Les multiplications dans N, Z, D, Q, R ont les 
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propriétés communes suivantes: �

associativité: a, b etc étant quelconques, �
(a X b) X c = a X (b X c) �

commutativité: a et b étant quelconques, �
aXb=bXa �

. élément neutre 1 : a étant quelconque , �
aX1 =1 Xa=a �

Lien entre les additions et les multiplications 
distributivité de la multiplication sur l'addition: a, b etc �~�t�a�n�t� 

quelconques, 
(a + b) X c == (a X c) + (b X c) 

Lien entre les additions et les ordres 
a, b, etc étant quelconques, 

si �a�~� b alors a + c �~� b + c 

�L�i�e�~� entre les multiplications et les ordres 
a et b étant quelconques et c positif, 

si a �~� b alors a X c �~� b X c 

V. Propriétés des équations 

Nous allons étudier, dans les différents ensembles de nombres, les 
possibilités de solutions de certaines équations: 

équations de type ( 1) : a + b 
équations de type (2) : c X ... == d 

• � N Certaines équations de type (1) ont une solution unique. 
Par exemple, 1'équation 

t + 7 == 12 
a pour seule so lution 5. 
D'autres n'ont pas de solution; exemple: y + 6 = 2 

Certaines équations de type (2) ont une solution unique. 
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Par exemple, 1'équation 
5 x u -;: 45 

a pour seule solution 9 . 
D'autres n'ont p as de solution; exemple: 5 x v 42 

• � Z Toute équation de type (1) a une solution unique. 
Par exemple, 1'équation 

y + 6 = 2 

a pour seule solution - 4 . 

Certaines équations de type ( 2) ont une solution unique. 

Par exemple, l'équation 

2 x x = -18 
a pour seule solution - 9 . 

D 'autres n'ont pas de solution; exemple: x X (- 2) 7 

• � D Toute équation de type (1) a une solution unique. 
Par exemple, l'équation 

z + Q,034 = - 1,6 
a pour seule solution -- 1.634. 

Certaines équations de type ( 2) ont une solution unique. 
Par exemple, l 't>quation 

5 x �v = 42 

a pour seule solution 8,4 . �
D 'autres n'ont pas de solution; exemple: 3 X t = 1 �

• Q et R Toute équation de type (1) a une solution unique. 

Par exemph>, l'équation dans Q 

22 + x = 355 
7 113 

a pour seule solution 355 

113 
22 

7 

L 'équation dans R 
22 + y TT· 
7 
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22 a pour seule solution 1T 
7 

Toute équation de type (2) pour laquelle c est différent de 0 
a une solution unique. 
Par exemple, l'équation dans Q 

1 x t 2 
3 9 

a pour seule solution 
2 
3 

et 

1 'équation dans R 
.J2 x t 

a pour seule solution 3 . 

Remarque 1 . �
Quel que soit l'ensemble considéré, l'équation �

0 x ... = d 
n'a pas de solution, sauf si d est nul. L 'équation 

0 x ... = 0 
a pour ensemble de solutions l'ensemble considéré. 

Remarque 2. 
On peut classer les cinq ensembles de la façon suivante: 

Na une structure de monoïde aussi bien pour l'addition que pour 
la multiplication. �

Z et D ont chacun une structure de groupe pour l'addition, et une �
structure de monoïde pour la multiplication. �
De plus, la distributivité de la multiplication sur l'addition confère �
à chacun d'eux une structure d'anneau. �
Q et R ont chacun une structure de groupe pour l'addition; �

Q* et R* ont chacun une structure de groupe pour la multi­�
plication. �
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De plus, la distributivité de la multiplication sur l'addition confère 
à chacun des deux ensembles Q et Rune structure de corps . 

(Pour les sens de MONOIDE, GROUPE, ANNEAU, CORPS: voir 
''La Mathématique parlée par ceux qui l 'enseignent"). 

En résumé: 

monoide groupe anneau corps 

N (N, i-) (N, X) 

z (Z, +) (Z, X) (Z, +) (Z,+,X) 

D (D, +) (D, X) (D, +) (D,+,X) 

Q (Q,+) (Q,X) (Q, +) (Q*,X) (Q, +,X) (Q,+,X) 

R (R, +) (R,X) (R, +) (R*,X) (R,+,X) (R,+,X) 
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INDEX TERMINOLOGIQUE 

Abréviations des rubriques: 
EG: EGALITE 
RB : RELATION .BINAIRE 
EX : EXEMPLE , CONTRE-EXEMPLE 
NN: NOMBRE NATUREL 
CO: COUPLE 
FR: FRACTION 
ND : NOMBRE DECIMAL, NOMBRE A VIRGULE 
ER: ENTIERS et RATIONNELS 
EN : ENSEMBLES DE NOMBRES 

Le signe * placé à côté d'une abréviation de rubrique indique 
qu'on trouvera dans cette rubrique des indications plus ou moins 
complètes sur le sens du mot considéré. 

Les mots en majuscules sont ceux qui feronL l'objet d'une rubrique 
dans une brochure ultérieure. 

abus de langage FR· 
addition EN - ER 
additionner FR 
adjoindre ER 
anneau EN 
antécédent RB* 
arrivée (ensemble d') R,B* 
associativité EN* - ER - EX 
autant que NN* 
base de numération EG - ND - FR - EN 
BIJECTION NN- EN 
binaire EN 
binaire (relation) RB* 
bouclé (élément) RB* 
but RB* 
cardinal NN* - EX - EN 

carré EG 



cartésien (produit) RB* 
cartésien (schéma) RB* �
chiffre, chiffrer CO-NN-FR- EN �
classe d'équivalence ER �
classer NN �
cm EG �
codage FR. �
collection EG - NN �
colonne RB �
commutativité EN*- EX- ER �
COMPARAISON NN �
composants (d'un n-uplet) CO*- ND �
composé ER �
compris entre EX �
CONGRUENCE EG �
construction ER �
contenant ER �
contexte EG- EN �
contre-exemple EX* - EG �
coordonnées (d'un n-uplet) CO* �

corps· EN �
correspondance un à un NN* �
correspondance terme à terme NN* �
côté EG* �

couple CO* - EG - ND- FR - EN - RB - ER �

décimal ND* - EN* - EG - FR - ER �
définition EG - EX - NN - ND - RB �
démonstration EX �
démonstration de type exhaustif EX* �
démonstration de type déductif EX* �
démontrer ER �

dénombrable EN* �
dénominateur FR*- EN �
départ (ensemble de) RB* �
désignation, désigner EG - ER �
déterminé (nombre) EG �
déterminer RB* �
différence ER �
différent EG - EN �
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distributivité EN* 
diviseur RB 
DIVISION EG-ER 
dm EG 
double NN- RB 
droite EG 
écriture EG - NN - ND - FR - EN - ER 
écriture à virgule EN - ND 
égal, égaler EG* - NN - FR 
égalité EG* - CO - ND - FR - ER 
élément EG - EX - CO - NN - ND - EN - RB 
énoncé EX 
ensemble EG - EX - CO ­ NN - EN - RB ­ ER 
ensemble de solutions EN* 
entier EN*- ER*- FR 
entière (partie) ND 
entraîne ND 
équation EG ­ FR - ER 
EQUIVALENCE (relation d?) EG ­ FR 

équivalent EG - FR - ER 
étiquette EG 
étranger ER 
être mathématique EX - FR - EN - ER 
exemple EX* - EN - EG - CO - NN - ER 
existe (il existe au moins un ... ) EX 
existentiel (énoncé) EX* 

faux EG - EX - RB - ER 
fini (ensemble) NN* -EX- EN 
fléché (schéma) RB* 
fraction FR*- EN- ER 
fractionnaire FR*- EN*- ND- ER 
généralisation ND 
graphe RB* 
graphique (représentation) RB 
groupe EN 
ide ntifier, identification ER 
identité EG 
illimitée (écriture) ND* 

3 �



illustration EX �
image RB* �
impair EX �
inclus EN �
inconnu EG �
inégalité EX �
inférieur NN* �
infini (ensemble) NN* �
infinité EX - ER �
intersection CO �
inverse ER* �
irrationnel EN* �
irréductible FR*- ER �
justifier EX* �
k-aire ND* �
langage mathématique FR �
lecture EG - NN �
lien verbal RB* �
ligne RB �
loi de composition EN* - ER �
longueur EG �
mesurage EG �
mesure, mesurer EG �
moins que NN* �
moitié RB �
monoiae EN �
multiple EX - RB �
multiplication EN - ER �
naturel NN* - EN* - EG - EX - CO - FR - RB - ER �
négatif ND -:- FR-EN- ER* �
neutre (élément) EN* -ER �
nom EG �
nombre EN* - EG - CO - NN - ND - FR - ER �
nQtation FR - EN - RB - ER �

notion EX 
nul ND-EN-ER 
numérateur FR* 
NUMERATION (système de numération) EG-ND- FR-NN 
numérique (relation) RB* 
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n-u pl et CO* 
objet EG 
oct&l EN 
OPERATEUR FR 
OPERATION EX- EN- ER 
�o�p�p�o�s�~� ER'!' 
(JI"()t'(' ('() 

OHT>Ill-:trc·l;ll :und') F\ - EH 
pair NN - EN 
paire CO* 
parenthèses FR 
partie NN - EN - RB 
partie entière ND 
phrase (mathématique) EG -EX-- FR- RB 
plus grand que. plus petit que NN* 
plus que NN* 
polynome FR 
positif ND - FR - EN - ER* 
précédent NN* 
prédécesseur NN* 
premier (naturel) EX- EN 
premiers entre eux ER 
produit FR - ER 
produit cartésien RB * 
prolonger EN* - ER* 
propriété EG - EX - NN - ND - EN - ER 
puissance NN - ND - FR - EN 
quadruplet CO* 
quel que soit EG* - ND 
quotient FR - ER 
rationnel EN* - ER*- EG-NI> 
réciproque (relation) RB* - r;N 
réciproquement CO 
réduction, réduire (au même dénominateur) FR - ER 
réel EN* 

référence (ensemble de) EX* 

réflexivité EG* 
relatif EN* 
relation RB* 
relation (d'ordre, d'équivalence) EN- ER 
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relation dans un ensemble RB* 
repérage CO 
représenter, représentation EG - FR - RB 
résolution ER 
restriction EN* 
sagittal (schéma) RB* 
schéma EG · 
schéma cartésien RB* 
schéma sagittal RB* 
schéma fléché RB* 
segment (de droite) EG 
si ... alors EX 
signe EG - FR - ND 
signe opératoire ER 
situation EG - EX - RB - ER 
solution EN - ER* 
somme EN - FR -:- ER 
source RB* 
sous-ensemble RB - ER 
soustraction ER 
strictement (positif, ... ) EN* -ER* 
structure EN - ER 
successeur NN* 
suite NN 
suivant NN* �
supérieur NN* �
supérieur (cardinal) EN �
symbole EG - FR �
symétrie EG* �
symétrique (relation) RB �
symétrisé ER* �
synonyme, synonymie EG - FR - ER �
termes (d'un n-uplet) CO*- RB �
ternaire ND* �
test EX �
traduction EG �
trait de fraction FR* �
transitivité EG* �
triplet CO* �
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un NN*- EN 
unité EG 
universel (énoncé) EX 
valeur EX 
vérifié EX 
vide (ensemble) NN* -CO-RB 
virgule, nombre à virgule ND* - EN 
vrai, vérité EG - EX - RB - ER 
zéro NN* - EN - ER 
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ASSOCIATION DES 
PROFESSEURS DE MATHEMATIQUES 
DE L'ENSEIGNEMENT PUBLIC 

29, rue d'Ulm - 75005 Paris �
Secrétariat : 37, rue Jacob - 75006 Paris �

Qu'est-ce que 1 'A.P.M.E.P. ? 
L'Association des Professeurs de Mathématiques de l' Enseignement 

Public a été fondée en 1910. Elle regroupe près de 13.000 enseignants concer­
nés par les mathématiques ("de la Maternelle à l'Université"). 

Les maîtres qui enseignent des mathématiques à tous les niveaux, "de la 
Maternelle à l'Université", mettenten commun leurs expériences pédagogiques, 
se réunissent pour en discuter ou pour perfectionner leur culture scientifique. 
Ils ont défini leurs objectifs dans la Charte de �C�a�e�n�~�e�n� particulier sur les 
finalités de l'enseignement, l'expérimentation pédagogique, la formation des 
maîtres. En s'appuyant sur les idées contenues dans cette �C�h�a�r�t�e�~ ils conju­
guent leurs efforts pour améliorer l'enseignement des mathématiques (conte­
nu, méthodes, etc... ) 

L'A.P.M.E.P. s'intéresse donc à toutes les questions qu1 concernent 
l'enseignement des mathématiques depuis les premières initiations (à la Ma­
ternelle et à l'Ecole Elémentaire) jusqu'aux études supérieures (recherche et 
formation des maîtres); sans oublier la formation permanente. En 1 iaison 
avec les autres Associations de spécialistes et avec les organisations syndicales 
(en concurrence de qui elle ne se place jamais), elle s'attache à la sauvegarde 
des droits de la fonction enseignante et contribue à sa promotion. 

L' A .P .M. E.P. entretient des relations amicales, échange des informations 
et des services avec des Associations de Professeurs de Mathématiques des 
autres pays de l'Europe et du Monde. 

L'A.P.M.E,P. est organisée en Régionales, par académies, (certaines avec 
des sections départementales) qui ont leur activités pédagogiques propres. 
Une collaboration souvent fructueuse s'est instaurée avec les I.R.E.M. sur des 
objectifs communs. 

L'A.P.M .E.P. édite un Bulletin (5 numéros par an) qui réunit des arti ­
cles de documentation mathématique, pédagogique et administrative, et qui 
rapporte la vie de l'association. Elle édite aussi des recueils de sujets d 'exa­
mens ou concours: B.E.P.C., E_N., Baccalauréat, D.E.U.G. 

De plus, elle publie une série de brochures et d'ouvrages de documen­
tation (vendus au prix coûtant) concernant tous les niveaux d'enseignement, 
et qui ne sont ni des manuels, ni des t raités. 

L'efficacité du travail de I'A .P.M .E.P. ti ent au nombre et au dynamisme 
de ses membres. Si vous ne les avez pas encore rejoints, faites-le donc sans 
tarder. · 

*et dans le Texte d'Orientation 1978. 
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Pour les nouveaux adhérents et les adhérents ayan t changé de résidence: 
COUPON DE MISE A JOUR DU FICHIER REG IONA L 

A détacher et à envoyer d'urgence à votre Régionale (adresse-ci-dessus) 

Nom: . �
Prénom: ....... . �
Adresse personnelle : . �
Etablissement : �
Fonction : ..... �
0 Nouvel adhérent �
0 Ancien adhérent muté dans la circoncnption de la Régionale de �
Mettre une X dans la case convenable. �
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