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Eléments de logique 

pour servtr 

à l'enseignement mathématique 

Sous ce titre, 110us publions deux exposés rédigés indépendamment l'un de l'autre 
mais dans la même intention: servir à la formation des maftres et par conséquent contri
buer à une certaine évolution de l 'enseignement mathématique. 

,. 
L e temps n'est plus où Bertrand Russeil recevait du philosophe William James cet 

avertissement: « Dites bonsoir à tà ·wgique )natlzématique si vous souhaitez garder le 
co11tact avec les réalités concrètes » (Let~ilu 4-10-1908). Ou plutôt, s'il est encore 
des partisans d'lill enseignement mathématique tellement aveuglé par les · « réalités 
concrètes» qu'il ignorerait la réalité des fondements logiques de la pensée mathématique, 
disons que cette brochure ne leur est pas destinée. 

Elle s'adresse à tous ceux que préoccupe, par delà les programmes de telle classe 
ou de tel examen, par delà les avatars de telle réforme, ce qui fait de l'enseignement 
mathématique l'activité fa plus attachante, la plus séduisante pour l'esprit et, on ne 
finira pas de s'en étonner, la mieux adaptée aux << réalités concrètes » dont James 
craignait avec raison que l'on s'écartât. 

Le premier des textes présenté ici contient une partie du cours exposé pendant le 
premier semestre 1969-70 aux étudiants de la mattrise d'enseignement des mathéma
tiques à la Faculté des Sciences de Rouen : partie consacrée à la logique élémentaire 
dans l'unité de valeur 2-6 dite « Enseignement des Mathématiques ». Ce texte a connu 
une première diffusion par les soins de l'l.R.E.M. de Paris qui nous a aimablement 
autorisés à en reprendre la publication. 

Le second a fait l'objet d'exposés devant les membres de la R égionale de Limoges. 

Les publications de l'A.P.M.E.P. croient être fidèles à leur vocation en mettant 
ainsi entre les mains des Collègues plusieurs textes qui ne sont ni contradictoires, bien 
sûr, ni même complémentaires, mais qui aideront les maîtres dans leur tâche toujours 
recommencée de donner vie à un véritable enseignement mathématique. 
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/ 

Eléments de logique 

pour les enseignants 

en mathématiques 

JOSETTE ADDA 

Maître-assistant de mathématiques, 
Université-Paris VI!. 

Chapitre 1 

Généralités (0 ) 

1.1. Situation de la logique. 

La logique est une partie des mathématiques, au même titre que l'algèbre, 
la géométrie, etc. Chacune de ces parties peut être caractérisée par l'espèce 
d'objets qu 'elle traite; dans le cas de la logique ce sont les mathématiques, 
elles-mêmes, qui sont prises pour objet. 

Contrairement à ce que l'on croit quelquefois, son étude ne peut donc 
être abordée en préliminaire à celle des mathématiques (on le trouve souvent 
en chapitre 0 dans les manuels) mais il sera utile de l'expliquer pour leur 
développement . 

Qu'on ne craigne pas cependant de fai re un cercle vicieux; il s'agit plutôt, 
comme le dit D . Lacombe, d'une « hélice » : souvent l'on croit utiliser une 
notion pour l'analyser mais en fait on se place à deux niveaux différents (*). 

(0 ) Je remercie vivement J .-P. AzRA, J. CELEYRETIE et plus particulièrement O . L ACOMBE 
qut m' ont fait l'amitié de lire avec beaucoup d'attention la première édition de ce cours pour m'aider 
à en corriger les erreurs. Je remercie d'avance tous les lecteurs qui voud ront bien m'en signaler 
d'autres ou m'envoyer des observations. J. A. 

(•) Cf. pages 4, 5, 21 , 27, etc. 

-2



1.2. Utilité d'un enseignement de la logique. 

1o Utilité pour l'étude des mathématiques. 

L'apport de la logique est essentiel. Certes la plupart des grands mathé
maticiens ont fait et font encore la mathématique la plus élevée sans la moindre 
erreur de logique alors qu'ils n'ont pas fait d'études de logique. De même 
comme le remarque Rosser (*), Descartes aurait su reconnaître la continuité 
ou la non-continuité d'une fonction donnée aussi bien que n'importe quel 
mathématicien moderne, la différence entre eux est que notre contemporain 
connaît des propriétés des fonctions continues car il a précisé la notion de 
continuité. 

Il est important, par exemple, de faire comprendre aux enfants qu' un 
théorème qui s'exprime par la négation d'un énoncé universel peut se démon
trer en exhibant un seul contre-exemple alors qu'un théorème à énoncé uni
versel ne pourra pas être établi en considérant des cas particuliers. 

La compréhension de l 'implication évite les traditionnelles confusions 
entre « conditions nécessaires >> et « conditions suffisantes >>. On pourrait 
multiplier ici les exemples de situations où un minimum d'étude de la logique 
évitera les erreurs. On les citera plutôt au fur et à mesure du développement 
de ce cours pour en préciser les applications d'ordre pédagogique. 

2° Utilité de l'étude de l a logique elle-même. 

Cette partie des mathématiques a de plus en plus d'applications dans 
le monde actuel : informatique, linguistique, physiologie, etc. Il n'existe plus 
de secrétariat, par exemple, qui n'ait à manipuler des systèmes de fiches per
forées. 

3° Utilité pour la formation générale de l'esprit. 

Quel que soit le métier qu'exercera l'enfant, la gymnastique intellectuelle 
provoquée par l'étude de la logique sera plus utile à l' épanouissement du 
simple « bon sens >> et de l'esprit critique nécessaires à tout citoyen que tout 
autre type d'exercice mathématique (résolution d'équations, constructions 
géométriques, etc.) . 

1.3. Langue et métalangue; l'égalité. 

La situation du logicien traitant de mathématiques est analogue à celle 
du grammairien qui fait, en français, une étude de la grammaire anglaise 
par exemple. Les énoncés de la langue anglaise sont alors traités comme des 

(*) Cf. RossER, Logic for mathematicians (Introduction). 
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objets sur lesquels portent les énoncés en langue française (que l' on peut 
qualifier de sujets). On pourrait parler ici, de <<langage sujet'' et de << langage 
objet'' mais tout<< langage sujet >> peut lui-même être pris comme objet (aucun 
langage n'est en soi objet ou sujet) c'est pourquoi nous préférons employer 
ici les termes de << langue >> et << métalangue >> pour désigner, en chaque cir
constance, les deux niveaux qui interviennent. 

Exemple: « Tout triangle qui a ses trois côtés égaux a ses trois angles 
égaux » est un énoncé exprimé dans une langue [ 1• La phrase qui vient d'être 
écrite : « Tout triangle ... langue [ 1 » appartient à une langue C.2, métalangue 
par rapport à L.1• 

Et cette affirmation : « La phrase qui vient d'être écrite ... par rapport 
à [ 1 » appartient à un niveau supérieur [ 3, métalangue par rapport à [ 2, etc ... 

De même un énoncé E 1 est formellement (*) distinct de l'énoncé E 2 qui 
affirme l 'énoncé E1• 

Exemples: E 1 = « Tout triangle qui a ses trois côtés égaux à ses trois 
angles égaux ». 

E 2 = « ll est vrai que « tout triangle qui a ses trois côtés égaux a ses trois 
angles égaux ». » 

E 3 = « ll est vrai que « il est vrai que « tout triangle qui a ses trois côtés 
égaux a ses trois angles égaux » ». » 

Etc ... 

On voit sur ces exemples apparaître l'importance des guillemets que 
l'on a trop tendance à négliger. Ils sont pourtant indispensables pour distinguer 
tout objet mathématique de son nom. Or il apparaît qu'un grand nombre de 
difficultés scolaires proviennent de confusions entre ces notions. 

La difficulté majeure provient de ce qu'un même objet peut être nommé 
de plusieurs manières différentes. A un objet correspond alors une classe de 
noms, les noms d'un même objet sont non pas égaux mais << équivalents Jl. 

On peut d'ailleurs considérer toute représentation (matérielle, orale, 
etc.) d'un même objet comme un nom de cet objet. 

C'est cette situation que rencontrent les instituteurs lorsque, pour l'appren
tissage de la lecture, des enfants ne reconnaissent pas le << même >> mot placé 
à des endroits différents d'une page. Et c'est aussi tout le problème des fameux 
<<triangles égaux>> de l'enseignement secondaire traditionnel : certains dessins , 
à des endroits différents de la page, étaient considérés comme << représenta
tions >> différentes d'un même objet mathématique. Remarquons d'ailleurs 
qu'on aurait pu aussi bien qualifier d'égaux les triangles que l'on appelait 

(*) On verra dans le chapitre 2 que ces énoncés sont synonymes, c'est-à-dire que leurs valeurs 
sont égales. 
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semblables car ils ne sont que des représentations d'un même objet - un 
triangle - qui est cette fois caractérisé par les rapports entre les longueurs 
de ses côtés. 

Donc la notion d'égalité n'a pas de signification si l'on ne sait pas préci
sément à quels objets on veut l'appliquer. Exemple : d'une robe, d'une photo 
de cette robe et d'un patron de cette robe on pourra dire quelquefois qu'il 
s'agit de la même robe si seules les proportions sont considérées; mais, si l'on 
a besoin de dimension, on ne pourra identifier que la robe et son patron. 
Et bien sûr, pour l'usage courant, la robe et son patron sont deux objets diffé
rents! Cependant si la confection en est faite en série on pourra encore dire 
que Yvonne et Nicole portent la même robe, etc. (*). 

Ce problème est celui de la distinction entre « signifiants >> et « signifiés >>. 
L'étude des signifiants n'est pas de notre domaine, par la suite, nous n'étu
dierons que les signifiés (par l'intermédiaire évidemment des signifiants) 
mais, ce qu'il y a de particulier dans notre étude, c'est que les signifiés que 
nous manipulerons seront souvent, eux, des signifiants pour d'autres parties 
des mathématiques (ex. : calculs sur des énoncés mathématiques). 

Symboles. 

Pour représenter ces objets dans l'écriture nous avons besoin de symboles. 
Ces symboles peuvent être distingués des noms des objets, ils sont alors consi
dérés comme des représentations des noms : de ce point de vue à chaque objet 
correspond une classe de noms et à chacun de ces noms correspond une classe 
de matérialisations. On peut aussi choisir de ne distinguer que deux niveaux, 
celui des objets dont on traite et celui des désignations (matérielles) de ces 
objets. 

Exemple. - Le nombre deux (**) n'est pas le symbole cc 2 >>qui lui-même 
est distinct du cc 2 >> qui est constitué d'une autre tache d'encre. On peut aussi 

(• ) Citons à ce sujet un extrait de<< Ménon )) de Platon : « ... pour suivre cette image de l'essaim, 
suppose que je te demande quelle est la nature de l'abeille et que tu dises qu'il y en a beaucoup 
et de plusieurs espèces; que répondras-tu, si je te demandais : « Veux-tu dire que c'est par le fait 
que ce sont des abeilles, qu'elles sont nombreuses, diverses et différentes les unes des autres; ou 
n'est-ce point par là qu'elles diffèrent, mais par autre chose, par exemple, la beauté, la taille ou 
quelque autre caractère de méme genre? ll 

« Voici ce que je répondrais, c'est qu'en tant qu'abeilles, elles ne diffèrent aucunement l'une 
de l'autre... ll 

« Si je te disais ensuite : « Maintenant Ménon, voici ce que je voudrais savoir de toi : quel 
nom donnes-tu à cette chose par laquelle elles se ressemblent et sont toutes identiques? ll. ll 

(U) En rédigeant cette situation, je me place nécessairement dans une métalangue par rapport 
à elle ; je ne peux pas présenter les objets autrement qu'en les nommant, et, donc, je devrais écrire 
leurs noms entre guillemets ce qui m'aurait conduite à utiliser plusieurs guillemets superposés pour 
les noms de noms (cf. LEWIS CAROLL dans « de l'autre côté du miroir ll ou plus simplement encore, 
les images de vaches sur les boites de tartinettes de fromage, pour expliquer aux enfants ce genre 
de problème). Il est pratiquement impossible de ne pas faire d'abus de langage et surtout d'abus 
d'écriture en ce domaine mais l'essentiel, sur le plan pédagogique est d'apprendre aux élèves à 
savoir où se trouvent ces abus pour distinguer les notions. 
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écrire le nom de ce nombre : «II>>, un aveugle peut l'écrire en braille, il peut 
être gravé sur une bande magnétique, etc. (de plus l'écriture chiffrée elle-même 
dépend du système de numération employé : 2, 10, etc.). 

:Le plus souvent, pour représenter les noms des objets mathématiques, on 
utilisera des lettres (grandes ou petites, de type manuscrit ou d'imprimerie) 
de l'alphabet français ou grec (quelquefois des lettres gothiques, etc.). 

Si, dans un même contexte, un même symbole n'est pas associé à des 
objets différents on dira que c'est une lettre« parlante » qui caractérise l'objet 
dont elle représente le nom. 

Une lettre parlante peut symboliser un objet précis ou un objet« variable», 
dans ce dernier cas la signification dépend de l'ensemble auquel est « astreinte » 
la variable. 

Exemple: « 3x + 2 » où x est astreinte à IN. 

Dans certains cas, l'expression mathématique contenant des occurrences 
de la lettre considérée représente le même objet si l'on y remplace partout 
où elle y figure cette lettre par toute autre lettre n' ayant pas d'autre occurrence 
dans l'expression. On dira que c'est une lettre « muette ». 

Exemple 1:

f: (2x + syz)dx = f: (2t + syz)dt = f: (2u + 5y")du 

mais 

J: (2x + syz)dx =1: J: (2z + 5yz)dz 


Etc ... 


Exemple 2: « L'ensemble des nombres réels x tels que x2 - ax + b = 0 » 
cet ensemble peut aussi être nommé : 

« L'ensemble des nombres réels y tels que y 2 - ay + b = 0 » 
mais pas : 

« L'ensemble des nombres réels a tels que a2 - aa + b = 0 ». 

Les expressions« J. .. d », «L'ensemble des points ... du plan tels que .. . », 

etc. sont des appelés des mutificateurs. Tout mutificateur comporte une occur
rence · << indicatrice » de la lettre qu'il est destiné à rendre muette (on dit 

encore<< mutifier »)par exemple dans le cas de << Jf(x)dx » l'occurrence indi

catrice de « x » est celle qui figure dans << dx ». 
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Écriture de l'égalité. 

On a vu qu'un même symbole ne représente qu'un seul objet mais, par 
contre, un même objet peut être représenté par plusieurs symboles. 

Exemple: 1+1, deux, 2 etc. (pour le même élément de IN) . 

On écrira qu'il s'agit du même objet en écrivant le symbole << = » entre 
les symboles représèntant le même objet (*). 

Par exemple si un même objet possède les noms << a >> et « b >>, on écrit 
a= b pour exprimer que « a » et << b >> représentent le même objet. 

Remarquons que rien n'empêche de donner à un même objet deux noms 
qui soient eux-mêmes égaux et alors on écrira, par exemple, a = a. Notons 
que ceci est en contradiction avec des circulaires anciennes qui interdisaient 
d'écrire 3 = 3. On conseillait d'ailleurs, aussi, autrefois, de noter 2 + 1 = 3 
mais jamais 3 = 2 + 1; cette distinction est nuisible car il est nécessaire, au 
contraire, que les enfants sachent bien que l'égalité est réflexive, symétrique 
et transitive : c'est la « relation >> binaire définie sur la « collection de tous 
les objets >> qui relie tout objet à lui-même et à lui-même seulement. 

(•) L'expression« le même» est plus intuitive mais n'est pas, a priori, mieux définie que cc égal». 
Dans le chapitre 4 où nous ferons une présentation axiomatique, J'égalité sera considérée comme 
une relation primitive des théories mathématiques. 
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Chapitre 2 

Initiation au calcul des propostttons 

2.1. Introduction de l'ensemble V. 

Dès les premières classes de l'école primaire les enfants apprennent à 
connaître l'ensemble IN des nombres naturels. 

Cet ensemble IN possède une infinité d'éléments, par contre l'ensemble V 
est un ensemble à deux éléments. On pourra indifféremment noter les éléments 
de V de la façon suivante : {v,f}, {T, ..l}, {1, 0}. On pourra considérer 
que les deux éléments de V sont le vrai et le faux, ou 1 et 0, ou deux états (allu
mé, éteint) d'une lampe électrique, etc. 

Les deux objets de V sont appelés« valeurs de vérité» (car ils sont souvent 
utilisés, dans la pratique, comme représentant « le vrai » et << le faux >>) . 

Les opérations binaires les plus courantes définies sur IN sont l'addition 
et la multiplication mais on peut en concevoir bien d'autres (moyenne arithmé
tique, moyenne géométrique, etc.); par contre, sur V, la situation est beaucoup 
plus simple; comme V n'a que deux éléments, on peut le munir de seize opéra
tions binaires (*) (16 = 24). Ces opérations sont appelées << connecteurs 
propositionnels binaires ». 

Il existe d'autre part quatre opérations unaires sur V : 

1) v~ l ,vf ~ v appelee << constante v >> 

2 
) ; ::~ ~ appelée << constante f >> 

3) v ~ v 1 1' ' d . ' f ~f ! appe ee << 1 entite >> 

4) v ~f l 1' ' . ( ' )f ~ v appe ee << negatwn » et notee -, . 

(•) Voir les tables de définition de ces opérations pages 12 et 13. 
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2.2. Distinction entre une proposition, sa valeur de vérité 	et son 
assertion. 

De même que, sur IN; « 2 », « 1+1 », « 5-3 >>, etc. sont des expressions 
(des noms) du même objet de IN, de même sur V:« v>>,« 0 < 1 », << touttriangle 
a trois côtés », etc. sont des expressions du même objet. 

Une phrase (ou « énoncé >>) sera dite une <<proposition >> si on peut la 
considérer comme nom d'un élément de V, c'est-à-dire si on peut lui attribuer 
d'une manière naturelle que nous préciserons au chapitre 4, une et une seule
ment des deux valeurs de vérité. 

Contre-exemples : les phrases suivantes ne sont pas des propositions : 


- « Est-ce que le triangle ABC est rectangle? » 

- « La droite D est équilatérale » 

- (( x < 3 » (*). 


Notre étude mathématique se fera dans l'ensemble V; le niveau des 
propositions, qui est celui des expressions de ces objets, relève de la méta
langue et, comme nous l'avons dit dans le premier chapitre, il ne nous concer
nera pas ici. 

Le mathématicien n'a pas non plus à se préoccuper du niveau de l'asser
tion qui est celui où l'on associe telle proposition à telle valeur de vérité. 

Mais il est important de noter que si << p >> est une proposition, << p est vrai» 
est également une proposition et que ces deux propositions ont toujours la 
même valeur de vérité donc sont deux noms du même objet de V, qui peut 
d'ailleurs être v ou f 

<< p = v >> n'est donc qu'une écriture redondante de << p >>. 
D'ailleurs nous placerons notre étude dans V sans nous poser ici la ques

tion de savoir si V est vraiment convenable. (On peut aussi faire des études 
sur des ensembles à plus de deux valeurs : logiques multivalentes.) La question 
de << l'adaptation au monde concret>> de cette <<logique bivalente classique >> 
est certes discutable mais il s'agit là d'une situation analogue à celle où l'on se 
trouve lorsqu'on choisit une géométrie particulière comme représentation de 
l'univers physique. 

Nous avons déjà noté, dans le chapitre 1, à quel point il est toujours 
important de distinguer le niveau mathématique et le niveau métamathéma
tique. Citons ici un exemple classique de confusion de ces deux niveaux : 
c'est le paradoxe antique du Crétois qui dit <<je mens >>, or ceci est vrai si c'est 
faux et faux si c'est vrai : il y a contradiction. C'est que ce qui est énoncé 
n'est pas une proposition (i.e. n'est pas le nom d'un élément de V) mais une 

(•) « x< 3 » devient une proposition si ;~ est un élément particulier de l'ensemble IR. car alors 
cela représente une et une seule des deux valeurs de vérité . Mais si x est considéré comme une 
variable cette expression permet seulement de définir une application d'un ensemble de nombres 
dans V en exprimant pour chaque nombre x son image dans V par cette application. 
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assertion qui a la particularité de porter sur elle-même considérée comme 
proposition : il n'y a plus bivalence parce qu'on n'est pas au niveau mathé
matique mais dans un système mélangeant les deux niveaux : mathématique 
et métamathématique. 

Remarquons d'autre part, que lorsqu'on dit qu'une proposition est 
soit vraie, soit fausse, cela ne signifie pas qu'elle soit démontrable dans une 
quelconque théorie. 

Exemple: 

1) L'énoncé ('Vn Jn > 2: ('Vx Jx =F 0) ('Vy Jy =F 0) ('Vz fz =F 0) (x"+y" =F z") 
est soit vrai, soit faux sur l'ensemble des entiers muni de la structure habi
tuelle mais on ne sait pas le démontrer et il est même possible que cela ne soit 
pas démontrable dans cette théorie arithmétique dont on verra qu'elle est 
incomplète (*). 

2) L'hypothèse du continu s'exprime par un énoncé sur les ensembles 
qui est soit vrai, soit faux sur la collection de tous les ensembles mais on a 
démontré que cet énoncé n'est ni démontrable, ni réfutable dans une théorie 
des ensembles. 

Nous reviendrons à ces notions de démonstrabilité dans le chapitre 4 
sur les théories mathématiques. 

2.3. Connecteurs propositionnels. Définitions : opérations, relations. 

On a introduit au paragraphe 2.1. les seize connecteurs propositionnels 
comme des opérations binaires sur V : ce sont donc des applications de V x V 
dans V, 

On définit chacun d'eux par sa table opératoire (voir p. 12 et p. 13). 
Ces tables sont souvent appelées « tables de vérité n. 

Notations. 

Les notations les plus couramment employées sont de type« opérationnel n 
c'est-à-dire analogue à « a+b », et leur usage nécessite évidemment des 
parenthèses. 

Certains logiciens polonais du début du siècle avaient employé une notation 
(dite « notation polonaise ») qui est de type cc fonctionnel )), c'est-à-dire ana
logue à fab. On démontre que ce type de notation permet de ne pas utiliser 
de parenthèses. 

(•) Cf. chapitre 4. 
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••• 

Ceci présente un grand intérêt théorique puisqu'on sait désormais que 
les parenthèses ne sont pas des symboles logiques fondamentaux mais ne 
servent qu'à faciliter l'écriture et la lecture des expressions mathématiques (*). 

Symboles. 

Les opérations définies par les tables pages 12 et 13 sont représentées 
souvent par les symboles notés sur ces pages mais quelquefois par d'autres 

Exemple : 
A, qui se lit « et », s'écrit aussi & en notation « polonaise », K). 

v, qui se lit « ou » (en notation « polonaise>>, A). 

=>, qui se lit « si... alors >> ou « implique >>, s'écrit quelquefois :::::> (**), 
(en notation « polonaise>> C). 

<=>, qui se lit« équivalent à >> ou« si et seulement si>>, s'écrit aussi ==, ou 
(en notation « polonaise >> E). 

<!>, qui se lit « soit... soit >> ou « non équivalent à >>. 

L'une des plus grandes difficultés de l'enseignement de la logique vient 
de ce que ces mots « et >>, << ou », << si , alors >>, << équivalent à >> sont des mots 
du langage usuel et employés en général dans des cas très variés et souvent 
fort éloignés de la situation que nous définissons ici (opération entre valeurs 
de vérité de propositions) : par exemple : « et >> et « ou >> peuvent lier deux 
sujets, deux verbes, deux compléments aussi bien que deux phrases, et une 
proposition comme<< A et B sont sur un même cercle de centre 0 »par exemple, 
n'est pas une conjonction de deux propositions. 

Les connecteurs binaires peuvent aussi être considérés comme des rela
tions binaires : en effet, quel que soit l'ensemble E, à toute application R de 
E x E dans V, on peut faire correspondre la relation binaire :Jt surE définie par : 

:Jt(x, y)<=> R(x , y) = v 

et, inversement, à toute relation binaire :Jt sur E la formule précédente permet 
d'associer une application :Jt de Ex E dans V et une seule. 

Remarquons que ceci est valable beaucoup plus généralement pour toute 
relation n- aire définie sur des ensembles E 1 , E 2, .. . , En : une telle relation 
n 'est rien d'autre qu'une application de E 1 x E 2 x ... x En dans V . 

(*) Cette affirmation est contestée depuis quelques temps par certains pédagogues qui vou
draient « lancer » ce type d'écriture mais rares sont encore ceux qui ne préfèrent pas, par exemple 
l'écriture: (a +b)Xc=(axc)+ (bxc) à l'écriture = x+ abc+ x ac x bc. 

(**) Cette notation est pédagogiquement très dangereuse car elle fait penser à l'inclusion ensem
bliste alors que justement, on verra que, si l'on peut associer une inclusion à =>, ce n'est pas => mais 
l'inclusion inverse. 
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Mais, par contre, une opération n - aire n'est pas en général une rela
tion n - aire (par exemple une opération binaire sur E est une application de 
E x E dans E); une opération n - aire est une relation n - aire si et seule
ment si l'esemble E est l'ensemble V, ainsi les seize connecteurs proposition
nels sont les seules opérations binaires qui puissent être considérées comme 
des relations binaires. 

La considération de la table opératoire du << ç:,. >> montre que la relation 
qu'on peut lui associer est l'égalité sur V. C'est-à-dire que, quels que soient 
pet q éléments de V: (p ç:,. q) = v si et seulement sip = q). Deux propositions 
qui ont la même valeur de vérité, donc qui sont deux noms du même objet, 
sont dites << synonymes >>. 

On a vu dans le paragraphe 2.2. que quel que soit pEV, on peut considérer 
<< p = v >> comme une proposition et que, << p = v >> est synonyme de << p >> 
et « p = f n est synonyme de « 1 p >>. 

On avait dit au paragraphe 2.1. que l'on pouvait choisir de représenter 
les élément~ de V par d'autres symboles que v etf; or si l'on remplace v par 1 
etfpar 0 alors l'analyse de la table opératoire du« "* >>montre que<< p=>q >> 
devient <<psq »(relation sur {0, 1} qui est la restriction de la relation d'ordre 
habituelle sur IN). 

Remarque 1 : L'opération d'implication symbolisée par << "* >> ne crée 
pas de lien de cause à effet entre les objets qu'elle compose, il n'y a pas 
à lui donner un statut particulier par rapport aux quinze autres connecteurs 
binaires. On donne quelquefois pour mettre cela en évidence des exemples 
comme : << (si les éléphants sont roses alors 2+ 2 = 4) est vrai >> mais ces 
exemples sont tellement étrangers tant au monde habituel qu'au monde 
mathématique qu'ils ne servent pas bien l'intuition. Par contre, l'habitude 
d'employer indifféremment la forme p=>q et la forme lp vq (*) permettra 
de bien faire comprendre le rôle opératoire de l'implication : exemple, 
1(0 = 1) v (3 est pair) est vrai. 

Remarque 2 : Il y a quelquefois confusion entre v et <f> car le « soit.. . 
soit>> est quelquefois, dans le langage non mathématique, iu « ou>>. Il importe 
de bien distinguer l'opération v de disjonction inclusive et l'opération <f> de 
disjonction exclusive v v v = v tandis que v<f>v = f 

Notons que la distinction entre v et <f> est à rapprocher de la distinction 
entre = et ç:,. 

en effet 
l pvq = p=>-q 

et : lp<f>q = pç;,.q 

donc confondre les deux << ou >> revient à confondre le « si... alors >> et le <<si et 
seulement si >>. 

(*) Par convention de priorité le symbole -, porte toujours sur le symbole qui le suit immé
diatement : c'est-à-dire que -,p v q est différent de -,(p v q). 
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2.4. Propriétés des principaux connecteurs. 

On ne s'occupera pas de tous les connecteurs mais seulement des plus 
utilisés c'est-à-dire --,, A, v, ~. ~. v, f 

2.4.1. Associativité. 

On vérifie aisément sur les tables de vérité que " , v et ~ sont associatives. 
Ceci nous autorise donc à définir XAYA z et x vy vz et, de même, quel que soit n, 
x1 AX 2A . . . 1\Xn ainsi que x1 vx 2... vxn-

On verra plus loin que les quantificateurs sont une généralisation de ces 
connecteurs. 

Mais, par contre, (x~y)~z n'est pas égal à x~(y~z) dans tous les cas 
(en effet, si x =y = z = f, alors [(x~y)~z] = f tandis que [x=>(y~z)] = v) 
il est donc très dangereux d'utiliser la notation x~y~z qu'on rencontre souvent 
et qui est alors prise au sens de (x=>y) "(y~z) (*). 

Cette notation peut entraîner une confusion entre la transitivité de ~ 
considérée comme relation et l'associativité (qui, elle, n'est pas satisfaite) 
de ~ considérée comme opération. 

Remarquons que la situation de ~ est différente mais aussi grave car 
l'opération ~ étant associative : 

x~y~z pourrait être considéré avec le sens de (x~y)~z or on trouve 
souvent cette expression utilisée dans un sens différent , celui de la transitivité 
de la relation d'égalité ((x~ y ) /\ (y~ z)). 

2.4.2. Commutativité. 

Les symétries, apparentes sur les tables de vérité, montrent que les opéra
tions A, v, <=>, <1> +, t sont commutatives, par contre il est très important 
de noter que ~ n'est pas commutative. 

2.4.3. Involutivité. 

La négation est involutive c'est-à-dire que, quel que soit x de V, --,lx = x . 
Les remarques du paragraphe 2.3. permettent d'en déduire que ( 1 lx~x) 

est toujours vrai. 

{*)Notons que cet abus de notation est analogue à la notation x < y < z, qui est utilisée à la 
place de ( x ..:; y)l\ (y " z) dans le cas de la relation d'ordre . 
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2.4.4. Distributivité. 

a) A est distributive par rapport à v . 

b) v est distributive par rapport à A . 


c) v est distributive par rapport à ~. 


d) 1\ est distributive par rapport à <!>. 


Ces propriétés se constatent en considérant les 23 = 8 triplets de V3 , 

un connecteur binaire® étant distributif par rapport à un connecteur binaire EB 
si, pour tout système x , y , z(xEV, yEV, zeV) on a : 

x®(yEBz) = (x®y) $(x®z). 

2.4.5. v est neutre vis-à-vis de A et de ~. c'est-à-dire pour tout x de V : 

VI\ X = X 

(v~x) =x. 

f est neutre vis-à-vis de v et de <!>, c'est-à-dire pour tout x de V 
fvx =x f<l>x = x . 

2.4.6. Lois d'absorption. 

Pour tous les x, y de V : 

xA(xvy) = x 


x v(xAy) = x . 


2.4.7. Lois de De Morgan. 

Pour tous les x, y de V : 

l (xAy) = (lx) v( l y) 

l(xvy) = ( l x)A( I y). 

2.4.8. Dualité. 

On peut associer à toute fonction de vérité q> une fonction « duale >> 

\ji définie par : 
\jl(x,y)= l q>( I X, l y)(*) 

x,y 

La table de vérité de \ji s'obtient à partir de celle de q> en changeant 
partout v enf etf en v. 

(*) Cette notation utilisée également dans le tableau pages 12 et 13 signifie que, pour tous 
x et y de V : tji(x , y) = -,q>( -,x , -,y). 
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Donc si \ji est duale de <p, <p 1 'est de \ji, donc 


1\ a pour duale v 


=> a pour duale <= 


<=> a pour duale <1> 


Les fonctions [(x , y)~--+x] et [(x, y)~--+y] qui ne dépendent que d'une variable 
sont « autoduales » c'est-à-dire que chacune d'elles est sa propre duale et la 
constante v a pour duale la constante f 

Il est immédiat que la duale de la duale de <p est <p. 


\ji( lx, ly) = l<p(l lx, 1 ly) = l<p(x, y). 

x,y x.y 

donc pour obtenir la négation d'une expression qui est combinaison de fonc
tions logiques, il suffit de remplacer dans cette expression chaque x 1 par lx1 

et chaque <p1 par\jf1 (on retrouve les lois de De Morgan). 
Autre exemple : 

l [(x=>y) v(zAx)] = ( IX<=Iy)A(Izvlx). 

2.4.9. Quelques propriétés très utiles dans la pratique mathématique. 

On constate, en utilisant les tables de vérité définissant les connecteurs, 
que les énoncés suivants prennent la valeur v quelles que soient les valeurs 
prises par x, y et z sur V : 

a) (x=>y)<=>(ly=>lx) (loi de contreposition utilisée dans ce qu' on appelle 
« les raisonnements par l'absurde »). 

b) [xl\ (x=>y)]=>y (modus ponens) . 

c) [x=>(y=>z)]<=>[(xl\y)=>z] . 
et plus généralement : 

[x1 =>(x 2=>( =>(x,.=>y) .. .))]<=>[(X1/\ x z· . .1\ Xn)=>y] 

(utilisé pour certains énoncés de théorème lorsqu'on veut particulariser cer
taines des hypothèses) . 

d) [(x=>y) = v]<=>[(x = v)=>(y = v)]. 

Cette formule est une trivialité d'après la remarque du paragraphe 2.2. 
et, justifie que, dans la pratique, on utilise le plus souvent le deuxième membre 
au lieu du premier mais il ne faut pas croire que n'intervient alors que l'une 
des cases de la table de vérité de l'implication; en fait, dans le tableau ci-dessous, 
les quatre lignes sont identiques dans les colonnes 5, 6, 7 tandis que, si l'on 
change une des lignes, on obtient une expression correspondant à un connec
teur différent de l'implication (/\, v, <=> selon le cas). 
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x y X=V y=v (x=y) (x=y) =v (x=v)=(y=v) 

v v v v v v v 
f v f v v v v 
v f v f f f f 
f f f f v v v 

2.4.10. Algèbre de Boole. 

V muni de *, o est une « algèbre de Boole ». 
Plus généralement on appelle algèbre de Boole toute structure dont l'en

semble de base est muni de deux opérations binaires ( * et o) et d'une opéra
tion unaire (notée par exemple en surlignant) satisfaisant au système d ' axiomes 
suivant : 

1) 	 o est commutative, 
* est commutative. 


2) o est associative, 

* est associative. 


3) * est distributive par rapport à o, 


o est distributive par rapport à *. 

4) VaVb (a*b)ob = b, 


Va'Vb (aob)*b = b. 


5) 	 Va'Vb (a*iï)ob = b, 

VaVb (aoiï)*b = b. 


On déduit facilement de ce système d'axiomes que 

1) Les lois * et * sont idempotentes c'est-à-dire que 

Va'Vb a*a = a 


Va'Vb aoa = a 


2) 3z'Va a*iï = z 


3u'Va aoiï = u 


3) A toute << algèbre de Boole ll on peut associer un anneau unitaire 
appelé << anneau de Boole ll dont les mult iplication et addition sont définies 
par 

Vx'Vy [x xy = X*Y] 


Vx'Vy [x + y = (x*.Y) o(X*Y)]. 
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2.5. Interprétations sur z f2Z. 

Faisons dans V et, dans toutes les tables de vérité, la traduction 

v: = 1 

et 


f: =0 

on voit que l'on trouve le corps Z /2Z avec d'addition modulo 2($) et la 
multiplication modulo 2( x ), la correspondance étant 

ix : = I$x 

xAy: = xxy 

x<!>y: = x$y 

xvy: = xEf)y$(x x y). 

Par contre, si l'on fait la traduction 

v: = 0 

et 


f: = 1. 

On obtient encore le corps Z /2Z avec l'addition modulo 2($) et la 
multiplication modulo 2( x) mais, cette fois, la situation est duale de la pré
cédente : 

ix:= I$x 

xvy: = xYy 
xç:,y = xEf)y 

Xl\y = x$y®(x xy). 

Selon les cas on aura intérêt à utiliser l'une ou l'autre de ces traductions . 
Voir tableau page 24. 

2.6. Systèmes complétifs de connecteurs. F ormes normales. 

2.6.1.- Tout connecteur binaire peut s'exprimer à l'aide des seuls connec
teurs de l'ensemble { i, v}. 

Ceci est apparent sur les expressions données devant les tables des pages 
12 et 13, en utilisant les lois de De Morgan et la définition 

x=;.y= ixvy 

En particulier le connecteur qui, à tous x et y associe la constante v peut 
être considéré sous la forme [~xvix] et celui qui, à tous x et y associe la 
constante f peut être exprimé sous la forme [xt-ti(xvix)]. 
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2.6.2.- Tout connecteur binaire peut s'exprimer à l'aide des seuls connec
teurs de l'ensemble {I,A}. 

En appliquant les lois de De Morgan aux cas précédents, ceci est évident. 

Définition. - On appellera « système complétif de connecteurs » tout 
ensemble de connecteurs binaires qui << engendre >> tous les autres connecteurs 
binaires par superposition. 

2.6.2. bis. - Le système { 1\, v} n'est pas complétif. 
En effet quelle que soit l'application cp de V x V dans V définie en utilisant 

1\ et v, on aura cp(v, v) = v donc on ne pourra pas construire ainsi les connec
teurs dont la table de vérité contient unfdans la case correspondant au couple 
(v, v). 

2.6.3. - Les systèmes { 1 , =>} et { =>,/} sont complétifs. 

Vérification immédiate. 


2.6.4. - Les systèmes constitués par les singletons {.}} et { t} sont deux 
systèmes complétifs. 

En effet : 
lx= x,f-x 

et 

xvy = lx,f- ly = (x,f-x),f-(y.}y) 


par conséquent g} permet de construire 1 et v et d'après (1), {.}} est donc 
complétif. 

Par dualité { t} est complétif. 
De plus, les connecteurs .} et t (appelés << fonctions de Sheffer ») sont 

les seuls connecteurs qui puissent engendrer tous les autres : 
- en effet, un raisonnement analogue à celui du paragraphe 2 bis montre 

que, si un connecteur * engendre à lui seul tous les connecteurs, il est néces
sairement tel que 

et que 
f*f= v 

La considération des tables de vérité montre les quatre connecteurs 
satisfaisant à ces deux propriétés simultanément : il s'agit de t, de t, du 
connecteur qui, à tous x et y, associe lx et du connecteur qui, à tous x et y, 
associe ly; or ces deux derniers ne peuvent pas convenir car, ne dépendant 
que d'une seule variable, ils ne peuvent pas engendrer tous les connecteurs 
binaires. 

2.6.5. - Tout système complétif permet d'engendrer non seulement tous 
les connecteurs binaires mais aussi tous les connecteurs à un nombre quelconque 
de variables. 
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Ce résultat important est un corollaire immédiat du théorème suivant 
dit « théorème de la forme normale >>. 

Définition. - On appelle « forme normale disjonctive (*) >> de A toute 
expression équivalente à A du type A1vA 2••• vAk où chaque A 1(1...,;;i...,;;k) 
est une conjonction A1 = C11AC1 2••• AC1, de« monomes » e1J) e1J étant soit une 
des variables propositionnelles dont dépend A, soit la négation d'une telle 
variable. 

Théorème de la forme normale. - Quel que soit n, pour toute application 
defi! de V" dans V, il existe au moins une forme normale disjonctive de l'expression 
fi!(x1, ... , x.). 

On peut démontrer ce théorème par récurrence (**) sur le nombre de 
variables. 

En effet, si n = 0, fi!(x1, .. . , x.) est soit la constante v, soit la constante f. 
Si fi!(x1, ... ,x.)= v on peut écrire fi!(x 1 , . •• ,x,.) = x 1vlx1 de la forme 

A1vA 2• 

Si fi!(xl> . .. , x.) = fon peut écrire : fi!(x1, ... ,x.) = x1 A lx1 de la forme 
A1 = C11AC12. 

Supposons le théorème démontré pour n = p- 1et soitf{l(x) une expression 
contenant p variables propositionnelles dont x. 

En substituant v et f à x dans fi!(x), il est évident que 

fi!(X) = (Xl\ fi!(v)) v(IX/\f{l(/)). 

où fi!(v) et fi!(/) dépendent de p-1 variables propositionnelles donc satisfont 
l'hypothèse de récurrence c'est-à-dire peuvent s'écrire sous des formes 

fi!(v) = A1vA 2••• vA. 

f{!(j) = B1 vB 2 .•• v B. 

·(les A1<1:s t:sr) et les BJh:sJ :ss) étant des conjonctions de« monomes >>en les 
p-1 variables). 

Donc en développant : 

fi!(x) = (xl\ A1) v(xA A 2) v . ..(xA A,) v( IX/\ B1) v .. . v(IXA B.) 

ce qui est, en vertu de l'associativité du A, de la forme annoncée. 
Ce théorème ayant établi que toute fonction propositionnelle peut s'ex

primer à l'aide de 1, A, v, il en résulte que tous les systèmes complétifs 
engendrent toutes les fonctions définies sur V à valeurs dans V. Cette remarque 

(*) On définit de manière duale les formes normales conjonctives de A en échangeant les 1\ et V 
par rapport à la définition des formes normales disjonctives de A. 

(* *) Certains peuvent être choqués de voir ainsi utilisé un raisonnement par réccurrence dès le 
début d' un cours de logique. C'est ici le type même de situation annoncée dans Je premier chapitre 
(note p. 2) où l'on se trouve non devant un<< cercle vicieux », mais devant << une hélice ». 
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est utilisée pour la construction de certaines machines (dont certaines sont 
munies de la seule opération 1- d'incompatibilité ou de la seule opération t 
de rejection c'est-à-dire le ni... ni ... ). 

On obtient une forme normale disjonctive particulière dite cc canonique » 
de A en prenant la disjonction de toutes les expressions du type xlAx2A .. . A xn 

associées aux n-uplets qui rendent A vrai, x1 étant (x1) ou (ix1) selon que, 
dans Je n-uplet considéré, x 1 est v ouf 

Exemple : soit fla fonction de 3 variables qui est vraie pour les 3 triplets 
suivants et eux seulement : (v, v, v), (v,f, v), (f, v, v) alors 

f(x, y, z) = (xAyA z) v(xA lyA z) v(lxAyA z). 

Remarquons que, le plus souvent, il existe des formes plus simples que 
la forme canonique; par exemple dans ce cas-ci, comme : 

(XAyAz)v(IXAyAz) = (XVIX)AyAz= VAYAZ = yAz 

on a la forme normale plus simple équivalente 

f(x, y, z) =(yA z) v(xA lyA z). 

2.7. Applications du calcul propositionnel. 

2.7.1. Réalisations matérielles. 

Les questions de représentation d'une fonction bivalente par une forme 
normale et de réduction de formes normales ont de nombreuses applications 
pratiques dans les interprétations de V par des circuits électriques, des sys
tèmes de verrouillages, de canalisations, etc., qui peuvent fournir d'excellentes 
motivations dans l'enseignement. 

Cas des circuits électriques : V est interprété par les 2 états d'une lampe. 

La négation est réalisée par interrupteur inverseur magnétique. 

La conjonction est réalisée par un circuit monté en série et la disjonction 


est réalisée par un circuit monté en parallèle. 
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Exemple d'application :pour réaliser un« va et vient» on aura à réaliser : 

(xAy) v(IXA ly) 

on peut construire des problèmes du même type à partir de situations de cana
lisations munies de robinets; ou de situations de verrouillages de portes etc. 

2.7.2. Algèbre des parties d'un ensemble et fonctions caractéristiques d'ensembles. 

Soit 8 un ensemble fixe, dit « référentiel », à chaque élément x de 8 on 
peut associer la valeur de vérité prise par une certaine « propriété » définie 
sur 8 : cela revient à considérer des énoncés à une seule variable décrivant 8 
tels que ces énoncés constituent pour chaque x de 8 une proposition. 

Cette définition d'une partie A de 8 par 


A= {xE8/P(x)} 


sera reprise dans un autre fascicule (conséquence du schéma d'axiomes de 
compréhension). 

Remarquons toutefois dès maintenant que l'on a, en astreignant x à 8 

(Vx) [xEAuB~[P.ix) vP8 (x)]] 
(Vx) (xEAnB~(P,t(X)A P8 (x)]] 

(Vx) [xE(CA)uB~[PA(x)=>P8(x)]] 

Ces expressions comportant des variables nécessitent des quantificateurs : 
nous verrons plus loin que ce sont des expressions du langage du calcul des 
prédicats, et en particulier, chapitre 3, paragraphe 1, que tout sous-ensemble 
de 8 peut être considéré comme un prédicat à une place sur 8. 

Cependant comme toutes les quantifications sont universelles et ne por
tant que sur une seule variable, on peut mettre le tableau ainsi proposé en 
correspondance bijective avec un tableau (voir p . 24) où l'on considèrerait 
non plus les images de tous les points de &par les fonctions P mais ces fonctions 
elles-mêmes. 

Cela revient d'ailleurs à faire l'identification classique entre v et le v 
défini, par Vx [(PAvP8)(x) = PA(x) v P s(x)] et de même pour A et Ï\, => et~, 

etc. 
En considérant les fonctions caractéristiques des parties de l'ensemble 8, 

on retrouve l'interprétation 7L /27L du paragraphe 2.5. (voir tableau p. 27). 
Une application pratique très facilement présentable dans l'enseignement 

est l'utilisation de fiches perforées (*). 
On note X~Y ou X + Y la « différence symétrique » de X et Y qui est, 

par définition X~Y = (X- Y)u(Y-X) c'est-à-dire (XnCY)u(YnCX). 
X, Y 

(•) Cf. brochure de l' I.R.E. M. : « Remarques sur les programmes de cc Sixième>>. Article de 
J. ADDA, sur les ensembles. 
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Fonctions 
caractérisv 7Lf2Z a'(&) 7Lf2Z 

tiques 

& 1v 1 0 
0 0 1f 4> 

cp(x,y) =x x x xYx -x,y 

lx lEBx 1$xlEBr x Gx 
xx y XvYXl\ y YxXYy ~EB::!:Etl~X2:') 

xvy xEB.Yffi(x x y) Xv Y YxffiYYffi(YxXYy) ~Xl 
X=>y lffixffi(xx jï) GxuY 1EBYxffi(YxXYy) (lEe~) x~ 

-,(x=>y) x x (lEe ji) X-Y=XvGY YxEBYxXYy 1$~$~ x2:')
def 

x~y 1Eex61y Gcx~Y) lEBYxEBY y ~$2:' 
X~Yx<!>y xœy YxffiYY lEB~EBE 

1EB(x x ji)xjy Gex v Y) lEfl(yxXYy) lEB~Etl~EB(-:xl} 

\ 
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Chapitre 3 

Initiation au calcul des prédicats 

De par la nature même des mathématiques, tout théorème, tout résultat 
mathématique exprime une généralité (applicable à des cas particuliers). 
Tout énoncé exprime une propriété d'un ensemble ou d'une collection d'objets 
mathématiques : 

Par exemple l'énoncé : « 1t est irrationnel » exprime qu'il n'existe pas de 
nombre égal à 1t dans l'ensemble des nombres rationnels. 

Ainsi on ne peut faire de mathématiques en n'utilisant que les notions 
du calcul des propositions. On a besoin d'utiliser des énoncés comportent 
des variables et de pouvoir les quantifier. 

S'il est indispensable d'apprendre à manier les connecteurs sur l'ensemble 
V, il faut pouvoir dépasser ce stade et étudier les fonctions dans V, de même 
que, après avoir appris à compter sur IN, on ne peut avoir de résultat intéres
sant mathématiquement qu'en introduisant des fonctions. 

On a pu craindre que la notion de quantification soit difficile pour les 
enfants. Il semble qu'ils aient pourtant une grande aptitude à s'adapter à des 
situations ayant une vague (très vague bien sûr!) analogie avec celle des mathé
matiques comme les contes commençant par « il était une fois » (ce qui n'est 
qu'une qualification existentielle) ou les fables dans lesquelles, après avoir 
parlé de certains objets quelconques particularisés, on tire une morale générale 
par une sorte de quantification universelle. 

L'importance même de l'ordre des quantifications est intuitive très tôt 
et les enfants comprennent bien la différence de sens entre les deux phrases : 
<< il y a toujours un côté du mur à l'ombre » et « il y a un côté du mur qui est 
toujours à l'ombre ». 

Si l'on a cependant longtemps hésité à traiter dans les classes de cette 
notion de quantification (dont on ne pouvait néanmoins se passer) c'est par 
crainte d'introduire trop tôt un assez important symbolisme (*). 

Certes le symbole n'est pas l'essentiel : on peut, lorsqu' on apprend la 
conjonction, écrire pendant quelque temps « et » au lieu de << 1\ », de même 
on peut, peut-être, habituer à écrire << pour tout x >> avant « 'ix » ; mais on 

(•) On pourra à ce sujet suivre une polémique de plusieurs articles de J . DIXMIER, G . WALU· 
SINSKJ, D. LACOMBE, etc. dans les bulletins de l' A.P.M.E.P. en 1961-62. 
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ne peut, si l'on veut faire des mathématiques, même à un niveau très élémen
taire, se contenter du langage ordinaire et éluder le besoin de préciser les 
quantificateurs : 

- par exemple, les quatre phrases suivantes sont également correctes, 
les deux premières expriment une propriété générale de tous les triangles 
rectangles et les deux dernières une propriété particulière à un certain triangle 
rectangle qui est, par exemple, dessiné sur le tableau 

- un triangle rectangle a un angle de 900, 

- le triangle rectangle a un angle de 90°, 


un triangle rectangle a un angle de 30°, 

- le triangle rectangle a un angle de 30° (*). 

3.1. Définition des prédicats. 

Soient Ev E 2, ••. , E. des ensembles, on appelle «prédicat» (ou relation) 
à n places (ou n-aire) sur E1, E2 , ••• , E. toute application de E 1 X E 2 x ... XE. 
dans V. 

Donc Ev El, . .. , E. étant précisés, la donnée de l'ensemble G (**)des 
n-uplets (x1 , x 2, ••• ,x.) de E 1 xE2 x ... x E., dont l'image par le prédicat 
P est v, définit complètement ce prédicat car : 

(x1, •.. , x.)EG'*P(x1, . . . , Xn) 


c'est-à-dire : 


Exemple. - Soit E un ensemble de plans et E' un ensemble de points, 
considérons le prédicat P qui, à tout couple (n,p)EE XE ', associe P(n, p) =fe 
plan 1t passe par le point p. On aura P(n,p) = v si et seulement si 1t passe 
par p. 

Si dans l' expression P(n,p), l'une ou les deux lettres 1t, p représentent 
des variables, P(n , p) n'est pas une proposition. 

Pour chaque détermination de 1t et p représentant des plans et points 
particuliers, P(n,p) est un énoncé sans variable libre (énoncé dit « clos ») 
c'est-à-dire une proposition . 

On peut aussi obtenir à partir de P(n,p) un énoncé clos en mutifiant les 
variables sous la forme, par exemple : 

('v'pEE')(31tEE)P(n, p). 

(*) « Le >> et « un » bien que qualifiés respectivement dans les grammaires d'article défini 
et indéfini sont pratiquement utilisés l'un et l'autre selon le contexte aussi bien dans un sens général 
que particulier : cf. exemple donné d ans manuel de Seconde, collection Hachette : « un sot trouve 
toujours un plus sot qui J'adm ire >>. 

(**) Quand Pest appelé <<relation>>, G est quelquefois appelé <<graphe de la relation P >> mais 
on voit ici que la donnée de G connaissant E, xE, ... x En revient exactement à la donnée de la 
relatio n P. D 'autre part, cet usage de l'expression << graphe de P » peut être dangereuse car le sens 
donné a in si est incompatible avec celui que prend cette expression lorsque P est considéré comme 
une application de E 1 x ... x En dans V, le « graphe de P . » étant alors u n sous-ensemble de 
E, x E, " . .. x En x V. 
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Cet énoncé ne contient pas de variable libre, il a une et une seule valeur 
de vérité, c'est une proposition. 

Cas particuliers: 

- Les prédicats à deux places sont dits binaires. 
Exemple : pour tout ensemble E, on peut former le prédicat binaire sur 

P vérifié par tous les couples dont le premier et le deuxième élément sont 
le même élément de E : ce prédicat est le prédicat d'égalité sur E (il sera pris 
comme prédicat primitif dans la plupart des théories mathématiques (cf. 
chap. 4)). 

- Les prédicats à une place sont dits « monaires », « monadiques » ou 
« unaires ». On les appelle quelquefois aussi des « propriétés » ou des cc attri
buts » mais ce langage imprécis conduit souvent à confondre le prédicat 
avec l'expression qui le définit. 

Exemple : l'attribut rouge dans l'univers des blocs logiques de Dienes. 
Dans ce cas le prédicat est l 'application qui associe tout bloc logique à la 

valeur de vérité de la proposition qui énonce que le bloc logique en question 
est rouge. 

- Il y a deux prédicats à 0 place : chacun d'eux est identifiable avec un 
élément de V. 

3.2. Quantificateurs. 

Un quantificateur est un opérateur de mutifica tion qui transforme des 
prédicats n-aires en prédicats (n- !)-aires (et en particulier les prédicats mona
cliques en des propositions constantes). Son importance est donc loin d'être 
seulement, comme on le croit, quelquefois, de sténographie. Il est d'ailleurs 
souhaitable de distinguer le symbole de l'opérateur en employant par exemple 
le mot << quanteur >> pour le symbole, ou, au contraire, le mot << quantification >> 
pour l'opération représentée. 

Toute quantification doit être définie sur un certain univers(*). 

3.2.1. Définition des quantificateurs universels et existentiels. 

Soit A un énoncé quelconque contenant ou non des occurrences libres 
de la variable x astreinte à l'univers 8 : 


VxA signifie cc pour tout x de &, A >>. 

3xA signifie << il existe au moins un x de 8 tel que A >>. 


(• ) Qui est en général un ensemble mais quelquefois une collection : cf. dans la brochure en 
préparation sur la théorie des ensembles, les énoncés de théorie des ensembles où les quantifications 
sont astreintes à la collection de tous les ensembles. Remarquons qu'on a besoin des quantifi
cateurs pour expliciter la théorie des ensembles mais, que si nous utilisons, dans ce chapitre, des 
ensembles, ceci n'est pas essentiel. II n'y a pas ici de cercle vicieux. 
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Remarquons que les blocs Vx, 3x contiennent une occurrence « indica
trice >> de la variable qui est mutifiée par la quantification que chacun de ces 

blocs symbolise ; de même que, dans Jf(x)dx, le symbole J. ..dx comporte 

une occurrence indicatrice de la variable que l'intégration mutifie. 
Le bloc quantificateur doit toujours précéder l'expression qu' il mutifie 

et non la suivre comme on le trouve encore dans quelques rédactions mala
droites : 

Exemple.- L'univers auquel est astreint x est IN 

3x(18 = 3x) signifie « 18 est multiple de 3 ». 
Vx(xl = x) signifie « 1 est élément neutre pour la multiplication >>. 

Par définition : 

La valeur de vérité de VxA(x) est v si et seulement si pour chaque x0 

de l'ensemble 8 : A(x0 ) = v. 
La valeur de vérité de 3xA(x) est v si et seulement si, il y a au moins 

un x0 de l'ensemble &, tel que A(x0) = v. 

3.2.2. Comparaison avec la conjonction et la disjonction. 

A étant un prédicat unaire défini par l'ensemble fin i 
{x1, x 2 , ••• ,x,}, 

on a donc : 
Vx A(x) = A(x1)A A(x JA ... A A(x ,) 

et 
3xA(x) = A(xJ vA(x 2) v... vA(xn). 

ainsi les quantificateurs apparaissent, dans le cas d 'un ensemble infini, comme 
une généralisation de la conjonction et de la disjonction(*). Notons, d'ailleurs, 
que les logiciens utilisent souvent le symbole V pour 3 et le symbole 1\ pour V. 

3.2.3. Négation. 

La quantification universelle et la quantification existentielle sur un même 
ensemble sont duales l'une de l' autre, c'est-à-dire 

VxA(x)~-, 3x1 A(x) 
et 

3xA(x)~-, Vx -, A(x ). 

(• ) Il est excellent pédagogiquement de commencer par faire des quantifications >ur des ensem
bles finis, ceci permet en particulier de rendre plus intuitive la négation d'une expression quantifiée. 
Exemple : on a vu dans une classe de Seconde un élève répondre à la question cc quelle est la néga
t ion de cc je connais tous les vers de ce poème »? ccpar la phrase : je ne connais pas le premier vers, 
ou je ne connais pas le deuxième vers, ou je ne connais pas le troisième vers, etc., ou je ne connais 
pas Je nie me vers ». 11 faut cependant noter que cette présentat ion à partir des connecteurs n'est 
qu'une analogie avec le cas fini et que l'on ne peut pas définir V et 3 à pa rtir de A et v. 
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Il importe de bien remarquer que la négation de 'v'xA(x) est donc 
3xiA(x), et non pas 'v'xiA(x) et la négation de 3x A(x) est 'v'xiA(x) 
et non pas 3x 1 A(x) comme le croit quelquefois le profane (*) . 

On distinguera, pour un énoncé E = 'v'xA(x) : 

- son « contradictoire » (i.e. sa négation) de ce que l' on appelle quel
quefois, 

- son« contraire>> (qui est 'v'xiA(x)). 

Exemples : 

1) Réflexivité de la relation R : 'v'xRxx . 

- « non réflexivité >> : 3x 1 Rxx; 
- « antiréflexivité >> : 'v'x 1 Rxx. 

2) Continuité d'une fonction fen tout point d'un domaine D ( e, TJ sont 
astreintes à R!. x et x' à D) 

'v'e 'v'x 3n 'v'x'[Jx-x'J< 11= Jf(x)- f(x') i< e] 

Négation de cette continuité : 


3e3x'v'l') 3x'[Jx-x'i<11" Jf(x)-f(x')J ~e] 


3.2.4. Interversion des quantificateurs. 

'v'x'v'yA<=>'v'y'v'xA 
et 

3x3yA<=>3y3xA sont toujours vrais. 
mais, 

3y'v'xA='v'x3yA est vrai 
tandis que 

3y'v'xA='v'x3yA est, en général, faux . 

Exemple.- Continuité uniforme dejsur tout le domaine de définition D 

'v'e 31') 'v'x'v'x'[Jx-x'J< n=Jf(x)-f(x')J< e] 

la continuité uniforme implique la continuité simple, mais la réciproque n' est 
pas vraie. 

A étant un prédicat à deux places, 3y'v'xA(x , y) assure l'existence d' au 
moins un élément que nous noterons y0 , tel que 'v'xA(x, y0) est vrai, parcontre 
'v'x3yA(x, y) assure l'existence d'une fonction (dite« fonction de Skolem») 

cp telle que 'v'xA(x, cp(x)) est vrai. 

(*) Exemple : la négation de « toutes les Anglaises sont rousses >> est « il existe une Anglaise 
non rousse >> et non pas « toutes les Anglaises sont non rousses >> or le langage ordinaire au lieu de 
dire « non rousse >> dit << toutes les Anglaises ne sont pas rousses >> et cela prête à confusion. 
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3.1.5. Calculs sur des expressions contenant des quantificateurs. 

On vérifiera par la définition les propriétés suivantes, A et B étant des 
énoncés quelconques 

Vx(A/\ B)<:>Vx A/\ VxB est vrai 

(que l'on peut appeler cc distributivité » du V par rapport au .1\ mais qui est 
à rapprocher de l'associativité du " lorsque l'on considère V comme une 
conjonction généralisée). 

3x(A vB)~3xA v3xB est vrai (distributivité du 3 par rapport au v, 
due à l'associativité du v). 

Mais en général on a seulement les implications vraies 

(VxA vVxB)=> Vx(A vB) 

( 3xA" 3xB)=> 3x(A" B). 

Si A est un énoncé quelconque et que B ne contient pas d'occurrence 
libre de A, les énoncés suivants ont la valeur vrai 

Vx(A" B)~[VxA/\ B] 
3x(A vB)~[3xA vB] 

donc, d'après la définition de => : 
Vx(A=B)~[(3xA)=>B] (*) 

Vx(A=B)~(VxA<=B) 

3x(A=> B)*>(VxA=> B) 

3x(A<=B)~( 3xA<=B) 

sont des énoncés vrais. 
Si A ne contient pas d'occurrence libre de y et B ne contient pas d' occur

rence libre de x, on vérifie facilement que, quels que soient ces A et B : 
VxA/\ 3yB = Vx3y(A/\B) = 3yVx(A/\B) 

et de même : 
VxA v3yB = Vx3y(A vB) = 3yVx(A vB). 

3.2.6. Quantificateurs relativisés. 

On notera, par définition : 


(Vx/P)A = Vx(P=>A) 

def 

(3x/P)A = 3x(P/\ A)(**) 
def 

(*) Noter ici la transformation de V' en son dual ; et noter d'autre part que, si A et A' sont des 
ênoncés quelconques, V'x(A=>A')=>(V'xA=>V'xA') est vrai. 

(**) On notera que les connecteurs associês aux deux quantificateurs relativisés sont différents. 
Ceci s'impose si J'on veut que Je symbole (V'x/P) soit bien dual de (3 x/P) et que l'on ait 

-.(V'x /P)A = (3 x /P) -.A . 
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(Vx /P) et ( 3x /P) sont appelés « quantificateurs relativisés » et lus res
pectivement « pour tout x satisfaisant à P >> et « il existe au moins un x satis
faisant à P tel que... ». 

En particulier, lorsque P est l'énoncé xeE (où E est un sous-ensemble 
de l' univers &). 

(Vx JxeE)A est lui-même abrégé en ('v'xeE)A et ( 3x fxeE)A est abrégé 
en (3xeE)A. 

3.2.7. Quelques autres quantificateurs. 

On utilise souvent le symbole « !x » (qui se lit « pour au plus un x ») 
défini par : 

!xA(x) = 'v'x'v'x'[A(x)l\ A(x')=>x = x'] 

et le symbole << 3!x » (qui se lit « il existe un x et un seul tel que») défini par : 

3 !xX A(x) = 3xA(x)l\ Vx'Vx'[A(x)l\ A(x')=> x = x'] 

c'est-à-dire : 

3!xxA(x) = [3xA(x)]l\[!xA(x)]. 


3.3. Formes prénexes. 

3.3.1. Définition. 

Un énoncé est dit écrit sous forme prénexe s'il est représenté par une suite 
de quantificateurs suivis d'une expression ne comportant aucun symbole 
de quantification. 

Notons qu'un même énoncé peut être équivalent à plusieurs formes 
prénexes différentes : on a vu, par exemple, au paragraphe 3.2.5 que, si A ne 
contient pas d'occurrence libre de y et B ne contient pas d'occurrence libre 
de x : 

VxA" 3yB = 'v'x3y(A/\B) = 3y'v'x(AI\B). 

3.3.2. Théorème de la forme prénexe. 

Pour tout énoncé E, il existe au moins une forme prénexe équivalente à E. 

Démonstration. 

Par définition et en utilisant le théorème de la forme normale, vu au 
chapitre 2, pour réduire le nombre de connecteurs différents à faire intervenir, 
on appellera « énoncé » toute formule finie qui peut être obtenue à partir 
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de propositions sans quantificateurs par application de négations, disjonctions 
et quantification universelle (*). 

La démonstration du théorème peut donc se faire par récurrence. Il suffit 
de noter que : 

1) SiE = 1 A, où A est sous forme prénexe, E peut être mis sous forme 
prénexe : 

En effet écrivons A = Q 1x 1 •••Qnx,A (chaque Q 1(i = 1, .. . , n) étant soit V 
soit 3, et A étant une expression sans quantificateur) alors E = Qtx1 ..•Q~xnlA 
où, pour chaque i(i = 1, ... , n), Qr est le dual de Qi. 

2) Si E = VxA, où A est sous forme prénexe, il est immédiat que E est 
sous forme prénexe. 

3) Si E = A vB où A et B sont sous forme prénexe, E est équivalent 
à une forme prénexe : 

En effet, supposons que 
A = Q 1x 1Q 2x 2 ...Q,.x,.A 

B = Q~x~Q2x;...Q;x;$ 

avec A et$ sans quantificateurs et tels que aucun x1(i = 1, .... n) n'a d'occur
rence libre dans A alors, par application réitérée des propriétés vues dans le 
paragraphe 3.2.5.), on peut écrire : 

E = Q 1x 1Qzx2 ... Q,.xnQix~Q~x~...Q;x;(Av$) 

Remarques. - a) Si la condition de séparation des variables n'est pas 
satisfaite directement, on peut toujours se ramener au cas où elle l'est : 
en effet, si l'énoncé $ contient, par exemple, des occurrences libres d'un x~> 
comme x1 est muette dans A il suffit de remplacer, dans A, x1 par une lettre 
différente et n'ayant pas d'occurrence libre dans $, etc. 

On fera de même si A contient des occurrences libres d'un x;... 
Exemple: 

E = Yx A(x)A 3xB(x) = VxA(x)A 3yB(y) = Vx3y[A(x) vB(y)] 

et de plus, dans ce cas, on a deux formes prénexes car aussi 

E = 3yVx[A(x)A B(y)]. 

b) Si E = (A=*B), alors E = A1 vB avec A1 = lA donc, si 

et B = Q~x~ ...Q;x;$ 
on aura 

II est important de remarquer que les Qi sont ici remplacés par les quan
tificateurs duaux. 

(*) Et 3 xA s'écrit -,yx -,A donc s'obtient par les opérations citées. 
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Chapitre 4 

Généralités 

sur les théories mathématiques 

Dans les chapitres précédents, nous avons, de façon naïve, étudié les 
correspondances entre les valeurs de vérité de certaines formules; nous allons 
essayer de présenter ici, très brièvement, comment on peut préciser ce qu'est 
une formule d'un langage mathématique et comment on peut, selon les réali
sations choisies pour ce langage, associer à une formule donnée une << signi
fication >> ou une autre. 

4.1. Langages mathématiques du premier ordre. 

Un langage du premier ordre est défini de manière tout à fait formelle 
par des symboles et des règles de construction d'énoncés (encore appelés 
«formules bien formées n). · 

4.1.1. Symboles primitifs. 

a) D es symboles dits cc de variables d'individus >> par exemple <<x>>, cc y n, 
<< x' n, << y' » ... Appelons 'tJ l'ensemble de ces symboles de variables. 

b) Un symbole à une place : << 1 ». 

c) Pour chaque élément x de 't:r, un symbole à une place : << 'ix>>. 

d) Un symbole à deux places : << v >>. 
e) Un symbole relationnel (i.e. de prédicat) à deux places : << = ». 

f) Pour tout entier n, un ensemble :Fn de symboles fonctionnels à n places 
(certains :Fi peuvent être vides). 

g) Pour chaque entier n, un ensemble :J' n de symboles de prédicats à n 
places (certains ::fi peuvent être vides) (*). 

(*) Les symboles cités en b) , c), d), sont dits « symboles logiques >> du calcul des prédicats 
et les «places >> de ces symboles sont des places d'énoncés; les symboles cités en a), e),f), g) sont 
dits << symboles non-logiques >> du langage considéré et les « places >> de ces symboles sont des 
places de variables; le symbole«=> >>en particulier n'appartient pas à tous les langages mais la 
plupart des langages mathématiques usuels comprennent le symbole d'égalité; donc nous nous 
placerons dans ce cas. 

- 33



t/.1.2. Symboles de ponctuation. 

Les symboles de parenthèses « ( » et «) » et de virgules « , » qui ne sont 
d'ailleurs pas indispensables (cf. remarque sur la notation polonaise chapitre 2). 

t/.1.3. Des symboles non primitifs. abrégeant des combinaisons d'autres 
symboles. 

Par exemple : 

1\ défini par X/\Y = l(lxvly). 
=> défini par x=>y = lxvy 

3x défini par 3xP(x) = l('v'xiP(x)) 

v défini par x vix 

f défini par Xl\ lx. 

t/.1.4. Règles de syntaxe. 

A l'aide des symboles, on construit des termes selon les règles suivantes 

a) si fest un symbole fonctionnel à n places et que t 1, ... , t n sont des 
termes /(tl, ... ' tn) est un terme; 

b) les éléments de '\J sont des termes ainsi que les symboles fonctionnels 
à 0 place; 

c) les seuls termes sont ceux qu'on obtient par a) et b). 

On doit maintenant préciser des règles de construction par induction 
de ce qu'on s'autorise à considérer comme « formules bien formées » (ana
logues aux règles du langage usuel selon lesquelles « Jean prend un livre » 
est une phrase bien construite mais cc le prend Jean livre >> ne l'est pas, etc.) : 

a) si A est une formule bien formée, 1 A est une formule bien formée; 

b) si A et B sont des formules bien formées, (A vB) est une formule bien 
formée. 

c) si A est une formule bien formée 'v'x(A) est une formule bien formée; 

d) si P est un symbole de prédicat à n places et que t1 , . . . , t n sont des 
termes : P(t1, ... , t .) est une formule bien formée (on appelle aussi ces for
mules-là cc formules atomiques »); 

e) les seules formules bien formées sont celles qu'on obtient par a), b), 
c), d). 

On notera que, d'après ces règles, un énoncé où la quantification porterait 
non pas sur des individus mais sur des fonctions ou des ensembles n'est pas 
une formule bien formée du calcul des prédicats du premier ordre. 

Mais on pourrait aussi de la même manière définir des calculs des pré
dicats à plusieurs espèces de variables. 
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Par exemple, l'énoncé exprimant qu'un ensemble E est bien ordonné 
par ~.(C'est-à-dire VX[(XcEAX =1= 0)~(3yfyeX)Vx(xeX~y~x)]) est un 
énoncé du deuxième ordre car il y a une quantification par rapport aux sous
ensembles de E. 

4.2. Réalisation d'un langage mathématique. 

4.2.1. Une réalisation .A(, d'un langage C donné est constituée par : 

1° Un ensemble de base E =1= </J. 


2° Pour chaque symbole fonctionnel cc f » à n places du l angage, une 

fonction 7 : application de P dans E. 

En particulier si a est à 0 place, ·aest un élément de E. 

3° Pour chaque symbole relationnel << P >> autre que << >> à n places, 
un prédicat P sur En. 

4.2.2. Valeur d'une formule pour une réalisation. 

Une formule A (xl> ... , Xn) du langage Cétant donnée ainsi qu'une réalisa
tion.~(, de C, on peut leur associer un sous-ensemble '\J(A, .A<,) de E{x1, ... , xn} 
qu'on appelle << valeur >> (ou quelquefois << réalisation >> de A dans .A(, (*). 

En particulier si A est une formule close (c'est-à-dire sans variable libre) 
'\J(A, JI(,) est un sous-ensemble de E<P = { <P}; donc ne peut être que <P ou 
{cj>}. On retrouve l'ensemble à 2 éléments {cP, {4>}} = V(**) . 

· Si '\J(A,JI(,) = {</J}, on dit que la formule A est« vraie n pour la réalisa
tion JI(,. 

Si '\J'(A, ,At,) = cj>, on dit que la formule A est << fausse >> pour la réalisa
tion JI(,. 

On remarque donc que, pour une réalisation donnée, une formule close 
est toujours soi t vraie soit fausse. 

Les formules closes sans quantificateurs sont dites << propositions »; 
elles prennent elles aussi soit la valeur {4>}, soit la valeur </J. 

Le << calcul des propositions >> apparaît donc comme inclus dans le calcul 
des prédicats du premier ordre. 

Notons qu'une même formule peut avoir des valeurs différentes dans 
des réalisations différentes : 

Exemple : 
A= VxVyVz[(RxyA Ryz)~Rxz]. 

(•) Pour plus de précisions, voir KREISEL-KRIVINE : Éléments de logique mathématique- Théorie 
des modèles (Dunod). 

(*") Voir cours polycopié de D. LAcOMBE. 
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Prenons .;\{,1 telle que E1 est l'ensemble IN des entiers naturels et R 1 la 
relation <· 

Alors 'D'(A, Jl{,1) = v. 
Prenons .;\{, 2 telle que E 2 est l'ensemble IN des entiers naturels et R2 la 

relation définie par y = x+1. 
Alors 'D'(A, Jl(, 2) = f. 
Par contre la formule 'v'x 3y( 1 Rxy v Rxx) est vraie pour toutes les réalisa

tions (c'est-à-dire quels que soient E et R). 

4.3. Modèles. Théories. 

Soit A un ensemble de formules closes, une réalisation JI(,, de base E, 
d'un langage r. (*) est dite modèle de A si toutes les formules de .ft ont la valeur 
vraie dans la réalisation JI{, (on dit aussi que JI{, «satisfait» les formules de A). 

Les formules qui sont vraies pour toute une collection e de réalisations 
d'un même langage constituent la « théorie de cette collection de structures ». 

Notons que nous nous limitons dans ce chapitre aux langages du premier 
ordre, donc les théories que nous avons définies sont du premier ordre (on dit 
aussi dans ce cas « théories élémentaires >>). Une théorie élémentaire n'est 
donc qu'une collection de formules closes du calcul des prédicats du premier 
ordre. 

Les structures satisfaisant toutes les formules d'une théorie sont les 
modèles de la théorie. 

4.4. Remarque : Présentation syntaxique et sémantique, théorème 
de complétude. 

En associant aux formules d'un langage !:: des valeurs de vérité, en consi
dérant des réalisations du langage, nous avons adopté un point de vue dit 
« sémantique >> (la notion de vérité étant liée à une signification, une inter
prétation de la formule dans la réalisation). 

On peut choisir aussi une présentation tout à fait différente, dite syn
taxique : certaines formules bien formées sont dites « axiomes >> et un système 
de « règles de déduction >> permet de construire à partir des axiomes les for
mules bien formées qui sont appelées théorèmes (**). Une théorie mathéma
tique est, dans ce cas, un ensemble de formules closes qui est fermé par rapport 
à la déduction. 

(*)Une réa lisation d'un langage Lest aussi appelée une « structure» de langage 1:. 

(**) Pour plus de détails sur la présentation syntaxique voir PoNASSE : <<Logique mathématique» 


ou MENDELSON : << Introduction to mathematica/ /ogic )), 
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Les deux présentations conduisent aux mêmes notions. Ceci est une 
conséquence du théorème important (*) de Gôdel : 

Théorème de complétude. 

Toute formule close du langage d'une théorie T est un théorème de T si 
et seulement si elle est vraie dans tout modèle de T. 

Il importe cependant de noter qu'il ne faut pas confondre « être vrai 
dans un modèle d'une théorie >> et être « démontrable dans la théorie >> : on 
dit qu'une formule A est démontrable dans T ou « déductible de T >> (**) s~ 
on l'obtient. à partir des axiomes de T, par un nombre fini d'applications de 
règles de déduction, ce qui revient d'après le théorème de complétude, à être 
vraie dans tous les modèles de T. 

Exemple : VaVb(a ob = boa) n'est pas démontrable dans la théorie des 
groupes mais , pour chaque groupe particulier, cette formule bien formée 
est soit vraie, soit fausse. 

4.5. Déductions. 

On trouve souvent dans les manuels, des considérations sur ce qui est 
appelé « inférence » et est comparé à <<l'implication>>. Il s'agit de la règle de 
déduction qui, de 

r- A et r- A-= B, permet de déduire r- B. 
T T T 

En fait cette règle est une conséquence immédiate de ce que, dans toute 
théorie : r- [AA (A-=B)]-= B (voir p. 17) en quoi ceci ne revient pas à considérer 

T 

une implication différente de l'implication classique. 
Si l'on adjoint des axiomes A1, ... , An aux axiomes de la théorie T on 

définit une nouvelle théorie T 1 , f- C est souvent noté aussi 
Tt 

{Al, ... , A"hr C. 

Théorème de la déduction. 

{A1 , ... , An, H}r- C , si et seulement si {A1, ... , An}l- H-=C. 
T T 


En effet: 


- Si {A1, .. . , An, H}r- C, on ne peut pas avoir C faux avec A1, ... , An, H 
T 

vrais donc si AI> .. . , An sont vrais on ne peut pas avoir H-=C faux. 

(*) Voir note précédente. 

(**} Et on note ceci 1:;: A ou simplement f- A lorsqu'il n'y a pas de confusion possible et que 


la théorie est bien précisée initialement. 
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- Si {A1 , ... , A,.}f- H=>C alors, si A1 , ... ,A,., H sont vrais, nécessaire
T 


ment C est vrai donc {A1 , . . . ,An, H}r- C (*). 

T 

Ce théorème présente un certain intérêt pour comprendre les diverses 
manières équivalentes d'énoncer un théorème, mais il ne faut pas se cacher 
que cela revient à exprimer au niveau métamathématique ce qui, au niveau 
mathématique s'exprime par la vérité (quelle que soit la théorie) de l'énoncé : 
[A1 A A 2... 1\ A,.=>C]<=>[A1=>(A 2 = ...(A11 =>C)) ... )) qui est donc une consé
quence du seul calcul des prédicats. 

On peut présenter comme des déductions certains exercices de calcul 
propositionnel qui sont assez attrayants pour les jeunes élèves : par exemple 
des problèmes policiers (**). 

4.6. Théories consistantes. Théories complètes. Théories décidables. 

4.6.1. Théories consistantes. 

Une théorie mathématique sur un langage C est dite consistante s'il n'y 
a pas de formule A du langage C telle que à la fois A et 1 A appartiennent 
à la théorie. 

Une théorie non-consistante est aussi dite cc contradictoire ». 

Théorème. - Si une théorie est contradictoire alors toute formule 
écrite dans son langage est une formule de cette théorie. 

En effet : supposons que T de langage C soit non-consistante : c'est 
qu'il existe une formule A telle que A et 1 A soient dans T, alors on va montrer 
que pour toute formule B, B est dans T. . 

En effet,on peut vérifier immédiatement que, quelle que soit la formule B, 
on a dans toute théorie : 

f- 1 A=>(A=>B).
T 

Comme f- 1 A, on a donc (par modus ponens) f- A=>B et de cela on
T T 


déduit, comme f- A, par nouvelle application du modus ponens, f- B. 

T T 

Donc, dès qu'on a trouvé une contradiction dans une théorie, tout énoncé 
y est vrai (ainsi que sa négation : donc tout énoncé y est faux également). 

On déduit du théorème de complétude : 
Une théorie est consistante si et seulement si elle admet au moins un modèle. 

(•) On remarquera de plus que {A,A2, . • . ,A,. )~B est équivalent à 0 ~Bc'est-à-dire t:;:,B 

où T'est la théorie formée en adjoignant aux axiomes de T les énoncés A., ..., A,. comme nou
veaux axiomes. 

(..) Cf. KLEENE : Mathematicallogic, pages 66 et suivantes. 
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4.6.2. Théories complètes. 

Une théorie mathématique consistan te est dite complète si, pour toute 
formule close A écrite dans son langage, soit A, soit 1 A est démontrable 
dans la théorie. 

Donc, si une théorie est complète il n'y a pas de formule close qui soit 
vraie dans certains modèles et fausse dans d'autres, c'est-à-dire que tout 
énoncé est soit un « théorème » soit un « antithéorème >>. 

Ex emples. - On démontre que les théories suivantes sont complètes 
- la théorie des corps algébriquement clos de caractéristique donnée; 
- toute théorie dont tous les modèles d'un certain cardinal sont iso

morphes est complète (exemple : la théorie des ordres totaux denses sans 
premier ni dernier élément), etc. 

C'est Gëdel qui a , le premier, montré l'importance de la notion de complé
tude établissant que l'arithmétique du premier ordre (*) n'est pas complète : 

Théorème d'incomplétude de Godel. - Soit A l'arithmé tique du premier 
ordre , il existe dans .ft une formule close qui n'est ni démontrable ni réfutable 
dans A. 

La démonstration (**) se fait en exhibant une telle formule qui est cons
truite comme étant la formule qui affirme sa propre non-démonstrabilité. 

Conséquence : il existe des énoncés d'arithmétique du premier ordre qui 
ne sont ni des théorèmes ni des antithéorèmes ce qui change beaucoup la 
situation du mathématicien qui se trouve de vant une conjecture. 

4.6.3. Théories décidables et indécidables. 

Une théorie est dite « décidable » lorsqu'il existe un procédé « effectif » 
(c'est-à-dire encore un procédé « mécanique », un « algorithme ») permettant 
de « décider )) pour chaque formule si elle est démontrable. 

Ainsi lorsqu'une théorie est décidable on doit pouvoir, à l'aide d'une 
machine, établir pour tout énoncé clos du langage de cette théorie si cet énoncé 
est un théorème . 

Exemples. - On démontre que les théories suivantes sont décidables 
- la théorie des groupes abéliens; 
- la théorie de la géométrie euclidienne du premier ordre ; 
- toute théorie complète dont l'ensemble des axiomes est décidable 

(et en particulier toute théorie complète finiment axiomatisable). 

(*) Voir appendice plus loin . 

(**) Cf. les divers ouvrages classiques cités (par exemple MENDELSON). 
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Exemples de théories indécidables : 

- La théorie des groupes. 


- La théorie de l'arithmétique du premier ordre de Robinson. 


- La théorie des corps ordonnés, etc. 


4.6.4. Remarques. 

1) Une théorie peut être complète et indécidable : 
Lorsqu'une théorie est complète c'est que l'ensemble des énoncés du 

premier ordre est partagé en deux classes (et deux seulement) les théorèmes, 
les antithéorèmes mais cela n'implique pas qu'il existe un algorithme permet
tant de dire à quelle classe appartient chaque énoncé. 

2) Une théorie peut être décidable et incomplète : 
Car si l'ensemble des énoncés peut être partagé en trois classes (les théo

rèmes, les antitbéorèmes et les énoncés« neutres>>) il peut exister un algorithme 
permettant de déterminer pour tout énoncé s'il appartient ou non à la classe 
des théorèmes (et donc aussi pour la négation de cet énoncé, ce qui détermine 
les antithéorèmes). 

Appendice : Arithmétique de Peano. 

L'axiomatisation de l'arithmétique par Peano avait une forme naïve, 
non formalisée : 

- 0 est un nombre naturel. 
- Si x est un nombre naturel, il existe un nombre naturel sx. 

- Pour tout x naturel, 0 # sx. 
- Si sx = sy, alors x = y. 
- Si P est une « propriété >> et que 

l 0 0 a la propriété P; 
2° quand x a la propriété P, sx l'a aussi, 

alors tout nombre naturel a la propriété P (*). 

En précisant le langage utilisé et la notion de « propriété >> par le calcul 
des prédicats on aboutit à diverses théories. En particulier ces théories peuvent 
être du premier ou du deuxième ordre. 

Exemple. - Théorie de l'Arithmétique du premier ordre de Robinson 
Le langage contient 0, = , s, +. x (s étant un symbole fonctionnel à une 

place, et + et x des symboles fonctionnels à deux places chacun). 

(*) Schéma d'axiomes de récurrence. 
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Les axiomes sont les suivants 
1) Vx(sx#O), 

2) Vx'Vy(sx = sy~x = y), 

3) 'v'x3y(x = Ovx = sy), 

4) 'v'x(x+O = x), 

5) Vx'v'y[s(x + y) = x + sy], 

6) Vx(x x O = 0), 
7) Vx'Vy(xxsy = x x y + x), 

8) schéma d'axiomes de récurrence 
Vx1. . • Vxk {[A(O)/\ Vx[A(x)~A(sx))]~VxA(x)} 

pour chaque formule A(x) du langage L ayant pour variables libres 
x, xl> ... , xk. 

La réalisation de C dans laquelle l'ensemble de base est IN (ensemble 
des entiers ;;;:,O) et où les symboles 0, s, +. x représentent le zéro, et les fonc
tions successeur, addition, multiplication est un modèle mais n'est pas le seul 
modèle de cette théorie. Elle admet d'autre modèle dits « non-standards >>. 

Par contre l'arithmétique étudiée dans le secondaire est souvent une 
théorie différente de cette théorie-là. Elle est en général du second ordre (on 
exprime alors une condition de « bon-ordre >> ce qui nécessite une quantifica
tion sur les sous~ensembles, ou bien on exprime la récurrence en disant que 
« si un sous-ensemble E de IN est tel que 

[1) il contient 0 

[2) dès qu'il contient n, il contient n+ 1] 

alors E = IN>>). Cette théorie du second ordre est complète, d' ailleurs on 
montre que tous ses modèles sont isomorphes. 
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Logique élémentaire 


W. FAIVRE 

Faculté des Sciences de Limoges 

On présente ici, sous forme dépouillée, le schéma booléen de la logique 
algébrique. Notre but est d'atteindre, le plus vite possible, les grands théorèmes 
de logique utilisés constamment par le raisonnement mathématique, et cela 
par des voies accessibles à un élève du second cycle secondaire. Excluant 
volontairement toute forme de pédanterie, nous décevrons peut-être le lecteur 
averti en passant sous silence les théorèmes de Morgan, le principe du tiers 
exclu, etc. Qu'il ne nous lise pas! Ce n'est pas lui que nous cherchons à informer. 

Dans un premier pas, on peut laisser de côté les propositions fonction
nelles et les quantificateurs qu'elles introduisent. On peut aussi taire les rela
tions entre les propositions et les phrases correctes grammaticalement. On 
n'essayera donc pas d'engendrer d'abord une algèbre de Boole libre, et on ne 
définira pas les algèbres monadiques, encore moins les algèbres polyadiques. 

Qui plus est, on réduira au strict minimum les propriétés booléennes, 
éliminant par exemple la structure d'ordre qui fait d'un anneau de Boole un 
treillis de Boole, ou vice versa. 

Ceci dit, on suppose acquises les notions d'ensemble ou de classe, d'appar
tenance, d'égalité entre objets, d'intersection et de réunion, de structure algé
brique, toutes notions qui, aujourd'hui, apparaissent dans les programmes 
d 'enseignement du second degré. 

Il semble d'ailleurs que rien ne puisse être créé à partir du vide et qu'il 
est rentable de présenter un schéma a p osteriori de la logique, même si les 
théorèmes, ou certains d'entre eux, préexistent avant d'être définis. J'ai préféré 
camoufler les axiomes indispensables à la théorie, à l'intérieur de la construction 
de celle-ci. Mes tentatives pour les expliciter me conduisaient inéluctablement 
à des énoncés qui avaient tout du « canular ». 

En conclusion, on montrera comment l'ensemble « vrai, faux » peut se 
réduire algébriquement à l'ensemble {0, Ï} dont la structure d'anneau bien 
connue est utilisable dans les machines . 
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1. Anneaux de Boole. 

Définition. 

Un anneau de Boole est un anneau unitaire et idempotent. 
On notera $ un tel anneau, 0 et 1 les éléments neutres de l'addition et 

de la multiplication. Par définition, VxE$, xx= x. 

Théorème. 

Un anneau de Boole est commutatif et de caractéristique 2. 
En effet, pour tous x, yE$, on a (x+y)(x+y) = x+y. Donc, 

xx+ xy+yx+yy = x+y et xy+yx = 0, compte tenu de l'idempotence. 
Alors, pour y= x, on obtient x + x = 0; en particulier, 1+1 = 0, et 

c'est ce qu'on traduit en disant que la caractéristique de$ est 2. 
Enfin, les identités xy+yx = 0 et xy+xy = 0 montrent que xy = yx. 

Opùation / .• 

Pour tous x, yE$, on pose x Ay = xy. 
L'opération ainsi notée n'étant autre que la multiplication, elle est commu

tative, associative, idempotente, et elle admet 1 comme élément neutre. De 
plus, VxE$, 0 Ax =x AO = Ox =O. D'où 

(1) X 1\X = X 1 1\X =X 0 1\X = 0 

Opération v . 

Pour x, yE$, on pose xv y= x+y+xy. 

Cette opération est commutative. Elle est aussi associative, car 


(x v y) v z =xv y + z+(xv y)z = x+y+xy+ z + (x + y+xy)z 
= x + y+z+ xy+ yz+xz+xyz 

et ce résultat, inchangé par permutation circulaire, est aussi (y v z) v x ou 
xv (yv z). 

Pour tout xE$, on a alors : 
\ 

xv x= x+x+x = O+x =x 
Ov x = O+x+ O =x 
1 V x = 1+ x+x = 1. 

D'où 

(2) xvx=x 1v x = 1 Ovx =x 
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Théorème. 

Les opérations 1\ et V sont distributives l'une par rapport à l'autre. 
En effet : 

x 1\ (y V z) = x(y+ z+ yz) = xy+xz+ xyz 

(x 1\y)V (x 1\Z) = xy+ xz+ xyz (commutativité et idempotence) 


D'autre part : 
xv (y 1\z) = x+yz+xyz 

(x v y ) !\ (xv z) = (x + y + xy)(x+ z + xz) = x+(yx+yz+xyz)+(xy+ xyz+xyz) 
= x+yz +xyz 

Donc : 

(3) x 1\ (y V z) =(x 1\y) V (x 1\ z) x v (y 1\ z) = (x v y) l\ (x v z) 

Opération unaire. 

A tout xE$, on fait correspondre x'= l +x. 

On voit que l' = 1+1 = 0, et que 0' = 1+ 0 = 1. 

D'autre part, (x')'= l + x' = I + l +x =x et x' !\x= (l + x)x = x + x= O. 

De même, x'v x = x' + x+xx' = x'+ x = l + x +x = 1. 

Enfin, 


(x 1\y)' = (xy)' = 1+xy, 
tandis que 

x'v y' = x'+ y'+x'y' = l+x+l+ y + l +y+x + xy = I + xy. 

Il en résulte (x' 1\y')' = X'.'y , d'où (x v y )' = (x' /'y')" = x' ;,y'. 
On a ainsi le formulaire 

{4) (x')'= x x' v x= 1 x' 1\x = 0 (x 1\ y)' =x'v y' (xv y)'= x ' -1\y' 

.Opération => (en abrégé ....:..;. 

Pour x, yE$, on pose x-"-y = x' v y. 
On définit ainsi une nouvelle opération binaire dont le résultat peut 

s'exprimer, si l'on en a besoin, en termes d'additions et de multiplications . 

.Opération <=>(en abrégé ~). 

Pour x, yEJ!J, on pose x~y = (x-:..y) 1\ (y-"-x). 
Cette opération binaire peut se remplacer par des combinaisons de 1\ , V , 

et de l'opération unaire ',ou par des additions et des multiplications. 
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1 

2. Parties remarquables de 	$. 

Parties de type 1. 

On les définit par les propriétés suivantes. Pour une telle partie '0, on a 

(5) le'0 
(5)' si xe'tJ, alors xv ye'D' pour tout ye$ 
(5)" si x, ye'\J, alors x Aye'tJ 

Il existe des parties de ce type à 1 élément, à 2 éléments si card $> 2. 
Toute partie contenant 1 engendre une partie '0 de type 1. 

Parties de type O. 

A toute partie '0 de type 1, associons la partie :F = {x'jxe'tJ}. On dira 
que :F est une partie de type O. 

Ces parties se caractérisent par des propriétés « duales» des propriétés (5) . 
En effet, puisque le'0, l ' = Oe:J<. 

Soit ye:F. Alors y= x', avec xe'tJ. Donc, y'= x" = xe'\J. 
Soit xe:F. Alors x'e'tJ, et pour tout ye$, x' vy'e'tJ, et (x Ay)'e'tJ, d 'après 

(4); donc x Aye:F. 
Soit x, ye:F. Alors x', y'e'tJ, et x' Ay'e'tJ, d'après (5)( 2>. Donc (xvy)'e'tJ 

et x v ye:F. Écrivons en résumé 

(6) Oe:J< 
(6)' si xe:J<, x'e'tJ 
(6)" si xe:F, alors x Aye:F pour tout ye$ 
(6)'" si x, ye:F, alors xvye:F 

On voit que toute partie contenant 0 engendre une partie :F de type O. 

3. 	Systèmes logiques. 

Nous admettons la notion de proposition, établissant un lien entre objets 
mathématiques et considérée elle-même comme un objet. Nous appelons 
ensemble logique une classe de propositions admettant une structure 
d'anneau de Boole. Ceci exige en particulier qu'on ait défini l'égalité de 
deux propositions; c'est là le point contestable de la théorie simplifiée 
présentée ici, qu'on évite par le détour qui consiste à construire une algèbre 
de Boole libre où l'on définit des congruences. Le fait que toute algèbre de 
Boole est quotient d'une algèbre libre autorise en fait notre démarche accélérée. 

Fixons alors le vocabulaire dans un anneau de Boole $ dont les éléments 
sont des propositions (ensemble logique). 
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Opérations. 

Si x, y sont des propositions de $ 

x Ay est la conjonction (logique) de x et y et se lit« x et y»; 

xv y est la disjonction (logique) de x et y, et se lit <<x ou y>>; 

x ' est la négation de x, et se lit (non x); 

x-=·y est l'implication (logique) de y par x, et se lit (x implique y); 

x~y est l'équivalence (logique) de x et de y, et se lit (x est équivalent à y). 


Vrai, faux. 

II faut insister, du point de vue pédagogique, sur le fait que, sans partition 
de$, les propositions sont définies et construites, et sont objets d'opérations, 
indépendamment de toute notion de vérité. 

Soit alors 'D'une partie de type 1, fixée arbitrairement, comprenant plus 
de deux éléments. Elle détermine une partie 3', de type O. 

Si xe'U', on dit que x est une proposition vraie. 
Si xe:F, on dit que x est une proposition fausse. 
Si 'D'r.:F =1= cp, et si xe'D'r.:F, on dit que x est une proposition contra

dictoire . 
Si 'D'u:F =1= $, et si xe'D'u:F, on dit que x est une proposition indécidable. 

[IIfJ 

~ 


Ces définitions peuvent s'illustrer par le dessin ci-dessus, où e est l'en
semble des contradictoires et J celui des indécidables. Un tel schéma est 
embarrassant pour le mathématicien qui s'efforce d'éliminer e et J de la classe 
des propositions qu'il manipule. 

Systèmes contradictoires. 

Appetons ainsi un ensemble logique$ muni d'une partie 'D'de type 1, et 
tel que 'D'n:F =1= cp. Autrement dit, il existe dans $ au moins une proposition 
contradictoire. 

Soit xe'D'n:F. Si ye$,on a y = yVO = yV(x Ax') = (yvx) A(yVx'). 
Or xe'\J, d'où xvye'D'. Mais xe:F, d'où x'e'\J et yvx'e'D'. 
On voit ainsi que tout ye$ est tel que ye'D'. C'est dire que 'D' = $. Mais 

y' en particulier est dans 'D', donc tout ye$ est dans S . Finalement 'D' = 3' = $ . 
Un tel système est d'intérêt purement théorique, et s'élimine de lui-même. 
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Les ensembles logiques mathématiques sont donc tels que 'lJn.'F = </J. Il faut 
noter ici que certains logiciens utilisent un système contradictoire auxiliaire 
pour mettre en forme les raisonnements <<par l'absurde»; un tel recours n'est 
pas indispensable. 

Systèmes logiques. 

On appelle ainsi tout couple ($, '\J) constitué par un ensemble logique$ 
et une partie donnée 'lJ de type 1 définissant le vrai et le faux. 

Un système logique étant donné, il contient des propositions indécidables, 
telles que le postulat d'Euclide en géométrie, et l'hypothèse du continu en 
analyse. Les rejeter (en langage courant) c'est fabriquer un nouveau système 
où ces propositions sont fausses, par exemple élaborer une géométrie non 
euclidienne. Les accepter, c'est construire, à partir du système donné ($, 'D) 
un nouveau système ($, 'lJJ où 'lJ1 est la partie de type 1 engendrée par 'lJ 
et la proposition considérée p. Celle-ci devient un axiome dans le nouveau 
système. C'est ainsi que la géométrie plane affine est élaborée par G. Choquet 
comme système logique ($, 'D) où '\J contient, avec quelques propositions 
d'analyse réelle, les axiomes d'incidence, d'ordre, des milieux, des longueurs 
des segments. 

4. Tables de vérité. 

On peut neutraliser les propositions indécidables, pour un système logique 
donné où un choix d'axiomes a été fait, à l'aide du résultat sllivant. 

Théorème. 

Soit ($1, 'tJ) un système logique. L'ensemble $ = 'lJu.'F est un sous
anneau de $ 1, et une partie stable pour les opérations (et), (ou) et (non). 

La définition de 'lJ et de .'F montre en effet que $ est stable pour (et), 
(ou), (non), donc aussi pour la multiplication de $ 1. 

Or 
(x\' y) 1\(x' v y')= (x+y+xy)(x'+y'+x'y') = x+y 

car 
x'+y'+x'y' = l+x+l+y+(l+x)(l+y) = l +xy 

et 
(x+y+xy)(l+xy) = (x+y+xy)+(xy+xy+xy) = x+y. 

Alors $ est stable pour l'addition. Comme Oe$ et le$, $ est un sous
anneau de l'anneau unitaire $ 1. Naturellement, $ est un anneau de Boole. 

Dans la pratique, ce sont des systèmes logiques ($, 'D) où $ = 'lJuS 
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que l'on utilise. Ils se représentent par un dessin simplifié, où ne figurent plus 
de propositions contradictoires ou indécidables. Pour le mathématicien, un 
énoncé est vrai ou il est faux, seule alternative possible à partir du moment 
où est choisi un système logique. 

Construction d'une table. 

On peut dresser un schéma indiquant l'appartenance au vrai 'lJ ou au 
faux :F de deux propositions d'un système logique$= 'D'u:F, et des propo
sitions qui s'en déduisent à l'aide des opérations élémentaires. On utilise pour 
cela les formules (4), (5) et (6), et on obtient ainsi une table de vérité élémen
taire telle que la suivante : 

x y x' y' x 1\ y 
- ---

xv y x,..,..y y,..,..x 
1 
x~y 

'lJ 'lJ :F :F 'lJ 'lJ 'lJ 'lJ 'lJ 

'lJ :F :F 'lJ :F 'lJ :F 'lJ :F 

:F 'lJ 'lJ :F :F 'lJ 'lJ :F :F 

:F :F 'lJ 'lJ :F :F 'lJ 'lJ 'lJ 

Pour la se colonne, on utilise x /',y = (x ' vy')', puis (6). 
Pour la 6e colonne, on utilise x:-"-y = x' v y. 
La dernière reproduit la se, en remplaçant x et y par x-='"y et y=-'"x. 

Théorème. 

(7) Si x /\yE'D', alors x, yE'lJ. 

(8) Si xv yE:F, alors x, yE:F. 

(9) Si xE'D', si x,..,..yE'D', alors yE'D'. 

Ces résultats, qu'on pourrait vérifier par le calcul, se lisent directement 
sur la table de vérité ci-dessus. 

L'énoncé d'une proposition vraie constitue un théorème du système. 
La table de vérité présente des théorèmes élémentaires construits à l'aide 

d'une ou deux propositions vraies . 
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La formule (9) est appelée parfois règle fondamentale de la logique. Elle 
est pour le mathématicien une seconde nature; x s'appelle l'hypothèse et y la 
conclusion du théorème x~ye'U', qu'on énonce ~Y en sous-entendant que 
l'implication écrite est une proposition vraie. Nous avons déjà énoncé plusieurs 
théorèmes ou tautologies qui sont les règles du jeu logique, conduisant du 
vrai au vrai, de théorème en théorème, par un cheminement appelé démonstra
tion. En voici d'autres, constamment employés dans la pratique. 

5. Les théorèmes de logique. 

On se place à l'intérieur d'un système logique simplifié ($, 'U) avec 
$ = 'l.Jv-1" et '\)'(),1" = </>. 

Théorème 1. 

Si x_,_ye'U', si y=-""ze'U', alors x~ze'\Y. 
Ce théorème fondamental exprime la transitivité de la relation binaire 

x_,_ye'\1, définie sur $. On l'appelle parfois le théorème de l'enchaînement 
des implications. 

On pourrait le lire sur une table de vérité plus étendue que celle du para
graphe 4. Mais il vaut la peine d'en expliciter la démonstration, qui met en 
jeu toutes les ressources de la théorie (celle-ci est donc minima), formulées 
aux paragraphes 1 et 2. 

Calculons 

x_,.,z =x' v z = x'v zv 0 = (x'v z ) v (y 1\y') 


soit 

x~z = (x ' v yV z) /\ (x' v zv y'). 


Par hypothèse, x' v ye'lJ, y' v ze'\Y. Chaque parenthèse contient donc 
une proposition vraie et ~z est vraie. 

Ainsi, si trois droites d'un plan affine sont les médianes d'un triangle, et 
si je sais que les médianes de tout triangle concourent, j'ai démontré que les 
droites considérées sont concourantes. 

Théorème 2. 

(x_,.,y)~(y'_,.,x')e'U'. 

En effet, ~Y = x' v y. D'autre part, y'_,.,x' = y" vx' = x' vy. 

Or un lemme facile montre que, pour tout ze$, z~ze'U'. 


En effet, z~z= (z' '! z) 1\ (z'v z) = 1 /1. 1 = 1e'\J. 

Le théorème 2 est le théorème de contraposition. Il paraît d'un usage 


plus sain que celui de la réduction à l'absurde (par exemple en géométrie 
affine euclidienne pour les réciproques des théorèmes sur les obliques et les 
perpendiculaires). 
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Théorème 3. 

Si x--"'-yE'D', si x'--"'-ye'D', alors ye'D'. 

En effet, y = y v 0 =yv (x' ,\x)= (Y V x');, (yv x) 

Or les hypothèses sont x'vye'tJ, x v ye'D'. Donc ye'tJ. 

Le théorème 3 est le théorème de la disjonction des cas. 

Ainsi, en géométrie métrique, tout triangle est tel que les longueurs de 


ses côtés vérifient les inégalités bien connues, parce que cela est vrai pour un 
triangle aplati comme pour un triangle non aplati. 

Théorème 4. 

Si x'-"'ye'D', si ye:F, alors xe'D'. 

En effet, le théorème 2 montre que (x' --"'-y)-""(y'_,_x)e'D'. 

Puisque x'_,_ye'D', la formule (9) donne y'_,_xe'tJ. 

Enfin, y'e'tJ par hypothèse; donc, xe'tJ. 

On reconnaît là le théorème (un peu trop fréquenté) autorisant le raison


nement «par l'absurde)). En pratique, on dit :supposons x fausse, démontrons 
que x'_,_y est fausse, donc que y est vraie, ce qui n'est pas; alors x est vraie. 

Une autre présentation du théorème 4 est celle-ci. Soit à démontrer que 
x-''ye'tJ. Démontrons, pour une proposition arbitraire z, que y'_..z 1\z'e'D'. 
Alors, y'_,_O = y"vO = ye'U. Donc, x_,_y = x'vye'tJ. 

Théorème 5. 

Si xe9J, si ye:F, alors x_,_ye:F. 
Le résultat vient d'une simple lecture de la table de vérité du paragraphe 4. 

C'est le théorème« des contre-exemples)) permettant de s'assurer de l'inexacti
tude d'une implication conjecturée. 

Par exemple, pour n = 18eJN, la proposition x = (n est divisible par 6 
et 9) est vraie, tandis que la proposition y = (n est divisible par 54) est fausse. 
Alors, l'implication x-""y est fausse. 

6. Réduction canonique. 

L'équivalence logique. 

Considérons encore un système logique simplifié ($, 'U) et la relation 
binaire définie sur$ par x~ye'tJ pour x, ye$. 

Cette relation est réflexive, on l'a vu en démontrant le théorème 2. Elle 
est évidemment symétrique. Enfin, le théorème 1 montre qu'elle est transitive. 
C'est donc une relation d'équivalence, au sens algébrique du terme. 
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Il y a plus. Cette relation est compatible avec la structure d'anneau de $. 
En effet, on peut l'écrire (x' vy) /\ (y' Vx)e'lJ. Calculant le premier mem

bre, on trouve successivement : 

[(x' v y) /\y']V[(x'vy) 1\x] = (x' 1\y') V(y 1\y') V(x' ;, x)V(y /\ X) 

= (x' 1\y')V(x 1\y) = [(xvy) 1\(x' v y')]'. 

La relation x~ye'\J s'écrit donc : (xVy) 1\ (x' V y')e.T 
En se reportant à la démonstration du théorème du paragraphe 4, on 

obtient la forme simple x + ye:F, ou encore x-yE:F (y = - y). Or, :Fest une 
partie de $ permise pour la multiplication (formules (6)). C'est aussi un sous
groupe additif de $ car, si x, ye:F, x + y = (x \'y) /\ (x' v y')E:F, puisque 
xvye:F. Ainsi ::F est-il un idéal de l'anneau $. On sait alors que la relation 
x-yE:F est compatible avec l'addition et la multiplication de $. 

L'anneau-quotient $ f :F. 

Notons ainsi le quotient de $ par la relation d'équivalence précédente. 
$ f :F admet une structure d'anneau induite par celle de $. Si x et y sont les 
classes d'équivalence de X, yEJ3, on a, dans $ f ,'F, x+y = x ;-y et xy = xy. 

Dénombrons les éléments de $ f:F. On a xE:F si, et seulement si, x - OE:F, 

c'est-à-dire si x = O. De même, xe'lJ équivaut à x'ES<, soit x' = ëi, ouÏ +x= 0, 
ou x = - Ï = Ï, car il est clair que$ f:F est un anneau de Boole. Il y a donc 

deux classes, celles de 0 et 1. $ /:F = {0, l} est isomorphe, comme on le vérifie 
immédiatement, à l'anneau 7Z f27Z des classes résiduelles modulo 2 de 7Z, et 
la surjection canonique $ .....-$ f:F peut être regardée comme fonction carac

téristique à valeurs dans {0, Ï}. 
L'étude de la vérité d'une proposition peut toujours alors se ramener à 

des additions ou multiplications dans {0, Ï }. C'est ainsi qu'on démontrera, 
par exemple, un axiome classique dans certaines présentations de la logique, 
à savoir Vz, (x-'·y)-'"(xv z- 'yV z)e'lJ. Bien entendu, les diverses formules 
des paragraphes 1 ou 2 permettent aussi une démonstration, peut-êt re un peu 
plus légère. Mais la machine ne craint pas la lourdeur des additions et multi
plications! 
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