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Avertissement

La majeure partie du texte ci-dessous, rédigée par Madame Lambinet,
reproduit les conférences que j’ai faites en mars 1969 @ PIREM de Strasbourg;
a cette époque, les nouveaux programmes de seconde w’étaient pas en vigueur, et
ceux de premiére et de terminale n’'étaient pas rédigés. La premiére partie avait
pour but d’expliquer, d une époque ou les manuels wétaient pas sortis, comment on
traduit en langage contemporain un certain nombre de faits connus des éléves
sortant de troisiéme. Les quatre parties suivantes se trouvent actuellement dans
a peu prés tous les manuels de premiére ou terminale. Cependant cet exposé
ayant été rédigé antérieurement 4 la rédaction des programmes west pas lié
par eux, et offre de ce fait une perspective qui peut, je I’espére, étre encore utile.

La sixiéme partie est plus récente. Son origine réside dans la polémigue
amicale qui s’est développée au sein de "APMEP sur ce sujet. Mon propos
west pas de prendre parti dans des questions de vocabulaire, mais d’essayer
de classer les notions utiles,; quand on désigne sous un méme vocable (courbe,
angle, etc...) des notions voisines et manifestement distinctes, il importe avant
tout de tenter de voir ce qui unit, ce qui sépare, quelles structures sont en jeu.
Tel est 'objet de cette derniére partie, qui fera comprendre aussi, je le souhaite,
quelles acceptions peut prendre le mot  mesure ” dans ce contexte. J'ai cru
devoir rappeler dans cette partie que I’on parle aussi d’angles de plans, ou de droites
et de plans (ce que les nouveaux programmes semblent avoir oublié) : c’est dire
que je ne pouvais me borner a la dimension deux, qui, au reste, est tellement
particuliére que, comme toujours, elle empéche de comprendre de quoi on parle.

J. FRENKEL.
Premiére partic : rappel de propriétés

figurant au programme de seconde
(en vigueur avant 1968)

Deuxiéme partie
étude du groupe orthogonal

Troisitme partie : les angles de demi-droites
Quatrieme partie : les angles de droites
Cinquiéme partie : la trigonométrie
Sixiéme partie
- Qulest-ce qu'un angle? Mesure des angles
Addition des angles non orientés
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Premiére partie

Rappel de propriétés
figurant au programme de SCCOI’ldC
(en vigueur avant 1968)

Soit E le plan, choisissons un point O dans E.

Le couple (E, O) est un espace vectoriel euclidien de dimension 2
sur le corps des réels.

Cela signifie que :

1. Le couple (E, O) est un espace vectoriel de dimension 2 sur R.

1) Il y a une addition, (M, M") - M +M' = M", définie par

OM” = OM +OM".
Cette loi confére a (E, O) une structure de groupe abélien.
2) Il y a une multiplication par les scalaires, ()., M) -o- AM, définie par :
M = M’ < OM’ = AOM
Muni de ces deux lois (E, O) est un espace vectoriel.

Remarque : Ces opérations dépendent du choix de O, mais M—M’' consi-
déré comme vecteur n’en dépend pas.

Le programme comporte I’étude de ’espace affine associé a cet espace
vectoriel, et non 1’étude directe de I’espace affine E.

e B =



3) L’espace vectoriel (E, O) est de dimension 2.

— Si A et B sont deux points tels que O, A, B ne sont pas alignés (donc
A # O et B # O) alors

(YMeE) (3(«, B)eR?®) (M = oA +BB). De plus (=, B) est unique.

— (0, A, B alignés) <= (3(a, Ble R*)((a, B) #* (0,0) et O = oA +5B).

De plus M = oA +pB implique que M est sur la droite de AB.

L’espace vectoriel (E, O) est donc de dimension 2 et deux points forment
une base si et seulement si, ils ne sont pas alignés avec O.

2. 11 existe une forme bilinéaire symétrique définie positive .
o :ExXE—-R
définie par "
o(M, M) = (M|M") = OH.OM'
(p(M, M") est le produit scalaire de_ OM et O_I\;I’; OH est la projection ortho-
gonale de OM sur le support de OM").
¢ est bilinéaire symétrique car :
oM, M) =o(M', M)
et
o(hy My +AsMy, M) =4y @(My, M') +hs 0(M,, M)
@ est positive car :
YM, oM, M)>0
¢ est définie car :
o(M,M) =0=>M =0 (p(0, O) = 0).

Remargue 1. — o(M, M") dépend de O, mais si 'on pose
AB.A'B =q(B—A, B'—A))
AB.A'B est indépendant de O et ne dépend que des vecteurs « libres » de

représentants AB et A'B’, comme le montre la bilinéarité.

Remarque 2. — La forme bilinéaire symétrique définie positive ¢ définit
une distance invariante par translation :
d(A, B) = [lp(B—A, B—A), indépendante de O.

Propriétés :
d(A, B) = d(B, A).
d(A,B) =0 < A =B.
d(A, BY+d(B, C) <d(A, C) en vertu de I'inégalité de Schwarz.
(d(A, B)+d(B, C) = d(A, C)) <= (A, B, C alignés).

Notation :
norme de M = |[|M]|| = VoM, M) = d(O, M).

= [



Deuxieme partie

Frude du groupe orthogonal

I. Orthogonalité.

Deux vecteurs AB et A'B’ sont dits orthogonaux, si et seulement si
AB.AB — 0.
Notation :
MLM' < OMLOM' < (M|M') =0

Proposition 1.

Deux points M et M’ fels que
OML1OM/, M#O, M #0
forment une base de (E, Q).

Preuve :
aM+PM’ =0 = a(M|M) =0 = «||[M||2 =0 = o = 0;

de méme B = 0. Donc M et M’ sont linéairement indépendants.

Définitions.
{A, B} est dite base orthogonale si et seulement si
(A|B) =0, A # 0O, B# 0.

Si {A, B} est une base orthogonale alors ||;1” H}I-)’H B) est une base
orthonormale, ainsi que m AH F]J?‘H } avece = +1 ot. & =&,
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Proposition 2. Il existe des bases orthogonales

Soit {A, B} une base; M = o A+PB un élément quelconque de E.
{A, M} est une base orthogonale si et seulement si :
of|A[[24+B(A|B)=0 et M#O
d’ol, puisque [|A][# 0 :
B

L B PR,
“= T 1P

Si B # 0(x, B) # (0,0) donc M # O.
{A, M} est donc une base orthogonale.

Remarque 1. — 1l existe deux bases orthonormales dont le premier vec-
teur est donné.

Remarque 2. — Toutes les propriétés qui précédent sont valables pour
un corps ordonné, tel que tout nombre positif a une racine carrée positive.

II. Polyndme caractéristique d’un endomorphisme.

Soit f une application linéaire de (E, O) dans (E, O).
Soit {A, B} une base de (E, O) alors
M =xA+yB, f(M) =x'A+y'B.
Jf étant linéaire, en posant f(A) = aA+bB, et f(B) = cA+dB
JM) = xf(A)+»(B)
JSM) = (ax+cy)A+(bx+dy)B = x’A+)'B.

Un scalaire A est dit valeur propre de f s’il existe M # O tel que
JM) = AM.

(M est un vecteur propre associé a A : tout vecteur oM avec a 3 O est
aussi un vecteur propre associé a A, SlaeM) = of(M). La droite OM est
globalement invariante par f).

ax-4cy = Ax - (a—N)x+cy =0
bx+dy =MLy bx+(d—Ny =0

On cherche une solution différente de (0, 0) donc (a—A)(d—A)—bc =0
At—(a+d)\+ad—bc =0 : polyndme caractéristique de la transformation
(M ne dépend que de f, donc si les racines A’ et 1" sontréelles a+d = A" +A"
et ad—bc = A'A" ne dépendent pas du repére.)
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III. Transformations orthogonales.

Définition.

On appelle transformation orthogonale de (E, O) toute isométrie conservant
lorigine. — Soit O(E) leur ensemble. (Une isométrie est une application f
de (E, O) dans (E, 0), telle que d(f(M), /(M) = d(M, M’).)

Théoréme.

Soit f une application de (E, O) dans (E, O), les trois assertions suivantes
sont équivalentes.

a) f conserve les distances et I'origine : feO(E).

b) f conserve le produit scalaire.

¢) f est linéaire et conserve les normes.

Démonstration. — On a
' 2M[M') = [[M+M'[|2—||M][2—[|M’[|2 (1)
e
[IM+M'|[2+[[M—M| |2 = 2(]|M]|2+]|[M][%) @
a=>b :

Par hypothése f conserve les distances et I'origine, donc :
|| fM)—AM)||* = d*(fAM), fM)) =d*(M, M) = |[[M—M'[|2 (3)

IAM)]|* = @*(0, /(M) = d*(f(0), f(M)) = d*O, M) = ||M||? (4)

d’otr en utilisant (2), (3) et (4).
1AM +AM)| 2 = 2| A2 +] | /M) [ D~ | S M) —/ M) |2 = |[M+M||2

t d’aprés (1
e 2(f(M)| M) = 2(M|M).

b=c :

Par hypothése f conserve le produit scalaire, donc f conserve les normes
car (M|M) = ||M]||2

Soit {A, B} une base orthonormale de (E, O); {/(A), f(B)} est aussi une
base orthonormale car

(JS’(A)If(B)) = (A[B) =0, [|f(A)]] = [|A]] = 1 et ||/(B)]] = |[B]| =1

o1t
M = xA+yB, f(M) = xf(A)+yf(B)
x = (M|A) = (fIM)[f(A)) = x'

e



de méme y’' =y d’ou

JM) = fixA+yB) = xf(A)+»f(B),

f est linéaire.

c=a .

Par hypothése f est linéaire, donc f(O) = O et f conserve donc I'origine.
d*(f(M), f(M")) = ||fM)—f(M")||2 or f est linéaire
JM)—f(M') = f(M—M)
et f conserve les normes :
d(fM), fM)) = [[fM—M)|[* = |[M—M'|[* = d¥M, M)

donc [ conserve l'origine et les distances.

Corollaire 1.

Si feO(E) alors f est bijective.

[ est injective car feO(E) conserve les distances (deux points distincts
ne peuvent avoir deux images confondues).
J est surjective : soit M'eE; on peut écrire

M’ = xf(A)+yf(B)
car si {A, B} est une base orthonormale, {f(A), f(B)} également. Donc :
M’ = xf(A) +3/(B) = f(xA+yB) = fiM).
De plus O(E) est un groupe pour la loi de composition :
(f,8) — gof.

Corollaire 2.

Une application linéaire est orthogonale si et seulement si, elle transforme
une base orthonormale en une base orthonormale.

IV. Etude de la structure de O(E).

Soit {A, B} une base orthonormale de (E, O).
1) Soit f une application linéaire de (E, O) dans (E, O)
f(A) = aA+bB  f(B) = cA+dB.

S orthogonale <> {f(A),f(B)} orthonormale donc
JEO(E) < (ac+bd = 0, a®+b% = c*+d? = 1).

g A o


http:e'�:,.tg

o) Sia#0,
bd

O B g d*(a®+b% = a?
d’ou
d =ca et ¢ = —¢gb avec g =41,
B) Si a=0,
b=%,d=0¢=¢g"
(cas particulier de ).
Donc JEO(E) <> (d = ea, ¢ = —eb, a*+b% =1)

2) ad—bc = g, le polyndme caractéristique est

AM—a(l+e)h+e =0
— Cas ]s = +1|  A2—2ah+1 -0 A" —a*—1 = —b%, A'<O

les racines sont imaginaires sauf pour » = 0.

b=0eta=1:

A=1 fl(A)=A, f(B)=B
f est Tidentité f(M) = M tous les vecteurs sont propres.

b=0eta=—1":

f(A) = —A, f(B) = —B d’ol1 f{iM) = —M. L’application fest la symétrie
par rapport a O, tous les vecteurs sont propres.

—Casla=—1| A2—1 =0= A = +1.

Soit A un vecteur propre associé a L =1, B associé¢ a4 L = —],

f(A) = A, f(B)=—B dou (f(A)f(B) = (A]-B)
S conserve le produit scalaire
(fA)f(B)) = (A[B)

(A|B) = (A|—B) = 2 (A|B) =0, (A|B) =0; A et Bsont orthogonaux
fixA+yB) = xf(A)+yf(B) = xA—yB. L’application f est la symétrie par
rapport 4 la droite OA.

Remarque 1. — Les valeurs propres étant indépendantes du repére,
€ aussi (c’est du reste le déterminant de f).
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Remarque 2. — On pose
O*(E) = {feO(E), & = +1}
O~(E) = {feO(E), e = —1}

par définition O*(E) est 'ensemble des rotations. O—~(E) est I'ensemble des
symétries orthogonales par rapport a4 une droite.

Remarque 3. — Sie =1, %—2ah+1 = 0, le coefficient g est indépendant
du choix de la base et est associé a la rotation.

6] = }/1—a? est aussi indépendant du repére, mais le signe de b dépend du
choix de la base.

Si g = — 1, a et b n’ont aucune signification géométrique.

Remarque 4. — det fog = det f.det g et detf = ad—bc = &.

L’application déterminant de O(E) dans {—1, +1} est un homomor-
phisme de groupe, dont le noyau est Ker det = O*(E). Donc O*(E) est un
sous-groupe distingué de O(E); O*(E) est le groupe des rotations, et
O(E) /O*(E) est isomorphe & Z [2Z ; det (fog) = —1 si et seulement si, ['une
des deux transformations est dans O*(E) et 'autre dans O~ (E).

Remarque 5. — Soit eO~(E)
o(xA+yB) = xA—yB
d’olt
(co0) (xA +yB) = xA +yB
coc = Id (identité) et 6™ =o0. B}
Il y a une bijection de I'ensemble D des droites passant par O sur O~ (E),
définie . par : D € D -o I'unique symétrie laissant D invariante.

V. Etude de O*(E).
Théoréme 1.

Toute rotation est produit de deux symétries dont 'une est arbitraire.
Soit
peO*(E), seO~(E)

ps =5 §'eO~(E) = (ps)s =s's =p
sp =5" s"e0~(E) = s(sp) = 55" =p
Corollaire 1.

O*(E) est un groupe commutatif.

Soit peO*(E), p'eO*(E), ceO~(E). On peut écrire
p =sC et p’ =os' =0's

e



d’on
‘ pp’ = (so)(os") = ss' et  p'p =(c's)so) =c'c
mais
os' =¢'s = 6'os’ =5 = oo =55
done

/ i’

PP’ = p'p.

Corollaire 2.

Si

peO*(E), p'eO*(E), se0~(E)
alors

sTlps=p~t e pTlpp'=p
En effet, puisque pseO~(E) et 57O (E)
alors

ps =(ps)~t =s"1p7t = 57 lps =p~2

et : p'Tlpp’ =0p

car O*(E) est abélien. (On retrouve ﬁue O*(E) est distingué.)

Théoréme 2.

Si ||M|| = ||M'|| # O, il existe une unique syméirie ceO~(E) telle que
~o(M) = M’ et il existe une unique rotation peO*(E) telle que p(M) = M'.

1) Si o répond & la question o(M) = M’ d’oit 6(M') = M et donc
oM+M') =oc(M)+oc(M") = M'+M
et
oc(M—M") = M'—M
Or
M+M1M—M car M+M'M—M') = [[M]|2—||M’]|2 =0

et ces deux vecteurs ne sont pas nuls tous les deux.

Si M+M' # O, on considére la symétrie laissant M +M’ invariant
elle transforme M—M’ en M'—M.

SiM+M' = O, on considére la symétrie transformant M—M’ en M'—M
donc il existe une symétrie et une seule telle que c(M+M') = MM’ et
o(M—M") = M'—M d’ot1 en additionnant g(M) = M'.

2) Soit § I'unique symétrie laissant M fixe. Pour que peO*(E) vérifie
p(M) = M/, il faut et il suffit que ¢ = pseO~(E) vérifie c(M) = M'; d’ou
la conclusion.
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Troisiéme partie

Angles de demi-droites

1. Existence et définitions.

Corollaire du théoréme 2.

Soit D lensemble des demi-droites d'origine O. Le groupe O*(E) opére
dans D de fagon simplement transitive.

Une demi-droite ouverte est une classe d’équivalence dans E—{O} sui-
vant la relation d’équivalence
M=M <« (3A>0, M’ =2AM).

Toute transformation linéaire, transforme une demi-droite en une demi-
droite puisque f(AM) = Af(M).

Le groupe O*(E) opére dans D car il existe une application de O*(E) <D
dans D qui au couple (p, d) associe p(d), telle que

P(p(@) =(p)d) et Id)=d

O*(E) opére de fagon transitive car étant donné deux demi-droites d et d’,
il existe peO*(E) tel que d’' = p(d).

O*(E) opére de fagon simplement transitive car p est unique. En effet
sur chacune des deux demi-droites, il existe un vecteur unitaire et un seul

___1 2 I3 ‘ - - . .
[™]] M et d’aprés le théoréme 2, il existe une rotation p unique transformant

I'un et l'autre.
La relation dans D xD définie par

(d,d)=(5,8) <> (3peO*(E), & =p(d) et & =p(d))
est une relation d’équivalence car O*(E) est un groupe qui opére dans D.



Définition 1.
Etant donné un couple (4, d')eD?, on appelle angle de d et &', et 'on note

E,Ti’ la classe d’équivalence dans D? du couple (d,d’) par la relation d’équi-
valence précédente. Soit A I'ensemble des angles de demi-droites.

Théoréme 1.

L’application de D x D dans O*(E) qui a (dy, d,) fait correspondre Punique
rotation p, telle que p(d,) = d, définit, par passage au quotient par la relation
d’équivalence précédente, une bijection ® de £ sur O*(E).

1) Soit @ : DXD—-O*(E). Soit d,d’ —~d,d.. Montrons que
O(d, d') = B(d, ).
Posons @, d)=p dou d =p(d)
et dy, di) =py dod df = py(d)
d,d = d, di<>(3acO*(E), d, =ofd) et d =aud"))
Ona:
dy = a(d’) = ofp(d)) = (ap)(d) = (xpa™)d)) = p(dy)
or di = p,(d;) donc p = p; puisque la rotation faisant passer de &, 3 dj est
unique. On pose ®(d, d") =$(d, d").
2) ® est une application bijective.
@ est sujective car @ est sujective.
Si
o@d,d) = O, d) = p
B(d,d’) =B(d,, d) dod d =pd) et d =p(d).

Soit aeO*(E) telle que 4, = a(d)

d’y = p(dy) = (p)(d) = (pap~')d') = a(d")
donc

@d)=(d,d) e dd=4d,d
@ est injective.

Remargue.

' i_?“ est P’application de O*(E) dans +£ qui a p fait correspondre
Pangle d, p(d) = Y(p). Cet angle est indépendant de d
d,p(d) = ', p(@).
En effet soit aeO*(E) tel que d' = a(d)
pd’) = (pa)(d) = (ap)(d) = a(p(d).
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Définition 2.

On transporte sur # la structure de groupe abélien de O*(E) et on note
Ia loi additivement dans #.

dy, dy+dy, dy = W(D(dy, dy)oD(dy, dy).

Proposition 1.

m—&—m = Al | ol la demi-droite dj est définie par les deux
relations

d; = p(dy) et dy = p~dy)
Prewve : dy =p(dy) et  dy = p(d)=>dy, d; = &, dj
done dy, Gy +dy, dy = &y, dy+d,, d;.

Soit o (Resp. B) eO*(E) tel que d; = od;) resp. dy = B(dy).
Alors d’ = (Bo)(dy) et dy, dy+dy, dy = Y(Bo) = dy, dy.
Scholie

1) d,, dy+d5, dy = d;, dy (proposition 1).

Ndd =0«d=d @dd =1d.

3) dy, dy = —dy, d; d’aprés (1) et (2).
4) d, dy = dl, dy <> dy, d, = d, dy < ¥8,5, dy +0, dj =3, dy+5, d.

Il suffit de montrer 1’équivalence des extrémes qui résulte de (1).

Théoréme 2. | VseO~(B),  s(@), s(dy) = —dy, dy. |

Soit ®(d, dy) =p Cest-a-dire dy =p(d) alors s(ds) = (sp)(dy)
comme speO~(E), sp =(sp)™r =p~ W~ = p~I¢

donc s(dy) = (p~*s)(dy) = p~(s(d)

soit O(s(d), s(@)) = p~t. c.q.fd.

Corollaire 1.

Soit seO~(E). Pour que la demi-droite & soit invariante par s il faut que
pour toute demi-droite d et il suffit que pour une demi-droite d on ait

d,5+s(d),5 = 0.
1) 5(8) = 8 = Vd, s(d), s() = s(d), 6 = —d, d.
2) d, 5+s(d), 8 = 0 = 5(d), 5(8) = 5(d), & = &, 5(3) = 0=>5 = s(3).
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Corollaire 2.
E;-d: = m si et seulement si la symétrie échangeant d, et dy échange
d, et dj.
Soit & une demi-droite invariante par la symétrie s, qui échange d, et d;.
D’apres le scholie 4
dy, d, =y, dy <> dy, 6+, § = dy, 5-+dy,

Et d’aprés le corollaire 1 ci-dessus :
dy, dy =, dy <> dy = s(dy)

II. Bissectrice.
Définition.
On appelle bissectrice d’une paire {d,,d;} de demi-droites, toute demi-
droite & telle que d,, & = 8, d,.

Remarque : d,0=0,dy < dy,8=25,d,

donc si 8 est bissectrice du couple (d,, d,) elle 'est aussi du couple (d;, 4;).

Proposition.

Toute paire de demi-droites admet deux bissectrices qui ont méme support
(demi-droites opposées).

D’aprés le corollaire 2, pour que & soit bissectrice, il faut et il suffit qu’elle
soit invariante par la symétrie ¢ qui échange d, et d,. Or une symétrie donnée,
laisse invariante deux demi-droites opposées.

III. Division des angles par 2.

Théoréme 3.

YaeA, Péquation 2x = o a exactement deux solutions dans '#.
(2x est une abréviation, pour x-x).

1) 2x = 0 a deux solutions.

Soit deD, on cherche & telle que m =0.

m = 0xd, 8 = —(3:3) = g,‘a' donc & est bissectrice de la paire
{d, d}, il y a donc 2 solutions d, det 3;-3— ol d' est la demi-droite opposée ad.

s f s



Ces solutions ne dépendent pas du choix de  car si on choisit d;eD la
rotation qui améne d sur d;, ameéne d’ sur d; (demi-droite opposée a d,).

2) Existence d’au moins une solution de I'équation 2x = o. Soit deD
et d;eD telles que d, d; = «. On cherche 8eD telle que 2(2:5) = d, d,

——

4,5 =85d+dd =3, 4d,

les solutions sont les bissectrices de la paire {d, d,}.

3) L'équation 2x =« a exactement deux solutions. Etant donné «, il
existe au moins une solution B telle que 2B = o. Cherchons x tel que 2x = 2
c’est-a-dire 2(x—p) = 0.

Doll x =P ou x =p+o.

Notations. — On note ® la solution non nulle de I’équation 2x = 0
et 0y, 8, les deux solutions de I’équation 2x = w.

Remarque. — L’existence de solutions pour I'équation 3x = o ne peut se
démontrer avec des procédés aussi élémentaires.

Proposition.

Pour que deux demi-droites soient opposées (respectivement perpendicu-
laives) il faut et il suffit que leur angle soit © (respectivement 0, ou 0,).

1) Sidet d’ ont le méme support, soit s la symétrie par rapport a ce support
dd = s(m’) = —d,d dol 2(d/,:i") =0;sid #d'd, d =0. Réciproque-
ment 3,’3_ = 0=2(d, d") = 0; soit s la symétrie par rapport au supportde d
dd =—dd —d s(d) dou s(d) =d'; d' est la demi-droite opposée a d.

2) Soit d” la demi-droite opposée a d’ et soit s la symétrie par rapport
au support de d.

Si dLld alors s(d)=d" et par suite d,d =—{d,d")

d’ol

2@d,d) =d",d =

Réciproquement si

—

dd=0i=1oui=2)
2dd) =0 =d'd =dd = —d,d =d,sd)
donc
sd) =d" et d'ld
Remargue. 8, = —0, car dd = 3,'—5" +© donc:



IV. Cosinus d’un angle.

Notation : ?i:?i_ = If‘ﬁ,_ si # est porté par la demi-droite d et @’ par la
demi-droite d’.

Définition.
Soit aeft, on pose cos o = (ulu’) onr
o 1 1
o=dd Med, M'ed’, =t it an W
’ [T Il

cos o est bien défini car il existe un seul vecteur de norme 1 porté par
une demi-droite et de plus si dd = ﬁ il existe peO*(E) telle que d; = p(d)
et di = p(d’). Soient alors u et »' de norme 1, portés par d et d', u, et uj, de
norme 1 portés par d; et 4, alors u, = p(u) et u; = p(u’). pecO*(E) conserve
le produit scalaire (uy|u;) = (p(w)|p(u”)) = (u|u’).
On a défini une application cos de - dans IR.

Proposition.

L’application cos est une application de  dans le segment [—1, +1];
Péquation coso = a a : exactement 2 racines opposées si |a| <1, la seule
racine o = 0 si a =1 et la seule racine o = ® si a = —1.

Démonstration.
D’aprés I'inégalité de Schwarz
l@|u)| <|[u]| ||| dol  |cose<l.

Soit {u, v} une base orthonormale de E et ae[—1, +1]. On cherche w,
de norme 1, tel que (u|w) = a
w=ou+pr (uw) =a=a ||w|=a2+p2=1
donc
(u|w) = ae>w, = au+cl/T—aty ol e =41.

La paire de solutions ne dépend pas du choix de la base {u, v} car si
on prend une autre base {u’, »'} orthonormale, il existe une rotation p telle

que u' = p(u), on a alors p(v) égal 4 v' ou —v'.
p(we) = ap(u)+el1—a2p(y) = au’+s’l/m v avec & = 41,
p(we) = w¢, p transforme la paire {wy, w_,} en {wy, w_;};
pour |a| <1 on a deux solutions qui sont deux angles opposés ﬂ et u, w_y;
pour a = 41 une seule solution m.
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Quatriéme partie

Les angles de droites

I. Existence et définition.

Une droite vectorielle privée de O est une classe d’équivalence dans E—{O}
par la relation d’équivalence =~ M = M’ <> (e R—{O}, A\M = M’).

Pour avoir une droite on ajoute O.

Soit D I'ensemble des droites passant par l'origine.

1) O*(E) opére dans I’'ensemble D.

Si M’ =AM et peO*(E) alors p(M') =Ap(M) : la transformée d’une
droite est une droite.

La relation dans D xD :

(D, D) = (A, A) < (3peO*(E), A =p(D) et A" =p(DY)
est une relation d’équivalence.
Définition 1.
On appelle angle de deux droites D et D', la classe d’équivalence de (D, D')

suivant la relation d’équivalence précédente et en note cet angle ﬁ . Soit
/& Pensemble des angles de droites.

2) O*(E) opére transitivement dans D : étant donné deux droites, il existe
au moins une rotation faisant passer de 'une & 'autre, mais O*(E) n’opére
pas simplement.

Soient peO*(E) et p'eO*(E) telles que p(D) =p'(D) =D".

p(D) =p'(D) = (p1p)D) =D



la rotation p~'p’ laissant D invariante a des vecteurs propres, cette rotation
est donc l’identité ou la symétrie (—Id) par rapport a O

p~1p'e{ld, —Id}

= {Id, —Id} est un sous-groupe de O*(E) (H = {@(0), CD(co)}) Le groupe
0+(E) = O*(E)/H opére de fagon simplement transitive dans D (un élément
de O*(E) est une classe p = {p, —p}, la loi de groupe étant

{p, —p}x{p’, —p'} = {pp’, —pp}.

Ce groupe est abélien).

Théoréme 1'.

L’application de Dx D dans O(E) qui au couple (D, D) fait correspondre
Punique classe peO*(E) telle que p(D,) = D,, définit par passage au quotient
une bijection @ de O*(E) sur # qui munit & d’une structure de groupe abélien,

Toute la troisiéme partie se transcrit alors, avec les mémes démonstra-
tions, & ceci prés, qu’étant donné deux droites D, et D,, il y a deux symétries
par rapport & des droites perpendiculaires, qui les échangent :

11 existe au moins une symétrie s telle que s(D,) = D,; s’il en existe une

deuxiéme s’ on a :
s(D,) = s'(D,) = 5's(Dy) = D; = s'seH

D’otlt deux symétries échangeant D; et D, s ou (—Id)es. Soit M un point
de P’axe de symétrie de s et M’ un point de ’axe de symétrie de s’

sM) =M, sM) =M, sM) =—

pour s'; M est associé 4 la valeur propre —1 et M’ & la valeur propre 1, M et M’
sont orthogonaux.

On en déduit les théorémes suivants :

Proposition 1'.

D,, D,+D,, D, = D,, D, | ot la droite D} est définie par

ﬁ;:_ﬁs = D.‘b Dn;.
c’est-a-dire )
Dy = p(Dy) et Dy = p~XD,).
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Scholie

1) D;, D,+D,, Dy = D,, Ds.

2) DD =0« D =D

3) Dy, D, = —D,, D,.

4) D,, D, = Dj, D} = Dy, Dj = D,, Dj=VAeD

—_— e

A, D, +A,D; = A, D,+A, Dy,

Théoréme 2'. | VscO=(E) s(Dy), s(Dy) = —Dy, D,

Corollaire 1'.

Soit seO~(E); pour que la droite A soit invariante par s, il faut que pour
toute droite D et il suffit que pour une droite D on ait

]’)TE + sm =1
Corollaire 2'.
Pour que m = f)f:‘]jg il faut que toure symétrie et il suffit qu’une
symeétrie échangeant D, et Dj échange D, et D;.

I1. Bissectrices d’une paire de droites |D,, D,

Définition. — On appelle bissectrice de la paire {Dy, D,}, toute droite A

telle que
D), A =A,D,

Si A est bissectrice de (D,, ,D,), elle est bissectrice de (D, Dy).

Proposition.
Une paire de droite a deux bissectrices qui sont des droites perpendiculaires.
En effet vu le corollaire 2', A est bissectrice de {D;, D} si et seulement

si A est ’axe d’une symétrie échangeant D, et D, et il y a deux telles symétries;
leurs axes sont perpendiculaires.

s P e



Corollaire.

Pour tout acA Péquation 2x = o a deux racines B et B+ 1P dans %, oi
IP est la racine non nulle de I'équation 2x = 0.

Mémes démonstrations que dans la troisiéme partie, en remarquant que :
2D, A)=0<D,A=237AD

si s est une symétrie laissant D invariante, alors s laisse A invariante et réci-
proquement; il y a deux symétries laissant D invariante et chacune laisse
invariante les seules droites D et sa perpendiculaire D', donc A = Dou A =D’.

Les angles 515 et D, D’ = 12 ne dépendent pas de D.

III. Relations entre £ et #.

On a des diagrammes commutatifs suivants :

P
ONE) — % OHE)H
4
, q
v ) v -
5
q " i Sr————— g
# g, &
3
"

Toutes les applications considérées sont des homomorphismes de groupes.

1) p est 'application canonique qui & peO™*(E) fait correspondre sa classe
{p, —p}eO*(E) H.

2)  isomorphisme de O*(E) dans .
 isomorphisme de O*(E) /H dans 4.

Ng= \IJopo(I).
Si o =dy, dy, q(0) =Dy, D, ot d; a pour support D,
pldy) = dy=>p(D;) = D,
d’olr
p==0 et Dg) =plp)=p

— Y



c’est-a-dire

U(p) = (Yropod)(a) = ¢(a).

g est surjective car v, p et @ sont surjectives.
g a pour noyau {O, ®}; g n’est pas un isomorphisme.

4) p est 'application qui a aest fait correspondre
o+to = 2o = p(a).

5) ' est I'application quia ae fait correspondre
H(e) = plg=(@).
Remarque. — g~ n’est pas défini mais si
g(e) =&, gla+a) =&
et
) =ule+a@) car p(®) =26 =0.
On pose
R(E) = wle) = ple+ &) = 20 20k,
On a
wog =p.

6) & est I'application qui a aest fait correspondre
8(a) = g(u™*(a))-

Remarque. — (~(e) n'est pas défini, mais il existe deux angles B et B+ & tels que
B =28 =p@+a)=a et gf)=4g@+a).

On pose 8(x) =q(B) = ¢ (%u)et on a dop = ¢q. 1 est la multiplication des angles
par 2 et 8 la division par 2.
wod = Id#A, Sou” = ld#k

# et /& sont isomorphes mais pas par 'application naturelle g qui ¢ un angle de demi-droites
fait correspondre I’angle des droites support.
Vérification directe :

g = dop et p = pog=p'odop = pn'og = p et dop'og = dop = ¢. Comme
i et g sont surjectives p'odop = p=p'cd = Id et dop'og = g=>8op’ = Id.

IV. Cosinus d’un angle de droite.

Soit &k, & = g(a) = g(o+ ).

On pose  kos (&) = [cos a.

L’application kos est une application de # dans le segment [0, 1] et
I’équation kos X = a, a€[0, 1], a en général deux solutions.
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Cinquiéme partie

Trigonométrie

Soit 8 = {MeE| ||[M|| =1} (cercle de centre O, rayon I).
On a une bijection E de D sur S* qui, & une demi-droite ouverte deD

1
associe ——— P avec Ped.
|[P]

“T:E’” ne dépend pas du choix de P sur 4.

Inversement, 3 MeS? onassocie deD telleque d = {AM,A>0}.
Fixons d,eD et donc AeS! : A = E(d,).

Notation. — (8%, A) est la donnée de S* et d'un point AeS;.
Alors il existe une bijection @, de 4 sur S, qui a ae#A associe

—_—

0(x) = E(d) ol dp,d =0

(2 o on associe /a demi-droite d telle que dy, d — o et & d on associe le point
correspondant sur le cercle.)

II. Orientation du plan.
Définition.

Orienter le plan, c’est choisir Pun des deux angles de demi-droites 0, ou 0.

Celui qui a été choisi se note @ et s’appelle angle droit direct (ou positif)
I’autre s’appelle angle droit rétrograde (ou négatif).

B



11 revient au méme de choisir sur (S1, A) 'un des deux points B tels que
OA_LOB. On dit gqu’on a orienté le cercle (8%, A) qui prend le nom de cercle
trigonométrique — (un cercle trigonométrique est un cercle sur lequel on a
choisi deux points A et B tels que OA 1 OB).

Les repéres orthonormés ordonnés (A, B) se divisent alors en deux classes

disjointes selon que (ﬁ,ﬁﬁ =J ou (ﬁ, OB = —a.

On passe d'un repére orthonormé ordonné d’une classe 4 un repére
orthonormé ordonné de la méme classe (respectivement de 1’autre classe) par
une rotation (respectivement par une symétrie par rapport & une droite).

Soient (A, B) et (C, D) deux repéres orthonormés ordonnés de la méme
classe, d’ou (ji, OB = 66, OD et soit peO*(E) telle que C = p(A).

Si p(B) = B’ OC, OB’ = OA, OB = OC, OD d’oit D = B'.

Remarque. — Soit un espace vectoriel quelconque de dimension finie n,
sur les réels, et considérons les bases ordonnées (e, e, ..., €,) et (e1, €5, ..., €},).
Il existe une application linéaire f et une seule telle que
e; = f(e) on a det f # 0.
La relation R
(e1, s, ..., e )R (€], ..., e;) = det f>0

est une relation d’équivalence car detfog = det f.detg. Il y a deux classes
d’équivalence, celle de (ey, ey, ..., €,,) et celle de (e, e, ..., e,) car

det f # 0 = (det f=-0 ou det f<0).

Orienter 'espace vectoriel c’est faire choix d’une des classes : le choix
de 0 est donc bien orienter le plan en ce sens.

III. Fonctions trigonométriques d’un angle.

Soit & un repére orthonormé, ordonné, direct (A, B):(TA, 6]% == g

g’ un repére orthonormé, ordonné quelconque (A’, B') et peO*(E).
aﬂb) la matrice de p dans e. Il existe une transformation

Soit MAp, g) = (b p

linéaire et une seule & telle que : E(A) = A’, &(B) = B'; £ est une transforma-
tion orthogonale.

Mo(p, &) = M(E, &)™ M(p, &) M(E, &) = M(EPE, ©).
Donc si & est direct, £e0*(E)
' —b
Ko, ) = (5 77)
si €' est rétrograde, £Ee0~(E)

#ip, ) = (g 5.

a
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Corollaire.

Dans le plan orienté, b ne dépend que de p (ou que de o, ou que de M sur
le cercle trigonométrique).

Définition.

L’application qui a p associe b se note sin.
L’application qui a p associe a se note cos.

p(A) = aA +bB

a = (Alp(A)) = cos (A, p(A))
b = (B|p(A)) = cos (B, p(A)) = sinp.

d’ou

On appelle de méme sinus et cosinus les fonctions correspondantes sur s
et sur le cercle trigonométrique.

Remarque. — Si {(g) = o, on utilise les notations : p = ¢() rotation d’angie «;
a(e) angle de la rotation p; cos p = cos « si o = a(p)<p = p(a).

Théoréme.

L’application qui & oelR associe M(p(2), &) ne dépend pas du choix de la
base directe & et est un isomorphisme du groupe # sur le sous-groupe O*(IR?)

du groupe linéaire de IR

coso  —sino
Solp, &) = (sin o cos oc)

Si & estune base rétrograde MS(p, &) = (cos A e oc)

—sino coso

Les fonctions cos et sin vérifient donc les formules suivantes :
1) cos®a+sin*a =1 (a2 +56% =1).
2) sind = 1.
3) cos (o +a') = cos o cos o’ —sina sina/,
sin (e0o') = sin o cos o' —cos o sin o',
Gréce a I'isomorphisme, & oo’ on associe
Mopla+a’), 8) = M(p(@), 8).M(p(a), E).

Toutes les autres formules se déduisent de celles-1a.

Le systéme
(cos@ =a . 2y pe _ ]
g en Do 4D
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a une solution et une seule

0=¥E) ob  Mp.8) = (370)
On pose
_sin B
" cos B

1V. Topologie sur 4 et relation d’ordre sur 4 ().

Grice a @, nous raisonnerons en fait sur (S%, A). Il est naturel de mettre
sur S Ia topologie induite par celle du plan : on transporte grice a la bijection
®, cette topologie sur -£; cette topologie sur 4 est donc par exemple définie
par la métrique :

d(®, 8') = dM, M")
ou
M =0,00), M' =0,(8), (6, 0)eA x4

qui est indépendante du choix de A, les rotations étant des isométries du
plan.

A’ TB/Z '\9 A

Si A’ = —A, la projection stéréographique de sommet A’ sur le
diamétre D de S? perpendiculaire 2 A’A est un homéomorphisme de S'—{A’'}
sur ce diamétre; il est en effet défini par les deux applications continues réci-
proques l'une de lautre :

f:(a b).-»lbm (@+b% = 1,a # —1)

(I—t2 2t

gt (1w m) (e k)

Orientons le plan, i.e. choisissons un point B sur DnSL On identifie
ainsi D a R et fo®;* (dont I’ensemble de définition est A—{®}) s’identifie &

I’application O-tg g de £—{®} sur R. (On notera que g n’est pas défini
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dans 4, mais les deux solutions P et p+® de I'équation 2x = 0 vérifiant
tg B = tg (B+®) pour 6 # o, tgg est bien défini pour 0 # ®). Cette bijection

permet de transporter sur A—{®} la structure d’ordre de IR; on pose donc
par définition :

’

9‘:0’¢tgg < tg%— (9 et 0" # ).

Ceci permet de justifier les expressions « angle positif » (resp. négatif,
aigu, obtus) qui signifient 6= 0 (resp. 6 <0, |8| <&, |8]> 8 ou |0] = sup (8,—6)
et 'on a B<0'«—0>—0" puisque tg (— g) = —1tg 3

Notons que ® n’est ni positif, ni négatif, ni aigu, ni obtus.

Cette relation d’ordre total n’est pas invariante par des translations
arbitraires : par exemple si 0>0, ona 6>0 et 64+0<0-<d (se reporter aux
définitions).

Cependant 0> 0" <> 0+a>0"+a si |o] <og(®, 07).

] e ; o
Posons en effet tg 5= t tg e t tg 5 =T
et choisissons
) i 1
| 7| <inf —,—,)

1 fe” 1]

((ou T< m,sit :0).
Alors 0 +a <0 4o i P <1 +12)<t'(l +1?%)<0<0; comme

1—tt 1—-t't
0 2 ; . o
b—-tg 5 est un homéomorphisme, cette relation d’ordre sur £A—{®} est compa-

tible avec la topologie de £—{®}, c'est-a-dire qu'un systéme fondamental
de voisinage de 6 dans /£—{®} est constitué par les intervalles Ju, B[ contenant
0 (on a posé Jo, B[ = {peAt—{w}|a<o<Pp}.

1l n'existe évidemment pas sur # tout entier de relation d’ordre compa-
tible (au sens qui vient d’étre dit) avec la topologie de #. En effet, si une telle
relation d’ordre existait, pour tout 0 e+ les ensembles {00 <8,} et {6|0>0,}
seraient deux ouverts disjoints; donc #£—{0 } serait non connexe, et on vient
de voir qu’il est homéomorphe & IR.

Remarque. — 1l existe évidemment sur # une infinité de relations d’ordre sans intérét,
i.e. non compatible avec sa topologie, puisque Card 4 = Card R.

.
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Sixieme partie

Qu'est-ce quun angle?
Mesure des angles — Addition des angles

non orientés

1. Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension finie quelconque
(le cas des espaces affines est un peu plus compliqué). Nous appellerons pour
abréger « figure » un couple (p, g) de sous-espaces vectoriels, ou de demi
sous-espaces vectoriels de E (par exemple deux droites, deux plans, deux
demi-plans, une droite et un plan : les dimensions sont arbitraires).

Comme dans le cas du plan on appelle groupe orthogonal le groupe
O(E) des applications de E dans lui-méme conservant le produit scalaire (ce
sont des bijections linéaires), et groupe des rotations le sous-groupe O*(E)
des éléments de O(E) de déterminant positif.

Les groupes O(E) et O*(E) opérent dans I’ensemble des figures, car si
(p, q) est une figure et feO(E) ou feO*(E), (f(p), f(g)) est encore une figure
(f(p) désigne Pimage de p = E par f). On cherche & attacher & chaque figure
de E un nouvel objet mathématique, son « angle », (orienté ou non) et ceci
de fagon que deux figures peuvent étre transformées 'une de 1’autre par un
élément de O(E) (resp. de O*(E)) si et seulement si, leurs angles non orientés
(resp. orientés) sont égaux. De ce point de vue 1’angle non orienté (resp. orienté)
d’une figure ¥ n’est autre que I’ensemble des transformées de F par tous les
éléments de O(E) (resp. O*(E)) (on dit aussi 'orbite de & sous I’action du
groupe O(E), resp. O*(E)); ces orbites sont deux & deux disjointes, et ensemble
des angles n’est autre que I’ensemble quotient de 'ensemble des figures par la
relation d’équivalence ainsi définie. Comme, bien entendu, un élément de O(E)
ou O*(E) transforme un demi-espace en un demi-espace de méme dimension
cet ensemble se scinde en parties disjointes correspondant aux distinctions
« sous espace » ou « demi sous-espace » et & dim p et dim g données. On peut
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du reste se borner alors aux seuls cas non triviaux olt 0 < dimp < dimE,
0 <dimg <dimE.

On souhaite naturellement caractériser un angle autrement, par exemple
par un nombre réel. L’ensemble des angles — comme celui des figures —
ayant une topologie naturelle, on souhaite finalement définir un homéomor-
phisme de ’espace des angles dans IR. Tel est, 2 mon sens, le probléme de la
mesure des angles.

2. Pour dim E = 3, on rameéne tout de suite le cas de I'angle de deux
plans (deux demi-plans) & celui de I’angle de deux droites (deux demi-droites)
grice au « rectiligne »; le cas de I'angle d’une droite et d’un plan se raméne
aussi & celui de I'angle de deux droites; celui de ’angle d’une demi-droite et
d’un demi-plan est plus subtil, et laissé au lecteur. Bornons-nous donc au cas
dimp =dimq = 1. Alors les orbites sous O(E) et O*(E) sont les mémes
(car la symétrie par rapport & leur plan laisse invariant un couple de droites
ou de demi-droites). Comme O(E) opére transitivement dans ’ensemble des
plans, on voit donc que — hormis le cas laissé de cdté — tous les problémes
d’angles dans lespace a 3 dimensions se raménent d des problémes d’angles non
orientés de droites ou de demi-droites dans le plan,

3. Les angles non orientés dans le plan.

a) Soient d;, d (ie{1, 2}) quatre demi-droites du plan, el (resp el) le vecteur

unitaire porté par 4, (resp. d;). Supposons d’abord que el et 62 soient linéai-
rement indépendants. Alors pour que les couples (d;, d,) et (di, d;) définissent
le méme angle o (i.e. soient dans la méme trajectoire sous O(E)), il faut et il

suffit que 'unique application linéaire f définie par f(?i) o (i = 1,2) soit
orthogonale, et pour qu’il en soit ainsi, vu la bilinéarité du produit scalaire,
il faut et suffit (cf. III, théoréme, b) que (e]|e}) = (es]e). On vérifie de suite
que cette ega.hte est encore nécessaire et suffisante si Z et e2 sont dépendants
(i.e. @‘1 = + ez, c’est-a-dire (e1|e2) = 4+ 1)

b) Soient D, D; (ie{1, 2}) quatre droites, ?,- (resp. Z) un vecteur unitaire

porté par D;. Avec les notations ci-dessus, il faut et suffit cette fois pour que
les angles non orientés (Dy, D,) et (Dl', D;) soient égaux que Vune des deux

applications linéaires f. définies par fs(el) =y el, fs(ez) =g 62 (e = £ 1) soit

orthogonale, donc que | (e1|82)| = |(e1|_g2)f Dol le :
Théoréme. — Dans le plan, un angle non orienté de demi-droites (resp. de

droites) est caractérisé par un nombre réel ac[—I1, 1] (resp. £€[0, 1]), savoir
— — — = — — 2 .

(e1]€) (resp. |(ey]es)|) ol e et e, sont des vecteurs unitaires portés par ces
demi-droites (resp. ces droites).
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¢) Remargues.
1) Il résulte de cette étude que ces angles sont en fait associés & des paires
et non & des couples.

2) Le lecteur s’assurera que les « angles » d’Euclide, i.e. ceux qui inter-
viennent dans les « cas d’égalité » des triangles sont bien ceux de ce paragraphe.

4. Les angles orientés dans le plan.

Ils font I'objet de-1’étude des troisiéme et quatriéme parties; ils sont
définis en accord avec le point de vue général adopté ci-dessus. La définition
adoptée par les récents programmes de premiére est équivalente & celle-ci
grice au théoréme 1 (ou 1') qui tient au caractére abélien de O*(E) sidim E = 2,
circonstance exceptionnelle mais essentielle, qui a les conséquences suivantes
(nous adoptons les notations de I’article) :

1o 4 et £ sont des groupes (commutatif);

29 On ne peut repérer — au sens indiqué ci-dessus — I'un de ces angles
par un nombre réel car /& est compact, connexe, et £ — {®@} est connexe;
donc # (ou # qui lui est homéomorphe) n’est homéomorphe & aucune partie
de R.

5. La traditionnelle « mesure des angles » est plus ambitieuse : & (resp. +t)
étant un groupe, on souhaiterait, en principe, déterminer un homomorphisme
i de st dans le groupe additif (ou dans le groupe multiplicatif) de IR. On ne
peut I'espérer bicontinu comme on vient de le voir, mais on ne peut négliger
la continuité (le physicien exige que des angles « voisins » aient des « mesures
voisines »); comme + est connexe, le cas multiplicatif se raméne grice & la
fonction logarithme au cas additif (car p(s£) serait un sous-groupe connexe
du groupe multiplicatif R — {0}. donc contenu dans R* — {0}); dans le
cas additif u(4) serait un sous-groupe compact du groupe additif de R. Or
le seul sous-groupe compact de IR est {0}, et la « mesure » ainsi obtenue,
identiquement nulle, est sans intérét.

Mais si IR n’a pas de sous-groupe compact, il a des quotients compacts,
qui sont les groupes T, = R /aZ (acR — {0}). On peut donc chercher s’il
existe des isomorphismes bicontinus de # sur T, (le cas de # s’en déduit grace
4 Iisomorphisme & : £ — &, cf. 4¢ partie, IIT). Cela revient & chercher un
homomorphisme continu ¢ : IR — & qui soit surjeciif. Le noyau dun tel
homomeorphisme continu ¢ sera en effet un sous-groupe fermé de IR, distinct
de IR, donc de la forme aZ avec aclR, si a # 0, ¢ définira par passage au
quotient un isomorphisme T, — 4, continu, done bicontinu car T, est compact,

Or I'analyse permet de déterminer fous les homomorphismes continus @;
orientons le plan; identifions, grace 3 @, (5¢ partie, IV), # muni de sa topologie
4 (S, A); A et orientation identifient E & IR?, donc & C, et en définitive



au groupe multiplicatif U des nombres complexes de module 1. Avec ces iden-

ity ; : ;
(n? = ¢'t fournit un homomorphisme

tifications, la somme ¢(¢) de la série

¢ : R -U;o0) =1 et o2) a une partie réelle négative (calcul numérique
immédiat); donc IRep — qui est continue — a une plus petite racine positive,
T
2
ment que ¢([0, 2x]) = U (voir par exemple DIEUDONNE, Fondements de I’Ana-
lyse Moderne, p. 202). D’ol1 au-moins une solution¢ & notre nouveau probléme.

Les fonctions @y : ¢ — et* sont, pour tout Ae R — {0}, évidemment aussi
des solutions. On peut montrer que ce sont les seules. Le remplacement de
la constante 1 par la constante A correspond 2 un changement d’unité.

On est donc amené & mesurer un angle orienté de demi-droites, ou de
droites, par une congruence de nombres réels modulo aZ (a = ijest tel que

que l'on notez :onag (g) =i, p(2n) = 1, Kerg = 2nZ, et on vérifie aisé-

a
4

droites, degpour les angles de droites). Pour xeR et @5 (x) = a, c’est donc

la mesure de ’angle droit direct soit la classe de- pour les angles de demi-

la classe € de x modulo%? Z que l'on devrait appeler la mesure de «; en

pratique on dira que x est ure (et non Ja) mesure de I'angle aest.

On notera que la définition d’un angle orienté n’exige pas une orientation
préalable du plan, mais que le choix d’une orientation est indispensable pour
les mesurer,

6. On a coutume d’additionner les angles non orientés (théorie des angles
« adjacents »). Cette opération se fait aussi dans l’espace (« somme » des
angles d’un triédre) et, comme on sait, ne marche bien que si le résultat n’est
pas « trop grand ». La situation la plus élémentaire (i.e. qui ne fait pas appel
aux « angles généralisés », c’est-a-dire & la surface de Riemann de la fonction

log z, z complexe) me semble &tre la suivante.

a(a’) \U(a)
dl

Py

d

ds
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On choisit un plan orienté de référence P,. Soit E un espace euclidien,
et y un couple de demi-droites (par ex.) non colinéaires de E. Soit » une iso-
métrie du plan défini pary sur P, : « transforme y en un couple de demi-droites
de P, et la valeur absolue (cf. 5¢ partie IV) de I'angle orienté de ce couple ne
dépend que de I’angle non orienté devy. Si les deux demi-droites dey sont confon-
dues (resp. opposées) on leur fait correspondre I'angle 0 (resp. ©). On définit
ainsi une application ¢ de I’ensemble #'(E) des angles non orientés de demi-
droites de E dans le groupe #(P,) des angles orientés de P,. Alors « l'addi-
tion » des éléments de A'(E) est l'application (x, &) —o(a’) +o(x) de
#'(E) x A'(E) dans #(P,). On prend souvent cette application pour une loi
interne, parce que G est injective (mais elle n’est pas surjective comme le

montre la figure) ol Zi;?, ¢ o('(E))).
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Le siége de I’Association est I'Institut Pédagogique National, 29, rue d'Ulm, Paris (5¢).

Si vous désirez des renseignements précis sur I’A.P.M.E.P., sur son action, sur ’ensei-
gnement des mathématiques a tel niveau, consultez la liste des membres du Bureau et adressez-
vous directement a celui qui est responsable du domaine qui vous intéresse.

Si vous désirez recevoir un spécimen du Bulletin, ou commander 'un des ouvrages
édités par ’A.P.M.E.P., adressez-vous directement au secrétaire administratif. Les volumes
ou brochures ne sont pas expédiés contre remboursement; adressez avec votre commande
un virement postal au compte de ’A.P.M.E.P. (Paris 5708-21).

Si vous désirez adhérer 4 I’A.P.M.E.P., demandez au secrétaire administratif un bulletin
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Paris (5¢). C.C.P. Paris 5 708-21;

32 Sous enveloppe affranchie adresser le tout, fiche rose et les trois volets du virement
postal, au siége de ’A.P.M.E.P.
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