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« assez désagréable... ne pouvoir plus rien 
apprendre pour toute la vie ! Nos aïeux s'en tenaient aux 
enseignements qu'ils avaient reçus dans leur jeunesse : 
mais, nous, il nous faut recommencer tous les cinq ans, si 
nous ne voulons pas être complètement démodés. >> 

(Les affinités électives). 

« Remets-toi à ignorer ce que tu sais, pour savoir 
comment tu le savais et savoir ton savoir. » 

Paui VALERY (Histoires brisées). 

brochures de l'A.P.M. mettent à la disposition des professeurs 
des textes utiles à l'enseignement. 

Ou bien ces textes sont inédits, ou bien ils ont déjà paru, soit dans 
le Bulletin de I'A.P.M., soit ailleurs. Dans tous les cas, il a paru inté­
ressant de regrouper des écrits sous une forme commode pour les maî­
tres qui auront à s'en servir. 

~~oc~r~ parue~: 

1 . 	 Le langage simple et précis des mathématiques modernes, par A. REVUZ et 
L. LESIEUR, Professeurs à la Faculté des Sciences de Poitiers {avril 1960) (épuisée). 

2. 	Congruences Paratactiques de cycles, par Paul ROBERT, Inspecteur général honoraire 
de l'Instruction Publique (avril 1960). 

3. 	Recherche d'une axiomatique commode pour le premier enseignement de la géométrie 
élémentaire, par Gustave CHOQUET, Professeur à la Sorbonne (février 1961 ). 

4. 	Le calcul des probabilités et l'enseignement, par A. HUISMAN, R. FORTET, 
E. MOURIER, A. FUCHS, D. DUGUE, G.-T. GUILBAUD, J. BOUZJTAT, J. VILLE et 
F. GENUYS (novembre 1961>. 

5. 	L'enseignement de la mécanique, par P. GERMAIN, J. KAMPE DE FERIET et 
R. 	 MAZET (novembre 1961 ). 

6. 	Le Cours de I'A.P.M. - 1. Groupes, anneaux, corps, par André et Germaine REVUZ 
(novembre 1962). 

7. 	Lecture commentée d'une méta-démonstration de Gëdel, par J. BALIBAR (mai 1962). 
8. 	Le Cours de I'A.P.M.- Il. Espaces vectoriels, par André et Germaine REVUZ (1963). 
9. 	Projet de programmes pour les classes du deuxième cycle du Second Degré (décem­

bre 1965). 
1O. le Cours de I'A.P.M. - Ill. Eléments de topologie, por André et Germaine REVUZ 

(1966). 

En préparation : 
~ 

Brochures pour la réalisation pratique de méthodes nouvelles dans l'enseignement des 
mathématiques. 

Ce troisième et dernier tome du «Cours de l'A.P.M. » a été élaboré 
dans les mêmes conditions que les précédents. Il correspond aux Confé­
rences de l'année scolaire 1962-1963; sa publication a, par rapport à celle 
des premiers tomes, un retard d'un an, dû, en partie et en ce qui concerne 
les auteurs, au démarrage de l'émission télémsée des «Chantiers Mathé­
matiques» où l'A.P.M.E.P. poursuit, sous une autre forme et dans le 
cadre de la Radiotélévision Scolaire, le travail du «Cours de l'A.P.M. ». 

Les deux premiers tomes étaient consacrés à l'Algèbre. Celui-ci traite 
d'un autre sujet, mais est conçu dans le même esprit : son but est de 
présenter aux professeurs certaines idées fondamentale$ que l'enseigne­
ment, même élémentaire, ne peut ignorer, soit qu'il en subisse directe­
ment l'influence, soit qu'il prépare leur introduction. 

De très nombreuses questions pouvaient être présentées sous le titre : 
« Eléments de Topologie ». Le choix qui a été fait a été inspiré par les 
considérations suwantes : 

1o Les notions de continuité et de limite sont à la base de l'Analyse, 
discipline à laquelle l'enseignement du Second Degré a fait jusqu'à pré­
sent une place relativement modeste qu'il sera certainement amené à 
élargir au cours des prochaines années. C'est pourquoi il a paru utile de 
procéder à une discussion de ces notions et de les placer dans la structure 
la plus dépouillée où elles aient un sens, celle d'espace topologique, où, 
débarrassées de tout accessoire superflu, elles apparaissent dans leur 
pureté. 

On pourrait m'objecter que c'est là un degré de généralité excessif 
pour l'enseignement du Second Degré, étant donné que jusqu'au niveau 
de la licence inclus, on ne rencontre pratiquement que des espaces métri­
ques et qu'il eùt été par suite raisonnable de s'en tenir à ces derniers. 
Mais, comme il est indispensable, si on veut y voir clair, de distinguer 
dans un espace métrique les propriétés de la structure topologique (qui 
peut être dérivée d'autres distances que celle qui est donnée) des pro­
priétés strictement rattachées à la distance donnée, il y a un incontestable 
gain de clarté à étudier en soi les structures topologiques générales et à 
dégager les propriétés particulières des topologies métrisables et des 
espaces métrzques. 

Il n'est pas douteux que l'enseignement doive commencer par l'étude 
des espaces métriques, et sans doute s'y tenir assez longtemps, mais il 
ne l'est pas plus qu'un professeur doive savoir aller nettement au-delà. 
A ce propos, il est clair que, tandis que les idées algébriques pénètrent 
l'enseignement du Second Degré, les idées topologiques ne l'ont pratique­
ment pas encore atteint. Le «Cours de l'A.P.M. » ne visant pas à appor­
ter des améliorations de détail, mais à contribuer à la diffusion de la 
culture mathématique, était donc amené, dans les limites étroites de ce 
volume, à faire à la topologie générale une place assez grande pour que 
le lecteur attentif puisse se pénétrer de l'esprit de la topologie et en per­
cevoir la merveilleuse et redoutable souplesse. En contrepartie, une struc­
ture cependant très importante en Analyse, celle des espaces à écarts, 
n'a été abordée, à l'exception du chapitre X, que dans des exercices. 
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2o Pour mettre de 
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un même ensemble. 
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où elles interviennent presque tou-

les branches des que l'on rencontre, ce sont des 
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« ~. La définition de ayant été donnée, 
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menses progrès sont à portée de la main, et il suffit de le vouloir pour les 
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culture de ses 
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au-delà tous les programmes, la de 

m~'lrtzer;nanq•ue sera toujours, d'abord, celle de 
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CONTINUITÉ 

STRUCTURES TOPOLOGIQUES 


§ 1. DISCUSSION DE LA NOTION DE CONTINUITE 

Si l'on voulait définir d'un 1not la topologie, on pourrait dire que 
c'est la branche des Mathématiques qui traite de la continuité. 

Les mots << continu » et « continuité » sont utilisés dans le langage 
courant et dans le langage mathématique : c'est le sort de la presqÙe 
totalité des mots du vocabulaire mathématique ; mais alors que, très 
souvent, le terme mathématique n'a été emprunté au langage courant que 
pour sa valeur d'image, qu'il n'a d'ailleurs pas toujours gardée, et pour 
qualifier a posteriori un concept, dans le cas de la continuité la notion 
mathématique est manifestement dérivée de la notion vulgaire. 

La définition mathématique peut certes être donnée de manière 
autonome, mais comn1e il est clair que l'idée mathématique n'est pas 
étrangère à l'idée vulgaire, il y a lieu d'essayer de dégager analogies et 
différences :cela permettra peut-être d'épargner aux débutants les erreurs 
qui proviennent de ce qu'ils ont inconsciemment laissé adhérer au n1ot 
continuité des lambeaux d'une confuse intuition originelle, dont l'expli­
citation complète n'est certainement pas facile. La mathématique en a 
écarté les pièges et en a extrait une notion plus pauvre, mais plus sûre, 
dont il faut savoir dans quelle mesure elle rend compte de la continuité 
« concrète ». 

Dans le langage courant, on peut distinguer un usage statique du 
mot : « une haie continue », une << file continue de voitures », où il évo­
que, à l'échelle du phénomène décrit, l'absence de lacunes, le fait d'être 
d'un seul tenant, et un usage dynamique : « une évolution continue », 
où il évoque l'absence de sauts, de modifications instantanées. 

Nous retrouverons la première idée dans ce cours dans la notion 
d'espace topologique connexe et nous pouvons noter, à ce propos, l'usage 
mathématique du substantif « un continu » pour désigner un espace 
topologique connexe et compact, dont le segment [ 0, 1] de la droite 
réelle est un des exemples les plus simples. 

Quant à la seconde idée, qui n'est évidemment pas sans lien avec la 
première, sa traduction mathématique est la notion de fonction continue 
que nous allons étudier maintenant. 



On ne discuter sous cette forme ces énoncés 
de les préciser et l'analyse montre alors que 

n'a d'autre fondement que la confusion de co:nc~~o1:s 
à distinguer. 
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fonction 
se 

les fonctions continues 
seule des deux suffit à 

n faut d'abord savoir de quels ensembles x et 
énoncé que ces ensembles ont 

et le deuxième sont munis d'une 

sont éléments. 
totalement ordon­

montre 
immédiatement se réfèrent à des structures être défi­

ceux 

l'une de l'autre, et même l'une 
de ceux auraient à 

J'autre. 

nombres 
sur lesquels 

points 

il 

il est que 

ou de 
oréc]lsé.mt~nt un ordre et une distance 

sont à une distance inférieure à r de X 0 sont 
X 0 - r et X 0 + r). même dans ce cas. 
entraîne l'énoncé b) comme le les 

deux exercices suivants. 

Exercice 1. - On considère la fonction cp définie sur [0, 10[ de la façon 

suivante : x éta·nt donné par son développement décimal illimité 
n=o 

si l'ensemble des décimoles de rang impair de x n'est pas périodique on pose 
= 0 : si cet ensemble est périodique à partir du rang 2n- 1, on pose 

cp(x) = Montrer que, quels que soient et x2, cettex1 

p=o 
fonction prend, dans l'intervaHe ]x1, x2 [, toutes les voleurs comprises entre 
cp(x1 ) et cp(x2 ) et que, pourtant, cette fonction n'est continue en aucun point 
de [0, 10[. 

Exercice 2. - Montrer que si f est une application dérivable du segment 
[a, b] da•ns R, sa dérivée ne passe pas d 1 une voleur à une autre sa1ns passer 
par toutes les va•leurs intermédiaires. Donner un exemple de fonction dérivée 
non....continue. 

Des fonctions donc satisfaire à sans ...,.,.,,.,,.rr_. ... 
au de continues. 

a) fournirait des fonctions vérifiant b) si l'on se restrei­
aux fonctions monotones par tranches. On 

assorti de ces restrictions (fonctions définies sur un "'"'!..................u .. 

dans monotones par tranches) : on aboutirait 
satisfaisante du de vue logique et rendant de la notion 
intuitive de mais on se confinerait dans une situation 

et même très dans la du xxe 
La féconde est au contraire celle formulation cor­
recte de l'énoncé b). 
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Dans cet le mot « » est utilisé dans un sens a..u•.::>v .. u, 

est admissible dans la par référence à une 
mais ne l'est pas en où seules des expres~nous 

telles que « être proche de a b « être assez 
pour ... » peuvent être Et 
«y fonction continue de x» par : <<Y 
nr.nr.f.I..P. que l'on veut de à condition que x soit assez 

sous une forme se traduit par la aennLiuon \:-.ié:ll;:).::>JL'4 

remonte à Cauchy : 
f de ] a, b f dans R est continue au 

strictement positif s, il est possible un 
ment 'll tel que pour jx- X0 j < 1J on ait if(x) - f(xo) 1 < s 
ou, en 'V'ILdl.lLl.U. 

V sER+- 1 0 l 3 'llER+- l 0 1 VxE ]X0 - 1), Xo + 'll[ lf(x)- f(xo)l < s 
ou 
VsER+ -l 0 l 3 -l 0 l 

Cet énoncé a l'avantage de s'étendre immédiate1nent au cas 
cations d'un espace métrique dans un autre (remplacer la valeur anso.tue 
de la différence par la distance de deux éléments), et de v...,........,..... ._ ..... 

généralisations ultérieures que nous allons ce 

de que l'énoncé naïf « si x est de 
,..,.,...,r,.,.h.a de y » fait les variables dans l'ordre : élément 

dépa;t, élément de l'espace tandis que l'énoncé 
"'~'~ 1""'" les fait intervenir dans l'ordre inverse. d'erreurs 

de viennent de ce n'ont pas conscience de cette 
indispensable interversion, que nous retrouverons dans la où nous 
verrons que la continuité d'une ~pplication d~ l'espace "''.JIJ'UJ.'-~'"'··'-~ 
dans l'espace topologique F s'exprime commodement en fmsant .,..,.·t..:n•-.r.c•­

-1 
nir f de :P (F) dans :P (E) (cf. A .P .M. I. 
p. 

Entre les énoncés naïfs a) et b), c'est donc b) que le mathématicien 
a pris comme de départ. L'énoncé a) est-il complètement sacrifié ? 
On sait continue - au sens de Cauchy, le seul nous 
utiliserons maintenant -, définie sur un intervalle de ~ et . valeur~ 
dans possède la propriété a). Mais il faut noter que ceci sermt faux SI 

on remplaçait R par Q. 

Exemple: aDlPW~atwn f de Q dans Q définie par : 

f(x) = 0 si x2 < 2 

f(x) = 1 si x2 > 2 


est continue en tout de Q et ne vérifie évidemment pas a). 


b) alors non seulement comme une 
mais aussi comme une propriété de l'espace 

~~.a.~r_.,,""'''"'","' l'énoncé b) dans le théorème général : l'image une 
aT-'PllC(Ulon continue d'un espa~e t?~olo_gique con_nexe e~t conne;re. 

dans b) deux continuites Intervenaient simultanement : la 
« ' » de l'espace de devait être d'un seul 

et la de devait . 
variaticms brutales. Il est à noter courante refuserait 

de continuité des définies sur Z, mais n'hésite­
...,.,..., ... ~"' ..."'"' pas à le pour Q, bien que Q ne soit pas connexe. 
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Le mathématicien a choisi sa définition en raison de sa et 
de sa fécon~lité. J;e .~hoi?'-. fait, i~ ~n déduit implacablement les consé­
quei~ces, meme SI lintuition onginelle doit en souffrir : une fonction 
continue sur Q peut !le pa~ satisfaire .a) ; toute fonction de z (dans R, 
par exemple) est continue SI Z est munie de la distance d(x, y)= jx- YI· 

§ 2. CONTINUITE DANS LES ESPACES METRIQUES 

l. Distance et écart. 

Of! r~ppelle qu'.un .espace métrique est un ensemble pour lequel 
o~ a defini 1:1ne ~pphcation d, de E 2 dans R+, appelée distance, qui satis­
fait aux trOis axiomes : 

V (x, y) E E2 d(x, y)= 0 Ç::? x= y 

V (x, y) E E 2 d(x, y) = d(y, x) 

v (x, y, z) e E3 d(x, z) :::;; d(x, y) + d(y, z). ' ' 


. On peut de façon analogue définir un écart qui est aussi une appli­
ca!wn, e, de E2 dans R+ qui satisfait au deuxième et au troisième des 
axiomes précédents, mais où le premier est remplacé par : 

x= y ~ e(x, y) = O. 
Exemple d'écart: E est le plan R2 rapporté à deux axes Ox et Oy. On 

pose: 
e(M1, M2 ) = lx1 - x 21. 

Deux points d'une même parallèle à Oy ont un écart nul sans être confondus. 

Exercice 3. - Soit E un ensemble sur lequel on a défi.ni un écart e. 
1o Montrer que la relation Cf( définie par : 

xCf(y ~ e(x, y) = 0 
est une relation d'équivalence. 

2o Sur l'espace quotient E/Cf?. on peut définir une dista1nce en prenant 
comme distance de deux classes l'écart d'un élément de l'une et d'un élé­
ment de l'outre. 

Exercice 4. - Montrer que, si une opplica·tion d de E2 dans R+ satisfaa 
au premier et au troisième axiome, on peut définir sur E une distance a en 
posant: 

ô(x, y) = sup [d(x, y), d(y, x)]. 

Soient donc deux espaces E et F sur lesquels sont définies deux dis­
tan.ces d et ô respectivement (ou deux écarts). Nous dirons qu'une appli­
cation f de E dans F est continue en X0 , si : 
vs eR+- 1 0 l 3 7} eR+- 1 0 1 d(x, Xo) < 7} ~ a[f(x), f(xo)] <s. 

Remarquons que si on a un troisième espace métrique G, de dis­
tanc~ ô' (ou un esl?ace av~c, écart ô'), et !!ne application g de F dans G, 
continue en f(X0 ), Il est aise de montrer a partir des définitions que gof 
est une application de E dans G continue en X0 • 

2~ Forme diverses de la définition de la continuité en un point dans les 
espaces métriques. Boules. Voisinages. 

Nous introduisons la terminologie géométrique suivante : 
On appelle boule ouverte de centre X0 et de rayon r (réel strictement 

positif), et nous notons B (x0 , r), l'ensemble des éléments de l'espace 
métrique dont la distance à X0 est strictement inférieure à r. 
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J::ü·emtvl~~s : Dans le 
les contours reJor«:~sent(~s ci-d1essou:s. 


et, dans tous 

un écart et non 


e(M1, M2) = lx1 - x21 

~ 

1~ 

~ 
:!llo 

x1 
De même, on appelle : 

boule fermée, de centre X0 et de rayon r, l'ensemble des éléments de 
l'espace métrique dont la distance à X0 est inférieure ou égale à r, 

sphère, de centre X
0 

et de rayon r, l'ensemble des éléments dont la 
distance à X0 est égale à r. 

Dorénavant nous emploierons le mot boule, sans épithète, pour dési­
gner la boule ouverte. 
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En utilisant ce nouveau vocable, la définition des conti­
nues en X 0 devient : 

Pour toute boule B' de centre f(x0 ), il existe une boule B de centre X tel 

que f(B) c B'. 	 0 

-1 

Mais cette inclusion implique f (B') :::> o f(B) :::> B. 


-1 -1 

Récip:oquement, B cf (B') implique f(B) c fof (B') c B', 

ce qui permet d'énoncer une nouvelle propriété caractéristique des 

cations continues dans les espaces métriques : 

Une application est continue en X 0 si, et seulement si l'image récipro­
que de toute boule de centre f(x0 ) contient une boule de centre x • 

0 

VoisiNAGE. Dans un espace métrique (ou muni d'un écart), on appelle 
voisinage de X 0 tout ensemble qui contient une boule de centre x . 
La propriété caractéristique précédente peut alors s'énoncer : une appli­
catwn est continue si, et seulement si l'image réciproque de toute boule 
de centre f(x0 ) est un voisinage de X 

0 
• 

Soit alors, dans un voisinage V' de f(x0 ). II contient une boule B' ; 

son !mage réciproque con~ient l'ima.ge :éciproque f (B') qui elle-même 
contient une boule. Donc, SI une apphcabon de E dans F est continue au 
point X 0 , l'image réciproque de tout voisinage de f(x ) est un voisinage

0 

~e Xo. Et récipr?qu~ment, si ce!te propriété est v_érifiée par une applica­
tion, cette apphcahon est continue, une boule etant un voisinage par­
ticulier. 

Un~ application f est continue au point X 0 si, et seulement si l'image
réczproque de tout voisinage de f(x0 ) est un voisinage de X • 

0 

En utilisant cette propriété caractéristique des applications conti­
nues, on retrouve le fait que la composée de deux applications continues 
est une application continue, puisque c'est une application où l'image 
réciproque d'un voisinage de gof (X0 ) est un voisinage de X • 

0 

3. Applications continues. Ouverts. 

Occupons-nous maintenant d'une application continue en tous les 
points d'un ensemble. Une telle applicatiOn sera dite <<continue » (sans 
compléments). Ce sont, en fait, les applications continues qui intéressent 
la topologie. Soit donc une application continue d'un ensemble E dans 
un ensemble F. La dernière énoncée des propriétés caractéristiques des 
applications continues en un point, appliquée à tous les points de l'en­
semble F, amène à considérer des sous-ensembles de F qui seraient voi­
sinage de tous leurs points. 

ENSEMBLES OUVERTS : on appelle ensemble ouvert un ensemble 
est voisinage de tous ses points, ou encore un ensemble dont tous 
points sont centre d'une boule qui y est incluse. 

Remarquons d'abord qu'il existe bien de tels ensembles, car une 
boule ouverte est un ensemble ouvert. En effet, soit : 

y e B (Xo, r). 

Par définition de la boule ouverte : 
d(x0 , y)= r- t' avec t'> O. 

La boule B(y, p) est incluse dans la boule B(x r), comme le montre l'iné­
galité triangulaire : 	 0 

, 

zEB(y,p) ~ d(y,z) < p ~ d(x0 ,Z) < r-p+() ~ zEB(x ,r).
0 

Soit alors f, ~~'-'~'-'u".•~·~·-~~nA,"~Alrl~ de E dans F continue sur tout E. Soit 0 un 
-1 -1 

ouvert de F et soit f (0) son image Tout X 0 E f (0) a 
-1 

son dans 0 et 0 est un voisinage de cette image. f (0) est donc 
-1 

voisinage de X 0 et par conséquent f (0) est ouvert. L'image 
d'un ouvert :par une application continue est un ouvert. . 

Soit, réciproquement, une application de E dans F telle que l'nnage 
réciproque de tout ouvert de F soit un ouvert. 

Soit x e E, f(x0 ) e F son image et B' une boule de centre f(x0 ). 

Cette boul~ est un ouvert ; par hypothèse, son image réciproque est un 
ouvert qui contient X 0 , donc un voisinage de X 0 • L'application f est donc 
continue en X 0 , point quelconque de E. 

Une application de E dans F est continue sur tout E si, et seulement 
réciproque de tout ouvert de F est un ouvert. 

Exercice S. -Montrer l'équivalence de la définition donnée des ouverts 
ovec la définition suivante : « Un ouvert est une réunion de boules. » 

A titre d'exemple, les ouverts de la droite réelle seront étudiés dans 
l'exercice suivant. 

Exercice 6. - Montre,r que l'ouvert le plus généml de la droite réelle est 
une réunion dénombrable (ou finie) d'intervaHes deux à deux disjoints. 

(Etant donné Un ouvert 0 de la droite réelle et Un poi;nt X 0 e Û on étudiera 
les intersections du complémentaire de 0 avec lo demi-droite [x0 + oo [ et 
avec la demi-droite ]- oo, x

0 
]}. 

Dans le plan, les régions limitées par un contour fermé .Cee ~ontour 
étant exclu) sont des ouverts pour l'une quelconque des trOis distances 
envisagées plus haut. Remarquons d'ailleurs que tout ouvert pour,une 
des trois distances est un ouvert pour les deux autres : une boule dune 

des trois espèces inclûant une boule de mên1e centre de cha­
cune des deux autres. 

4. Propriétés des ouverts d'un ,espace m4~tr1q11e. 

Théorème 1. Toute réunion d'ouverts est un ouvert. 
En effet si un point appartient à la réunion, c'est qu'il 

à un des ouv'erts ; cet ouvert en est un voisinage et la réunion inclut 
ce voisinage est aussi un voisinage. La réunion est donc voisinage de tous 
ses 

Théorème II. Toute intersection finie d'ouverts est un ouvert. 
11 

SOlen. t 0 1, 0 2' ••• , 0 n des OUVerts et 0 = 	 n 0 i leur intersection. 
i=1 

Si cette intersection n'est pas vide, on peut dire : 
xEO ~ Vi xEOï. 


Chacun des Oi contient une boule de centre x, soit Blx, ?i). Posons alors : 

p = inf 1 Pi! . 


La boule B(x, p) est incluse dans tous. les Oi, ~on.c dans leur intersection 

et 0 est un voisinage de x ; donc, pu1sque x etait quelconque, 0 est un 
ouvert. 

Remarque. - !nsis~ons sur l'hypothèse «finie» qt;~i ,es,t intervenue 
dans la démonstration cl-dessus quand nous avons considere ? : en effet, 

http:l'ima.ge
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l'inf d'un ensemble infini de nombres 
leurs facile de voir que cette hypothèse est 
comme le montre le contre-exemple suivant : intervalles 

] x _ _!_, x+_!_[
o n o n 

sont des ouverts de la droite réelle, en nombre infini n décrit N. 
Leur intersection est réduite à X 0 qui ne peut contenir aucune boule de 
centre X 0 et n'est donc pas un ouvert. 

La démonstration précédente a laissé de côté le cas où l'intersection 
de la famille finie d'ouverts considérée était vide. Ce cas ne constitue 
une exception en vertu de la propriété suivante : 

Le vide est un ouvert. Ceci est la conséquence d'un 
de logique veut que, si on considère une famille 0 
définis par une condition du type : << Si x appartient à 0, x jouit 
propriété P », une telle famille comprenne le vide. En effet, le ne 
comportant pas d'éléments x, satisfait automatiquement à la condi­
tion (*). 

Enfin, signalons que l'ensemble E est un ouvert pour toute 
définie sur lui, car toute boule de centre xE E est incluse dans E. 

Nous avons vu plus haut que, sur un ensemble, il était 
définir des distances différentes pour lesquelles les ouverts 
mêmes. On voit donc que, pour les espaces métriques, la notion 
nuité ne fait pas ap_{>el à la totalité de la structure d'espace ~-.-..:•r"''fif" 
Même en se limitant a ces espaces, si c'est à la seule continuité des 
cations que l'on s'intéresse, il y a donc avantage à n'utiliser que 
s'y rapporte, c'est-à-dire la famille des ouverts de chaque espace. 

Mais, 	d'autre part, on a là une possibilité de définir la 
des classes d'espaces plus généraux que les espaces 

les divers essais tentés, c'est celui de Hausdorff a été 
711 '"1-~·•n-••"" 

heureux. 

§ 3. STRUCTURES TOPOLOGIQUES 

1. Définition. 

Un des points de départ possible est le suivant : on définit sur un 
ensemble E une famille 0 de parties qui satisfait aux axiomes suivants 

ne sont autres que l'énoncé de propriétés de la famille des ouverts 
espace métrique) : 

(01) : Toute réunion d'ensembles appartenant à 0 appartient à 
(02 ) : Toute intersection finie d'ensembles appartenant à 0 appar­

tient à o. 
Nous ajoutons (bien qu'il soit possible de déduire cet axion1e 

précédents) : 
(03) : ~ et E appartiennent à O. 

(*) Ceci peut être explicité de la manière suivante : les ensembles 0 E étant 
définis par : 

v x e 0 x possède la propriété p' 
ce qui caractérise un ensemble 0' qui n'est pas un ensemble 0, donc qui appartient 
au complémentaire de 0 dans 9>(E), c'est : 

3 x e o~ x possède la propriété non p. 
Le vide ne peut donc pas être un ensemble 0' ; c'est donc un ensemble O. 

-19 


telle famille étant définie sur 
structure ... v IIJ'V.UJ~""'4 

E est un espace 
la 

étant définie par la donnée de l'ensemble 0 des 

oe 1> 
ensemble deux choix de o 
se réduit à~ et à E. La WJJUlU~Jte 
Aucune distance ne ,.n-..... .-.., .... ""'.., .... 1 

ensemble muni d'une telle aHnance, 
et de est réduite 

ensemJ:>le est un ouvert et 
tout est un ouvert. 



CHAPITRE 

NOTIONS TOPOLOGIQUES 

FONDAME TALES 


DIVERSES MANIÈRES 
DÉFINIR UNE TOPOLOGIE 

§ 1. VOISINAGES. FILTRES 

l. Voisinages. 

Une partie V d'un espace topologique est dite voisinage de x si V 
contient un ouvert auquel x appartient. 

Observons d'abord que si la topologie de E est déduite d'une dis­
tance, les voisinages que nous venons de définir sont les mêmes que ceux 
définis au chapitre précédent. En effet, un voisinage de x au sens topo­
logique du mot contient un ouvert gui contient x, mais, la topologie déri­
vant de la distance, cet ouvert contient une boule de centre x et le voisi­
nage V contenant aussi cette boule est un voisinage au sens métrique ; 
réciproquement, un voisinage au sens métrique contenant une boule de 
centre x, qui est un ouvert particulier, est bien un voisinage au sens 
topologique. 

D'autre part, les voisinages étant d~finis comme ci-dessus, les ouverts 
jouissent de la propriété fondamentale qui leur a servi de définition dans 
les espaces métriques : ils sont voisinages de tous leurs points ; en effet, 
pour tout x appartenant à un ouvert, on peut dire que cet ouvert contient 
un ouvert (lui-même) qui contient le point. Réciproquement, si un ensem­
ble A est voisinage de tous ses points, pour tout x lui appartenant, il 
contient un ouvert Ûœ qui contient x. Mais alors il contient la réunion de 
tous ces ouverts qui est un ouvert ; comme cette réunion, qui contient 
tout xE A, contient A, il en résulte qu'elle est identique à A, et A est 
ouvert. 

Le fait pour un sous-ensemble d'un espace topologique E d'être voi­
sinage de tous ses points caractérise donc les ouverts, que la topologie 
dérive ou non d'une distance. 

Ce qui est intéressant à considérer, c'est, non pas un voisinage, mais 
l'ensemble : 

C2J (x) c 9' (E) 
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Les trois 
'-'.U0\..-.H.UJH_, des 

de 

E un ensemble ; 
aux axiomes suivants 
FE G::::>F 
F F' 
0 

cun E 

:::::::? G g: 
g: :::::::? F n F' E 

CJ#­

: a) A étant une 
contiennent A est un 
infini, l'ensemble des comJ)lém€mtaiJres 

l'ensemble 

C);J 

est donc un filtre 
UtTlL<l"«U'-1'-'<l de X. 

nous le nommerons 

une intersection finie d'ensembles 
Une intersection finie d'ensembles 

tout x, donc est un 

Nous mieux à sa négation : 

non ouvert 


Le vide ne peut remplir cette cm1d1t10n. 
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Reste à vérifier que pour cette topologie élén1ent a 

W · 
et cv 

x 
filtre de voisinage CJY (x). Soit V E CJY (x) ; en vertu de (V4), V 
ensemble W qui est un ensemble 0 et, en vertu de (V3), x E 
V contient un ouvert contenant x; c'est un voisinage de x 
bien le filtre des voisinages de x (*). 

On peut donc définir une topologie en se donnant convenablement 
les voisinages de chaque point ; les énoncés (V1), (V2), (Va), (V4) sont 
alors appelés les axiomes des voisinages. 

4. Bases de filtres et bases de voisinages. 

L'ensemble des voisinages d'un point, ou, plus l'en­
semble des éléments d'un filtre, est un ensemble inutilement lourd à 

puisque la connaissance d'un élément suffit à entraîner la 
conn.ai:ss::tŒ~e de tous ceux qui le contiennent. Ceci amène à poser la défi­
nition suivante : étant donné un filtre g: sur un ensemble E, on "-IIJ'IJ'-'-'-.1'-' 

base de ce filtre un sous-ensemble 93 de g: tel que : 
FE g: Ç::? 3 Be 03 B cF. 

AXIOMES DES BASES DE FILTRE. 

que si B1 et B2 sont deux éléments d'une leur 
intersection est un élément du filtre (en vertu de V2), donc un 
élément de la base. D'où : 

CB1) e 93 B2 e 03 ::::::::> 3 B' e 93 B' c n 
Il est clair aussi que : 

CB2) 0 93 93#- ~. 
Réciproquement, on vérifiera sans peine que si un ensen1ble de 

B satisfait à (B1) et (B2), l'ensemble 'J. de F défini par : 
FEe:;: Ç::? (3BE93 Be 

satisfait bien aux axiomes (F1) (F2) (Fa). 93 est alors base de g: • 
(B1 ) et (B2 ) sont appelés axiomes des bases de filtre. 

BASES ÉQUIVALENTES. 

Un filtre possède différentes bases. Par exemple, dans un 
métrique, l'ensemble des boules de centre x constitue une base du 
des voisinages de x ; mails I'ensen1ble des boules de centre x et de 
rayon sn (sn désignant le terme général d'une suite convergeant vers zéro) 
constitue aussi une base de CJY (x). Ces bases peuvent même être deux à 
deux disjointes. C'est le cas des précédentes si elles correspondent à deux 
suites sn disjointes. C'est aussi le cas de celles qu'on obtient en 
les boules relatives à deux distances différentes définissant les mêmes 

(*) On peut remplacer l'axiome (V4 ) par le suivant : 
(V',t) vve Cj)(x) 3WE C);J(x) WcV VYEW ve C);J(y), 

qui signifie que tout voisinage V de x contient un voisinage W de x de tous les points 
duquel V est voisinage, axiome qui est un peu moins fort que (V4 ) puisque 
W E C);J(y) ~ V E C)Y(y). Avec ce nouvel axiome, 1a fin de la démonstration pré­
cédente est changée. Soit encore xe E et v e C)Y(x). On pose A= ! y ; v e Cf;J(y) 1 • 
On a xE Wc Ac V en vertu d'une part de (V'_.), d'autre part de ce que y E A 
implique y E V. L'ensemble A est ouvert car si y E A, V'4 implique qu'il existe 
W' E qy(y) avec W'cV et z E W' ~ V E C);(z), c'est-à-dire z E A. On a donc 
W' c A qui, joint à W' E C)Y(y), implique A E qy (y) ; c'est-à-dire que A est bien 
voisinage de tous ses points et V qui inclut A qui contient x est bien un voisinage
de x. 
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donc la même topologie les diverses boules du 
"'"'"""' .,, .... ,.... .o.ao page 15). 

Deux bases sont dites eaull'JalentetJ si le même 

herc:iee 7. - Montrer que deux bases et Cfi32 sont équivalentes si, et 
seulement si, lo double condition suivante est sotisfa,ite : 

V81 E 0c31 3 82 E CX32 8 1 :J 82 
V 82 E 3 81 82 :J 81 . 

Autres exemples de bases de filtre. 
Sur N, les sections finissantes : 

s(n) = 1m ; m EN, m > n l 
satisfont à (B1) et (B2) ; elles forment une base d'un filtre appelé filtre de 
Fréchet et qui est le filtre des complémentaires des parties finies de N. 

Plus généralement, siE est un ensemble ordonné, tel que tout couple 
d'éléments possède un sup (E est un demi-treillis), la famille des sections 
finissantes (cf. A.P.M. 1 ; IV, 2, 1) est une base de filtre. 

Exercice 8. - A quelle condition doit sotisfa'ire un ordre sur un ensemble 
pour que lo famille des sections finissantes non vides soit une base de filtre ? 

Remarques sur la notion de filtre. 
Sauf dans le cas du filtre des sur-ensembles d'une partie A de un 

filtre sur E n'a pas de plus petit élément, ou, ce qui est équivalent, n'a 
pas de base réduite à un seul et, par suite, pas de base finie. Ce 
cas particulier il faut donc toujours se donner un.e infi~ité d'élé­
ments pour définir une base de filtre (ou un filtre). Et, bien qu en vertu 
des axiomes (F1) ou (B1) il soit inutile de se donner un élément d'un filtre 
(ou d'une base), si l'on s'est donné un élément plus petit que il 
est in1possible de choisir une base qui ne contienne pas d'éléments inu­
tiles ; en d'autres tern1es, il n'existe pas (le cas du filtre des sur-ensem­
bles écartés) de base minimale pour un filtre. 

Une des intuitions qu'éveille le terme de filtre consiste à se 
senter élément du filtre comme un trou à travers lequel on 
passer ce que l'on veut analyser : on garde ce qui passe à travers le trou 
et on rejette le reste. 

Par exemple, dire qu'une suite zn de nombres complexes 
vers le nombre complexe a, c'est dire que tout élément du filtre des 
sinages de a [ou, tout élément d'une base de voisinages, par les 

boules - ou disques - de centre a et de rayon ! (p EN)] contient tous 
p 

les z à l'exception d'au plus un nombre fini d'entre eux. Autrement 
n' • h tla suite Zn converge vers a si, et seulement si, ce que c aque rou 

du filtre est un ensemble de zn indexés par une partie de N. 

§ 2. ENSEMBLES FERMES 

On appelle ensemble fermé sur un espace topologique E un ensem­
ble est le complémentaire d'un ouvert. 

F fermé <==? (E F ouvert. 

Il importe de ne pas confondre cette notion avec celle d'ensemble non. 
ouvert. : 

Une partie d'un espace topologique peut n'être ni ouverte, ni fermée. 
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1 
nJ;eiJrLpte : L'ensemble A des - de R. Il n'est pas ouvert : aucun 

n 
de ses n'étant centre d'une boule incluse dans A. Son complémentaire 
A' pas ouvert non plus, le point 0 n'étant pas centre d'une boule incluse 
dans A'. 

Une d'un espace topologique être ouverte et fermée. 
C'est le cas de jl5 et de E, mais il y en a d'autres. 

Exemple : L'ensemble E est la réunion de deux boules, du plan, de rayon 1 
dont les centres sont à la distance 3 ; si on prend comme distance de deux 
points de E leur distance dans le plan, chaque boule est ouverte dans E et 
donc aussi complémentaire d'un ouvert. 

Les axiomes des fermés résultent immédiatement de ceux des 
ouverts (si on se rappelle que le d'une réunion est l'in­
tersection des complémentaires et le d'une intersection 
la réunion des complémentaires) : 
F 1) Toute intersection de fermés est un fermé. 

F 2 ) Toute réunion finie de fermés est un fermé. 

F 3 ) E et jl5 sont des fermés. 


de fermés étant évidemment LUT"'"'''-' 


la donnée du d'ouverts correspondant, la donnée 

d'un espace E constitue une troisième façon de une 

surE. 


§3. INTERIEUR. FERMETURE. ADHERENCE 

l. Fermeture et intérieur. 

ni ouverte 
ni fermée. Mais il est possible de lui associer un fermé 
la contenant et un ouvert qu'elle contient. 

En toute famille de fermés 
la famille des fermés contenant A a 
nant est le petit fermé ""'""u~·-AA~~AA~ 

de et on le note 
même la réunion de la famille des ouverts contenus dans A est 

un ouvert contenu dans A, et c'est le On intéi·ieur 

de et on le note A. 
{ernarauotns que les règles suivantes résultent des définitions : 

Une A d'un espace topologique 

aussi que l'on donner de l'intérieur une définition 

A est l'ensemble des éléments de dont A est voisi­
nage, 

A=!x; AECJJ !. 

à ouvert contenu dans 
est de x, 

; mais alors est contenu 

~ ....... ,..,..,........ 0 ....... 

ré,cn>rc•aTiernent, si 
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(muni de la ...v ..,v...ur:;.•"-' déduite de la distance 
par un contour fermé et les 

intérieurs au contour et une du contour admet 	 le même 
ensemble avec ses frontières complétées et pour 	 (au sens 

du mot), du contour. 

• PRj

A ~-·AA 

2o Q c R n'est pas ouvert et son complémentaire I ne l'est pas non plus 
puisque dans toute boule de centre un réel, H y a des irrationnels et des 
rationnels. Tous les ouverts de R étant des réunions d'intervalles aucun, sauf 
le vide, ne peut-être inclus ni dans Q, ni dans I. Donc : 

Q=f6 
0 

L'application des règles ( A (A, (A = (A donne alors : 

Q=R I=R 

2. Point adhérent à un ensemble. 

Soit E un espace topologique et A c E. Un point a sera dit adhérent 
à A si: 

V V E CJ9 (a) V n A =F 125 . 

. . n suffit d'ailleurs que cette propriété soit vérifiée pour une base des 
vOisinages. 

Exemples : 1o Dans le plan a est adhérent à A si pour tout s il y a des 
points de A dans la boule de centre a, de rayon s. 

2° Sur R, zéro est adhérent à l'ensemble 


\ 1 . l

("J;'nEN~. 

Nous pouvons reprendre à ce propos l'image intuitive du filtre : dire 
a est adhérent à A, c'est dire qu'une partie non vide de A à 

1~ ... "'" ""'''"' chaque «trou du filtre» des voisinages de A. Il faut 
bien comprendre, dans ce cas comme chaque fois qu'on utilise un 
qu'il s'agit, en quelque sorte, d'essayer « un par un » les trous du 
et non d'exiger que ce que l'on filtre passe à travers tous les trous à la 
fois. C'est ainsi que dans le plan, on a pour tout point x : 

n! v ; v e C)9 (x) l = ! x l 
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à A aura:si x est adhérent à A sans 

n! V ; V E CJ9 (x) l nA = 125 

v v e cv v n A =r ~. 
d'accumulation satisfont à la définition 

en outre, dans tout de cv on 
distincts de a : 

V V E cv (a) (V - 1a 1 ) nA =F ~-

Un adhérent à un ensemble 
ensemble en est d'accumulation 

à 

3. 	Adhérence. 
On adhérence d'un ........... .._,.,L........ "', l'ensen1ble de ses adhé­

rents. Nous allons établir diverses des adhérences. 
1 o L'adhérence d'un est lui-même. En si x est 

un de l'ouvert ( de x et dont l'intersection 

avec F est vide ; donc : 
x F ::.:::=>- x non adhérent à F. 

D'autre tout d'un ensen1ble en est évidemment 
donc: 

adh F F. 
: Un ensemble coïncide avec son adhérence est 

F et soit xe ( F ; x n'est pas adhérent~UDDOS()nS que adh F = 
à F. Donc: 

3 v e CJJ (x) vnF=~. 

ce entraîne V c Par ( F contient un tous 

: c'est un ouvert et F est fermé. 

F fermé ~ adh F=F. 


3 o A c B ::.:::=>­

4o L'adhérence 


ses 

adh A c adh B 

En effet : 
A c A ::.:::=>- adh A c adh 

D'autre on montrer 
adh (adh = adh A. (2). 

tout voisina,ge de x rencontre 
adh A 

en 
V.tiJ,Jl.U.c;tl'".'-' "'""'"'T,•r:>T>T Un VVA.>:::!.LJ.J.«ft'-' 

n adh A =F 125 ; donc : 
OUVert 0 de X (V4)) ; 

on 
3 a E 0 a E adh A. 

est un de a et ce rencontre A. Tout 
rencontre donc et xE adh A; d'où adh c adh A et, 
....n.-n..n.•~t>.P étant évidente, (2) est établi. 

Mais alors adh A coïncidant avec son adhérence est un fermé. Elle 

contient donc ce de (1), démontre : 


adh A parDorénavant, nous 
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& . 9

d erc::u::eb • - Retrouver c~ résultat en cherchant les complémentaires des 
eux mem res de la formule A = l x; A E C)Y(x) l • 

donc 
est un fermé qui contient A et 

Mais, d'autre part, est un fermé 
par suite AU 

donc et enfin 

donc dans 
sa 

comme le nwn-

A:JB ::::;:. A:JB 

=A nB 
0 

~ 0 

AUB:JAU 

Exercice 10 E bi . - ta· ir ces formules: a) par dualité: b) directement. 

herc::ic:e 11. - Trou ver dans le 1 · 
ensemble tel 1 7 . p an munr de sa topologie usuelle 

. que es ensembles suivonts soient distincts : un 
0 ..':... 

Al Al Al A Al A. 

n'uN ENSEMBLE. 	 d'un espace
de A 

n (A. 
cet ense1nble est fermé. 
ensembles de la 1 t . , 

Si A est une 

des Un ensemble " es constituee contours 
la frontière de Q est R. etre contenu dans sa frontière : sur 

Exercice 12. - Etablir les équivalences: 

A fermé Ç::=:;:> frontière de A incluse dans A. 
ouvert Ç::=:;:> frontière de A disjointe de A. 

4. tOI~oi,ngliP par les IeJrmett!res. 

un ensemble E une 
U.vJLU.Ltc 

tOlJOlOilifl 

9 
 se trouve 
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satisfait auxson adhérence. Cette 

UB 

0=~ 

A:::>A 

ln1ver·se:me~nt, supposons que soit donnée a priori une 
7-> (E) dans 9 (E) qui, à toute A de E, fasse coJrreSD40n(1re 

À telle que les relations suivantes soient vérifiées : 

v BE 7-> (E) 	 ÂUB=AUB 
""' 
0=~ 

VA E 9 (E) A:JA 
""' 

VA E 7-> (E) A=A. 

Afontrons qu'il existe une topologie telle que l'application précédente 
fasse correspondre à tout ensemble son adhérence. Nous avons vu 
topologie pouvait être définie par ses fermés : prenons pour les 
ensembles tels que A= A. Nous devons montrer que : 1 o ces ensembles 
satisfont aux axiomes des fermés ; 2o l'adhérence (pour cette topologie) 

de tout A est 
1o Les axiomes (F2) et (F3) sont immédiatement vérifiés. Pour véri­
(F

1
), c'est-à-dire pour étudier l'intersection d'une famille ! ! d'en­

sembles Ai, telle que pour tout i, Ai= Ai, remarquons d'abord qu'i1 
résulte de la première des hypothèses sur l'application A ---7 Aque 

A cB ==? Ac B 
en effet considérer B comme A U (B-A)). Ceci dit : 

Vi n Ai c Ai 

entraîne : 

Vi 

D'où: 
n 

Comme d'autre 

n => n 
l'axiome est vérifié. 

2o D'autre la fermeture ensemble A est A. 
., .. ._.... J, ..... montre que A est fermé et c'est le fermé 

si B fermé contient A, B= B contient À). 

§ 4. TOPOLOGIE INDUITE SUR UNE PARTIE 
D'UN ESPACE 

Soit E un espace 
sur A la 	

et A c E. On 

de A avec les ouverts 
topologie 



donc une 

• 
donc toute 

u 
iE I 

n 

~· --;- L~ propriété pour un ensembl 
'I tpals Intpnseque : ~Ile est relative à e 
1 es Ponge (cf. exercice 13). 

Exercice 13. - E étant un es ac . . 
quelle est la condition pour q 1 P e ~opologlque et, A une 
1 1 ue es parties de A ouvertes (
a topo og.ie induite sur A soient ouverte { , f , re·.sp. pour

s resp. ermees) dans E ? 

Exercice 14. -Soit A une pa,rtie d'un es ac E . . . .~ 
~oit ;:A la topologie induite sur A. Soit B cpA .e mum d,u~~ t~~ol~ie re 
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11adherence de B pour re 0 17' , on peut defmtr 1Interieur et 
u pour LA • Demontrer que : 

. intE B c int B 
(mtE B signifiant intérieur pour la topologie ~ur E). 

Comparer de même adhE B et adhA B. 

PRINCIPES GÉNÉRAUX 

DE CHOIX D'UNE TOPOLOGIE 


§ 1. ORDRE SUR LA FAMILLE DES TOPOLOGIES D'UN ENSEMBLE 

l. Finesse des topologies. 

Une topologie sur un ensemble E est caractérisée par la famille de 
ses ouverts, qui est une partie de 9'(E) satisfaisant les axiomes (01), 

(02), (08). L'inclusion dans ~:P(E) nous permet de définir un ordre sur 
la famille des topologies que peut recevoir un ensemble E. 

Soient deux topologies définies par les familles de leurs ouverts Ot 
et respectivement. Nous les appellerons, pour abréger le langage,0 2 
topologies ( 0 1) et ( 0 2). 

Si 0 1 est inclus dans 0 2 , nous dirons que la topologie ( est moins 
fine que la topologie ( 0 2). 

Remarquons d'abord que l'ensemble des topologies possède, pour 
l'ordre ainsi défini, un plus petit élément, c'est-à-dire une topologie 
moins fine que toutes les autres ; c'est la topologie grossière, car la 
famille d'ouverts réduite à E et~ est incluse dans toute famille d'ouverts ; 
et cet ensemble possède aussi un plus grand élément, c'est-à-dire une 
topologie plus fine que toutes les autres : c'est la topologie discrète dont 
la famille d'ouverts, 1' (E), inclut toute autre famille d'ouverts. 

2. Comparaison des voisinages. 

Soit, un ensemble E, deux topologies ( 0 1 ) et ( 0 2 ) telles que ( 0 1) 

soit moins fine que ( 0 2). Si pour un même point x nous considérons les 
filtres des voisinages CV1(x) et CV2(x) relatifs à ces deux topologies, il est 
clair que tout élément de CV1(x) contenant un ouvert 0 qui appartient 
à donc à 0 2 , est aussi un élément de CJJ2(x), donc que : 

V xE E CV1(x) c CJJ2(x). 

On dit, d'une manière générale, qu'un filtre CJ2 sur E est plus fin 
qu'un filtre CJ1, si CJ1 c CJ2 (inclusion dans 1' (E)). Nons pouvons donc 
énoncer : la topologie ( 0 1) moins fine que la topologie ( 0 2) entraîne que, 
pour tout x, cy1(x) est moins fin que CV2(x). 
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Exereic:e 15. - et :12 étant deux filtres sur un ensemble E, admet­
tant respectivement pour bases et montrer que c est ' ·­
valent à : 	 eqUI 

. v 81 e 3 82 e c 81,82 
et que l'inclusion stricte est équivalente à l'ensemble de la condition précé­
dente et de la suivante : 

3 82 e v 81 e 81 q: 8 •
2 

Réciproquement, si deux topologies et sont telles que : 
_ Vx~ E cv'l(x) c CJJ2(x), 

un. ouvert pour !a topolo~I~ 'L1 devant appartenir à l}91(x) pour tous ses 
~Oints x, apparhent aussi a CV2(x) et est donc un ouvert pour Donc, 
l ensemble C\ des ouverts de est dans des 
ou':erts de 'L2 et 'L1 est moins fine que 0 2 • Pour comparer 
logzes sur un e~semble E, on pourra donc comparer leurs 
verts ou la famzlle des voisinages de tous les points de E. 

, IÇxemple : Soit un plan muni de sa topologie habituelle et de l'ordre 
defim par rapport à deux axes 	Ox et Oy par : 

Ml -< M2 Ç=::;> ~ xl ~ x2. 
. , ( Yt ~ Y2· 

Considerons en tout ~o~nt M du plan, une famille de boules forme une 
~as~ du filtre des VOismages de ce point, et prenons l'intersection de ces 

ou es ~vec le quadrant des majorants de M. Ces quarts de boules satisfont 
a~x .ax~om~s d~s ~as.es, de. filtre et définissent un nouveau filtre. Le filtre 
ams1 defim sahsfmt a l axiOme (V4 ). [Car tout point du quart de boule est 
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3. des intérieurs et des adhérences. 

Soient toujours les topologies ( 0 1) et ( 0 2) définies par leurs ensem­
bles d'ouverts, avec c 0 2 , et soit AcE. Le plus grand ouvert ·~n,..._.,,._0 1 

tenant à 01 et inclus dans A appartient à 0 2 • Il en résulte qu'il est 
dans le plus grand ouvert inclus dans A et à Par suite : 

( 0 1) moins fine que ( 0 2 ) :=::;> int (a
1
)A c int (6 ÙA. 

Soient :71 et :72 les ensembles des fermés relatifs à 
logie [ :71 (resp. :72 ) est l'ensemble des complémentaires 
de (resp. 0 2)], alors :0 1 

01 c :=::;> :11 c :72 

et un raisonnement analogue au précédent montre que le plus petit des 
éléments de :71 incluant A, inclut le plus petit des éléments de 
incluant par suite : 

( 01 ) moins fine que ( 02) :=::;> adh (61 )A :::> adh (62)A. 

Notons ce que donnent les deux cas extrêines : pour la topologie 
grossière : 

int A=~ 
adhA=E 

pour la topologie discrète : 	 int A= A 
adhA= A. 

4. Treillis des topologies. 

Nous allons maintenant montrer que, pour l'ordre que nous venons 
de définir, l'ensemble des topologies de E forme un treillis complet. Nous 
avons déjà vu que cet ensemble possédait un plus petit et un plus 
élément. D'autre part si on considère un ensemble de topologies défi­
nies par l'ensemble l oi ; i E I l (I ensemble fini ou infini d'indices) 
de leurs familles d'ouverts, cet ensemble possède une borne inférieure. 
L'ensemble des topologies admet en effet pour minorant toute 
dont la famille d'ouverts est incluse, pour tout i E I, dans la ........,.............. '""' 

donc est incluse dans leur intersection o = n Or, il se trouve 
iE I 

0 satisfait aux trois axiomes (01), (02), (03) comme il est imn1édiat 
le vérifier. 0 elle-même peut donc être une famille d'ouverts et définit 

une topologie qui sera le plus grand des minorants des topologies ( 0 i), 
c'est-à-dire la plus fine des topologies moins fines que les topologies ( 0 i). 

Nous appliquerons alors le théorème démontré dans le Cours A.P.M. 1 
2, 2) : « Quand un ensemble ordonné possède un plus grand élément 

et que chacune de ses parties possède une borne inférieure, chaque 
possède aussi une borne supérieure » ; en d'autres termes, un tel ensem­
ble est un treillis complet. 

nous avons montré que l'ensemble des topologies satisfaisait 
de ce théorème, il est établi que cet ensemble est un 

n nous reste à construire effectivement la topologie dont nous 
venons d'établir l'existence, à savoir : la moins fine des topologies 
fines que celles de l'ensemble ! ( Oi) ; i E I 1 , c'est-à-dire la moins 
de celles dont la famille d'ouverts contient toutes les familles Oi. 
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5. Générateurs d'une ; base des ouverts. 

Nous généralement, le suivant : 

Çj C rp (E) étant une de parties de trouver toutes les 

dont la famille des ouverts contient ( Ç]) et en la 

d'entre elles la connaissance suffira à les 


Si Çj vérifie les axiomes (01), (02), (03), la topologie admettant Çj 
comme famille d'ouverts est la topologie cherchée. 

S'il n'en est pas ainsi, nous devons adjoindre à Çj les éléments néces­
saires pour que l'ensemble obtenu vérifie les axiomes. Nous commençons, 
si c'est nécessaire, par lui adjoindre E et J3 pour que cet ensemble 
vérifie (03 ) et nous considérons ensuite l'ensemble Ç]1 des intersections 
finies d'éléments de Ç]. L'ensen1ble Ç]1 vérifie alors (02) et (03) [car une 
intersection finie d'éléments de Çj1 est encore une intersection finie d'élé­
ments de Çj, donc appartient à Çjt). Nous considérons ensuite l'ensemble 
ÇJ2 des réunions d'éléments de Çft. L'ensemble ÇJ2 satisfait à (03) ; il satis­
fait à (01) [car une réunion d'éléments de Ç]2 est encore une réunion 
d'éléments de Ç]h donc appartient à ÇJ2]. 

on peut montrer que Ç]2 satisfait encore à (02). Soient, en 
effet : 

ul = U 1Bi; i e 1, Bi e ÇJl 1 

U2 = U ! B1 ; j E J, B1 E ÇJ1 l 

deux éléments de ÇJ2• Leur intersection U1 nU2 vaut (cf. A.P.M. 1; exer­
cice 12) : 

U1 nU2 = U1 nB1 ; (i, j) e 1 x J 1 

ul n u2 appartient donc encore à Ç/2. 

La famille Ç]2 ainsi construite est donc la famille des ouverts de la 
topologie cherchée. Cette famille étant la plus petite contienne Çj , 
l'ensemble Çj sera appelé un système de générateurs de la topolo­
,gie ( ÇJ2). L'ensemble Ç/1 est tel que tout ouvert de la topologie est une 
réunion d'éléments de Ç/1 • Une telle famille d'ouverts sera appelée une 
base des ouverts de la topologie. 

Exemple : Dans le cas des espaces métriques, l'ensemble des boules forme 
une base de la topologie puisque les ouverts sont des réunions de boules. 

Exercice 16. - Trouver les topologies, sur R, engendrées par les fam~lles 
Ç] suivantes. Déterminer une (ou plusieurs) bases pour chacune de ces topo­

logies: 
1 ) Ensemble des demi-droites ]a, + oo [ ; a E R. 
2) Ensemble des demi-droites ]- oo, a[ ; a E R. 
3) Réunion des deux ensembles précédents. 
4) Ensemble des demi-droites ]a, + oo [ ; a E Q. 
5) Ensemble des demi-droites]- oo, a[; a E Q. 
6) Réunion des deux ensembles précédents. 

Détermi;ner ce que sont les applications continues de R (muni de l'une de 
ces topologies), dans R (muni de l'une de ces topologies). 

Il y aura lieu de foire intervenir les notions de fonctions semi-continues 
tnférieurement (resp. supérieurement) qui sont définies par 

Vs > 0 3 1) > 0 jx- x 0 j < 1) ~ f(x) > f(x0 ) - s 
(resp. 	f(x) < f(x

0 
) + sL 
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Exercice 17. - Une famille d'écarts l ei; i E 1 ! étant donnée sur un 
ensemble E, on appelle topologie définie par la famille ei la topologie ayant 
pour générateurs les boules B(ei, x, r) où i décrit 1, x décrit E et r décrit 

- 10 1 • On cherchera une base simple des ouverts de et on montrera 
que si 1 est fini, 'C peut être définie par un seul écart e. (Mois H y a une 
infinité d'écarts e possédant cette propriété). 

§ 2. PRINCIPES DE CHOIX D'UNE TOPOLOGIE 

l. 	Finesse des et continuité. 

Etant donnés deux espaces et nous savons 
amr:>lH~at:wn f de dans seulement 

-1 
•·a.-.. n.·rnrrn.a f (02) de tout ouvert 0 2 de E2 est un ouvert de 

Une application continue d'un espace dans un espace reste 
continue si on remplace : 

la topologie sur par une topologie moins fine, 
la topologie sur par une topologie fine. 

En effet, dans le cas, l'ensemble des nouveaux ouverts de 
étant inclus dans l'ensemble des anciens, leurs .LHJLCI"''"--'<'> P.O,fHT,PI"1•1'<1"I.L\C' 

ront pas cessé d'être des ouverts de E 1 • Dans le ...... .._ ......._..,_"··"'-'"' 
des nouveaux ouverts de E 1 incluant l'ensemble des ancCllens, 

des ouverts de E2, qui étaient des ouverts 
pas cessé d'en être. 

Il est clair que, lors de tels 
applications continues restent continues, 

images réciproques 
n'étaient pas continues peuvent le devenir. En particulier 
n1et la topologie grossière, les seules 
sont celle du vide (qui est toujours le vide) et celle de E 2 (qui est tou­
jours To_ute applicaJion d.e sur E2 ~uni de la to:polo.gie ,grossière 
est donc conhnue. De meme, si E 1 est mun1 de la topologie d1screte, toute 

réciproque est un ouvert, puisque toute partie de E2 est un ouvert. 
application de muni de la topologie discrète, dans est donc 

continue. 

2. 

Deux espaces topologiques seront dits homéomorphes s'il existe _une 
'"'""'"""-''U. de E 1 sur E 2 telle et sa sOient 

toutes deux continues, ce qu'on exprime plus 
existe une application f de sur E2 bijective et bicontinue. 

L'image de tout ouvert f est alors un ouvert de 

de tout ouvert de E 2 par est un ouvert de Si f est une 
bicontinue de sur E2 , demeure continue si on 

de par une topologie strictement plus fine ; mais 

REMARQUE : Si on considère application continue est 

une structure topologique à ce homomorphisme est 


algébrique, un homéomorphisme apparaîtra comme 
isomorphisme. Mais il se une différence essentielle avec iso­
morphismes de structures un homomorphisme bijectif de struc­
tures algébriques est un c'est-à-dire que réci­
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est aussi un Au contraire, une application 

continue n'a pas nécessairement pour réciproque une application 


sur un même ensemble on définit deux topologies 
soit strictement fine que 'L2 , l'application ........._ ...",~ ..u .... ....., 

sur E de 'L2), est bijective et coJtltinue. 
continue. Et est égale à 'L2 si, et seulement si, 

n..-..- ..... -n~ est bicontinue. 

Exercice 18. - Déterminer tous les homéomorphismes de [0, 1] sur lui­
même. 

Si f est une application continue et dérivable d'un 
de ~ dans et en X 0 , la dérivée f'(x0 ) est différente de 
un Intervalle ]X 0 - ct., X 0 + ct. [ sur lequel la restriction de 
proque, et est bicontinue : cette restriction est alors un no~meo:m()rp 
d'un voisinage de X 0 sur un voisinage de f(x0 ), on dit que c'est un ~'"""''"­
morphisme local. 

Une circonstance analogue se produit lorsque l'on considère une 
holomorphe d'un ouvert de C dans C : si en un 

il existe un voisinage de Z0 sur lequel la restriction de 
sur un voisinage de f(z0 ). 

Remarquons encore qu'une application fournir un homéomor­
pnisJme lo?al el?- c~aque point et ne pas être .un homéomorphisme : c'est 

cas de 1application de R sur un cercle, qui au xE R fait corres-
Ie point d'abscisse curviligne x sur le cercle. 

Nous pouvons poser le problèn1e suivant : étant donnés deux ensem­
ble~ et E 2 dont l'un est muni d'une topologie et une famille CJ 
catwns de E 1 ~ans .E2 , comment choisir .la ~opologie sur l'espace 
est ~ncore demunz pour que les applzcatwns de la famille ~1 
contznues ? 

Si c'est la topologie sur est il suffira de trouver la 
nwins fine des topologies sur répondant à question, en vertu 
remarqu~s précédentes. Si, au contraire, c'est la topologie sur 
connue, Il suffira de trouver la fine des topologies sur .-fl. ...,r...,.r~~ 
à la question. 

Laissant de côté pour l'instant le cas où la tmw1o~Jte 

sera abordé au § 5, commençons le cas 


est donnée. Si l'on veut continue une 

E2 , il faut, et il suffit, que l'ensemble des 


-1 
contienn~}'ensemble des parties f (02 ) où 0 2 décrit 0 2 • L'ensemble des 

ouverts ! f (02) • 0 2 E ! est le système de des 
niais il résulte des des ouverts de 

des propriétés des applications d'autre 
ensemble satisfait aux trois axiomes des ouverts et """"'"'"'+'+" 
famille des ouverts de la topologie cherchée. 

Un cas déjà vu en est la tOl}Olo~te 

sur une de ses parties A : la moins fine 


continue l'injection de A dans 

Si on veut rendre continue une ~ 

che de la des ouverts est un peu moins 1rn.m~éd1.at~e. 
leurs se trouver dans la encore 

-37­

famille E I, ensemble d'indices) 
et soient 1 1 , j Ji, une famille d'applications E 

dans ; on les topologies sur E (et P.ar . . la 
moins fine de ces topologies) pour que toutes les.apph~a~wns sOient 
continues. Cette topologie, dont on rappelle parfOis 1or1g1!le en . qua­
lifiant de topologie initiale, doit admettre, en vertu du meme raisonne­
ment que ci-dessus, la famille : 

-1 
1 fu (Oi) ; OiE ; i E I ; jE Ji 1 

comme système de générateurs. Cette fois, de deux élé­

avec des indices i différents n'a aucune raison 
obtenir une base de l'ensemble des ouverts 

cherchée, il faudra l'ensemble Ç.j1 des intersections 

un casallons dans le paragraphe suivant étudier de plus 

.. .,.,...nn. ...tQ du problème précédent. 


§ 3. TOPOLOGIE PRODUIT 

1. Produit d'un nombre fini d'espaces. 
Examinons le cas où E est le cartésien de deux espaces 

E et E • Il s'agit de E d'une topologie rende continues 
1 2

projections p 1 et p2 de E dans E 1 et dans 
p1 : x= (x1, x 2) E --7 p1 (x) = x1 E E1 
p2 : x= (x1 , x 2 ) E --7 p2 (x) x2 E E2. 

La moins fine des topologies répondant à la question est dite 
~-~rll<nYT sur El x E2. 
Un système de générateurs de cette topologie est l'ensemble : 

-1 -1 
! p (01) ; 0 1 E 01 ! U l P2 (02) ; 02 E 02 l 

et 
1 

les ensembles d'ouverts de E 1 et re:sm~ctivE~ment. 
Nous devons construire en les intersections 

de précédent. 
 -1 -1 

Toute intersection de deux éléments Pt (Ol) (ou P2 (02)) ~tant un 
élément de même forme, tout revient à trouver ce que sont les Intersec­
tions de la fonne : 

it\0 ) est l'ensemble des couples (x17 x2) dont la
1 -1 

(0
2

) est des dont la 
à 0 2 • Donc: 

-1 
P1 (Ot) n P2 (02) = 01 X 02. 

Une base des ouverts de la topologie sur E est 
Ç.j1 = 1 0 1 X 0 2 ; E 1 . 

de faire décrire à 0 1 et à respec-Observons et c pour obtenir unetivement des bases des En si est une réuniondes ouverts de la LVLJVJL'-"""''" 

d'éléments de __,..,.~;,~~ de 0l.2, 
x oùX est une 



00 
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tient à · un ouvert de réunion d'éléments 

aussi une 
 de la forme 

x ; e 
est bien une base des ouverts de E. 

J!;xemote de : Le R2 est 

nr,nn·nlt- étant de sa IOJ)01'0~U.e 

mément à la remarque il suffira de à 

des ouverts de R pourra être l'ensemble des intervalles ouverts 

on fera de même pour 0 2 et on obtiendra pour base des ouverts sur 

l'ensemble des rectangles ouverts du de côtés parallèles aux axes 


orthogonaux). 

Exercice 19.- Montrer que si E1 et E2 sont deux espaces métriques munis 
de distances d1 et d2 respectivement, la topologie produit sur E est aussi une 
topologie d/espace métrique et que, comme distance sur E, on peut prendre 
une des distances suivantes : 


a) d(x, y) = d1 (x11 y1) + d (x ),

2 21 y

2 
b) d(x, y) = sup (d1 (x1, y ), d (x , y ))1 2 2 2 1 

c) d(x, y) = V d12(xl, yl) + d22(x2,y2). 

2. 	Produit d'une infinité 

Soit (i e I, ensemble infini 

La topologie sur 
rendent continues toutes les 

pri: xEE ~ xie 


Un système de générateurs des ouverts de la 
"'-JIIJ''-'J.V.;.... o;:; cherchéeconstitué par : _ 1 
! pri coi) ; i e I ; e 1 

et une base de ces ouverts est formée par des 
finies de ces générateurs, ~soit par l'ensemble des éléments de 

--1 -1 -1 

coi ) ••• n 
2 

appartiennent à cet les 
Il ·1n<1u~es i1 , ••• , in appartiennent 

, ... , Ozn et dont les autres sont arbitraires. On peut 
semble (1) sous la forme : 

oix 
iEJ iEI-J 

J étant une finie de I. 
On une base de l'ensemble des ouverts 

à J l'ensemble des finies deI et à l'ensemble pour tout 
On obtiendra une dans la en 

Exercice 20.- Produit dénombrable d'espaces métriques. 


1o Si d est une distance définie sur un ensemble E il en est de même de 

odéfinie par : 	 ' 

d(x, y)
ô(x, y) = ---­

et odéfinit la même topologie que d. 
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2° Soit En avec nE H, une famille dénombrable d'espaces métriques et 

En ; n E H 1 leur produit cartésien. A la distance dn de En , on 
distance Ôn définie en 1°, en on définit sur E X E (avec x = (xn> 

et y= (yn)) l'application o da>ns R+ donnée par: 

o(x, y) 

n=1 

Montrer que oest une distance sur E, et que Jo topolog,ie qu'elle définit est 
lo topologie produit. 

3. résultats relatifs aux topologies produits (résultats que nous 
laissons au lecteur le soin d'établir). 

On appelle coupe d'un produit E 1 X E 2 , relative à l'élément 
xl e l'ensemble des éléments du produit cartésien dont la première 

-1 
coordonnée est x 1, ou, si l'on préfère, p1 (x1 ). Il existe une bijection cano­

entre E 2 et la coupe x= x1 : 

(xl, x2) ~ x2. 

Si on considère la topologie induite sur la coupe par la topologie produit, 
cette bijection est un homéomorphisme. 

La projection p1 (0) sur E1 d'un ouvert 0 de E1 X est un 

Notons que le théorème analogue pour les fermés est faux. 
1

Contre-exemple: Une branche d'hyperbole équilatère y =- est un fermé 
x 

du plan pour la topologie usuelle . car son. co~pléme~taire ,est ouvert ; ,sa 
projection sur Ox est ouverte, ce qm, sur R, 1mphque qu elle n est pas fermee. 

Soit F un e,space topologique et une application f de F dans 
X muni de la topologie produit, 

f 
F ~ E=E1XE2, 

el les projections p1 et p2 de E sur ses composantes. 
f est continue si, et seulement si, p1 of et p2 of sont continues. 

Exercice 21. - Démontrer cette propriété. 

En déduire que si est homéomorphe à et E2 homéomorphe à E'2,
E1 E'1 


alors E1 X E2 est homéomorphe à E'1 X E'2· 


d) Etant donnée une application f d'un espace produit dans un 
espace F : 

X E2 ___!___;,. F 
si f est continue, ses restrictions aux coupes sont continues. La 

réciproque est fausse. 
Ce sont les théorèmes classiquement énoncés,: une fonction contin_ue 

de plusieurs variables est continue p~r rapport a chacune de ces v~na­
bles. n ne suffit pas qu'elle soit conbnue par ral!port à chaque v~nable 
pour être continue, avec le contre-exemple classique de la fonction : 

z = xy avec z (0, 0) = 0 au voisinage de l'origine.
x2 + y2 
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1. 

1o On appelle groupe topologique un groupe G muni d'une 
. avec sa structure de groupe, c'est-à-dire tel que les 

catwns: 
G2f: ~ G g:G--7G

avec f(x, y)= xy et 
avec g(x) = ;r-1


soient continues. 


Remarquons que l'application g est un homéomorphisme 

est sa propre application réciproque. 


On remplacer la double condition précédente par la suivante : 

h:G2 ---7 G 
avec h(x, y) = xy-1

doit être continue. 
g

En 1Y ----?t- y- étant un homéomorphisme de G sur lui-
g' 

1(x~ y) ----:--7 (x, y- ) est un homéomorphisme de G2 sur lui­
(vmr exercice 21), .et J; = fog' est continue. Réciproquement, si 

h est cont~I?-ue, sa restncbon a la coupe x= e, élément neutre de soit 
(e,y) ~ est continue ; et si r..p désigne

'P 

Y ---7 (e, y), on voit que g = h'or..p, donc est continue, et f = 
l'est aussi. 

-L'application (x, a) ---7 xa (translation à 
est la Y',,.., .....,, .....,,"'~ de l'application f à la coupe y= a de G2. Elle est 
n~e.. Le composé de l'homéomorphisme x ---7 (x, a) et de cette res­
tncbon est donc une application : 

x ---7 xa 
continue. une telle application est bijective et admet la 

---7 xa-1 
; cette application est, elle aussi, continue. 

~. xa est do~c un homéomorphisme de G lui-
d a est limage du pmnt e. Il en résulte ~ue les 

e a ~ont .d~s voisinages de e x xa et que 
connaissance des VOISinages d'un seul entraîne la connaissance des 

de tous les points. 

Exemples de groupes topologiques: 

R pour l'addition et sa usuelle. 
R ! 0 1 po~u la multiplication et sa topologie usuelle. 

= (vmr A.P.M. 1: page 41) pour l'addition et la topologie induite sur 
le. ce~cle par la topologie usuelle du plan (les voisinages de tout sont 
dedmts par rotation des voisinages d'un point). 

2o Tout sous-groupe d'un groupe topologique est un 

pour la topologie induite. 


En effet, soient E' c F' c 
espaces E' et F' par celles E et 
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celle-ci est la même la topologie induite sur E' X F' c E X F 
tO'OOlO!He n't'·nr•n,,i- sur X F, comme on le vérifie en constatant ... ~...,..-...~ 

a .... " .. .~.~. ..'"'" d'ouverts. D'autre si une application f de E dans F est 
continue, sa restriction g à A E est aussi continue, la topologie de A 
étant la topologie induite, car, l'image réciproque par f de tout ouvert 
de F étant un ouvert de E, son image réciproque g est l'intersection 
de A et d'un ouvert de E, c'est-à-dire un ouvert A. 

Appliqués à G2 et à G'2 c G2, G' étant un sous-groupe de ces 
résultats montrent que l'application : 

G'2 ---7 G' cG 
(x, y) xy-1 

restriction de l'application h précédemment considérée, est continue pour 
la topologie induite sur G' par la topologie de G, donc que G' est, pour 
cette topologie, un groupe topologique. 

Exemple : Q est pour l'addition un groupe topologique pour la topologie 
induite par celle de R. Il en est de même pour z, mais tout point de z étant 
intersection de Z et d'un ouvert de R, la topologie induite sur z est la topo­
logie discrète, ce qui lui ôte tout intérêt : tout groupe est topologique pour 
la topologie discrète. 

Exercice 22. - 1. Sur l·e groupe G des isométries du plan, où chaque iso­
métrie f est déf.inie par la donnée des images f(a), f(b), f(c) de trois points 
fixes a, b, c, non alignés, on définit une distance par: 

(){f, g) = sup 1 d(f(a), g{a}), d(f(b), g(b)), d(f(c), g(c)) J 

d désignant la distance usuelle du plan. 

1) Montrer que 8 est bien une distance. 
2) e désignant la transformation identique, montrer que la distance d'un 

point à son image dans une isométrie positive f est majorée par Àô(e, f), où 
À désigne un coefficient réel qui dépend du point considéré et non de l'appli­
cation f; et que, plus généralement, la distance des imoges d'un point par 
deux ·isométries de même nature (toutes deux positives ou toutes deux négati­
ves) est majorée parr À(Hf, g). 

3) Montrer que, pour e suffisamment petit il n'existe pas d'isométrie 
négative dons lo boule de centree, de myon s. En déduire que l'ensemble des 
isométries positives est ouvert et fermé, de même que celui des isométries 
négatives. 

4) Montrer que pour la topologie définie pa·r o, G forme un groupe topo­
logique. 

5) Montrer que cette topologie est ~ndépendante du choix des trois points 
a, b, c; montrer aussi que l'on obtient encore la même topologie si on rem­
place, dons lo définition de o, d par une autre des distonces dons le plan 
définies en 1. 2. 2. 

6) Que peut-on dire du point de vue topologique du sous-groupe des trans­
lations, de celui des rotations de centre donné ? 

Il. On soit que les isométries du plon en sont des transformations affines 
pa•rticulières. Soit w un point du plan, T'" l'espace vectoriel associé à w; on 
désignera par la même lettre t, s ... un élément de T'" et la translation qui 
lui correspond. La composée de deux translations t et s sera écrite indiffé­
remment tos ou t +s. Toute isométrie admet une décomposition canonique 
du type tor..p où teT,, et OÙ r..p est une transformation orthogonale de T "'' 
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Si T.,, est rapporté à une bose orthonormée (choisie une fois pour' toutes) lo 
matrice de cp est d'un des deux types (cf. A.P.M. JI, page 127): 

cos a sin 6 ) ( cos a -sin 6 )(. sin a -cos 6 ~. sin 6 cos 6 
1o Montrer que toute isométrie cp os peut s'écrire s' ocp et que s' = 

-1 
<ce qui est équ,ivolent à s = cp(s')). 

2o Montrer que l'on définit une distance sur le groupe G des isométries en 
posont pour tout couple f = tocp, g = so~. 

d(f, g) = it- sj +~lai- ~il 
i,j 

où les « et les ~ désignent respectivement les coefficients des matrices cp et ~­
3" Montrer que la distance de deux isométries de natures différentes a une 

borne inférieure strictement positive et en déduire que l'ensemble P des iso­
métries positives est ouvert et fermé, de même que celui, N, des isométries 
négatives. 

4o Montrer que 1
1 
on défin.it une distance sur P et une distance sur N, en 

posant pour deux isométries de même nature : 

o(f, g) = llt-sll + !6-'t'j 
si aet 't' représentent les angles associés à cp et ~1 et qu'an obtient, ainsi la 
même topologie sur G. 

5o Montrer que pour cette topologie G est un groupe topologique. 

6" Montrer que cette topologie est la même que celle qui a été étudiée en 1. 

2. 
Un corps topologique K est, de même, un ensemble muni d'une struc­

ture de corps et d'une topologie compatibles, c'est-à-dire que K 
un groupe topologique et que K l 0 1 est, pour la ...... ,_.A._,,..., 

cation, un groupe topologique. 
Exemples : R et C sont des corps topologiques pour la distance définie 

par: 
d(x, y) Jx- yj 

c'est-à-dire pour leurs topologies usuelles. 

On trouvera un exemple très différent de corps topologique dans 


cice 54. 


On définit de même un anneau topologique, comme un ensemble 
muni d'une structure d'anneau et d'une topologie 

s'exprimer en disant que les opérations : 
(x,y) ~ x-y et (x,y) ~ xy 

sont continues. 

Exercice 23.- Montrer que sur l'onneau des matrices (n, n) à coefficients 
complexes 

d(A, B) = 	 .. 1 a~ 
l,J 

définit une distance qui confère à l'anneau une structure d'anneau topolo­
gique. 

3. vectoriel t.o·poiO!il:UlrtU~. 

On nomme ainsi un ensemble muni d'une structure 
riel et d'une topologie compatibles, c'est-à-dire telles que 
le groupe de la structure d'espace vectoriel est un groupe 
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D'autre le corps K des est 

la externe : 
KXE ---7 E 

K E étant muni de la 

Exercice 24. - Montrer que dans un espace vectoriel topologique l'adhé­
rence d'une partie convexe est convexe. 

ESPACES 	VECTORIELS NORMÉS. 

que le corps K est ou C: 
cas. Sur les espaces vectoriels sur 

on définir une norme, 
dans R+ 

E ---7 R+ 
x 

trois suivantes : 
l!xll = 0 Ç::::;> x= 0 

IJÀxii=IÀI 
~!lxii 

on définira 

vérification des et troisième axiomes de la distance est 
du second vient de ce que : 

11 
dérive de cette distance confère à E 

Exercice _ 1) Démontrer le résultat énoncé ci-dessus. 2) ~, ét~nt un 
espace vectoriel, sur C, muni d'une norme et de la distanc~ associee a cette 
norme, montrer que pour qu'il soit espace vectorie,l topoiOQ'tque p_our la top~­
logie qui dérive de cette distance, il est nécessair<e que lo topologie sur C so1t 
la topologie usueHe ou une topologie plus fine. 

de normes: 

R3 avec x x 2 , 

\\xli= + 
ou llx!J = sup (\x1 l, 
ou llxiJ = Jx1! + 

des fonctions continues sur [a, on 
\lf\1 = sup l ; xe [a, b] 1 

de E dans R+ 
le 

x= 0 ::::? !lxii= O. 
de E2 dans R+ définievérifie immédiatement que 

e(x, y)= 

http:d�fin.it
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l!xll désignant une est un écart 
exercice 17! qu'à une. famille d'écarts, on peut associer 
A une famille de semi-normes sur un espace vectoriel coJrre~soond 
topologie qui confère à cet espace une structure d'espace "7<'""' ... ,.,,..,.,,,., 

logique (même vérification que dans l'exercice 25). 
. Toutes les topol~gies actuellement utilisées sur des espaces vecto­

nels so!lt obtenues smt à partir d'une norme, soit à partir d'une famille 
de semi-normes. 

§ 5. TOPOLOGIE QUOTIENT 

l. Définition. 

No~s revenons maintenant sur le problème: étant donné un espace 
toP_ologzque _E et un espace F, cher_cher la plus fine des topologies dont on 
puzsse munzr F pour qu'une applzcation f de E dans F soit continue. 

Nous pourr.on.s tm~jours supposer f surjective car si f ne l'est 
seule. la topoloei~ Induite sur f(E) l?ar la topologie de F doit oao,J.e>LaAJ. 

cert~nnes conditiOns ; autrement dit, seules nous intéressent les inter­
se?hons avec f(E) des o~yerts de ~ .. Pour que f soit continue, il est néces­
saire et suffisant que limage reciproque des ouverts de F soient des 
ouverts de E. Toute topologie rendant f continue est donc obtenue en 
J!~enant p<?ur ensemble d'ouverts un ensemble de parties de F dont 
li~age reciproque. est un ouvert de E. Et la plus fine de toutes ces 
logws est celle qui admet, pour système de générateurs de ses ..,.,~,_,.-...1-n 

l'ensemble de toutes les parties dont l'image réciproque est un 
de E: 

-1 
! A; A E 1'(F) ; f(A) E O(E) 1 . 

Or, les pr?priétés des ouverts et des applications réciproques 
rnettent de vmr que cet ensemble est fermé pour l'intersection 
com~e po'?r la réunion ; qu'il contient }2S et F ; qu'en conséquence, il 
constitue l ensemble des ouverts de F pour la topologie cherchée. 

Nous nou~ intéresserons maintenant au cas particulier où F est un 
ensemble quotient de E par une relation d'équivalence CJe et où 
cation considérée est l'application canonique : 

<? :E ~ E/92. 

La topologie cherchée, c'est-à-dire la plus fine des topologies de 
E/~'12, tell<: que l'application canonique soit continue, est appelée 
logie quotient. En vertu de ce qui précède, son système d'ouverts est 

1 
constitué par l'ensemble des parties A telles que -; (A) soit un ouvert de 

E. Mais <p (A) est une réunion de classes (mod. CJe ) de E. Les enseinbles 
qui sont susceptibles d'être les images réciproques d'ouverts de E/92 sont 
donc des ensembles qui sont à la fois des ouverts et des réunions de 
classes ~~d. CJe • Soit B une partie quelconque de E ; la réunion des clas­
ses des elements de B est appelée saturé de B : 

sat B = U! x;x E B 1 

(x désignant la classe de x mod 92, considérée ici comme partie de 
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La topologie quotie!-lt admet, ~one pour ensemble , . l'ensem­
ble des parties dont les Images reciproques dans E sont a la fms ouvertes 
et saturées. Mais : 

<? (sat B) = ! x; xE B l , 

comme élément de E/92 donc : 
--1 
q~o<p (sat B) = sat B. 

Il revient donc au même de dire que l'ensemble des ouverts de CJe 
est l'ensemble des images par l'application canonique des ouverts saturés 
de E. Tout revient donc à chercher ces ouverts saturés. Tout ouvert 
saturé contenant au moins un ouvert (lui-même), nous cherc~erons sy~­
tématiquement les ouverts saturés en. saturant .les ouve;rts. Mm~ la partie 
ainsi obtenue ne répondra à la question que si, une fms saturee, elle est 

encore un ouvert. 


2. Exemples sur R. 

a) ENSEMBLE QUOTIENT DE LA DROITE RÉELLE R PAR LA RELATION 

D'ÉQUIVALENCE : 
x-gEZ. 

La droite étant un groupe topologique, l'ensemble dédu}t ~'un ouvert 
par les translations pZ sont encore des ouverts et l,eur reuniOn. est un 
ouvert. Le saturé d'un ouvert est donc un ouvert. L es,pace quotient est 
algébriquement isomorphe au cercle de lo~gueur 1. Les ouverts de ~a 
topologie quotient sur ce cercle sont l~s Imases des ouverts ,satures 
de R et on obtient une base de la topologte quotient en prenant 1ense~­
ble des intervalles ouverts du cercle. On peut vérifier que cette top<?logie 
est la même que la topologie induite sur le cercle par la tOP?,logie du 
plan, car, les boules !ormant .une base des ouverts de cette derniere topo­
logie, la famille des Intersections des boules et du cercle forme une ba~e 
de la topologie induite qui est bien la même que celle de la topologie 
quotient : l'espace quotient R/Z est donc homéomorphe à tout cercle. 

b) Chaqu~ classe d'éq_uival~n~e ne contient, qu'un point, ~auf une 
classe qui contient deux pmnts distincts a et b. (L ensemble quoh~nt peut 
être considéré comme une courbe formant une boucle et se crmsant au 
point image commun de a et de b). Si on cher?he à saturer p~mr cette 
relation d'équivalence les ouverts de R, on vmt que le sature de tout 
ouvert contenant b et pas a devra, lui, contenir a et ne sera plus ouvert. 
On obtiendra donc l'ensemble des ouverts de l'ensemble .quotient ~n pre­
nant l'image des ouverts qui contiennent a et b ou qui ne contiennent 
ni l'un, ni l'autre. 

-1 
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~ 3tER-IO! 
droites de 

y=tx. 
issues de 

de deux droites est une 
WIIJOW!!le que celle que nous venons 

Ex~rdee . . ~ans ce qui suit, pour définir une relation d'équivalence 
o.n. ,d1ro « ~n 1dentlf1e tels et tels éléments », l'ensemble des éléments iden­
tlfres. constituant une dosse d'équivalence et tout élément dont il n'est pas 
quest1on dons cet énoncé étant seul dans sa classe. 

nPrnl-•;.nn~=>re::> fermée 

Montrer que est homéomorphe aux espaces quotients déduits de: 

de R3 dont on identifie les points diamétralement opposés 
dont on identifie les points diamétralement 

opposés du bord ; 

c) un disque fermé dont on identifie les points diamétralement opposés de 
la frontière. 

Exereice 21. - Droite projective. dons d'un plan de 
RB-:- ~ 0 l issu de 0 est appelée droite projective. Montrer qu'une droite 
proJective est à un cercle muni de sa topologie usuel·!e·. 

muni de la 
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d'abscisse x de 0 A et le 
d'ordonnée de OC avec 
g eth étant 

En identifiant 
(1- y) de 

de Môbius qui n'a ce 
algébrique de n'être pas « 

c) En identifiant les points de même abscisse de OA et CB d'une 
les points d'ordonnées y et (1- y) de OC et AB d'autre on 

onue~nt un espace appelé bouteille de Klein qui a la propriété reinarqua­
ble d'être à la fois « sans bords » et non orientable. 

R22 o Considérons le muni de sa topologie usuelle et de sa 
structure de groupe Si x= (x1, x2 ) est l'élément générique de 
les relations d'équivalence définies respectivement par : 

(021) x 1 - Y1 E Z 
( 022) xl - Yl e z et Xz- Yz e z 

conduisent à des ensembles quotients sur lesquels on peut définir une 
structure de groupe quotient et une topologie quotient dont on 
vérifier qu'elles sont compatibles (la structure de groupe a été 
dans A.P.M. 1, exercice 28). 

R2/021 peut être appelé cylindre de révolution : il est ..... V.UA'-·VJLA"-V'" 

à un tel cylindre de R3. En tant que groupe topologique, il est ISO·m<)rD 
à l'ensemble des déplacements hélicoïdaux d'axe donné de avec une 
topologie définie, par exemple, comme celle des isométries du dans 
l'exercice 22. 

R2fCXJ2 peut être appelé tore à deux dimensions. Il est ho'm'eoJmc>rp 
à la surface d'un tore de R3. Sa structure de groupe a été 
A.P.M. 1 (page 45 et exercice 28). 

La situation qui conduit à une topologie quotient peut être généra­
lisée : étant données une famille d'espaces topologiques Ei, et pour cha­
cun une famille f,ii d'applications dans un même ensemble F, il est sou­
vent intéressant de munir F de la plus fine des topologies rendant 
continues toutes les applications fiJ· Une telle topologie est qualifiée de 
topologie finale. 

------.., 
1 
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§ 1. LIMITE D'UNE APPLICATION SUIVANT UN FILTRE 

de limites. 

Nous allons montrer comment la notion de filtre permet d'obtenir 
une formulation de la notion de lin1ite, recouvrant les divers 
cas où ce mot employé. 

..... ._~,..,,..,..._A.V.llJ'"' d'abord les définitions classiques dans différents cas. 

f étant une application de R dans R : 
1o f admet l pour limite, lorsque x tend vers X

0 
: 

lim f ·= l Ç:::? Vs > 0 3 11 > 0 Y X E] X 0 - 1), X 0 + 1) 1X 0 l 
X-~Xo 

lf(x) -li < s (*). 

2o f ad1net l pour limite, lorsque x tend vers X 0 à droite : 
lim f'= l Ç:::? Vs> 0 31) > 0 V xE] X 0 , X 0 + 1)[ !f(x) -li < s 
X-:>o-x0, x>xo 

1Un ! étant une suite de réels, Un. admet l pour limite : 
lim Un. = l Ç:::? Ys > 0 3 no > 0 V n > n0 1un. - lj < s 

n-+co 
une des façons de définir l'intégrale définie d'une fonction 

continue sur un segment [a, b] est de la considérer comme la limite l de 
la somme: 

i=o 

où X 0 =a < x1 < x2 ••• <x,< ... Xn. = b sont des points de [a, b] et où, 
pour tout i, ~'est un point de [x", xi+ 1 ], quand le module du découpage, 
c'est-à-dire la plus grande des longueurs des intervalles, tend vers zéro. 
Si on désigne par Â l'ensemble du partage a, x1, ••• , xi, ... , b et des Çi, 
ensemble qui caractérise le découpage, par ô(fl.) le module correspondant 
et par S(fl.) la somme correspondante, on a : 

Y s>o 31)>0 ô(fl.) < ll ==? jS(fl.) -li < s. 

Cherchons à dégager ce de commun ces différents cas. Dans 
une application d'un ensemble E dans un ensemble E' est considé­

(*) Insistons s'!}r la nécessité d'imposer x=/= X • Si on omettait cette condition, 
la seule limite possible serait f(X

0 
). 

0 
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que, 

f(x) eve cv(l) 
à un 

sous-ensemble de E est : 
et que cette condition est vérifiée pour l'ensemble des x 

dans le 16 
" cas: = 1X; Jx- X0 j < 1)1 X'::/= X0 !U11 

dans le 2e cas : = l x ; X 0 < x < X 0 + 'l} lV 11 

dans le :r cas : W * = l n ; n > no l 

dans le 4• cas : x'fj ~ l 6. ; o(/:i) < 'l} l . 


Or, de chacune des familles 
!U11 ;'llER+-IOl !, lV11 ;'llER+-lO! !, 

1 W,.o; noE N l, 1 X11 ; 11ER+- 1 0 1 1, 

on peut constater qu'elle constitue une base de filtre, qui définit dans 
chaque cas un filtre sur E [le troisième de ces filtres est le filtre de Fré­
chet (cf. II, 1, 4), le premier est formé de l'ensemble des éléments du 
filtre des voisinages de X 0 qui auraient été privés de X 0 ]. 

La condition trouvée dans chacun des cas est donc que, pour tout 
voisinage V de l, il existe un élément B de la base de filtre considérée, CX3, 
tel que : 

VxEB f(x) ev, 
ou encore: 

vve cv (l) 3 BE03 f(B) cV. 

Remarquons que certains cas classiques très importants n'ont pas 
été rappelés ci-dessus : ceux où il est question de variable réelle ou de 
fonction réelle tendant vers l'infini. Ils rentrent, en dans le cadre 
général que nous venons de dégager : 
a) Dire que la fonction f a une limite lorsque x tend vers oo (resp. 
- oo), c'est faire intervenir sur l'espace de départ la base de cons­
tituée des demi-droites ] A, oo [ (resp. ]- oo, A 1). 
b) Le cas où la fonction est dite tendre vers + oo - oo) est plus 
délicat, car + oo (resp. - oo) n'est pas élément de remplace alors 
l'espace d'arrivée R par la droite réelle achevée R (cf. A.P.M. 1, p. 85), 
que l'on munit d'une topologie en base des 
xE R, la famille des intervalles ]x- et[ de centre 
des voisinages de - oo), la des 

[- ~, A [). sans que les axion1es des 
1, 1) sont satisfaits et que la topo~ogie ainsi définie sur R induit sur 

topologie usuelle. 

La définition classique de Hm f(x) = + oo, soit 
x-,_a 

VAER !x- al < 1l :=::;:. f(x) > A 

s'écrit bien alors : 
v vecv <+ oo) 3 BE cv (a) f(B) cV. 

de R dans R dans les 
de N R dans la trc~ISI;ème, 

cation S l'ensemble des O.èiCOllV:SU!<~s 
notations en aune.tantt 
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2. Notion de limite. 

Nons sommes donc amenés à définir une limite de la sui­
vante: 

Etant donnée une application f d'un ensemble E dans un espace 
wzwtomrallte E', on dira que f tend vers l suivant le de base Cf3 sur E 

VVECV(l) 3 Be cra f(B) cV. (1) 

Cette définition est susceptible de transformations. Considérons la 
famille 


f( = 1 f(B) ; B E CX3 l 


Cet~e famille n'est pas vide puisque C)3 ne l'est pas ; le vide n'en fait 
pas parhe ; d'autre part : 

B c n :=::;:. {(B1) n f(B2) :J f(B1 n B2) :J f(B) 
donc f(Bl) et {CB2) étant deux éléments quelconques de f( leur inter­
section contient un élément de f( CX3 ). 
f( C)3) constitue donc une base de filtre sur E'. 

Notons que: 

f( 7) = 1 f(F) ; FE 7 l , si 7 est le filtre engendré par C)3, est une autre 
base du même filtre : ce n'est pas un filtre car de l'intersection de deux 
éléments de f( Y:) on peut seulement assurer qu'elle en contient un troi­
sième. Nous appellerons image du filtre Y:, le filtre sur E' engendré par 
f( g:) [ou f( C)3)]. 

Mais alors la condition (1) prend la forme suivante : 
v v e cv (l) 3 f(B) e f(CX3) f(B) c v 

condition qui traduit la comparaison de deux filtres sur E' et s'énonce : 
le filt~e de base est plus fin que celui des voisinages de l. On pourra
alors enoncer : 

f, application de E dans E' (espace topologique) admet une limite l 
suivan! ~n filtre Y: si l'image de ce filtre par f est plus fine que le flltre 
des vozsznages de l, 

ou, en dissociant ce est relatif à l'espace d'arrivée de ce est relatif 
à l'application, on 

sur un espace topologique E', un filtre converge vers un élément l si 
ce filtre est plus fin que celui des voisinages de l, 
et : une application de E dans un espace topologique E' converge vers l 
selon un filtre Y:, si l'image de ce filtre par l'application converge vers l. 

si un filtre converge vers l, l'espace E' étant muni 
il converge a fortiori vers l quand E' est muni d'une 

fine que re ; ou encore, si un filtre vers l 
. e~t muni d'une topologie re, et ne converge pas E' est 

mun1 de re , on affirmer que rel n'est pas moins fine que re. (Cf. 
exercice 70). 

Sous une autre forme : plus une topologie est fine moins il y a de 
filtres pour cette topologie. ' 

Exercice 28. - 1o Soient deux ensembles E et E', une application f de 

E dons E', et Y:' un fMre sur E'. On considère la famille des f(F') où F' 
-1 
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décrit c;J'. Montrer que cette famille décrit une bose de filtre sur E si, et 
seulement si : 

V F' E CJ' F' n fŒ) =/= 9). 
-1 

2° Soit Cl] une base de fi·ltre sur EJ f (Cr:)) son image por f, et = fof( 93), 

l'image réciproque de f ( Cf3 ). Montrer que 931 est une base de filtre. La 
-1 

comparer à CIJ. Etudier de même CXJ·1 = fo f (Cf3· )1 
étant une base de 

filtre sur E'. 

3. Continuité d'une application en un 

E et F étant des espaces topologiques, nous n'avons défini jusqu'à 
présent que la continuité globale d'une application f de .E dans ~·. Obser­
vons que cette continuité entraîne, si X0 E que l'zmage reczproque 
d'un voisinage de f(x

0 
) est voisinage de X0 • Nous cette pro­

priété pour définition de la continuité au point Xo· 

Réciproquement, une application f gui sati~fait à ~ette prop~iété en 
tout point x 

0 
de E est globalement continue puisque limage reciproque 

de tout ouvert (voisinage de tous ses points) est un ouvert. 

Cette propriété peut se mettre sous la forme équivalente : 
VVE cv (f(x

0 
)) 3 V' E CV(X0 ) f(V') cV. 

Or, ceci signifie que le filtre image de CV (X0 ) • est plus fin que CV ~C(Cxo)), 
donc que l'application f converge vers f(x0 ) suwant le filtre des vozsznages 

•de x Dans le cas E = F = R, on retrouve la définition classique de la 
0 

continuité en un point : 
lim f(x) = f(xo) · 

x-c»-x 0 

4. Quelques remarques sur le langage. 

La notion de limite, que nous avons exposée ci-dessus, est fon~ée sur 
la notion de filtre dégagée par H. Cartan. C'est un exemple. ty~Ique ~e 
bonne généralisation, qui, non seulement, Pt;,rmet une apphc~tw,n tres 
étendue d'une notion, mais surtout fait apparaitre ce .Y avait~ essen­
tiel dans les cas particuliers où il était d'usage de la ,~nt;rv~nir: Cha­
cun sentait bien, sans pouvoir le formuler ?etten1~nt, gu, Il s agissait tou­
jours au fond de la même chose, malgre la diversite des 
situations. 

Les éléments. avec lesquels est bâtie une limite sont donc : un ensein­
ble E un filtre c;;: sur E, un espace topologique F, un l de F. une 
appli~ation f de E dans F. Et l'on énonce : lest la limite l'application f 
suivant le filtre c;:, ce qui s'écrit : l = Iim c;:f, et signifie : le filtre de 
base f( 9- ) est plus fin que le filtre des voisinages de l dans F. 

E peut n'être pourvu d'aucune topologie (c'est ~s~~llement le ~as 
deN ; celui de I'ens.emble des découpages Il. de [a, b] uti.hses dans la defi­
nition de l'intégrale) ; il peut être pourvu d'une topologie et, dan~ ~e cas, 
ir..terviendront souvent, comme filtres c;:, les filtres CV (x) des vOisinages 
des points de E ou les filtres cv *(x) des voisinages pointés V l x 1 de x 
(ce qui suppos~ qu'aucun voisinage de x n'est réduit à ~x 1 , c'est-à-dire 
que x n'est pas point isolé de E). Si, en outre, E ~st muni d'une. s.tructur~ 
d'ordre, interviendront les filtres CV+(x) (resp. '-19'-(X)) des VOISinages a 
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droite (resp. à gauche) de x (cf. Les limites seront 
notées: 

Hm f lim f lim f. 
CV(x) cv* (x) cv+ (x) 

La notion est claire et d'un maniement le langage est bien adapté 
à ce qu'il décrit. Ceci doit intéresser l'enseignant a constaté les mul­
tiples erreurs d'interprétation auxquelles donne chez le la 
notion de limite, dans sa présentation classique, et qui doit se 
si la responsabilité des erreurs ne doit pas être en imputée aux 
énoncés du type << f(x) tend vers l, quand x tend vers X0 » (1), dont les 
inconvénients pédagogiques sont nombreux : 

a) Bien sûr, le sens précis de (1) n'est pas différent de celui de 
l'énoncé proposé plus haut, et certains persisteront à lui donner la préfé­
rence sous prétexte est proche de l'intuition. Malheureusement, 
ce n'est pas la bonne intuition et on peut demander : Quel est le meilleur 
énoncé ? Celui qui porte la marque d'une intuition encore très éloignée de 
sa formulation mathématique, ou celui qui fournit directement la base de 
tout raisonnement valable concernant la notion ? 

L'intuition courante s'exprime par le « tend vers » est de nature 
cinématique : x, mû par on ne sait quel moteur, se rapproche de X0 , et 
alors f(x) se rapproche de l; ce qui ne correspond d'ailleurs qu'à une 
situation assez particulière, car, pour employer le même langage, x se 
rapprochant de X0 , l peut être limite de f sans que f(x) se rapproche cons­
tamment del; sans parler de ceux qui vont jusqu'à dire : la limite est la 
valê-ur que finit par prendre f(x) ! 

L'intuition qu'évoque l'énoncé (1) ne conduit pas sans détour à la 
formulation féconde de la notion de limite (cf. 1.1), et elle agit même sou­
vent comme un écran qui empêche de la voir nettement. 

b) Mais ce n'est pas le seul inconvénient de l'énoncé (1). L'accent y 
est mis sur les «variables » et non sur la fonction. C'est un défaut général 
du style classique, qui, par exemple, recherchant une primitive d'une 
fonction, remplace cette fonction par une autre et parle de <<changement 
de variable», laissant dans maints esprits l'idée que l'on s'occupe de la 
même fonction d'une autre variable, alors que souvent il s'agit d'une 
autre application du même ensemble de départ dans le même .._ensemble 
d'arrivée. 

Le fait d'avoir une lin1ite est une propriété de la fonction, et non de 
ses valeurs individuelles, et non plus de l'ensemble de ses valeurs. 
L'erreur caricaturale, mais pas si rare, de l'étudiant qui, sachant que << la 
suite a l pour limite », se demande gravement si « la suite un-1 a 
aussi , po_ur limite », montre bien le genre de ravages que peut provo­
quer l habitude de mettre l'accent sur les valeurs de la fonction et non 
sur la fonction elle-même. 

c) L'énoncé (1) a, en français, le Inême sens l'écrive : 
« f(x) tend vers l, quand x tend vers X0 » 

ou: 
<< x tend vers X 0 , f(x) tend vers l ». 

nulle symétrie réelle ne correspond à cette symétrie relative de 
enonce. L'énoncé explicite comporte deux quantificateurs différents 

qu'on ne peut intervertir, et il suffit d'avoir interrogé des étudiants de 
Spéciales ou de Propédeutique, pour constater que la dissymétrie intro­
duite par le seul mot <<quand» n'a pas été suffisante pour qu'ils n'em­
brouillent pas les rôles. 



-54­

une tendance très forte à donner un sens 
«x tend vers X 0 », << f(x) tend 

ss1.1n~menr, les cours mettent en garde contre ce et insis­
tent sur le fait que l'énoncé (1) doit être en bloc, que ses morceaux 

de sens s'ils sont isolés. On a beau être convaincu du bien-
on la ressent comme une et d'ailleurs 

orucieiJeJmt:mt de « variable », 
ma connaissance, en avoir jamais donné une définition satisfai­

sante. En fait, ce qui intervient alors c'est le filtre des 
voisinages de l'origine. Considérer une variable petite, cela 
veut dire à propos de fonctions définies sur un ouvert deR conte­
nant zéro, des énoncés vrais pour les restrictions de ces fonctions à des 
éléments ass.ez petits de ce filtre. 

La dissociation, que l'énoncé classique ne pouvait se 
d'opérer, peut donc être réalisée, dans une certaine mesure, grâce à la 
notion de filtre, à celle de convergence d'un filtre dans un espace topo­
logique et à la proposition : l'image d'une base de filtre est une base de 
filtre. 

Les discussions relatives au langage _peuvent paraître futiles : le 
rnathématicien averti peut utiliser tous les enoncés, dès qu'il en connaît 
le sens précis, mais c'est pour le débutant que l'énoncé captieux est le 
plus dangereux, sans compter que le mathématicien préfère en général 
la formulation la plus adéquate à ce qu'elle décrit. 

Vous n'allez tout de même pas préconiser l'introduction de la notion 
de filtre dès le début de l'analyse, nous demandera-t-on ? 

Il n'est pas question de débuter par la théorie générale des filtres, ni 
des bases de filtres, ni de prononcer prématurément ces noms, mais il 
est sans doute payant de mettre en évidence dès le début ce 
lera ultérieurement base de filtre. 

Dès que la notion de limite est introduite, apparaît le jeu des (ë, '1}), 
et explicitement ou non les deux quantificateurs, et beaucoup pensent 

y a là un pas que seule une minorité d'esprits est capable de fran-
Notre devoir est de le faire franchir au plus nombre 

ble, et l'expérience d'affirmer que l'usage explicite des 
cateurs et de leurs symboles élimine beaucoup d'erreurs, mais excite 

l'intuition. Or, la considération de bases de filtre convenables 
une idée géométrique et correcte de ce une 

S'agissant d'une suite réelle pour limite, la considération 
f".J.,JH<:u....., de chacune des deux d'ense:mbles : famille des interval­

de centre l, et famille des sections finissantes de la 
de chance d'être que celle des e et des 

enonce : « La suite n __,.. un converge vers l, si tout 

tre l contient une section finis sante », à tous 

faits ci-dessus aux énoncés anciens, 

recte, dans les intervalles de centre l sont 

comme des les sections finissantes. 


de énoncer pour d'une fonction réelle de variable 
: <<La fonction f a pour l, quand x est arbitrairement voisin 

de X 0 », avec la signification : << Tout intervalle de centre l contient 
l'image par f d'un intervalle pointé de centre X 0 • » 

«Arbitrairement voisin» ne vaut sans doute pas la référence 
cite à un filtre, qui sera faite plus tard ; il paraît cependant moins 
gereux pour l'intuition que le fallacieusement dynamique « tend vers ». 
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S'il vaut 

leur 
: or, une des manières 

le même filtre. 
ainsi que le terme de base de filtre. 

Remarquons que la notion de limite est une 
des subtiles des de l'analyse et est sans doute fâcheux 
que ce soit .par celle-là que l'on entame les cours d'Analyse. On se 
demander SI un autre ordre, allant des notions les moins fines aux notions 
le~ plus fines, ,ne serait pas plus favorable, et, puisque l'Analyse des 
d~but.ants se, deroule dans. les esp~ces métriques, ~'il n'y aurait pas lieu 
d envisager 1ordre : fonctwns unzformément contznues, fonctions conti­
nues partout, fonctzons continues en un point, limites, valeurs d'adhé­
rence. 

§ 2. GENERALISATION DE LA NOTION DE CONVERGENCE. 

l. Point adhérent à un filtre. Valeur d'adhérence d'une fonction. 

On dira que l est adhérent à un filtre 7, si l est adhérent à tous les 
ensemble~ du ce qui peut s'exprimer des trois manières équiva­
lentes suivantes : 

lo VFE'J lE 

2 o v v e CJJ (l) v F e g 


3° lEn!F;FE'Jl 

, . Si un filtre converge vers l, ce point est adhérent au filtre ; mais la 
reciproque n'est pas vraie. 

On dira que l'application f admet la valeur d'adhérence l suivant le 
filtre c:J (qui est ici filtre dans l'espace de départ) si l est point adhérent 
du filtre image de '7. 

Exemple : f : n ~ N , ----3> sin n E R. Toutes les valeurs de [- 1,
+ 1] sont valeurs d adherence suivant le filtre de Fréchet. 

_ De façon générale, lorsqu'on parle de limite d'une suite ou de valeur 
d'adhérence d'une suite, c'est toujours relativen1ent au filtre de Fréchet 
sur N. 

Considérons une suite n __,.. un à valeurs dans un espace E 
et supposons admette l pour valeur d'adhérence ; cela 

v v E C)J (l) v no l Un ; n > no ! n v =;tb 0 
ou encore : 

V V E C)J (l) 3 n > n
0 

Un E V. 
Pour base de CJJ (l), nous pouvons famille dénombrable 

de boules B (l, s11 ), la suite de réels st1:1Cte1ne~nt -nn.o•i-•i--"" sP tendant vers 
zéro. 

La condition précédente donne alors : 
Vp V no 3 n >no Une B (l, &p), 

ce de définir par récurrence une suite nP telle que : 
np > np-1 Unp e B (l, sp) 

(il suffit le résultat précédent à n 0 = nP---"1). 
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converge vers l. D'une suite à valeurs dans un espace métri~ 
l comme valeur d'adhérence, on donc extraire une 

converge vers l. 

2. Point adhérent à l'ensemble des valeurs d'une suite. 

Etant donnée une suite n E N ~ Xn, E E 
considérer la A de E constituée de 

adhérent à A, ou un point de 
par un abus de . 
rent à la suite ou 	 de la suite. Ces J.J.VLJ.U'J.-'""' 

être de celle de valeur d'adhérence d'une suite. 

« l valeur d'adhérence de la suite n ~ un» signifie : 
V V E CV ( l) V n 0 ! Un ; n > no ! n V =/= 0 ; 

« l point adhérent à l'ensemble des valeurs de la suite» 
v v E cv (l) 1Un ; n e N l n v =1= 0. 

n est évident que la première propriété est plus forte la deuxiè­
me · une valeur d'adhérence de la suite est point à l'ensemble 

des 'valeurs de la suite. Mais elle peut ne pas en être point d'accumula­
tion. La suite dans un espace métrique, par : 


Vn u2n= a u 2n+ 1 = b avec a =1= b 
admet a et b comme valeurs d'adhérence, mais pas comme point d'accu­
mulation de l'ensemble de ses valeurs. 

Si A est l'ensemble des valeurs de la suite, on peut schématiser les 
résultats sous la forme : 

Valeur d'adhérence de la suite 

Point adhérent à A. 

~ 
Point d'accumulation de A 

Ce schéma sera complété ultérieurement dans le cas des espaces séparés 
par la flèche en pointillé (cf. exercice 33). 

Exercice 29. - 1o Eta·nt donné un filtre 7 sur un espace E et une appli­

cation f de E dons R, on définit : 

lim sup 
7 

f = inf l sup f(x) l 
FE':! xEF 

lim inf g f = sup 1 inf f(x) 1 
FE':! xEF 

lim sup et lim inf 9 f sont des éléments de R. 

En quoi ces deux notions généralisent-elles les notions de l·imite supérieure 
et inférieure d'une suite de réels (voir A.P.M. 1, page 92)? 

Montrer que : 
lim sup 7 f ~ lim inf 7 f. 

Que signifie le fait que ces deux limites soient égales ? Que signifie-t-il ~n 
particulier quand 9 est le filtre des voisinages d'un point X 0 ? Dans ce demter 
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cas les limites supérieure et inférieure de f sont notées M(f1 x
0 

) et m(f, x
0 

), et 
leur différence, notée Q.{f, x

0 
), est appelée oscillation de la fonction f ou 

point x
0 

• 

2° Montre·r que lim sup 7 f (resp. lim inf 7 f) est la plus gronde (resp. la plus 

petite) des VO'Ieurs d 1 adhérence de f suivant le filtre CJ. 
3o Si o/ est un filtre sur E plus fin que CJ, comparer les limites infé­

rieures et supérieures de f suivant les filtres ':1 et 7. Retrouver à partir de 
là, le fait que si E est muni de la topologie discrète toutes les applications 
de E dans R sont continues et montrer que si E est muni de la topologie 
grossière les seules appHcations continues de E dans R sont les applications 
constantes. 

§ 3. STRUCTURE D'ORDRE SUR L'ENSEMBLE DES FILTRES 

l. 	Demi-treillis des filtres d'un ensemble. 

Nous avons défini une relation d'ordre sur l'ensemble des filtres 
définis sur un ensemble (cf. 1, 2) : 

fin que ~ CJ1 c CJ2 
et nous allons examiner la question de savoir si l'ensemble des filtres 
forme un treillis. 

L'ENSEMBLE DES FILTRES SUR E FORME UN DEMI-TREILLIS. 

C'est-à-dire donnés deux filtres ils admettent 
un moins que chacun d'eux et tout autre 

chacun d'eux. Considérons en l'intersection 
':11 n et CJ2• Cette de 9 (E) est bien un 
car: 
1) si FE n g2 et on dire GE CJ1, GE 9-2, donc 
GE 92; 
2) si n CJ2 et F 2 E CJ1 n 7 2 , il en résulte F 1 E et F2 E CJt, 
donc De même F 1 n F 2 E donc n n CJ2; 
3) le ne lui appartient pas ni à g2; 
elle n'est vide car elle contient au 
Ce filtre moins fin que et 7 2 et est le fin des filtres moins fins 
que et 

2. 
Examinons ce que devrait être un filtre plus fin que 71 et c:J2 • S'il 

existait un tel filtre 7, il devrait contenir tout élément E et tout 
élément E donc leur intersection ; si cette intersection était 
vide, elle ne pas à 7. Nous voyons donc 
une condition nécessaire pour existe un filtre plus fin 

v E CJ1 E ':12 F 1 n F2 =1= 
c'est-à-dire que tout élément du filtre 7 1 doit rencontrer tout élément du 
filtre CJ-2 • 

Exemple : Dans les espaces métriques, il n'existe pas de filtre fin 
que les filtres des voisinages de deux car si x =1= y, les boules 

1
de centre x et y et de rayon d(x, y) sont disjointes.

2 
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La condition nécessaire que nous venons de trouver est En 
l'ensemble : 

'7= l n e e 
est un filtre car : 

1 o Si F E '7 3 E 3 F = 

Soit alors G ~ F. Considérons G U et G U 


U n(GUF2)E'7. 
U F 1) n (G U F 2) = G U (F1 n F 2) = G U F = G; donc GE '7. 

2 o Si F = n F 2 E '7 et F' = F'1 n F'2 E '7, 

alors F n F' = (F1 n F 2 ) n (F'1 n F'2 ) = (F1 n F'1) n (F2 n F'2), 


or n E F2 n F'2 E donc F n F' E 7. 


la même 
ne le sont 

D'autre ce contient 7 1 et c'est le moins fin des filtres 
les contiennent. 
Etant donné deux filtres sur un ensemble E, pour que la famille des 

plw:; fins que chacun d'eux ne soit pas vide, il faut et il suffit que 
élément de l'un rencontre tout élément de l'autre, et alors la famille 

a un petit élément. 
CoNSÉQUENCE. - Un point a est adhérent à un filtre 7, si et seule­

ment .si, il existe un filtre plus fin que '} qui converge vers a. En 
dire que a est adhérent à ~f, c'est dire que tout élément de 7 rencontre 
tout étément du filtre cv (a). 7 et cv (a) possèdent un 
commun, converge vers a puisqu'il est plus fin que c19 (a). 

Nous avons vu un de cette circonstance nous avons 
considé!'é le filtre 7, image par une application n ~un du filtre de Fré­
ch~t..Due la ~uite un avait une v.aleur d'adhérence c'était dire que 
a etmt a ce filtre. Nous avwns alors montré, l'hypothèse 
où l'espace d'arrivée était métrique, l'existence d'une sous-sitite un 
convergeant vers a. Le filtre du filtre de Fréchet par cette sous~ 
suite est un filtre plus fin que 7 et CV (a). 

n'est pas vide 

3. Ultrafiltre. 

On appelle ultrafitre un élément maximal de l'ensemble ordonné 
des filtres sur un ensemble c'est-à-dire un élément vérifie : 

7 ~ CJL =::? '7 = CJL. 

d'ultrafiltre en considérant 
des surensembles du 

existe 
un en montrant que l'ensem­
ble des satisfait aux du 
théorème de Zorn ch. I, p. 17). 

Soit (i E I) une sous-famille totalement ordonnée de filtres 
fins que '700 

que tous lesLa réunion U ·= 7 est un 
iE I 
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En effet : 
si F E '7, 3 i E 1 tel que F E ; soit G ~ alors GE 

ce entraîne G E '7 ; 
2) si FE 7 et F' E CJ, 3 i E I et 3 jE I 
Mais l'ensemble étant totalement Y. 1. c donc 
F n F' E ce entraîne F n F' E CJ 

3) 0 '7 et 7 # y>. 
Toute chaîne de filtres fins que 

ble des filtres fins que est inductif et ... '"'""'.o,rf 

THÉORÈME.- La condition nécessaire et .... ,,.-~•~·rtn pour 
sur E soit un est de tout sous-ensembles cam­

de contienne éléments. 

Soit CJL un ultrafiltre et une 
(A U B = A n B = 0) et A pas à CZl 
Nous disons en résulte CJL tel que A n F = y>. En 

si tout F E CJL rencontrait donc si tout F E CJL rencontrait tout 
sur-ensemble de nous serions dans le cas haut où deux 
filtres t CJL et le filtre des sur-ensembles de admettent un 
commun, c'est-à-dire un filtre fin chacun d'eux. A 
nant pas à CJL, ce fin que 
est contraire à 
Donc: 

An F=0. 
Mais: 

AnF=0 =::? Fe A=B. 

n contenant un élément de CJL ...,...,.,........ ,•...,,.,,.., 
TJr(J(JlleJne.nt. soit un '7 Si ce 

il existerait un c'est-à-dire un 
oossE~ae:ra:tt plus d'éléments. Soit un des éléments 

hVDOtht~se entraîne cA e 7' ce entraîne 

( A E CJL. Alors CJL contiendrait A et (A, donc leur intersection qui est 

ce est impossible. 
L'image d'un ultrafiltre par une application est une base d'ultrafiltre. 

On sait l'image d'un filtre CJL surE est base d'un filtre Cff' sur E'. 
Soient ensembles complémentaires A' et B' de E' ; leurs images 

-1 -1 
réciproques f(A') et f(B') sont dans E. Or eze, étant un 

contient un de ces deux ensen1bles, par exemple f(A'). Mais 
-1 -1 
f(A') E CJL =::? f o f(A') E f( CJL). 

-1 
Or A'~ fof(A), donc A' appartient au filtre engendré par f(CU). Ce filtre 
contient l'un des deux éléments de tout couple d'ensembles comlnemt~n­
taires. C'est un ultrafiltre. 

- Si un a est adhérent à un 

un filtre fin lui converge vers a. Ce filtre 

lui-même. Un converge vers tout 


de E en deux ensembles A et B 

-1 
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AXIOMES DE SÉPARATION 

Nous nous sommes placés jusqu'à présent dans un cadre très géné­
tel qu'il soit possible d'y définir les notions de continuité et de limite 

et mettre en relief l'essentiel de ces notions. 1\Iais les applications de 
la topologie à exigent des espaces topologiques des propriétés 
supplémentaires. Nous allons étudier, dans les chapitres V, VI, VII, quel­
qut.s-unes des plus importantes de ces propriétés. 

§ 1. ESPACES SEPARES 

1. 	Condition d'unicité des limites. 

En analyse, on a toujours l'unicité de la limite. Cette propriété 
fondamentale ne s'étend pas aux limites définies de façon plus générale 
(comme dans le chapitre précédent) sur les espaces topologiques : par 
exemple si un espace E est muni de la topologie grossière. le filtre CV (a) 
des voisinages de a étant réduit à E, tout filtre 7 contient CV (a), donc 
tout filtre 9 converge vers tout point de E. 

Supposons qu'un filtre 7 converge vers a et vers b avec b # a, c'est 
dire que: 

7plus fin que CV(a) et que CV(b). 

Mais ceci entraîne : 
Y V E cv (a) et Y V' E cv (b) v n V'#0. 

Rétablir l'unicité des limites sur un espace topologique, c'est donc 
rendre ceci impossible, c'est donc assujettir l'espace a satisfaire l'axiome : 
(T2) Va, Yb E E, a =F b, =::? 3 V E cv (a) 3 V' E cv (b) V n V'= 0. 

Cet axiome, désigné par T2 (T, initiale de Trennung =séparation en 
allemand) ou comme axwme de Hausdorff, caractérise les espaces topo­
logiques séparés (*). 

Si un espace E vérifie (T2) pour une topologie re, on dit que re est 
séparée. 

tout de suite que les espaces métriques sont séparés. 
d(a, b) = 2 r > 0, les boules ouvertes B(a, r) et B(b, r) sont 

(*) La notion d'espace topologique non séparé a cependant des applications. 
Dans <>es développements récents, la géométrie algébrique en fait usage (topologie de 
Zariski). 
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ror.n-.:ra..,·rra vers tout lui 
ou bien converge vers 

REMARQUE. 

lui d'autres 
axiomes avaient été en 

Si l'axiome de Hausdorff a été 
axiome de 

Fréchet : 
3 V E CV(a) b v,

Va,VbEE a=?b 3 V' e é)9(b) a V'. 
Il est clair que (T2 ) =::;> (T1 ). 


(Td s'est révélé moins utile que (T2). n suffit toutefois pour démontrer un 

certain nombre de propriétés. 


Exercice 30. - On peut aussi considérer l'axiome plus faible encore 
que (T1): 


<T
0 
): Etant donnés deux points distincts quelconques de l'espace, un des 


deux possède un voisinage qui ne contient pas l'autre. 

Montrer que si E est muni de la topologie grossière et si F satisfait à {T0 ), 

les seules applications continues de E dons F sont les applrications constantes. 

Exercice 31.- (T1) équivaut à « tout ensemble réduit à un point est 
fermé » et à « l'intersection des voisinages de a est ! a ! ». 

Exercice 32. - 1o Dans un espace vérifiant l1 axiome (T1), l'ensemble A' 
des points d'accumulation (appelé ensemble dérivé de A) est fermé. 2° Mon­
trer qu/un ensemble A est fermé si et seulement si, A ::::> A'. 

Exercice 33. - Si un espace vérifie 11 axiome (T1), tout point d'accumu­
lation de l'ensemble A des valeurs d'une suite de points de cet espace est une 
valeur d'adhérence de cette suite. Que peut-on dire d'un point ndhérent à A? 

Exercice 34. - Pour que E soit séparé il faut qu'H y ait « assez » 
d'ouverts. De façon précise : 
si sur E, la topologie 1:1 est séparée, toute topolog,ie plus fine que '<':1 est 
séparée; 
si sur E

1 
la topologie 1:2 est non séparée, toute topologe moins fine que 1:2 

est non séparée. 
Ces propriétés sont vraies aussi pour la sépamtion au sens de l1axiome (T1 ). 

Exercice 35. - Le fait d 1être séparé est « héréditoire », c'est-à-dire si 
A c E et si 'c est sépa,rée sur E, la topologie '<':A induite sur A est séparée. 

Exercice 36. - 1o Montrer qu'une topologie définie par un écart e n'est 
séparée que si e est une distance. 

2° Montrer qu 1 une topologie définie par une famille d1écarts 1e, l est 
séparée, si, et seulement si, elle vérifie : 

V x, 'fyE E x=?y :::;> 3 i e;,<x, y)> O. 

2. 	Produits 

Nous allons démontrer: 
et seulement et 
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a) 
Soient 

avec x =1= y 

d'abord 

\ x = (xb x2) E 
l Y = (Yv Y2) E 

X1 ==? Y1). 

x 
x 

L'hypothèse de séparation entraîne qu'il existe des ouverts 01 et 0'1 

contenant respectivement x1 et y1, et tels que : 
01 n O't=!2S, 

-1 -1 
pr (01) et pr1(0'1) sont des ouverts disjoints de E 1 X E2 contenant res­

1
pectivement x et y (figure ci-dessus). 

b) Réciproque. Supposons que E 1 ne soit pas séparé, c'est-à-dire 
qu'il existe un couple x 11 y11 avec x 1 ==? y11 tel que tout ouvert contenant 
x1 rencontre tout ouvert contenant Y1· 

---,-------------------. 
1 	 1 
1 	 1 

1 

~ ---~-1-- :-tl--: 
1 	1 .1 il 1 
1 	 1 1 11 1 : 1 

11 1 :1 1 1 	 1 
--1 --r--,-1--,-- -:----,

1 
1 l 1 1 1 1 1 

1 1 l 1 1 
1 1 1 

'-­

Deux ouvertsSoient les 
des 	élémentscontenant 


base des ouverts 

-1 -1-1 -1 

0 = 	pr1(01) X pr2C02) 0' = pr1(0't) X pr2(0'2), 
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0 1 et x 1 et y1, 


01 n contient n 0' contient (Ç, x2 ). 


ouverts n'est pas X n'est pas séparé. 


....."''-"''.n'~<!UL : Le raisonnement s'étend sans difficulté à un ...,.,..,.,...-~ .... d'espaces 
en fini ou infini. 

·Exercice 31. - E est séparé équivaut à « sur (E X E), la· diagonale est 
un fermé ». 

§ 2. PROPRIETES PLUS FORTES LA SEPARATION 

Nous considérons maintenant 
(Tg) : Pour tout fermé F de l'espace roA'JoLoaiwLu~ tout 
x de n'appartenant pas à F, il existe un vvL.:H.nuan::c x et un voisi­
nage de F (ensemble contenant un ouvert co.numcml tels que : 

v n W=~. 
Cet axiome n'est pas plus fort que (T2), car une réduite à un 

n'est pas forcément fermée, mais : 
(T1 ) et (Tg) :=:::;> (T2). 

En effet, pour tout y, (T1) entraîne que ! y 1 est fermé (cf. exer­
cice 31) et (Tg) entraîne alors : 
v xe E e E y~ x :=:::;> [ 3 v e CJJ(x) 3 w e CJJ ( 1 y 1 ) = CJJ(y) 

v n W=~J. 
UIIJ'IU'v.l..n.. espace régulier un vérifie (T1) et 

est équivalent), (T2 ) 

Exercice 38.-- Montrer que l1 axiome (T8 ) est équivalent à: Tout point de 
E possède une base de voisinages fermés. 

Axiome (T4). Pour tout fermé F de l'espace topologique et 
point x de E n'appartenant pas à F, il existe une application continue 
de E dans le segment [0, 1] de R telle que f(x) = 0 et = ! 1 ! . 
On a la proposition : (T4) :=:::;> (Tg). 

En effet, soient xE E et F un fermé de E ; dans [0, 1 muni de la 
topologie induite de celle de [ 0, s [ et ] 1 - s, 1] sont ouverts, 

1
si s < 2. On aura alors : 

([0, s[) n (]1- s, 1]) = ~. 
[0, s[ est un ouvert contenant f(x). Si f est .._,~,,A~~-&L~,_,. réci­

proque de cet ouvert est un ouvert contenant x ; ] 1 - s, 1] est un 

(*) La notation T1, T2, T3 , ••. des divers axiomes de séparation est celle du livre 
d'Alexandrov-Hopf (1934). Cependant, notion d'espace complètement 
n'avait pas été dégagée à cette époque et classification ci-dessus s'écarte 
d'Alexandrov-Hopf à partir de l'axiome T4 • Notons d'autre part qu'à l'étranger, pour 
dire qu'un espace est séparé, on le désigne souvent comme un « T2-space », 
« T2 -Raum » ... ,etc..• 
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ouvert contenant f(F) ; son est un ouvert contenant F. 
Donc l'axiome vérifié. 

Notons que, des précédentes, 
(Tl) ~ ~ l (T2) 
(T4) ( ~ (T4) 

Les espaces satisfaisant à ces groupes d'axiomes sont espa­
ces complèteuzent réguliers. 

(T4) CONSTITUE UNE CONDITION NÉCESSAIRE ET SUFFISANTE POUR QUE 
LA TOPOLOGIE SOIT DÉFINIE PAR UNE FAMILLE D'ÉCARTS. 

Nous montrerons ici, que (T4) est une condition néces­
saire. 

Soit donc un ensemble E, dont la topologie 'c est définie par une 
famille d'écarts eï(i E 1). Montrer que E satisfait à l'axiome (T4 ) revient 
à montrer qu'étant donnés un point X 0 et un ouvert arbitraire con~enant 
X 0 , il existe une application continue de E dans [ 0, 1] « envme » X0 

sur 0 et sur 1 le de l'ouvert. Nous avons démontré dans 
l'exercice 17 que X 0 à un ouvert était centre de 
ce que nous avons une pSeudo-boule incluse dans l'ouvert. 
B = B(x0 , J, ~), J une partie finie de I. Si on défi.nir une 
application continue E dan~ [0.' 1] qui envoie X 0 • su_r et le cmmn,Ie­
mentaire de B sur 1, cette appbcabon enverra a fortzorz sur 1 le 
mentaire de l'ouvert qui contient B. 

En tout x de on a : 
YiEJ ei(x, X 0 ) < ~· 

Posons e(x, X 0 ) = sup l ei(x, X 0 ) iE J l. 
Ce nombre est défini en tout x de B J est et s'annule 
pour X=X0 • 

Considérons alors 

~ YxEB 

( Yx B 

ou, ce revient au même : 

Y xE E cp(x) = inf ~ 1, e(x,çxo) ~ 

Cette application envoie X 0 sur 0 et le complémentaire de la ~-""'' ...."''"' 
boule B sur 1 ; reste à vérifi.er qu'elle est continue.... ,.._, ..........~A 
que, étant un écart, x~ ei(X0 , x) est une E dans R+ 

continue. En effet, l'image réciproque d'un intervalle ] ct, ~ [ 
R est l'ensemble l x ; ct< e/r, X 0 ) < ~ 1 , intersection de l'ouvert 

1 x · e(x x) > ct 1 et de l'ouvert r x ; e(x, X 0 ) < ~ ! , c'est un ouvert. 
x~ 'e(x ~ ) 

0 

d'un nombre fini de fonctions continues est aussi 
continu~ ~t'cp, de deux fonctions continues est continue. La nr.nnT'lP 

est donc démontrée. 

3. ~spa4ees normaux. 

Nous citerons enfin l'axiome. 
(T5). POUR TOUT COUPLE DE FERMÉS DISJOINTS A ET IL EXISTE DES 

VOISINÀGES V(A) ET W(B) TELS QUE V n W = ~. 
Cet n'entraîne aucun des précédents. 

http:v�rifi.er
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n est "'~··..n~ l'axiome suivant :Pour 
.tout LtJILL/UilL A et B, il existe une alJDU:carw'n continue 
de l'espace dans vaut zéro sur A et 1 

Le fait que cette nouvelle propriété se démontre 
exactement con1me (T4) :::::? la "'"'"'' ........."",....''""' 
nous la démontrerons l'exercice 39 ci-dessous. Grâce à ce 1-lhàA:r.o~,.o 
on voir que 

(T1) l :::::? (T4), donc tous les axiomes 
(To) ) 

En (T1) entraîne point est un fermé. 

Les espaces satisfaisant à (T1) et (T5) sont dits espaces normaux. 
Les propriétés de régularité et de régularité sont hérédi­

taires, ~·est-à-~ire sont vraies pour la topologie sur un sous­
(lmmédtat), mais la propriété d'être normale n'est pas héréditaire . 

. tient à. ce que deux fermés disjoints du sous-espace peuvent être 
les Intersections avec ce sous-espace de deux fermés non disjoints. 

REMARQUE : L'équivalence des deux énoncés de (T5) pourrait faire croire 
à l'équivalence de (Tg) et de (T4). Il 'en est rien : (Tg) n'implique pas 

Exercice 39. - f étant une application d'un ensemble X dons la droite 
numérique R, on pose ; 

9(( À) = l x; f(x) <À l 

9(f, À) = l x; f(x) ~ ). ! 

1° a) Montrer que l'on a: 

nl 9 (f, À) ; À E R l = cp ; U1 9 Cf, À) ; À E R ! =X 

u l 9 (f, À) ; À < {J. ! = 9 (f, {J.). 

b) Montrer que les égalités ci-dessus sont encore volables si f(x) ne décrit 
qu'une partie E de R, partout dense sur R. 

2° Montrer que si une famille F). de parties X, où À décrit R, vérifie 

n! F).; À·E R l =cp U l h; À ER l =X 

U! F). ; À < p. l = Fp. , 

il existe une application f, unique, de X dans R telle que 
VÀ ER 9 (f, À) = FÀ. 

Montrer que f(x) = À est équivalent à x E n! Fp.; !J. > À l - F).. 

3° H(!J.) est une famille de pmties de X définies pour !J. E E Œ: partie 
de R partout dense sur R) 1 et possédant les propriétés : 

n! H(!J.); p. E E l = ~ Ul H(tJ.); !J. E E l = X 

!J.t < !J.2 ::;> H<!J.t> c H(l12). 

Montrer que la famille F). définie pour tout À réel par : 

F). = Ul ; tJ. E E, p. < À 1 

possède les propriétés énoncées en 2°. 

On suppose dans la suite que X est un espace topologique. 
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4 o Montrer que si f est continue, on a : 

c g(fl À). 

On suppose que x n'est pas un point isolé de X et que x appa,rtient à 

g(f, À)- 9 Quelle propriété f possède-t-elle en x? 

5° On dit qu'une portie A de X est fortement incluse dons une portie 

B de X, si l'on a Ac B. On notera cette relation A cc B. 
L'inclusion forte est-elle une relation d'ordre sur 7J (X) ? 
Que résulte-t-il de A c c B et B c c A ? 

6° Montrer que la condition nécessaire et suffisante pour que f, application 
de X dons R soit continue est que pour tout couple de valeurs réelles À, !J., 
on ait: 

9(( À) c c 9(fl {J.). 

7° Si la famille H (!J.) de 3° vérifie : 

fl.t < !J-2 ::? H(!J.l) cc H(l12), 

montrer que la fonction f que l'on peut lui associer, en vertu des résultats de 
3° et 2°, est continue. 

8° On suppose que X est un espace topologique normal. montrer que cette 
propriété est équivalente, pour un espace séparé, à la suivante : 
Pour tout fermé F contenu dans un ouvert 0 =;;'= X, il existe un ouvert U tel 

que F c U c U C O. 
En déduire que, dans un espace normal/ si un ouvert 0 1 est fortement inclus 
dans un ouvert 0 2, il existe un ouvert 0 tel que 

0 1 cc 0 cc02 . 

9° A et B étant deux fermés disjoints d 1 un espace normal X, on définit une 
famille H{À) de la manière suivante: 

a) On pose d'obord 	H(À) = ~ si À< 0 1 


H(O)= 


H(l)= 

H (À) = X si À > 1. 

b) Les résultats du 8<> permettent ensuite d'affirmer l'existence d'un 

ouvert que l1on désignera par H ( ~) et vérifiant 

H(O) cc H( ~)cc HO). 

c) On procède alors par récurrence. Ayant défini les ensembles H(;n)pour 

2 
p = 0, 1, ...2n on définit H ( p + 1 

) comme un ouvert vérifiant : 
2n+l 
2 1 1 

H ( ~n) C C H ( ~n~ 1 ) C C H ( P ~n ) 

Justifier la formation des ensembles H(;} Montrer que la famille H(À) 
définie pour À < 0, À > 1 et pour les nombres dyadiques de [0, 1] vérifie 
les conditions du r. En déduire que dans un espace normal X 1 il existe pour 
tout couple de fermés disjoints A et B une fonction continue f définie sur X, 
à valeurs dans [0, 1] et valant 0 sur A et 1 sur B. 
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10.. On suppose que l'ensemble e (X, R) des fonctions numériques conti­
nues sur un espace normal X (ou seulement complètement régulier) possède 
la propriété que pour l'ordre naturel sur e (X, R) toute partie de e (X, R) 
qui est majorée possède un plus petit majorant. En déduire que sur X tout 
ouvert a une adhérence ouverte. 

On pourra procéder comme suit : 0 étant ouvert tel que 0 =;'= X on associe 
à tout point xE 0 une fonction g:& continue, à voleurs dans [0, l] prenant 

la valeur 0 sur ( 0 et la valeur 1 au point x. On montrera que la bome 

supérieure dans e (X, R) de l'ensemble 1g:&; xE 0 l prend la valeur 

CLASSES 
TOPOLOGIQUES 

sur 0 et la valeur 0 sur ( 0; d'où l'on déduira le résultat annoncé. 

La nécessité de donner des démonstrations correctes des diverses 
propriétés des fonctions continues sur un segn1ent [a, b] de R a conduit 
à dégager diverses propriétés de R, qui caractérisent des familles 
générales et très hnportantes d'espaces topologiques. C'est ainsi que les 
propriétés : 

f continue sur [a,b] ::=.? f bornée 
f continue sur [a, b] ::=.? f atteint ses bornes m et M 

sont à rattacher au caractère «compact» d'un fermé borné de R. 
La propriété : 
f continue sur [a, b] ::=.? f prend toute valeur de [m, M] 

est à rattacher au caractère << connexe » de [a, b]. 
La propriété : 

f continue sur [a, b] ::=.? f uniformément continue sur [a, b] 
se rattache au fait que [a, b] est à la fois compact et métrique. 

§ 1. ESPACES COMPACTS 

1. Définition. 

Une bonne démonstration de la première des propriétés ci-dessus 
est fournie par le théorème de Borel-Lebesgue. C'est la propriété qu'il 
énonce pour [a, b] cR, qui a servi de définition pour les espaces 
compacts. Expliquons d'abord en quoi consiste ce théorème. 

On appelle recouvrement d'une partie A de E, une famille CR c 1' (E), 
telle que : 

Ul X ; X E CR 1 :::::> A. 
La famille CR peut être finie ou infinie. 
Si un recouvrement est formé d'ouverts, il est qualifié d'ouvert. 

Ceci posé, le théorème de Borel-Lebesgue s'énonce : «De tout recou­
vrement ouvert de [a, b] c R, on peut extraire un recouvrement fini » <1>. 

(1) Montrons, sans attendre la démonstration de ce théorème et sans attendre 
toutes les conséquences qu'on peut en déduire, comment il permet d'établir la pre­
mière propriété des fonctions continues sur [a, b]. Si f est continue. e étant choisia 
tout xE [a, b] est centre d'un intervalle où f(y) < f(x) + e ; l'ensemble de ces inter­
valles constitue un recouvrement ouvert de [a, b] ; en vertu du théorème de Borel­
Lebesgue, on peut en extraire un recouvrement fini, formé de n intervalles de centre 
x i(1 ::::;;; i ::::;;; n) ; on peut alors affirmer que V x E [a, b] ,f(x) < sup 1f(xi ) l + e. 
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DÉFINITION DES ESPACES COMPACTS (2) 

2) satisfait à un des axiomes suivants : 
Tout recouvrement ouvert de contient un recouvre-

ou sa variante : 

LtLUU:;.AU.i) 

Si une 

de la 


non vide. 

(C3). Tout 
 (3). 


(C4 ). Tout 


Etablissons de ces axiomes : 
• (C1) Ç::::? ( C2). 
En l'ensemble des des éléments d'un recou­

vrement ouvert est une famille de 
~""''"'"'"'"""'· Dire de 

d'intersection 
toute famille d'ouverts 

re~~OlLIVJreinent. une famille finie soit un rec~OllVJ~erneJnt, arnn-i-.rnn 

extraire de toute famille 
d'intersection vide. 

• (C2) Ç::::? ( C'2) . 

si CJ ....a ...,..,J."".u.co une famille de fermés et CJJ une sous-famille 
F ax:wrr1e (C2) par ; 

nl F ; FE CJl = 0 =:? 3 CJJ c CJ, nl F ; FE CJJ l = 9} 

et (C'2) par : 

V CJJ c CJ, nl F; FE CJJ 1 =rf= 0 ==? nl F; FE CJ l =rf= 9} 

Ces deux propositions sont équivalentes (A ==? B et non B ==? non A). 

• (Ca) ==? (C4). 

Le filtre CU a un point adhérent et on sait (cf. IV. 3. 3.) qu'un ultra­
filtre converge vers tout point qui lui est adhérent. 

• (C4) ==? (C3). 

Soit CJ un filtre sur E. Il existe un filtre CU plus fin que CJ 
converge vers un a ; ceci entraîne que a est adhérent à CJ, 
IV. 3. 2. 

(2) Certains auteurs, surtout an:1uo-saxons. séparation dans 
la définition des espaces en enc)nc,es de théorèmes 
commencent généralement par : soit nn « colnpa.ct-H,aw;dorff ou un « compact
T2-spa.ce ». 

(3) entraîne en particulier : toute suite d'éléments de l'espace a. une 
valeur 
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Un est adhérent à 9 si, et seulement s'il à l'inter­
section des adhérences F des éléments F de CJ. toute intersection 
finie d'éléments F de CJ est non vide ; il en est de même de toute inter­
section finie d'éléments Si satisfait à (C'2), il en résulte que 

n ;F E '7 l est non vide ; que CJ possède un adhérent. 

• (C3) ==? CC'2). 
Soit W une famille de f.ennés telle que toute intersection finie soit non 

vide. Soit 9:3 la famille des intersections finies d'éléments de W ; ::) W). 

Une intersection finie d'éléments de c13 est encore un élément de cl3 ; 
d'autre 0 en ; donc c13 est la base d'un filtre CJ et, en vertu 
de ce filtre a un point et l'intersection des adhérences 
des CJ n'est pas vide. Comme c:;:::) r!J::) W, il en est, a fortiori, de 
même pour l'intersection des adhérences des éléments de W, c'est-à-dire 
pour les éléments de W eux-mêmes, ce qui établit (C'2). 

2. Théorème de Bolzano-Weierstrass. 

Une conséquence immédiate des aximnes des espaces est le 
théorème de Bolzano-Weierstrass : Toute partie infinie 
compact possède au moins un point d'accumulation. 
Nous en donnerons deux dén1onstrations. 

1o Soit A une partie infinie du cmnpact K. Les complén1entaires F, 
rapport à A, des finies de A, décrivent un filtre sur A, est 

base d'un filtre CJ sur K. Le filtre 7 a un point adhérent a dont tout 
voisinage V rencontre tout ensemble F et V n F est infini, sans quoi 

-V n F) serait complémentaire dans A d'une partie finie de A et ne 
rencontrerait pas V. Tout voisinage de a contient donc une partie infinie 
de A : a est un point d'accumulation de A. 

2o Nous allons montrer qu'une partie A de K sans point d'accumu­
lation est finie. Tout point x de K possède un voisinage ouvert ne conte­
nant aucun point de A, ou contenant un seul point de A, si xE A. L'en­
semble de ces voisinages constitue un recouvrement ouvert de K. On 
peut en extraire un recouvrement fini : la réunion de ses éléments est K, 
elle contient donc A ; mais chacun de ses éléments contient au plus un 
élément de A. La partie A est donc finie. 

Tout espace compact satisfait au théorème de Bolzano-Weierstrass. 
La réciproque n'est pas vraie en général. Mais on montrera espace 
métrique qui satisfait à Bolzano-Weierstrass est compact. 

3. 	Tout espace compact est normal. 

Par séparé ; mais il possède enU.'-'Jl-' ..,, .. ._..v 

fait une C'est ce que nous allons 
montrer J.J..J.C:U.J..U,\.,..U.QH.I, 

dans un 	 un x et un fenné avec 
A. Pour tout y E il deux ouverts disjoints contenant res­

..-..a. ....h ...ra.rru>n-t x et y et que nous noterons et v 11 : 

xEU11 yEV11 U 11 nV11 =9}. 

décrit l'ensemble des V 11 décrit un recouvrement ouvert de A. 
en extraire un recouvrement fini V y , V y , ••• , V y • 

t 	 2 n 

http:J.J..J.C:U.J..U,\.,..U.QH
http:T2-spa.ce


-72­

n 


l'ensemble a;­v- u Vyt est un ouvert contenant A. 
i=1 

n 

Mais ­ nUyi est un ouvert contenant x. 
i=1 

De n Uyt = S'S, on déduit U111 n 
Si maintenant nous considérons deux fe~n!és disjoints A et B, nous 

TH"\n-r•-..n.-.n tout xe B, trouver deux VOISinages ouverts disjoints 
de x de A. En faisant décrire B par x et en recommencant 1~ 

. . , précédent, nous trouverons un ouvert U contenant ~B dis-
JOint dun ouvert V contenant A. 


En vertu de (T1) t =::;:.

(T5) ) (T4), nous pouvons en 

est complètement la ... -r.,..,.-n.~.,..,"', 
héréditaire ; il en que, pour 

compact, il est nécessaire que cet 
de normalité n'étant pas 

soit 

4. Parties compactes d~u.n espace tO][)OJlogiqlle. 

DÉFINITION : On dit que K c E est une compacte de si elle 
est pour la topologie induite. 

si K c A c la .. '-J~JV.l'-'"'''co sur A étant induite par 
K de est une 

sur K par celles de et 
compact d'une est donc un 

tu;'ie(JIJ.i~- contrairement aux caractères ouvert et fermé. 

Exemple : Dans un espace séparé, tout ensemble fini est compact. 

Exercice 40. - Dans un espace séparé où une suite de points (x ) 
converge vers un point x, l'ensemble 1xn; nE N 1 U 1 x 1 est compact. n 

THÉORÈME. -UNE PARTIE COMPACTE D'UN ESPACE SÉPARÉ EST FERMÉE. 

~oit E un ~space et K cE une Soit a adhé­
rent a d?nt, Il s~ffira. montrer à pour que la pro­

smt etabhe. Dire que a adhérent à K signifie : 
v v e 09 (a) v n K =F 0. 

D'autre la fan1ille 9- = ! V n K ; V e CJ9 (a) l est un filtre sur 
comme ,on le, vérifie _immédiatement, d'après l'axiome (C3), ce filtre 
est adherent a ~n pmnt b de K. il existe un filtre r::J' sur plus 
fin que Y: ~ qui converge vers b. Ce Y:' être pris comme base 
d'un filtre 5!' défini sur E et Y: comme base d'un filtre 9: sur E. 
Le filtre Y:' est fin que Y: puisque tout élément de la base du 
deuxième est élément de la base du Or, ~ est plus fin que 09 (a) 

tout élément de 09 (a) contient un élément de la base de ;; . Donc, 
fin que 09 (a), converge vers a. Il converge aussi vers b. 

r::J ', vers b dans est fin que le filtre 
!VnK;VE ! 

donc: VVE 09(b), 3 F' e Y:' F' cV n K 
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c'est-à-di~ que tout él~ment du filtre 09 (b) contient un élément F' de 
base de ;!_', donc que r::J' est fin que ~9 (b)]. Dans l'espace séparé 

le filtre Y:' ne peut avoir deux limites distinctes ; a= b et a e K. 

THÉORÈME. - UNE PARTIE FERMÉE D'UN ESPACE COMPACT EST 
COMPACTE. 

Observons d'abord que E étant séparé, 

la étant héréditaire. 


.......... v ....... ,._, 
 (C2). Les fermés de F sont des fermés de E. 
d'intersection vide, de fermés on donc extraire une 

famille d'intersection vide ; F à (C2 ) ; il est "'"'.."""'""""",.. .. 
L'ensemble de ces deux théorèmes montre que, dans un 

coJmr1act. il y a identité entre les parties compactes et les parties .:>-rTn<=>tHo 

propriétés suivantes : 
e Dans un espace séparé, une réunion finie de compacts est un compact. 
En effet : 

Un recouvrement ouvert étant donné, la réunion des recouvrements 
finis de chaque compact qu'on peut en extraire forme un recouvrement 
fini de la réunion. L'espace ayant été supposé séparé, ceci suffit pour que 
la réunion soit un compact. 
e Dans un espace séparé, une intersection de compacts est un compact. 

En effet, soient, dans E séparé, des compacts Ki (i décrivant un 
ensemble I d'indices, fini ou infini). Ces compacts sont fermés, donc leur 
intersection est un fermé de E et peut aussi être considérée cmnme un 
fermé de l'un d'entre eux, K0 ; partie fermée de ce compact, cette inter­
section est compacte. 

Pour montrer que l'hypothèse de séparation de l'espace est nécessaire à 
la validité des deux propositions précédentes nous renvoyons à l'exercice 41. 

5. 
Montrons d'abord que, dans un espace métrique, tout compact est 

borné. Soit E un espace métrique. L'axiome de Borel-Lebesgue, (axiome 
(C1)), montre qu'on peut obtenir un recouvrement de tout compact par 
un nombre fini de boules de centre xi (1 ~ i ~ n) et de même rayon r 
(puisqu'on a un recouvrement ouvert constitué de toutes les boules de 
rayon r). Soit alors x quelconque appartenant au compact ; on a : 

d(x1, x) ~ sup d (x1, x;)+ r, 
2,fi<n 

donc, ce compact est borné. 
Un espace métrique étant séparé, la propriété que nous venons d'élu­
rapprochée du théorème établi plus haut, permet d'affirmer : dans 

un espace métrique, tout compact est un fermé borné. La réciproque, 
généralement fausse, est vraie dans Rn. 
Pour fixer les idées, prenons n = 2. 

Il est inutile de montrer que le fermé borné le plus général est un compact 
car, si nous établissons le théorème pour un carré fermé, la proposition « toute 
partie fermée d'un compact est compacte », nous permettra d'obtenir la compa­
cité de n'importe quel fermé borné à partir de celle d'un carré qui le contient. 

Soit donc un carré fermé et supposons qu'il ne satisfasse pas à 
l'axiome de Borel-Lebesgue, c'est-à-dire qu'il existe un recouvrement 
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~-- -------­ -1 

1 

1 
1 
1 
1 

~ 

carrés précédents qui ne satisfait pas à l'axiome de Borel-Lebesgue . un 
des quat~e nouveaux carrés n'y satisfait pas non ... , et ainsi de s~ite 
Les abscisses et les ordonnées des côtés du où Borel~ 
Lebesg~e n'est pas vérifié tendent vers des lin1ites 
abouti a u~e contradiction, car, du fait de sa ..... .__,.~_u.~.~~..!\.J1l. 

a un carré de dimensions arbitrairement 
au.cun rec~u,vrement fini extrait du recouvrement 
existe u~ ele:n:ent ~e ce recouvrement qui contient (~, 
un ca~re de ?-II?~nsio~ ~uffis~mment petite. 

SI n avmt ete supeneur a 2, on aurait considéré, au lieu d'un 
1un fermé à n dimensions et on l'aurait divisé en 

et le raisonnement se serait poursuivi de la même manière. 
~ous avons donc montré : les compacts de Rn en sont les 

bornes. 

Exercice 41. - On considère l'espace produit de R, muni de la topologie 
usuelle, par un ensemble à deux éléments, muni de la topologie grossière 
ensem,ble produit qui peut être représenté commodément por deux droite~ 
paralleles telles que leurs points de même obscisse sont projections orthogo­
nales l'un de l'autre. 

1) Indiquer une base des voisinages d'un point de cet espace produit et en 
conclure que cet espace n'est pas séparé. 

2) ~ontrer que le sous-ensemble formé d'un semi-segment ]a, b] d'une 
des dro1te~ .et du point d'abscisse a de l'autre est compact. 

, 3). Cho1s1r .deux sous-ensembles de cette espèce de façon telle que leur 
reunton ne so1t pas compacte. 
. 4) C~oisir deux sous-ensembles de cette espèce de façon telle que leur 
1ntersect1on ne soit pas compacte. 
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continue d'un compact dans un espace 

THÉORÈME. - SOIT E UN ESPACE TOPOLOGIQUE COMPACT ET E' UN 
ESPACE SÉPARÉ; SI f: E --7 E' EST CONTINUE, f(E) EST COMPACTE. 

Soit un recouvrement ouvert 10', ; i E I ! de f(E). 

On a donc: 

-1
f est continue, f (O'i) est un ouvert de et, de plus : 

U {\O'i) =>-l (f(E)) = E. 
i E I 

i E I ! est un recouvrement ouvert de E. 
En vertu aa.~.v,,..,_" (C1) on peut extraire de ce recouvrement ouvert un 

-1 
recouvrement fini ! f (O'i) ; i E J l , J désignant une partie finie de I. 

Donc, 1 

-1u f (O'i) => E résulteDe: 
iEJ 

U {\o',) = U fofCO'i) => t<E).
'(iEJ iEJ 

-1 
Or: fof (O'i) c O'ï· 

Donc, a fortiori: U O'i => f(E). 
iEJ 

D'un recouvrement ouvert arbitraire de f(E) on a extrait un recouvre­
ment fini. (C1 ) est vérifié ; E' étant séparé, donc f(E) aussi (la séparation 
est héréditaire), f(E) est compacte. 

CONSÉQUENCES : 

1o Nous avons maintenant le moyen de démontrer les deux premiers théo­
rèmes fondamentaux relatifs aux fonctions continues sur un segment de 
puisque ce est un compact ; l'image par une application continue d'un 
compact dans (qui est séparé) est un compact ; donc l'ensemble des valeurs 
de f est borné et comprend ses bornes. 

2° Compacité et topologie quotient. Par application du théorème précé­
dent, on voit que : si K est un compact, et C'f2 une relation d'équivalence défi­
nie sur K, si KjC'f2est séparé pour la topologie quotient, K/C'f2est compact. Pour 
que, K étant compact, K/CN le soit, il est donc nécessaire et suffisant que 

soit séparé. 
Nous n'étudierons pas ici les conditions que doit vérifier c'R pour qu'il 

en soit ainsi. Notons seulement qu'il est à prévoir qu'il y a effectivement des 
conditions, la séparation n'ayant aucune raison de «passer aux classes», puis­
que deux voisinages disjoints ne pas avoir des images par 
l'application canonique. 

Sans connaître les conditions générales sur Cft, on trouvera des espaces 
quotients compacts chaque fois qu'on saura démontrer que ces espaces sont 
séparés. Exemple d'espace quotient compact: le plan projectif. Nous avons 
trouvé (cf. exercice 26) que le projectif était homéomorphe, pour la rela­
tion d'équivalence C'f2 qui identifie deux points diamétralement opposés, à 
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l'espace quotient d'un disque fermé. Ce disque fermé est compact (cf. 
compacts. ~e Rn) ; d'autre part, il est immédiat que K/Cf2est séparé ; en effet~ 
P.our un element .d.e K/02 constitué par un point intérieur au disque, un voi­
smage est un voismage pour la topoloa-ie usuelle de R2 et pour u '1 · t 

t •t ' d d · . , ._, , n e emen cons I ue e eux pomts diametralement oppose' s du bord · · t, un voisinage es 

co~stit~é des intersect~ons avec le disque des voisinages usuels des deux 
:p~mts , et on pe~t ,touJours dans ces conditions trouver des voisinages dis­
~om~s pour deux elements distincts. On peut donc conclure que le plan pro­
Jectif est compact. 

Nous sommes maint~nant en mesure de comparer du point de vue 
de la finesse ~es tol?olog~es compactes aux .a?tres topologies séparées.
Cette ~omparmson s expnme dans la propositiOn suivante : 

Sz _un ,ens~mble E est muni d'une topologie compacte 'c et d'une 
topologze separee 'C' moins fine que alors 'C = 'C'. 

Ce qui est équivalent aux énoncés 
•, Toute t~polo_gie strictement moins fine qu'une topologie compacte 
n est pas separee. · 
• Toute topologie strictement plus fine qu'une topologie séparée n'est 
pas compacte. 

. ~our démontre: la première .proposition, considérons l'application 
Identique ~e E, ~.uni de 1~ topologie 'C, dansE, muni de la topologie re'. 
La. topolof?Ie 'C etant mmns fine que 'C, cette application est 
puisque l1~ag~ r~ciproque d',un ouvert de C est un ouvert de re. Un 
compact (c est-a-due un ferme) de E, m.uni de 'C a pour image dans E 
muni de 'C (qui est séparé), un compact, donc un 'fermé. Tous les fermé~ 
de pour 'C, sont donc fermés pour 'L' ; il en résulte que 'C' est 
fine que 'C. En rapprochant de l'hypothèse on trouve que 'C' = re. 

On peut encore énoncer ce théorème en disant que les 
c~mp~ctes sont, d_es éléments minimaux de l'ensemble des 
separees. (~a reciproque est tout élément minimal 
une topologie compacte). 

D~ faço~ im~gée, mais grossière, on pourrait dire qu'une 
pour etre separee, doit posséder « assez » d'ouverts 
ouverts « assez petits », mais pour qu'elle soit compact~, il faut qu'ils ne 

«soient pas trop petits» afin que tout recouvrement ouvert contienne un 
recouvren1ent fini. La compacité correspond donc à un 
légié entre deux propriétés s'opposent. 

8. Produit d7e~su,ac«:~s compacts. 

THÉORÈME DE TYCHONOV. - POUR QU'UN PRODUIT D'ESPACES SOIT 
COMPACT, IL FAUT ET IL SUFFIT QUE CHACUN DE CES ESPACES SOIT COMPACT. 

Soit d'abord E un espace compact, produit d'espaces et 
la topologie produit. Nous savons déjà que E étant séparé, 
séparé pour cette topologie. Considérons alors la projection pri sur 
Ei ; c'est une application continue d'un espace compact dans un espace 
séparé. Donc, pour tout i, est compact. 

hereic:e 42. - Démontrer la réciproque dans le cos d'un produit de 
deux espaces à l'aide de l'axiome de Borel-Lebesgue. 

Nous allons démontrer cette réciproque dans le cas général, c'est-à­
dire quand ! Ei 1 est une famille finie ou infinie d'espaces. Nous établi­
rons d'abord le théorème suivant : Une condition nécessaire et suffisante 
pour qu'un filtre converge dans un espace produit est que chacune de s~s 
projections converge. 

(La projection du filtre est, rappelons-le, le filtre qui admet pour base· 
l'ensemble des projections des éléments du filtre, conformément à la définition 
générale donnée pour l'image d'un filtre par une application). 

Soit a= (a,) un point de l'espace produit et CJ un filtre, sur cet 
espace, qui converge vers a, donc qui est plus fin que CV (a). Or, la pro­
jPction étant une application continue, pr( CV(a)) converge vers ai <1>, 
alors pr( CJ ), plus fin que pr( ClJ (a)), converge a fortiori vers a... 

Réciproquement, désignons par 7i la projection sur E., du filtre 
et supposons que pour tout i, CJi converge vers ai. Nous voulons montrer 
que CJ converge vers a= (ai) et, pour cela, montrer que tout voisinage 
de a contient un élément du filtre. Tout voisinage contient un ouvert qui 
est de la forme : 

-1n priOü
iEJ 

J étant une partie finie de l'ensemble des indices, et chaque oi étant un 
ouvert de Ei qui contient a.ï, donc contient, par hypothèse, un élément 
de 7t· C'est dire que : 

ViE J 3 FiE CJ priFï) c 01,· 

Soit alors : 

(1) Dire que f( C)J (a) ) converge vers ai = f(a) signifie que f ( CJJ (a)) est plus fin 
que q.' (at). Mais ici, dans le cas particulier d'une projection, et étant donnée la 
construction des ouverts de l'espace produit, la projection d'un ouvert est un ouvert, 
ce qui entraîne : 

VVE C)J (a) pr V E C)J (ai), 

donc : pr ( C)J (a) ) moins fin que cv (ai), 

finalement : pr( C)J (a) = C)._? (ai). 

-
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C'est un élément de 9- vérifie : 


Vie J priF) coi, 

,ce entraîne : 


-1 
ViEJ Fe 


d'où: 


-1 
F c priOi).

i J 
Donc, tout voisinage de a contient un élément FE c:;: et, par 

c:! converge vers a. 
Revenons alors au produit d'un nombre fini ou infini d'espaces 

,cmnpacts Ei et appliquons le théorème précédent à un ultrafiltre CJL sur 
le Nous savons (cf. IV. 3. la d'un ultrafiltre est 
une base ~'ultrafiltre (ou un si nous appelons, comme précé­
ut:Inuu:mi Image du filtre, le filtre par Dans les espaces 
Ei compacts, les ultrafiltres convergent ; c'est pour que Cff 
~onverge, donc E est compact. 

§ 2. ESPACES LOCALEMENT COMPACTS. 
COMPACTIFICATION 

1. Espaces localement compacts. 

On appelle espace localement compact, un espace séparé dont tout 
point possède un voisinage compact. 

Exemple : R est localement compact, tout point appartenant à un segment 
[a, b] qui contient l'ouvert ] a, b [ et est compact. Rn sera de même localement 
compact car tout point appartient à une boule fermée qui contient une boule 
ouverte et est compacte. 

Plus généralement, un fini d'espaces localement 
est localement compact. En un produit d'espaces séparés est 
D'autre part, soit x= (xi), (i = 1, 2, ... , n) avec xiE Ei (espace locale­
ment compact). Pour tout i, xi possède dans un voisinage compact Vi. 

Le est voisinage de x, il est compact en vertu du théorème 

,de Tychonov et est localement con1pact. 

Exercice 43. - Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un produit 
infini d'espaces topologiques soit localement compact est que les espaces 
facteurs soient compacts, à l'exception possible d'un nombre fini d'entre eux 
qui sont olors localement compacts. 

.Exercice 44. - Montrer que dan,s un espace localement compact, tout 
point possède une base de voisinages compacts. 

Exercice 45. - Décider de chacune des propositions suivantes si elle est 
vraie (en la démontront), ou si elle est fausse (en donnant un contre­
exemple): 

a) Dans un espace topologique séparé, tout sous-espa,ce localement 
compact est fermé. 
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b) Dons un espoce topologique, l'intersection de deux sous-espaces locale­
ment compacts est localement compacte. 

c) Dons un espace séparé, la réunion de deux sous-espaces localement 
compacts est localement compacte. 

d) Dans un espace localement compact, tout sous-espace ouvert est loca­
lement compact. 

e) Dons un espace localement compact, tout sous-espoce fermé est loca­
lement compact. 

f) Dans un espace loca•lement compact, le complémentaire d'un sous-espace, 
localement compact, est localement compact. 

2. Compactification d'un espace 

Compactifier un espace topologique E, c'est construire un espace 
qui a les propriétés suivantes : 
1<> E est compact. 

2<> E contient E et induit sur E sa topologie initiale. 

3 • E est dense sur E, c'est-à-dire que son adhérence dans E est E lui­

même (1). 

Pour les espaces localement compacts, on a le résultat suivant : 

THÉORÈME D'ALEXANDROV. - JL EST POSSIBLE DE COMPACTIFIER UN 
ESPACE LOCALEMENT COMPACT EN LUI ADJOIGNANT UN SEUL ÉLÉMENT. 

Avant de démontrer ce théorème, étudions quelques exemples : 

3. Compactifications de la droite et du plan. 

a) On peut compactifier R par adjonction d'un élément w qu'on 
appelle point à l'infini. 

Sur le nouvel ensemble R= R U 1 w 1 , on définit la topologie par les 
voisinages (cf. II. 1. 3) : On prend pour base des voi·sinages dal!s. R de, 
x E R le filtre de ses voisinages dans R, et pour w une base de voisinages. 
formée des parties : 

] - co, ~ [ U ] œ, + co [ U ! w l (1). 

La vérification des axiomes des voisinages se fait sans difficultés. 
La topologie de Rinduit bien sur R la .t?pologie p~Iisque .I'.inte.r­
section avec R d'un des nouveaux voisinages est un ancien vmsi_~age. 
R est dense sur (car w est adhérent à Reste à prouver que R est 
compact : tout recouvrement ouvert de R co~porte nécessairement un 
voisinage de <.ù, donc un ensemble de (1) · Rest l'union de cet ensem: 
ble et de [oc,~] est compact_et un recouvreinent fini 
extrait du recouvrement donné. R admet donc aussi un recouvreinent 
fini extrait de ce recouvrement. 

(1) On impose cette troisième condition pour obtenir un compac~inimal répon­
dant aux deux autres conditions. En effet, si E n'était pas dense sur E, son adhérenc~ 
E dans E: partie fermée d'un ,S?mpact, serait compacte et on pourrait remplacer E: 
par E strictement inclus dans E. 
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R est à la droite ·ncr.A>L>~f""I"<Yfl 

n1ême à un cercle (cf. exercice 27). Une inversion 
directement de et du est l'homologue du 

d'inversion. Un étant un fermé borné donc un ,.. ...·m~--~-· ... 
nous retrouvons bien ainsi la de 

muni de la topologie définie en (IV, 1, 
Nous avons déjà vérifié les axiomes 

Les 1 o et 3o se démontrent exacte1nent 
droite achevée. Ce 

de conserver 
structure 

OPÉRATIONS DANS R ou - Il faut bien noter 
l'autre de ces procédés, la structure de corps de R ne se 

qu'avec 

des 
"1'"\l""'Air,..-..-,.-­

. 
On peut toutefois définir dans ou dans 

des _opérati?ns ~éfinies sur de telle façon que 
sment continues des l'Instant qu'elles sont définies. 

e Dans on posera : 

VaER a+w=w VaER-10! aw=w 


montre déjà que R ne sera pas un groupe pour l'addition, ni 
pour la multiplication). Avec ces conventions, les opérations : 

y) e (R)2 ----7 x y e ii (1) 

(x, y) e (R)2 ----7 xy ER (2) 
sont définies et continues, la première en tout point (a w) avec a-=;!=: w, la 
deuxième en tout point (a, w) avec a-=;!=: O. ' 

Mais on voir qu'il est impossible d'attribuer à w w et wO des 
valeurs telles que (1) et (2) soient continues aux points correspondants. 
. Pour que l'opération (2) soit continue au point (w, 0), il faudrait 

SI x ~end v~rs 0, wx tende vers (1)10, ce exigerait wO = w ; il 
ausSI que SI x tend vers w, xO tende vers wO, ce qui exigerait wO 

.-...,. .. "'"'...~ 

= O. 
.. , Pour que l'opération (1) soit continue au point (w, w), il 

deja que SI x tend vers w, w + x tende vers w + w, ce qui 
w + w=w. Mais alors, pour que l'opération soit continue. il 
-qu'étant donné un voisinage V de w, il existe un voisinage de (w, w) E (R)2 
dont l'image soit contenue dans V. Pour V prenons a., a.]. 

Tout voisinage de (w, w) contient un voisinage de la forme : 
CR-[-~'+ ~J) X CR- y,+ y]). 

Si grands que soient les nombres ~ et y, on peut toujours trouver 
dans ce voisinage un point (- X 0 , X 0 ) dont l'image est 0 et 
pas à V. 

D'autre les égalités de définition de a+ w et aw montrent 
(J) n'a d'inverse pour l'addition, ni pour la multiplication. Mais si 
considère les applications : 

cp:xER ~ -xER ..Y:xER-10! --7!_E 
x 

(*) R ~t R sont les compactifications les plus usuelles de R~ ce ne sont pas les 
seules possibles. De même, pour les compartifications de R2 indiquées plus loin. 
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par 

lim =w 
x=w 

lim ~(x)= 0 
a_::::::::(l) 

lim =w. 
X==o) 

On sera donc amené à écrire : 

à c'est-à-dire de poser : 

- (!) = w ~ = 0 ~ = w, 

étant bien '-'·....·'~'"'"'"'·""'" ...... que ces trois n'ont leur sens algébrique 
1 d'fi .w) et w ne sont pas e Inis. 
w 

Ces nouvelles définitions permettent de prolonger les opérations : 

~ (x, y) ER2 ----7 x-y=x+(-y) ER 
< x 1 e
1 (x y) E R2 ~ =x ­
\ ' y y 

la première à R2 tout entier à l'exception du point (w, w), la deuxième à 

iiz tout entier à l'exception des points (0, 0) et (w, w). 

on posera:e De façon analogue, dans 
a (-oo)=-ooVaER a+C+oo)=+oo et oo) (- oo) = ooC+ oo) + (+ oo) = 00 

+ 00 ! 0 1 a<+ oo) =-co
Va ER+-! 0! a<+ oo) = Va ER- a(-co)=+coa(-oo)=-oo 

00 (+oo)(-co)=-ooet C+ oo) <+ oo) = oo oo) (- oo) = 

On vérifie encore qu'avec ces conventions les opérations 


(x, y) ----7 x y et (x, y) --7 xy 


sont continues quand elles sont définies. Mais un raisonnement ~nalogu~ 
à celui fait précédemment montre qu'on ne peut attn~ue~ a 
<+co) + (- oo), C+ oo) 0 et.<- co) 0 des valeurs t,ell~s g:l!e les operab~ns 
correspondantes soient continues.. On, retr<~m;e la l ongine de ce qu on 
appelle classiquement les formes zndetermznees (oo - co) et (oo X 0). 

Par ailleurs, bien que + oo et -co n'aient pas d'inverses pour 
l'addition au sens algébrique du terme, on peut encore poser (en don­
nant à cp le même sens que ci-dessus) : 

cp(+ co) = - co 00) = co' 

c'est-à-dire : 
co=-(+co). 

(x, y) e ~ x y=x y) en 
desse trouvera alors étendue à tout entier à l'exception être pro­<+ oo, co) et (-co, -oo). Quant à l'opération~' elle 


longée par continuité à + co et - co en : 

1 1


--=0 =0,co00 
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mais il est Impo:sstble de choisir tj;(O) de telle sorte que cette 

(x, ER2 ~x !_ER 
y y 

soit continue à 

ne donc être étendue à (1). 

peut de même compactifier le R2 
ment (point à l'infini du plan) qui a pour base de 

en 

ainsides cercles du On montrerait de la même 
obtenu est bien une de R2. 

Cette compactification est aussi utilisée 
est homéomorphe à R2 • Le ""''-' ...""IJJ<A''-'"''"u. 

inversion à une sphère, est de Riemann. 
au sujet de la structure de la droite 
redire au de la c<n.Jno>~.n 

d) Une autre compactification du 
Nous avons vu ci-dessus 

au disque fermé 
AIJIDelorts r esl:>a<~e rrn"''"'"'~" ... 

par 

6' = 6 (mod 2 

pour \J= r 
Elle lui fait alors 
sur toute droite issue de 
du der 

4. Démonstration du théorème d~Alexandrov. 

localement 
non-ICOlTITJ•acHè peut se par : il existe 

'::J un tel filtre et K un de E. 
n K était non F n 

a pour 
9-', aurait aussi a 

pour 

F n K = 0 d'où 

la famille Çj des ensembles K décrit l'ensemble des 
com1r>a1~ts de E n'est pats vide (2) ; le vide ne lui pas car E n'est 

(1) 	 On peut toutefois l'étendre soit à soit à Dans le premier cas, 
1 + l d' . . t l définie partout sauf pour (0, 0) on pose = oo ; a !VISion es a ors0 

C+ oo, + oo). Dans le deuxième, on pose 0 = oo. 

(2) Tout moins comme 
finies ; ici compact pour 
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si 	 et u 

n 
La famille Çj est donc la base d'un filtre li>. Et la relation (1) signitLe 

que tout filtre sans adhérent sur E est fin que li>. 

La construction du 
de la manière suivante : (!) 

alors très naturelle1nent 
pas à on 

considère l'ensemble : 

=EU!(!)! 
sur on définit une topologie 'ê, comme suit : 

1 o si xE le filtre CJ9 (x) des voisinages de x dans E a pour base 
cv filtre des voisinages de x dans E ; 

2° le filtre 'V ((!)) des voisinages de (!) est décrit par les ensembles 
U U 1 (!) ! U décrit li>. 

La vérification des axiomes (V1), (V2), (V3 ) est immédiate. 

(V4 ) résulte pour CV ((!)) de ce que tout ensemble U contient un (K 
est ouvert dans donc aussi dans E en vertu de 1o. 

II est clair que la topologie induite sur E par re est la topologie ini­
tiale de E et que = ~ car tout voisinage de (!) rencontre E. 

~est séparée. Si x et y appartiennent à E, cela résulte de la sépa­
ration de E ; si xE il possède un voisinage compact K pour 'L, donc 

aussi pour 'i: est disjoint de (K U l (!) l , qui est voisinage de (!). 

On notera que c'est ici que l'hypothèse : « E localement », 
intervient. 

E est compact_; en effet, un filtre ':l sur E induit sur E un 
filtre '::J à condition que tout élément F E ~ ait avec E une _!ntersection 
non vide. Cette condition est remplie par tous les filtres '::J, sauf par 
l'ultra-filtre des sur-ensembles de l (!) l . Ce dernier converge vers (!). Tout 
autre filtre 9: induit donc sur E un filtre g ou bien a un adhé­
rent dans ou bien est fin que ce a été montré. Dans 

le deuxième ~~s, ceci entraîne g, qui est l F U l (!) l ; F E g l , est 
~.que CV((!)), donc que '::J converge vers (!), Dans tous les cas, le 

filtre '::J a un adhérent. 

REMARQUE I : On remarquera n'y a rien d'essentiellement nouveau 
dans le cas par à compactification de R ou R2 par adjonc­
tion d'un 

w est crée ici « ex nihilo ». On préférer 
construire E à de E, en utilisant le matériel fourni par E. 
Une des manières de faire cette construction est de considérer l'ensemble é 
de tous les ultrafiltres sur E est une de ']J'JI (E). Pour un ultrafiltre 
dans un espace il n'y a que deux possibilités : converger vers un 
de E, ou ne pas avoir de point adhérent. On alors faire une 
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en mettant, pour x E E, dans une même classe les ultrafiltres 
convergent vers x (classe qui contient en particulier l'ultrafiltre de base 1 x ) 
et en mettant dans une même classe tous les ultrafiltres sans adhérent. 
L'espace quotient ainsi déduit de ê est la réunion d'une partie en bijection 
avec E et d'un élément (qui joue le rôle de w) et on peut lui donner une 

logie, qui en fasse}'e~p~ce E cons~r~it plus ha?t (ou t?ut au moins un espace 
homeomorphe). L mteret du procede est peut-etre d'ailleurs moins de donner 
une existence « lég!t~me ». à w que de p,ermettre d'autres compactifications en 
remplaçant la parh~1on c1-d~ssus par d autres partitions plus fines, en ce qui 
concerne les ultrafiltres qm ne convergent pas, et en munissant le nouvel 
e~pa~e quo.tient d'une topologie adéquate. La droite achevée, par exemple, 
s obhendrmt en mettant dans une classe les ultrafiltres qui contiennent 
]0, + oo [ et dans une autre classe ceux qui contiennent la demi-droite '"''"'"'""-''"'V­
mentaire (tout ultrafiltre doit contenir l'une des deux ; cf. IV, 3, 3). 

Exercice 46. - 1 ) Montrer que, si un espace E possède une compactifi­
cation X telle que (X-E) soit fini, E est loca•lement compact. 

2) On considère l'ensemble X des compactifiés X d'un espa·ce E et on 
considère sur X la relation X1 Cf( X2 définie par : il existe une application conti­
nue de X2 sur X1 qui est l'identité sur E. Montrer que Cf( est un ordre si l'on 
identifie deux compactifiés tels qu'il existe une homéomorphie de l'un sur 
l'outre dont la restriction à E soit l'identité. 

3) Montrer que si un compactifié X est tel que (X- E) ait plus d1 un 
poi,nt, il existe un compactifié X' tel que X' Cf( X et X' #- X. 

4) Montrer que X o un plus petit élément pour 'fi si, et seulement si, 
l'espace E est localement compact. 

Exercice 47. - On dit qu'une application f de E dons R est semi-conti­
nue supédeurement en x0 E E si elle satisfait à une des propriétés suivantes: 

(a) M(f, x 0 ) = f(x ) ; 0 
{cf. exercice 29, pour la signification du symbole M(f, x )).

0 
(b) Yh > f(x0 ) 3 V E l!J (x0 ) VxE V f(x) < h. 

Une application f de E dans i est dite semi-continue supérieurement sur E 
si elle est semi-continue supérieurement en tout point de E. 

Les fonctions semi-continues inférieurement sont définies de façon analogue. 
On observera que toute fonction semi-continue i·nférieurement est l'opposée 
d'une fonction semi-continue supérieurement. 

On observera aussi qu'une fonction est continue si et seulement si elle est 
à la fois semi-continue supérieurement et semi-continue inférieurement. 

1° Etablir l'équivalence de (a) et (b). 

2° Montrer qu'une fonction est semi-continue supérieurement sur E si et 
seulement si elle satisfoit à une des propriétés suivantes: 

--1 
(c) YÀ ER, f ([-co,),[) est ouvert; 

(d) Dans E Xi l'ensemble S(f) = 1 (x, y), y > f(x) 1 est ouvert. 

3<> Exemple : E = ; f est définie pa1r : 

l! étant une fraction irréductible, t(~) = ~ 
et f(x) = 0 pour tout xE R+- Q+. 

Montrer que f est semi-continue supérieurement et déterminer son oscillation 
(pour la définition de ce terme, voir exercice 29). 

4o Montrer que la somme de deux fonctions semi-continues supérieurement 
est semi-continue supérieurement en tout point où elle est définie ; que le 

85­

produit de deux fonctions semi-continues supérieurement et positives ou nulles 
est semi-continu supérieurement en tout point où il est défini ; que si f est 

une fonction semi-continue supérieurement et strictement positive, f1 
est semi­

continue inférieurement en tout point. 
5° Montrer que l'inf et le sup d1une famille finie de fonctions semi-conti­

nues supérieurement sont semi-continues supérieurement. Ces propriétés 
s'étendent-elles au cas d'une famille infinie? Que peut-on dire de l'inf et du 
sup d'une famille de fonctions continues ? 

6° Montrer que l'oscillation Q.{f, x) d'une fonction f quelconque à valeurs 
réelles est semi-continue supérieurement. 

]<> Une fonction semi-continue supérieurement, défin·ie sur un compact, 
attei,nt sa borne supérieure. 

§ 3. ESPACES CONNEXES 

1. Définition. 
Un espace connexe est, pour un espace « d'un seul 

tenant». 

De un espace topologique est non connexe s'il posst:~ue 
l'une des manifestement équivalentes 

Il en existe une partition en deux ouverts non vides. 
Il en existe une en deux fermés non vides. 
Il existe une différente de l'espace tout entier et du vide est 

ouverte et Toc..nn•ov 

Il est connexe dans le cas contraire. 

Une connexe A d'un espace E est une de 
la topologie induite, ce se par exemple, par 

de trouver deux ouverts et 0 2 de E tels que : 
n A#0 ~ n 02 n A= S} 
n A#-0 et ( c 01 u 02. 

J:.a;eJ]rtFJ;tes : 1) R est connexe car le complémentaire d'un ouvert, non vide, 
ouvert : en effet un tel ouvert est réunion d'intervalles 

à deux disjointes. Une extrémité d'un tel intervalle 
complémentaire et n'admet pas ce complémentaire pour voi-

Rn est connexe, car si un ouvert 0 non vide est différent de Rn, son 
intersection avec une droite (variété affine à une dimension), issue d'un 
de 0 est un ouvert U non vide de cette droite. 0 étant différent de Rn, cette 
droite peut être choisie non incluse dans 0 ; U a alors un point frontière 
appartient à et n'a pas (o comme voisinage. Le complémentaire de 

l'ouvert 0 ne peut pas être ouvert. 
3) Q n'est pas connexe pour la topologie usuelle. L'ensemble des rationnels 

de carré inférieur à 2 et l'ensemble des rationnels de carré supérieur à 2 en 
sont deux ouverts non vides. 

4) La réunion de intervalles disjoints de la réunion de deux dis­
ques disjoints du ne sont pas connexes. 

PrrJnr•n1:rt>.~ : Si un ensemble E muni d'une ~C est un espace 
connexe, il le demeure pour toute moins fine que (;. Il ne pas 
l'être une fine ; un espace discret est connexe si, et seule­
raent il n'a 
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2. continue d'un connexe. 

THÉORÈME. L'IMAGE CONTINUE D'UN ESPACE CONNEXE EST CONNEXE. 
Soit E un espace connexe et f une 

connexe. existe 
continue de E 

un F. non deux ouverts 
et F tels que : 

\ 
( 3) 

Les images réciproques 
._,...., ...................... '"', ils sont non 

contrairement 
E n'est pas connexe. 

en 
et leur réunion est E en 

leur intersection est 
sont des ouverts de 

de 3).
à 

APPLICATIONS. - Si f est une d'un 
b] c R dans l'image de [a, b] : nous savons, en 

qu'elle est compacte et nous venons montrer 

selgrrteru 
connexe; or, un compact K de R est un fermé borné · si c 
inférieure et d sa borne supérieure et s'il n'était pas 
c'est qu'il existerait e E [ c, d], e Et: K. Mais alors K n 
K n ] e, + oo [ seraient des ouverts pour la topologie ,..,,rln~..-"' 
K admettrait une partition en ouverts disjoints, non vides. 

Le résultat : << une fonction continue d'une variable réelle 
ln;u>rJn.':)rn·nJ.pas d'une valeur à une autre sans passer par les valeurs 

res », est un cas du théorème preceaent. 
PRODUIT D'ESPACES CONNEXES. Une 

rème précédent est que, si un produit 
connexe, chacun des espaces facteurs est 
vraie : un produit d'espaces connexes est 
trerons pas ici. 

connexe. La 
connexe. Nous 

connexes. 

DANS UN ESPACE TOPOLOGIQUE, 
PARTIES CONNEXES A UNE INTERSECTION NON VIDE, LA 

3. 

DE 

que: 
01 nA 

01 n 02 n 

DES Ai EST CONNEXE. 

A non connexe. Il existe alors deux ouverts 

0 et= ~ 

Soit alors Ai une des parties de la famille ; 

U 0 2 , mais on ne avoir 0 1 n Ai #- s:6 


et ne 
car 

n 02 n A ·= 95 01 n 02 n = 95 pas 
connexe. On a c 0 1, soit c 

Posons: 

! ; iEI, 


=li; iE I, 

Aucun des deux ensembles I 1 et I 2 n'est 
 est 

l'union des Ai, rencontre et 

Mais 

· iEI 1= iE n i e 12 1 J. 
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Or 

et 

D'où n! ; i E I 1 = !1> contrairement à 

APPLICATION. - COMPOSANTE CONNEXE 
connexes ,...,..., .......,,A... ~~A..... 

x ! est connexe. En vertu 
famille est connexe 

'-'"'"...... !"~·~~··"'"''~ 
confondues. 

D'UN POINT. 


famille n'est 
considérons la famille des 


car 

la de 

est la connexe contenant l x l . On 
sante connexe de x. Le même théorème prouve que deux 

ont un commun sont 
espace topologique en constitue donc une 

Si E est connexe, tout de E a E pour connexe. 
Si E est un ouvert de ses connexes sont les intervalles 
deux à deux il réunion. Dans la 
connexe de tout est réduite à ce ; on dit dans ce cas que l'es­
pace est totalement discontinu. Tout espace discret est totalement 
continu. 

ment deR. 
Les continus nous venons de citer sont connexes par arc ci-

Il en de .._,.~..._ ....,vv·~ 

tuliJU.w~~Itl' ut: E est connexe par arc 
il existe une anDHlcan 

= y ; autre1nent 
«arc continu». 

à un 

sin pour 0 <x< 
x 

--1 ~y~ 1 

D. 

de x ------7 y = 

0, 

en C 
tout 

·nn,n-.r<:>T>-1-

Et E 
relier un 

et D sont connexes 
en deux ouverts 

D ne 
du 

n'est arc 

Exercice 48. - Soit D un espace topologique connexe et soit une 
relation d'équivalence définie sur D. On suppose que tout xE D possède un 
voisinage V tel que x72. y pour tout y EV. Montrer que la classe dléquiva­
lence d'un point x0 de D est ouverte et fermée et en déduire que x72. y est 
vérifiée pour tout couple (x, y) de points de D. 
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Exercice 49. - On appelle chaine un ensemlble totalement ordonné. la 
relation d'ordre sera notée a~ b, et a < b signifiera que a et b sont diffé­
rents et vérifient la l"elotion. Une chaîne est dite complète si toutes ses parties 
ont une borne supérieure et une borne ,inférieure. 

1) Toute chaîne C peut être munie d'une topologie 'L admettant pour 
générateurs les intervalles ]a, b[ = 1x; a < x < b 1 et si C a un plus petit 
élément o0 les semi-segments [a0, b[ = l x ; a 0 ~ x < b 1 et si C a un plus 
grand élément b0 les semi-segments ]a, b0] = 1 x ; a < x ~ b 1 . 

Montrer que ~c est séparée et admet une base des ouverts formée des 
intervalles (et éventuellement semi-segments) définis ci-dessus. 

2) Une section commençante de C en est une partie s telle que 
xEs,y~x ~ rEs. 

Une section commençante est dite close si elle a un plus grand élément. 
Montrer que toute section commençante dose est fermée pour re et que, si 
toute section fermée pour 'C est dose et si C a un plus petit élément C est 
complète. ' 

3) Montrer que C munie de , est compacte, si, et seulement si, C est 
complète. 

4) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que C soit connexe 
pour 

Nous avons commencé ce cours en introduisant la notion de distance 
métrique, puis nous avons constaté que, ne s'inté­

qu'à la continuité, ce qui importait, c'était les ouverts définis à 
d'une distance et non la distance elle-même (des distances diffé­

rentes pouvant. con~ui;e aux mêmes ouvert.s). Cela nou~ a. ~'in­
troduire la notion generale d'espace topologique et de definir les notions 
de continuité et de limite dans un cadre qui n'en retient que l'essentiel. 

Mais si une topologie est définie par une distance, la structure 
,,.,.nrvna n'utilise qu'une partie de l'information fournie par la distance. 

Nous nous proposons maintenant: 
1 o d'indiquer certaines propriétés des topologies définies 
par une distance ; 
2o de ce qui, dans une structure d'espace métrique, n'est pas 

à la topologie. 

§ 1. PROPRIETES DES TOPOLOGIES D'ESPACES METRIQUES 

l. 
Nous avons déjà signalé qu'une topologie d'espace métrique est 

séparée. Elle possède une propriété de séparation plus forte : elle est 
normale. 

Introduisons à cette occasion la distance d'un point x à une partie A, 
soit d(x, A), définie par : 

d(x, A)= inf l d(x, y) ; y E A 1 

d(x, A) est un nombre 	réel, positif ou nul, et il est clair que : 
d(x, A) = 0 ~ x E 

Ceci étant, soient A et B deux fermés disjoints d'un espace 
et considérons les ensembles : 

U = l x ; d(x, A) < d(x, B) 1 
V = l x ; d(x, B) < d(x, A) ! 

Puisque d(x, A) = 0 équivaut à xE A et que A et B sont disjoints, 
on constate que A c U et B c V ; en outre, U n V= ~. 

Enfin, U et V sont ouverts : en effet, soit x un point de U, alors 
d(x, A) < d(x, Posons : d(x, B) - d(x, A) = 3h. 
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Si y E B (x, on a: V a E A < a) +h. 

1d(y, ; a E A l ::::;; 1d(x, a) ; a E A 1 
d(y, A) ::::;; d(x, A) + h. 

h 

VbE on a : d(y, b) > d(x, b) _ 
par suite : 

1d(y, b) ; bE B 1 ~ ! d(x, b) ; bE B 1 h 
d'où : d(y, B) ~ d(x, B) - h, 

c'est-à-dire : d(y, B) -- d(y, A) > 


yEU. 

Tout point de U est bien centre b l . 

même pour V. Tout couple de d~u. e. Intcluse dans U. Il en est de 
cou 1 d . . 	 ISJOin s A et B b' p e 	 e VOISinages u et v disjoints. Ien un 

2. 

Pour tout point x d' un espace les boules de centre x et de1 
r~yon ?(ou de rayon sn, où 1 sn 1 est une suite de réels strictement posi­

~~~n'o}~~dpv:::è:t:r~o~n~~!ub~!eu':J~~:;bdubrlt~e des. ':oisinages de x. 
alors que l'espace satisfait au premier axio~~ d~ d~n~%~~:/fï~ft~. on dit 

Une conséquence capitale pour la manipulation des es aces métri­
fn est que toute~ les notions topologiques peuvent f,y

1e angage des suites. Donnons-en deux exemples : 

suitea{ x<< fd~s~:J~~:r;_n~à u~e partie A » est équivalent à << il existe une 
n e qui converge vers x. En effet, dire que tout voi­

sinage de x rencontre A est équivalent à dire que toute boule .!) 
rencottre A. Il suffit donc de choisir dans l'ensemble non vi~e 

n(x 'n) nA un élément Xn pour obtenir une suite de points de A conver­
geant vers x. La est évidente. 

~) « f est ~ne application d'un espace métrique X dans un 
contznue au poznt X 0 » est équivalent à : << J'image ! f(x ) ! de 

t(lxxn) ~e X convergeant vers Xo est une suite c~nvergeant 
0 - Yo ». 	 vers 

Il est clair en effet continuité de f entraîne lade l f(xn 1 vers f(x ). Et,
0 In'VeJrsE~ment, supposons f non continue en x • 

Cela signifie : 0 

3r0 ER+-IO 1 VrER+--101 f(B(x, r)) n 
On t . l' 1 en par Icu 1er prendre r = - . Il existe alors un dn 	 Xn eVJ.'VAJlU.JHI. 

~(x, r\dont l'image appartient au complémentaire de la boule B(y r ) 
a sui e Xn converge alors vers x 0 et f(Xn.) ne converge pas vers f(xJ'. o • 

, .. Exereic:~ 50. - 1o Montrer que, dans un espace métrique tout fermé est 
1~ntersectlon d'une famille dénombrable d'ouverts. (On exp~ime ce fait en 
dssant que l'ensemble est un Ga). 

2° Montrer que si E est un espace topologique et f une application conti­
nue de E dons R, l'image réciproque par f, d'un fermé de R est un Ga fermé 
de E. 

3<> Utilisant le fait qu'un espace métrique est normal et le théorème 
d'Urysohn (cf. V. 2, 3), montrer que, pour tout Ga fermé F d'un espace métri­

que, il existe une fonction f continue à valeurs réelles telle que F = f (0}. 

§ 2. PROPRIETES DE LA STRUCTURE D'ESPACE 

La donnée de la distance permet, de 
comparer les des voisinages deux points, ce 
n'avons pas le moyen de faire dans un espace topologique ue.tconqrue 
Il est de même possible de donner un sens à l'expression : une A 
est On peut le faire dans un espace topologique, en comparant la 

au voisinage d'un point : pour parler de façon assez lâche, un 
converge vers un point, s'il possède des éléments plus petits que les 

voisinages du point ; de façon un peu plus précise, s'il possède 
un élément plus petit voisinage donné du point. Mais la compa­
raison n'est valable que pour les voisinages d'un donné. Dans un 
espace métrique, la distance donne un moyen de comparer la 
des voisinages de deux et de donner un sens absolu à la 
d'une partie. C'est à possibilité que se raprorte le d'uni­

utilisé pour caractériser la structure d espace métrique et, 
généralement, les structures définies par la donnée d'une famille d'écarts. 

l. Diamètre d'une partie A d'un espace 1n·uit-rin:1•11.P._ 

C'est le nombre réel positif (éventuellement + oo) défini par : 
ô(A) = sup ! d(x, y) ; xE A ; y E A l . 

Un ensemble est borné si son diamètre est fini (ce qui est équivalent, 
comme on le vérifie sans peine au fait qu'il est contenu dans une boule). 
Dans R 2 , muni de la distance euclidienne : le diamètre d'un disque est 
son diamètre au sens habituel, le diamètre d'un triangle est la longueur 
de son plus grand côté. Un ensemble <<petit» sera alors un ensemble de 
<< diamètre petit ». 

2. 	Suites de Cauchy. 

Soit l Xn l une suite convergeant vers un point x. Ceci veut dire : 
Vs ER+- l 0 l 3 n 0 EN V n > n 0 d(xn7 x) < s. 

Ou encore, si l'on désigne par Sn la section finissante l Xp ; p > n l 
VB(x, s) 3 n 0 EN Sn C B(x, s), 

ce 
Vs 3 n 0 V p > no ô(Sp) ~ 2s. 

Autrement dit, le diamètre de la section finissante Sn d'une suite 
convergente tend vers zéro quand n tend vers l'infini. 

Ce 	que l'on peut exprimer aussi par : 
Vs 3 n 0 V n > n 0 V ill > R 0 d(Xm Xm) < s. 

Une suite possédant cette propriété est une suite de Cauchy. La 
question qui s·e pose alors, et que nous avons déjà étudiée (cf. A.P.M. 1, 
chapitre IV), est : toute suite de Cauchy est-elle convergente ? Nous 
savons que la réponse est négative ; toute suite de Cauchy de Q n'est pas 
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. 1 sur ~ ; sur l'intervalle ] 0, 1 [, muni de la distance 

la suite (\:z ; n E N èl est une suite de Cauchy, elle ne converge pas. Sur 

par contre, toute suite de Cauchy converge. 

On a le théorème suivant . SI DANSDE CAUCHY A UNE VALEUR D'AD~ÉR' UN ESPACE MÉTRIQUE, UNE SUITEENCE a, ELLE CONVERGE VERS a 

En effet, si a est une valeur d'adh.erence : . 
V r, V n B(a, r) n Su =;f= P. 

La suite étant de Cauchy : 
Vr 3n0 

On en déduit donc : 
Vr 3no Vn > n Sn c B(a, 2r), 

ce établit que la suite converge ve~s a. 
. Le comportement d'une suite de C h " ber: 	ou bien convergence ou b" bauc y est donc extremement' 	 Ien a sence de valeurs d'adhérence. 

3. Espaces métriques complets. 

On dit qu'un espace métrique est l .
r}e ce.t ,espace est convergente . c'est d camp et sz toute suite de Cauchy 
Identite entre les deux notions de sut one un espace dans lequel il y a 
Et l'intérêt de la notion de suite deI Ca convergente et de suite de Cauchy. 
forme) est alors la possibilité de d ..d uchcl (cadeau de la structure uni­
du seul examen intrinsè ue de la ~ci er e la c~nvergence d'une suite 
la limite. Nous avons v~ (A pM s~Ite, et ~ans avmr à déterminer d'abord 
que E pouvait être considé~é .co"m-luexercice 66t) que tout espace Inétri­
espace complet E défini à une is , e. une, par Ie, partout dense, d'un 
de. l'espace et qui est obtenu cor::::::trie pr~sl et qu'?n appel~e le complété
~~lies de Cauchy de E. Nous ne démensem e-quob~nt de l ensemble des 
ICI, nous contentant de souligner on~rero~s pas a nouveau ce résultat 

Notons que cette ro ri, , ,~on Impor ance considérable. 
propriété liée à la distfnc~ d~~s~etre ,complet, ,pour un espace, est une 
la topologie qui en dérive c'est ' d~ quelle ;epresente de plus précis que 
ture métrique et non de ia to -~- !re que ,c est une propriété de la struc­
ture. Ceci est illustré par le f~togie. qu~ ~on peut. associer à cette strue­
définies sur un mêm:e es ace~ suivan, . ?eux distances dl et d2 étant 
l'espaceE peut êt f et y definissant la même topologie 'c 
l'autre. re comp et pour une des distances et ne pas l'être pou; 

Exemple : Soit E l'intervalle 1t' 1t' r· . , . 	 • 2 _ C R et considerons sur E les 
2 

deux distances suivantes . 1o 1 d.2o la distance d2(x y) ta x : Istance eucli?ienne dl(x, y) x- YI ; 
topologie ; en effet 'on peut o a- gdYI· Ces de,ux ~hs~ances induisent même 
par la composée des applic~i~~~r: e E(dl) (c est-a-dire E muni de dl) à E(d2) 

xEE(dl) ~ tgxER ~ xEE(d)2 

R étant muni de la topologie usuelle La . , une bijection bicontinue . la deuxiè~ p~emier.e de ces deux applications est 
de d2. Donc l'application' identique ~(J~ u~métrie d'après la définition 
phisme, et les ouverts sont les mêmes. 1 E(d2) est un homéomor­
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D'autre part, E muni de d 1 n'est pas complet car une suite de 
1t' 	 1t' 1 1t' 1r- - , + ? i convergeant, dans vers "' ou + ;- est une suite de 

.-. L 	 ,C. 22Cauchy de E(d ) qui ne converge pas dans E. Au contraire dans E(d2), isomé­
1

trique à R, toute suite de Cauchy converge. 

4. Propriétés des espaces coJtnplets. 

1o Nous montrerons, relativement aux parties d'un espace complet, 
deux propriétés que l'on peut schématiser par :les 

(I) 	 E métrique l
F sous-espace complet de E ~ ::::;> F fermé. 

(Il) 	 E complet F complet.

F fermé de E 


Démonstration de (I). Soit x E F. Il existe une suite (Xn) avec 

; e F qui converge vers x et qui est donc une suite de Cauchy. 

F étant complet, toute suite de Cauchy de F y converge ; donc, x E F et 

on peut conclure que F est fermé. 

Démonstration de (Il). Soit une suite de Cauchy de F ; c'est aussi 
une suite de Cauchy de E, donc elle converge vers une limite x qui doit 
appartenir à F, donc à F puisque F est fermé. Donc F est complet. 

2o THÉORÈME.- UN PRODUIT FINI D'ESPACES MÉTRIQUES, MUNI D'UNE 
DES DISTANCES DÉFINIES DANS L'EXERCICE 19, EST COMPLET SI, ET SEULE­
MENT SI, LES ESPACES FACTEURS SONT COMPLETS. 

E et E étant deux espaces munis de deux distances d 1 et d2 , nous 
2avons 1indiqué à l'exercice 19 comment on pouvait en déduire plusieurs 

distances dont dérivait, sur E 1 X E 2, la topologie produit des topologies 

dérivant de d 1 et d2• 


Supposons qu'on ait choisi pour définition de la distance : 


d [(xv x2), (Yv y2)] = sup l dl(xv Y1), d2(x2, Y2) ! . 

! x n l est une suite de Cauchy de E 1, c'est dire que :
Dire que 1 3 n V n, rn > n d(x1n, x 1m) < s (1).

Vs 1 1 

l x n l est une suite de Cauchy de E 2, c'est dire que :
Dire que 2 3 n V n, m > n 

2 
d(x2n, x 2m) < s (2).

Vs 2 

l (xv x )n l est une suite de Cauchy de E 1 X E 2, c'est dire que : 
Dire que 23 N V n, rn > N d((x17 x2)n, (x17 x2)m) < s (3).

Vs 
Supposons E X E complet. Soit i x1n l une suite de Cauchy de E 1 

, 

associons-la à une1 suite2 de Cauchy ! x 2n l de E 2 , que l'on pourrait d'ail­
leurs choisir constante. l (x17 x 2)n l est une suite de Cauchy de E 1 X E 2 

, 

car il suffit de prendre N =· sup (n17 n 2) pour que la condition (3) soit 
réalisée quand (1) et (2) le sont. Donc, ! (x17 x2)n l converge et ses pro­
jections convergent ; donc E et E2 sont complets. Réciproquement, sup­
posons E et E complets et 

1 
soit i (x17 x2 )n l une suite de Cauchy de 

E X ;1 l x n 21 est une suite de Cauchy, car il suffit de prendre n 1 = N 
11pour que la condition (1) soit réalisée quand (3) l'est ; il en est de même 

! x n 1 , donc ces suites convergent, 1 (x17 x 2)n l aussi et E 1 X 
2 
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§ 3. CONTINUITE UNIFORME 
l. Définition. 

m 9n, sait que la continuité d'une 
l!ni d une distance d, dans un espa f définie sur un espace 

pnme par : ce muni d'une distance d' ,
V e E V , s ex-

x s 3'l}(s,x) d(x . 
et qu,e la c~ntinuité est dite uni{ 'Y),.< 'l}(_s, x) ::::::;:. d'({(x) {(y)) < 
que 1on puisse écrire : orme s Il existe 'l}, indépendant' de x teÎ 

Vs V(x: y) e EX E 3 'll(s) d(x, y) < 'll ::::::;:. ' 
La distance d'un espace m 't . d' f(x), f(y) < s (*) 

uniformément continue . d f e nqu~ !ournit un exemple d'appr t'
't t , e açon precise . ICa wn

E e an un espace 't · · 
tance ô définie par ~e nque de distance d, si E XE est muni de 1a dis-

l'application d de ~[X(xJl)d, (u, vR)] = d(x, u) + d(y, v), 

ans + est unifo ' 


Cela résulte imméd" t rmement continue. 
Ia emeut de l'inégalité : 

que l'on déduit s~n~(~!~~d~(~;. v), 1 ~l't~(x, ~) + d(y, v)
Inega 1 e tnangulaire. 

(*) Remarquons que pour h' c.aque x la bor · des nombres "1]('€, x), tels que : ' ne superieure de l'ensemble H( E, x) 

d(y, x) < "f)(s x) =? d'(f( )
appartient à l'ensemble H( ) Y 'f(x)) < s 

e:, x car, une réunion de boules 
une boule ouverte de c t . . ouvertes de centre x est 

en re x. SI l'on d. . ­
continuité uniforme est équ· l t esigne par "'J(E, x) cette borne supérieure, la

1va en e au fait qu. - e pour chaque E > 0, 
mf ! 'fJÜ, x) ; x e E ! > O. 
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REMARQUE : On dans l'énoncé précédent, remplacer la distance ô par 
une des autres distances définies dans l'exercice 19, et confèrent à EX E 
la topologie produit de celle que d confère à E. Si l'on pose, en effet : 

o [(x, y), (u, v)] = d(x, u) + d(y, v),
1 

o
2 

[(x, y), (u, v)]= sup [d(x, u), d(y, v)], 
o [(x, y), (u, v)] = V [d(x, u) ]2 + [d(y, v) ]2,

3 

on a les inégalités : 
o 2 o o2 ~ o3~ v2ô2o2~ 1~ 2 

qui prouvent que si d est uniformément continue pour l'une quelconque des 
trois distances ô1, ô2, o3, elle l'est pour les deux autres. 

Corollaire. - Si x est dans E la limite de la suite ! Xn l , et y la limite 

de la suite ! Yn ! , alors d(x, y) est la limite de la suite ! d(xM Yn) 1 • 


2. 
THÉORÈME. Sr fEST UNE APPLICATION UNIFORMÉMENT CONTINUE DE 


L'ESPACE MÉTRIQUE E, MUNI DE LA DISTANCE d, DANS L'ESPACE E', 

MUNI DE LA DISTANCE d', L'IMAGE PAR f DE TOUTE SUITE DE CAUCHY DE E 


EST UNE SUITE DE CAUCHY DE E'. 


En effet, la continuité uniforme d'écrire : 

Vs 3lj d(un, Um) < 'll :::=:? d'(f(un),f(um)) <s. 


et le fait que (un) soit une suite de Cauchy, 


V'l} 3 n n >no l :::=:? d(UM Um) < 'll• 
0 m >no) 


Donc: 

3 no n >no l 


m >no) 

Donc, ! f(un) l est une suite de Cauchy. 


THÉORÈME. - UNE APPLICATION UNIFORMÉMENT CONTINUE D'UNE PAR­
TIE PARTOUT DENSE D'UN ESPACE MÉTRIQUE DANS UN ESPACE COMPLET PEUT 
ÊTRE PROLONGÉE DE MANIÈRE UNIQUE EN UNE APPLICATION UNIFORMÉMENT 

CONTINUE DE L'ESPACE TOUT ENTIER. 

Exemple: Une application uniformément continue définie sur Q et à 
valeurs dans R peut être prolongée en une application uniformément continue 
deR dans R. 

Soit A, partie partout dense de E, espace métrique = E). Soit 
x E E et x Et: A ; alors x est adhérent à A. Donc, il existe une suite ! x.n 1 
d'éléments de A qui converge vers x. Cette suite ! Xn l est une suite de 
Cauchy. 


maintenant le théorème précédent à la suite ! Xn 1 consi­

dérée, converge vers x. Alors ! f(xn) l est une suite de Cauchy qui, 

puisque l'espace d'arrivée a été supposé con1plet, converge vers un point. 

Nous prendrons, par définition, ce point pour image de x par l'applica­

tion g que nous cherchons à construire, c'est-à-dire que nous posons : 

lim ! f(Xn) ! = g(x). 

Observons que ceci définit bien g, c'est-à-dire que s'il existe une autr~ 
suite ! Yn! qui converge vers x, la suite l f(yn) l converge vers le même 
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cation g a bien 
seule g la 

Reste à montrer 
Soient x et 
et l Yn! 

à E vers HJ><:<rrnaoc< I'>Arn::r.OT'·rta..-. 

ments de A. 

Par suite : 
d'(g(x), g(y)) _ f(xn), lim f(yn)) = Iim d'(f(xn), f(yn)). 

n-~+oo n-~+oo n-~+oo 
Donc: 


Vë 3n0 
 n >no ===? d'(g(x), g(y)) < d'(f(xn), f(yn)) ë. 

la continuité n-nnt'."\-r~-na de f 
Vë 37J d(xn, Yn) < 'lJ ===? d'(f(xn), f(yn)) < ë. 


Mais comme 
 d(x, y) = lim d (Xn, Yn) , 

Yj 

Donc, pour tout n > n 1 , l'inégalité d(x, y) < 3entraîne : 

d(xn, Yn) < 'lJ donc d'(f(xn), f(yn)) < ë. 

d(x, y) < ~ ===? d'(g(x), g(y)) < 2 ë. 

La continuité de g est uniforme. 

.Cette propriété est fausse si l'on suppose seulement l'application
c~nb~ue, comme le prouve l'exemple de l'application f de Q dans
definie par : 

f(x) = 0 si x2 < 2 f(x) = 1 si x2 > 2. 

Cette application est continue sur Q, sans être uniformément continue, 
et ne peut pas être prolongée en une application continue de R dans R. 

Exercice 51. - On dit qu'une application f d 1 un espace métrique E do·ns 
lui-même est contractante s'il existe un réel k, vérifiant 0 < k < 1, et tel que 
pour tout couple (x, y) E E X E, on oit : 

d(f(x), f(y)) ~ k d(x y).
1 

Une telle application est uniformément continue. 
1o On suppose E complet. Montrer que la suite des itérés fn(x) de n'importe 

quel élément x de E converge vers un élément unique ~ vérifiant ~ = f{~). 
2° On considère l'équation différentiell·e y'= f(x, y), où fest continue dons 

un rectangle R = [a, b] X [c, d] de R2, et lipschitzienne en y, ce qui veut 
dire qu'il existe un nombre réel positif H tel que : 
V xE [a, b] V (y, z) E [c, d] X [c, d] !f(x, y)- f(x, z)l ~ H ly- zl. 

En mettant l'équation différentielle sous la forme: 

y(x) ~ Y0 +J:.r f(t, y(t)) dt 

et en utilisant 1°, montrer que tout point (x
0

, y ) de R possède un VOISI­
00 

nage contenant le graphe d'une fonction vérifiant l1 équation différentielle. 
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On fera intervenir l'espace des fonctions continues réelles définies sur un 
segment V de centre x

0 
, muni de la distance : 

d(y, z) sup 1 ly(x)- z(x)j, xE V 1 

§ 4. ESPACES COMPACTS 

l. Un espace m~~trilqule compact est coimJHet. 

En dans un espace compact, tout filtre a un 
donc le filtre de Fréchet formé des sections finissantes suite a un 

adhérent c'est-à-dire la suite admet l comme valeur 
renee. Si la est une de nous savons 
qu'elle vers l. Donc, dans un espace compact 
suite de converge ; cet espace est 

2. 
pour 

Nous avons montré précédemment que la propriété de Borel-Lebes­
gue entraînait la propriété de Bo!za.no-Weier~t;ass. Nous all?ns voir 
maintenant que dans un espace metnque la reciproque est vraie. 

SI UN ESPACE POSSÈDE LA PROPRIÉTÉ DE BOLZANO-\VEIER­
STRASS, IL EST COMPACT. 

Nons considérons donc, par hypothèse, un espace E dans 
toute partie infinie possède un point d'accumulation. 

Remarquons d'abord que cette hypothèse peut se Inettre sous la 
forme : « Toute suite dans E a une valeur d'adhérence. » On a vu, en 
effet (cf. exercice 33), que tout point d'accumulation de l'ensemble des 
valeurs d'une suite est valeur d'adhérence de cette suite. et que 
quement, si cette propriété est vér!fi~e, to.ute partie infinie a~ra un . 
d'accumulation, car, de toute parhe Infinie, on pourra extraire une suite 
dont la valeur d'adhérence sera un point d'accumulation du sous-ensem­
ble considéré. 

Ceci posé, nous montrerons d'abord : 
Lemme. Une application continue à valeurs réelles définie sur un 

espace métrique qui satisfait à la propriété de Bolzano-Weierstrass a un 
maximum et un minimum finis qu'elle atteint. 

Soit f : E ----7 R une application continue et soit 

M = sup ! f(x) ; x E E ! , 


a priori M peut être c'est-à-dire appartenir à Deux cas sont 
donc à distinguer : 
e ou bien M est fini et 

(1)Vn 

e ou bien 	M est infini et 
Vn 3xn (2) 

Dans les deux cas, nous définissons ainsi une suite (Xn) 
de l'hypothèse, a une valeur d'adhérence. On p~ut donc en une 
sous-suite ! x ! converge vers x E E. Son Image 1f(xp) ! converge 
vers f(x) e R.PLe cas (2) est donc exclu, puisqu'il exigerait que f(x) soit 
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<."nr"'""'""n ... à tout n donné. On est donc dans le cas ! conver­
on affirmer : 

f(x) =M. 
On montrerait de la même façon que f a un minimum fini atteint. 

Pour démontrer, que l'espace E possède la de 
nous allons à remplacer un recouvrement 

un recouvrement constitué de boules. Si xE il existe un 
ouvert de qui contient x, donc une boule de centre x incluse dans cet 
ouvert. D'où l'existence d'une famille de boules qui constitue un recou­
vren1ent ouvert ; si de ce recouvrement par boules on extraire un 
recouvrement fini, en revenant aux ouverts de "12 par de 

boule par un ouvert qui la contenait, on obtiendra un recou­
vrement fini extrait de Cf2. Posons : 

~(x) = sup l r ; 3 0 E CR , B(x, r) c 0 l . 
Cette définition implique : 

Vr <~(x) 30ECR r) cO. 

Montrons que l'application : 
~ :xEE --7 ()(X) ER 

est continue. Soit en effet xE E et pour s > 0 la boule 
~(x)- s). Soit y tel que d(x, y) < s ; la boule B(y, ~(x) -2 s) est 

incluse dans la précédente, donc dans un ouvert de Cf2 ; par son 
rayon est inférieur à ~(y) : 

~(y) > ()(X) 2 s. 

en intervertissant les rôles de x et de y, on trouvera : 
~(x) > ?(Y) - 2 s, 

donc: 
d(x, y) < s :=:::? ~(x) 2 s < ~(y) < ~(x) 2 s, 

c'est-à-dire que () est continue (et même uniformément continue). 

~ fonction continue réelle, strictement positive définie sur E, atteint 
son minimum ~o; celui-ci doit donc être strictement positif. Si est 
strictement compris entre 0 et ~0, tout point de E est donc centre 
boule de rayon ()1, incluse dans un ouvert de "12. Nous allons montrer 
qu'il existe un recouvrement fini constitué de telles boules. Soit x1 E E 
et la boule B(xv ~ 1 ) et, si cette boule ne recouvre pas soit un point x 2 

ne lui appartient pas, c'est-à-dire tel que : 
d(xv x 2 ) ~ ~1 • 

Considérons la boule B(x2 , ~ 1 ). Si la réunion de ces deux boules n'est pas 
E, soit x 3 n'appartenant pas à leur réunion, c'est-à-dire tel que : 

d(xv x 3 ) ~ ?1 d(x2 , x 3 ) ~ () 1• 

·Considérons la boule B(x3, ()1 ) ; si la réunion de ces trois boules n'est pas 
soit x 4 n'appartenant pas à cette réunion... et ainsi de suite... Si n 

boules distinctes ne suffisent pas à recouvrir E, nous Xn+ 1 

dans la non recouverte, c'est-à-dire tel que, 
pour 1 ~ i ~ n d(xn+l' xi) ~ ~1· 

Si, quel que soit n, l'espace E n'était jan1ais entièrement recouvert 
les boules ainsi choisies, on aurait défini une suite infinie Xv X 2 ••• Xn ••• 

de E telle que la distance mutuelle de deux quelconques de ces 
ne soit jamais inférieure à ()1 , donc une suite de points de E dont 

on ne extraire aucune suite de Cauchy. Or, ceci est contraire à 
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COMPACITÉ D'UNE PARTIE D'UN ESPACE 

En le théorème de Bolzano-Weierstrass à une d'un 
espace on obtient la condition suivante : 

Une partie A d'un espace métrique E est compacte si, et seulement 
si, de toute suite d'éléments de A, on peut extraire une sous-suite conver­
geant vers un élément de condition équivalente à : A est fermé de 
toute suite d'éléments de on peut extraire une sous-suite 
dans X. 

3. 

THÉORÈME. - UNE APPLICATION CONTINUE D'UN ESPACE COMPACT 
DANS UN ESPACE EST UNIFORMÉMENT CONTINUE. 

(Ce théorème est une généralisation du théorème classique : une 
application continue de [a, b] cR dans R est uniformément ....,v .............. u,.__ 

Soit K un espace compact métrique, E un espace
f : K ----?- E, une application continue. 

Par suite : 
Vs VxEK 3 "tj(s, x) d(x, y) < lJ :=:::? d'({(x), f(y)) < s. 

Considérons les boules B( x,~(s, x)). Ces boules forment un recou­

vrement ouvert de K dont on peut extraire un recouvrement fini formé 
Yi 

des boules de centre x1 , x 2 ••• xv. Soit lJ la borne inférieure des ~ (s, xi). 

Nous allons montrer que si d(x, y) < "fJ, alors d'(f(x), f(y)) < 2 s. En 
effet, x appartient à une des boules du recouvrement fini ; soit xi le cen­
tre de cette boule. Si d(x, y) < lJ, lJ étant inférieur au rayon de la 
d(xi, y) est inférieur au double de ce rayon, c'est-à-dire que : 

d(xiJ y) < lJ(Xi7 s), 
donc d'(f(xi), f(y)) < s, 

et comme d'(f(x), f(x1)) < s, 

on en conclut d'(f(x), f(y)) < 2 e:. 



ESPACES VECTORIELS NORMÉS 

§ 1. PROPRIETES GENERALES 

l. valués. Normes. 

Un corps K est dit valué s'il possède une valeur absolue, c'est-à-dire 
s'il existe une application de K dans R+, qui à À E K fait correspondre 
sa valeur absolue IÀI ER+, et qui possède les propriétés suivantes : 

1 ° IÀI = 0 ~ À = o. 

2° V(À, {L) E K x K lÀ f'-1 = IÀIIILI· 

3o V(À,v.) EK X K IÀ+f'-1 ~ IÀI +liLl· 


Un espace vectoriel E sur un corps valué K est normé, s'il possède 
une norme, c'est-à-dire s'il existe une application de E dans R+, q_ui à 
x~ E fait correspondre sa norme !lxii ER+, et qui possède les propnétés 
suivantes : 

1o !lxii= 0 ~ x= O. 

2o VÀEK VxEE IJÀxJI= IÀI.IIx\1· 

3o V(x, y) E EX E !lx+ y ~!lxii+ Yll· 

Sur un corps valué K, l'application (À, fJ.) ---7 lÀ- f'-1 est une 
distance pour laquelle l'addition et la multiplication sont continues, 

ainsi que les applications À ---7 - À, et À ------7 ~ 
1 

(pour À=F 
A 

comme le lecteur le vérifiera aisément. Un corps valué est un corps topo-

Sur un espace vectoriel normé E sur K, l'application : 
(x, y) ---7 !lx- Yii 

est une distance pour laquelle l'application (x, y) ---7 x y et la 
~........ ~"J"J_.'l'-":::..'.L1G'~ externe sont continues, comme on le vérifiera encore aisé­
ment. espace vectoriel normé est un espace vectoriel topologique. 

même noter que l'application (x, y) ---7 x - y est 
mément continue). 

Parmi les valeurs absolues d'un corps figure celle pour laquelle 
101 = 0 et IÀI = 1 pour À=F O. Elle confère au corps une topologie dis­
crète. S'il existe un À=F 0 ayant une valeur absolue différente de 1, le 

est valué non discret : c'est le cas important. 
Analyse, les corps qui interviennent sont R et C, munis de leurs 

valeurs absolues usuelles, et c'est à ces cas que nous nous limiterons dans 
la suite. Remarquons toutefois que si IÀI est la valeur absolue 
IÀI" est encore une valeur absolue pour 0 < Ct.< 1. 
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D'autres interviennent en 
tels les corps exercice 

BOULES DANS UN ESPACE VECTORIEL NORMÉ. 

La boule de centre a et de rayon r est : 
r) =lx· < r! 

et boule fermée 

La distance étant par se déduisent 

la translation a des boules de centre et de même 


des boules dans un vectoriel normé est 
 sont 
convexes A.P.-.M. exercice 


De résulte 
 x situé à la distance r de a 
est lim l kx; 0 < k < 1 ! , donc que tout de B(a, r) à 

de r). La boule fermée est ICI l'adhérence de la boule 
ouverte. Comme x est aussi lim ! kx ; k > 1 l , le x 

k-J>-1 

aussi à l'adhérence du complémentaire. On en déduit que la frontière des 
b_oules ouverte et fermée est la sphère S = l x; !lx- ali= r 1 , et I'inté­
neur de la boule fermée (complémentaire de la frontière dans ladite 
boule) n'est autre que la boule ouverte (1). 

Exercice 52. - Réciproquement, étont donnée une partie convexe C d'un 
espace vectoriel sur R admettant l'origine 0 pour centre de symétrie et 
ne contenant a·ucune droite, montrer que : 

p(x) = inf ! r; rE R+ , 
x 
- E C l 
r 

est une norme, pour laquelle les boules unités, ouvertes et fermées, sont 
liées à C par les relations : 

8(0, 1) = c B<O, 1) = C. 

2. Espaces de Banach. Complétion d'un espace vectoriel normé. 

Si un espace vectoriel normé est complet pour la distance déduite 
de sa norme, on dit que c'est un espace vectoriel normé complet ou espace
de Banach. 

Si E n'est pas complet, nous pouvons le plonger dans un espace 
complet E. Mais, a priori, la seule structure de E qui soit prolongée à E 
est celle d'espace métrique muni d'une distance d. Montrons que la 
structure d'espace vectoriel topologique de E peut aussi être prolongée. 
L'addition sur E est définie par le fait que (;; y) est la classe d'équi­
valence (dans l'ensemble des suites de Cauchy de Ê) de (Xn + Yn), 

Si (Xn) E'? et (yn) E y: 

(1) Notons que ces propriétés, très intuitives, des boules dans un espace vectoriel 
normé sont étroitement liées à la convexité et ne sont pas vraies dans un métrique 
quelconque. Il suffit de considérer E cR muni de la distance usuelle dans R et cons­
titué des deux semi-segments [a, b[ et [c, d[ avec b<c et d(a, c) =r. L'adhérence de 
la boule ouverte B(a, r) est [a, b [ ; la boule fermée B(a, r) est [a, b [ U l c 1 . L'adhé­
rence de la boule ouverte est donc strictement incluse dans la boule fermée. On en 
verra un autre exemple dans l'exercice 54, 2°. 
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On "" ... '"'"'.é'rl"" de n1ême par un scalaire et on 
les deux 

D'autre 

IÎxO = a(x, 0) = lim d(xM 0) = lim llxnll 
H-')>-oo n---....oo 

a évidemment les d'une norme et est bien le prolongement de 
la norn1e sur E. On vérifie que, sur on a encore dG,y) = []?­
En effet : 

d'autre 
llx Yll = lim llxn­

donc une structure d'espace vectoriel normé qui celle 
Nous avons donc montré tout espace vectoriel normé peut être 

UHH~.._• .._ dans un espace de dont il est un partout dense 
cet espace de Banach est (à un IS<}rn.orphliSlme 

1 '01n.c.r>f'r' ... normé). 

vectoriels normés. 

En dehors des espaces d~ di;mension finie, nous rencon~rerons essen­
tiellement des espaces d'applications dans R (espaces vectonels sur R) ou 
dans C (espaces vectoriels sur C). 

Nous trouvons ainsi des espaces d'applications de N dans R ou C : 

..L.A.:l•IJOL'L>'-' (m) 	des suites (réelles ou complexes) bornées avec : 
Jlall = sup ! jan! 1 , si on désigne par a la suite (an) 

Sous-espace (c) c (m) des suites convergentes ; 
Sous-espace (c

0 
) c (c) des suites qui convergent vers zéro. 

00 

Espace (ll) des suites (an) telles que 2: !ani < co avec : 
n=1 

c'est-à-dire l'espace des séries absolument conver~entes ou, selon ~ne 
autre terminologie que nous introduirons plus lmn, espace des suites 
sommables. (Pour l'équivalence des deux notions, se reporter à la fin du 

de même espace des suites de carré sommable. 
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n n 

< 
i=l Î=1 

E dans R: 
Nous rencontrerons de même des espaces d'un ensemble 

des (sup l f(x) ; xE E 1 <oo),
avec: 

on 
surE. 

xEE! 

pour cette 
sur E. C'est 

: norme de la convergence uni-

L'espace e(K, R), cas du où E est un compact 
K et .où on se limite au sous-espace des applications continues : toute 
fonchon continue définie sur un étant la nonne 
dente est utilisable. 

C'Jl des continues réelles définies sur r0, 11 avec : 

llfi! =!.'[{(tl 

Exercice 53. - Montrer que tous les espaces vectoriels normés précédem­
ment cités, sont complets, sauf le dernier. ' 

Montrer que C?f n'est pas complet en utilisant le contre-exemple suivant: 

fn(x) = y-;; pour 0 ~x~ 1 

n 

pour
V x n 

.Exereiee 54. - On appelle espace ultramétrique un espace métrique E 
sur lequel la distance vérifie la propriété : 

V (x, Y, z) E E3 d(x, z) ~ s.up (d(x, y). d(y, z)). 

1• Montrer que d(x, y) 7'= d(y, z)) entraÎne d(x, z) = sup (d(x, y), d(y, z)}. 

Autrement dit : « Tout triangle est isocèle, les deux côtés égaux étont au 
moins égaux au troisième côté ». 

2o Etudier les boules dans un espace upltramétrique. Montrer que toute 
boule, ouverte ou fermée, est à la fois ouverte et fermée. Montrer que tout 
point d'une boule est centre de cette boule et que si deux boules ne sont 
pas disjointes l'une est incluse dans l'autre. 

3o Montrer qu·e dans un espace ultramétrique pour qu'une suite (un) 

soit de Cauchy, il est suffisont qu1e lim d(u1 "" un+l) = 0). 
n=oo 

Montrer aussi que les points d'une suite de Cauchy qui ne converge pas 
vers un point restent, à partir d'un certorn mng, à distance constante de ce 
point. 

4o Etant donné un nombre premier p fixé une fois pour toutes on définit, 
sur 0, une valeur absolue appelée voleur absolue o-odique de la façon sui­
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a 
vante : tout rationnel sera mis sous lo forme r = les nombres a et b 

étant des entiers premiers avec p, a. éta1nt dons Z; on posera 01lors 
1 

pr;. 

Montrer que la distance associée à cette voleur absolue est ultmmétri­
que. 

5° 0, muni de cette valeur absolue, est complété en un espoce Op· On 
vérifiera que l'on peut munir QP d'une structure de corps telle qu'il soit un 
surcorps de Q et que la valeur absolue sur 0 peut être prolongée à On en 
en posant lxl = lim 1xn!

11
, si (xn) est une des suites de Cauchy qui définit11 

x E 0 ; et que, pour la valeur absolue ainsi définie, Op est ultramétrioue.
11 

Déduire du 3° que les valeurs absolues des éléments On sont encore de la 
1 

forme-, a. E Z. 
pa 

6° On considère dans 0'11 l·es boules 

A11 1x; jxl 11 ~ 1 l et :P = 1x: lxl:v < 1 l 


Montrer que ~P est un idéal de l'anneau A11• Etudier la réportition des 
éléments de Z entre les dosses de AP mod. 'P . En déduire que A1/ tp est 
isomorphe à 'Z/pZ. 

7° Montrer que tout élément x E AP peut être mis de foçon unique sous 
forme de la somme d'une série 

x 

(Développement de Hensel). 

Montrer de même que tout élément y E Q peut être mis, de façon uni­

11 
que, 	sous forme d'une série : 


+oo 


anpn kEZY= 	 Vn ~ 
n=k 

ao Déduire du 6° que An est compact et On locolement compact. 

4. Parties topologiquement libres. 

Rappelons que A = l xi ! étant une partie d'un 
lJ Àixi (Ài = 0, sauf pour un nombre fini d'entre eux) 
sous-espace vectoriel H contient la partie [A.P.M. Il 

le plus 
(II, § 1, 

Considérons l'adhérence de ce sous-espace : x existe 
une suite (Xn) d'éléments de H converge vers x. 

est un sous-espace vectoriel, car : 
Vn~ 3 (Xn) 

xEH, yE 

lim. 

===? ( 3 Vn YnEH lim Yn =y. 

Ceci entraîne 
3 (Xn V n Xn Yn EH 

lim (Xn + Yn) =X Y donc x+ y 

Vn EH lim = ÀX donc ÀX E 
petit sous-espace vectoriel fermé contenant A. On 

commodément les éléments de en fonction 
est l'espace tout entier. 
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Exercice 55. - 1o Montrer qu'une application f d'un espace tOJ:~OI<)QÏ<~ue 
E dans un espace topologique F est continue si, et seulement si : 

V A E ~/)Œ) c f(A) 

2o Montrer que dans un espace vectoriel topologique quelconque l'adhé­
rence d'un sous-espace vectoriel est un sous-espace vectoriel. 

sous-espace vectoriel 
est alors un sous-espace 

e!Suace tout entier. 

na;en'lv,re : Soit l'espace vectoriel e' des fonctions réelles continues sur 
en 0, muni de la norme de la convergence u~iforme. Consi­

,, le sous-espace H de celles de ces fonctions {' (0) = o. 
C est un sous-espace de codimension 1 (noyau de forme {'(0) sur 

). Toute fonction fee à H ; en effet, étant donnés une telle 
I011Ct:IOJ1, et un réel positif e:, une f?nction est à une distance de f inférieur 
à e: au sens de convergence umforme est une fonction dont le est 

situé dans la bande limitée par y = e 
alors construire une fonction g appartenant à 

nonz;ontaJle pour x 0 et située cette bande. 

< < -
ê 

2 
~-~'"'u''~-'~"• nPt:>nrtiPo comme fonction sur 

se déduisant translation 
a été fait 

l'ensemble e de toutes fonctions continues sur 

où l'adhérence H dans e ), cette fois n'est de codi­
mension 1, étant un vrai sous-espace vectoriel de . Le passage de H son 
adhérence fait donc gagner ici d'une dimension. 

libres maximales maxima­

de démonstration 


le fait que l'en­

c'est-à-dire 


c'est-à-dire aux bases. Il n'en est rien. Un essai 
d'existence utilisant le théorème de Zorn est arrêté 
sen1ble des libres n'est 
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libre aucun ses 
au sous-espace vectoriel par les autres. 

libre aucun de ses éléments 
sous-espace fer1né contenant tous les 

On demander s'il existe des 

existe totalement ne sont 

Exercice 56.- Exemple. Dans 1 
1 espace (m) des suites bornées, considérons 

la famiHe des suites (e~; ) avec e~;, 8~ pour n ~ 1 (c'est-à-dire que (en)1 1 
est la suite 0, 0, ... 0, 1, 0 ... ), auxquelles on adjoint pour eo la suite cons­

tante et égale à 1; puis considérons la famille définie par : 

fo = e0 
, fl = e" +el, •. . fn = eo + ~ 

n 

Montrer qu'une partie finie de la forme 1fi; 0 ~ i ~ p l est topologi­
quement libre et que la réunion de ces parties (p décrivant N) ne l'est pas. 
En déduire que la famille des porties topologiquement libres n'est pas indue~ 
tive. 

REMARQUE : Il est à noter que cette notion de partie topologiquement libre 
n'est intéressante que pour des espaces de dimension infinie, car dans un 

de dimension finie, une partie algébriquement libre est topologiquement 
En effet, si H est un sous-espace et K un de ses supplémentaires, une 

suite d'éléments xn de H est une suite d'éléments dont la composante sur K 
est nulle. Or, dans un espace de dimension finie, l'application projection sur 
un sous-espace parallèlement à un supplémentaire est une application continue. 
(C'est évident si l'espace a pour norme le sup des normes des coordonnées 
et nous verrons ci-dessous que toutes les normes que l'on peut définir sur un 
espace vectoriel de dimension finie y induisent la même topologie). Au 
contraire, dans un espace de dimension infinie, l'application projection 
n'être pas continue; d'où la possibilité pour une suite d'éléments de de 
converger vers un élément qui n'appartient pas à H. C'est ce qui se passe dans 
l'exemple donné ci-dessus de l'ensemble e des fonctions dérivables en 0 ; 
e = H EB K, où K est l'ensemble des applications linéaires x ~ kx 
cation sur K, parallèlement à H, fait correspondre à toute 
fEe la fonction x~ {'(0) x peut écrire f sous la forme : 

x ----7- f(x) ­

est aisé de voir que si f f'(O) n'est pas forcément la limite 

t' 

linéaires continues d'un espace 

ce 



- 108 

E (E, 

et Ie 
E,:/E, 

a priori, qu'il existe au n1oins dans 
n1ontrerons en existe 

pour qu'u_ne application 
zl faut, et il 

(1) 

- a)l/ < s 

est un 

pour que f soit continue à 
(1) est suffisant car, à tout s, 

La condition (1) entraîne donc 

--·,.·~···· soit f continue : 

écrire : 

Vs 3 lJ /lxii < lJ :::::;> <s. 
les dont la norn1e vaut lJ ; pour eux, on 

2s 
<­

et de rayon est établie 
2savec =-.De cette on passe à tout 

de 
lJ 

x à cette "'""'"'f"'~ 
2s 2s

<-P,JIIxJI=­
"Il lJ 

NORME D'UNE APPLICATION LINÉAIRE CONTINUE. 

Ce résultat 
~n termes : unelinéaire d'un espace '""'"" ... ,..,.~. norme dans un autre est continue 

lement des valeurs de 

n est alors naturel de considérer le 
de cet ensen1ble. 

Posons : 

11/11 = sup) xE 
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Nous allons vérifier que le nombre ainsi introduit définit bien une norn1e 

sur EcCE, 

1o llfll = 0 :=::;> VxE E l!f(x)il = 0 :=::;> V xE E f(x) = 0 :=::;> f =O. 


2 0 L IJf(x)IJ 't . . t h h' .e Txïl e ant Invanan par omot ehe, on 

l'écriture en ne considérant les x de norme 1, c'est-à-dire en ............... r-.~,r-."~-
llfll = sup llf(x)Jj, le sup étendu aux points de la sphère 

IIÀfll = sup li(Àf)(x)il = sup IIÀf(x)!l = sup IÀI .Jjf(x)ll = JÀJ. 

3o lit gll = sup li(f + g)(x)jj = sup llf(x) + g(x)l[ ~ sup [!lf(x)l! + llg(x)!IJ 


~ sup llf(x)JI sup Jjg(x)JI = llfll + IIYII· 

L'ensemble EcCE, F), qui avait déjà une structure d'espace est 
donc maintenant doté d'une structure d'espace vectoriel normé. 

Notons que dans le cas d'une application linéaire de R dans 
est toujours continue, la norme n'est autre chose que la valeur """~'-'J'U""' 
du coefficient angulaire. Des applications voisines pour cette nonne sont 
donc des applications de coefficients angulaires voisins. 

6. Normes 

Des normes sur un espace vectoriel E sont dites équivalentes si elles 
induisent la même topologie sur l'espace E ; ceci équivaut au fait que 
l'application de E 1 (E muni de la norme Jlx!l1) dans muni 
de la norme llxJ12) soit bicontinue. Le résultat précédent 

.U.Vl.AL... ...., ..... identique étant linéaire, d'énoncer cette nP.(\T\lMA·r~:· 
forme, l'application identique de E 1 dans E 2 est ....v,........... .... 

le1nent si : 
3 k ER+ 1!xJJ1 < k !lxJb 

et celle de dans si, et seulement si : 
3 k' ER+ JJxJ12 < k' llxlll· 

les deux normes sont équivalentes et seulement si : 

borné par deux nombres fixes, positifs, A et B. 
Il résulte de ceci que, si un espace vectoriel E est coJmiJ1let pour une 

norme il est pour une nonne 
En soit (xn) une suite de Cauchy de 

Vs 3 N :;~ ~ :=::;> - xmJb < s 

n1ais : 
-xmiJl ~ B !lxn­

est aussi suite de Cauchy dans donc elle converge vers x, 
que: 

V s' 3 N' n > N' :=::;> < s' 

et con1n1e : 

< 
(xn) converge vers x dans E2 (i). 

(1) cette propriété est propre aux 
deux distances u~::auu''""'-'LlL 

espaces vec~toriels 
3) qu'un ensemble E muni 

complet pour une de ces et non counpl,et 
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1. vectoriels normés de dimension finie. 

Nous savions que tous les espaces vectoriels de n 
sur étaient à Rn. Nous allons voir mainte­
nant que tous espaces vectoriels norn1és de n sur R sont 
no~m,eOJmc>rr•ht:~s entre c'est-à-dire que toutes les normes dont on 

Rn sont entre elles. 
Pour les espaces de dimension n sur on aurait des résultats iden­

et la serait U.U<:-<.L'J"''.... \;0· 

, . Montrer que toutes les normes de Rn sont entre 
c est nwntrer que toute topologie dérivant d'une norme est la même que 
la de la topologie usuelle sur dont on sait 

de norn1es, par <:>va .....~..-.,,,... 

x2, ... , 

d'abord que sur toute norme ~~~ ..".. ""'""......... .._ 
une norme est déterminée par choix de la norme de 1 
nor1nes so,nt ,donc proportionnelles, donc arr·n,T>~.II.'VA.LLV.:>o 

. Le ~heoreme se démontre alors récurrence sur n. 
smt vrai pour (n- 1) et, pour pour n, Pn.-.-....,. .............,. 


~"'".~~. ...,."'"~\;0>':) d'un pour une topologie 'C 
et pour la topologie produit 

,on peut prendre l'origine, ce qui allège 
aux resultats, les voisinages des différents 
des autres par et ceci pour 

A 

p 

Pour la et la norme une un 

si n = être considéré com1ne somme 
P = et d'un ..:>vu.;,·-._;;.:::'~-'"l'-'co D de dimension 

Une boule de centre dans Rn pour doit contenir 

111 ­

nvootnc~se de 
de 0 dans P pour la 

ce vo1s1nalge 
c'est-à-dire un 
de D de centre 

sur une droite 0 
tels que leur 'U< ...~,., ..... Jl.. 'L·'-' 

convexe, B contient la si n = 
les variétés affines une par A ou A' et 

contour du Une telle contient un de Rn. 
boule pour contient une pour que : 

est moins fine que 

Nous allons montrer maintenant que est il 
résultera l'identité des deux topologies). 

P= 

02 = l (Xv •••, Xn) ; Xn < 0 1 
Tout de Rn P est centre d'une boule incluse dans 

cette boule étant convexe ne avoir de 
elle en aurait dans p (1)' donc elle est on1'~0V011Y' 
deux sous-ense1nbles où elle a son centre ; 
pour . Il en toute 
variétés affines à 
car on considérer cmnme 
par translation à de 

est somme 
on montrera de 

des ouverts 
ouverts dont l'ensemble 

des ouverts de 
est démontrée. 

2. ESPACES ESPACES DUALS 

vu que l'ensemble 
espace vectoriel normé E 

des avait structure 
norme d'une f étant 

xEE l~ 

(1) En effet, si xE > 0) et y E < 0), la nième coordonnée 
point du segment xy est de la forme + (1- ).) Yn avec 0::::; À::::; 1 et prend donc 
une fois la valeur zéro. 
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ce est 

sans 
dont on 

d'abord dans le cas dual 
, . qui établit la pro-
a E entier ~ne forme linéair~ et continue sur un sous-

espace d.e ~·. et qu1 pe_rmet, en particulier, de garantir de 
forn1es hnemres et continues non nulles sur tout espace vectoriel normé. 

nous pour étudier dans conditions 
est complet. 

EST UN SOUS-ESPACE VECTORIEL 
DE SI f EST UNE FORME LINÉAIRE ET CONTINUE SUR H TELLE QUE jJfll = 1, 
IL EXISTE SUR E UNE FORME F LINÉAIRE ET CONTINUE AVEC IIFII = 1 DONT 
LA RESTRICTION A H EST f. 

. Si F existe, elle est connue sur H. Soit X
0 

Et: H, et cherchons à défi­
nir F sur le sous-espace engendré par H U ! X 1 • Le choix de 

F sur tout le sous-espace. Pour que 
0 

IIFII = 1 il et
suffit, que : 

VxE H Vt ER IJF(x + fx0 )11 ~!lx+ txoll 
Mais, ~~ p:emier membre de cette inégalité étant une norme dans ceci 

s ecnre, en se rappelant que pour xE H, F(x) = f(x) : 
V xE H Vt ER lf(x) + t F(x0 )j ~ l!x + txoJI (1). 

Divisons par 1t J les deux membres de l'inégalité : 

If(; ) + F(xo) 1~ Il~ + Xoll· 

.__, ...."~...... x décrit H et t x 
décrit H · donc, la condition (1) 

vaut à : 
VxEH 

ou encore: 

Vxe H - f(x) -llx + Xoll < F(xo) <!lx f(x). 
~ne condit!on suffisant~ pour que l'on puisse choisir F(x ) répon­

dant a la question est que lznf de !lx+ X0 11- f(x) soit supérieur
0 

au sup 
de -Il~+ Xoll- f(x), c'est-à-dire que, quels que soient x 1 et x appar­
tenant aH: 2 

- f(xl) -!lxl + Xoll ~ - f(x2) + llx2 + 

f(x2 - X1) ~ l1x1 + Xoll + llx2 Xoll 
or: 

f(x2 - X1) ~ !1x2 - X1i1 ~ J!x1 + Xoll + 
le choix de F(X0 ) te! que IIFII = 1 est possible, F

f au sous-espace engendre par H U l X 
0 

! • 
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Considérons alors tous les tels Vi soit un sous-
espace contenant H et Fi une forme et de norme 1,

f pour restriction à H. Cet ensemble est ordonné par la relation : 
vi)-< ~ Î vic 

( est restriction de 

Si cette famille une sous-famille totalement ordonnée 
Vi) l , le formé de V= U Vi et de la forme F à 

sur chaque Vi est un majorant de la sous-famille considérée. L'ensemble 
des couples (Fi, Vi) satisfait donc aux hypothèses du théorème de Zorn. 

Donc, il possède un élément maximal ; comme d'après ce que 
nous avons montré on toujours prolonger la forme F 
définie sur un sous-espace, si ce sous-espace n'est pas E tout il en 
résulte l'élément n1aximal est un couple (F, E), ce la 

du théorème de Hahn-Banach dans le cas 

Corollaire. - Il existe des formes linéaires et continues sur E de 
norme donnée llfll. En effet, si Rx0 est un sous-espace de dimension 1, en 
v'"''"" ....... pour x= kx01 f(x) = k f(x0 ), on obtient une forme linéaire et 
continue sur Rx0 de norme llfll, si on a choisi f(xo) tel que lf(xo) 1= llfllllxo!l· 
Il n'y a plus qu'à étendre cette forme à l'espace tout entier. Ce même 
raisonnetnent prouve existe des formes une valeur donnée 
en un donné. 

2. Démonstration dans le: cas co:mt~le:s:e. 

Nous prenons C comme espace d'arrivée, l'espace E de départ étant 
un espace vectoriel sur C. Un espace vectoriel sur C est aussi un espace 
vectoriel sur mais il y a lieu de distinguer entre les formes C-linéaires, 
applications linéaires de E dans C, qui satisfont à : 

VJ. E C f(J.x) = J.f(x), 
et les formes R-linéaires, applications linéaires de E dans qui satisfont 
seulement à : 

f(J.x) = J.f(x). 

Soit F une forme C-linéaire; F(x) E C et peut-être écrit, en mettant en 
évidence partie réelle et partie imaginaire, 

F(x) = G(x) i H(x). 
On vérifie sans peine que G et H sont des formes R-linéaires, mais elles 
ne sont pas indépendantes. En effet, F étant C-linéaire, 

F(ix) = i F(x) = i G(x) - H(x), 
d'autre part, 

= G(ix) i H(ix). 
D'où: 

G(ix) =-H(x) (1) 
H(ix) = G(x), 

ces deux relations étant d'ailleurs équivalentes. 

éczproqluelnenr, étant données deux formes R-linéaires 
la nr~omne1re la forme F telle que 

F(x) = G(x) 

est C-linéaire. 
Il est immédiat que : F(x y)= F(x) 
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si À = œ i~ avec oc et ~ 
F(Àx) = G(ocx) G(i~x) + i H(ocx) + i H(i~x) 

= œG(x)- ~ H(x) + i œH(x) + i ~ G(x)=(oc+ i~) [G(x) + i H(x)]. 

La donnée d'une forme C-Iinéaire équivaut donc à la donnée de deux 
ffrme~ R:linéai~es satisfai,sant à (1) et, comme H est définie G 
l ~.st, .equivaut a la donnee d'une forme II y a 
biJection 

E (E, R) ----:'7 E (E, C) 
et cette bijection est un isomorphisme d'espaces vectoriels sur R. 

Dan~ cet isomorphisme, Ec(E, R) correspond à EcCE, C). Nous 
allons voir en effet que F est continue si, et seulement si G est continue 
et que IIFII = IIGII. ' 


Supposons F continue : 


IF(x) 1 ::s; l!xii.JIFll 

or IG(x) 1 ::s; jF(x) 1 donc 
 IG(x) 1 ::s; llxli-IIFI/.

Donc G est continue et 


IIGII< IIFII. 
Supposons maintenant G continue; H l'est aussi, donc F aussi. Pour 

chercher la norme de F, posons F(x) = 9ei6. Alors F(e-ïa x)= est 
donc: 

F(e-ïa x)= 
D'où: 

JF(x)j = jF(e-ïo x) 1 ·= IG(e-ïo x)l ::s; IIGII.IIe-ïe xli= IIGII.I!xli. 
Mais cette inégalité, vraie pour tout x de entraîne : 

IIFII< IIGII. 
En rapprochant du résultat trouvé plus haut, on voit que les deux formes 
ont même norme. 

A partir de là on voit que le théorème de Hahn-Banach s'étend au 
cas des espaces vectoriels E sur C. Etant donnée une forme de norme 1 
sur H c E, il lui correspond une forme g de norme 1 considéré 
co:n:me espace vectoriel sur R. Cette forme peut être à E tout 
enher par une forme G de norme 1 ; à celle-ci forme F 
telle que F(x) = G(x) - i G(ix), également de nonne et dont la res­
triction à H est bien f. ' 

3. Conditions pour que Ec(E, F) soit un espace de Banach. 

F) EST COMPLET SI, ET SEULEMENT SI, F EST 
COMPLET. 

Soient E et F deux espaces vectoriels normés sur C (ou sur 
1 o Supposons F et soit fn une suite de de F) 

)Vm>N
Vs 3 N(s) (V n > N < s. 

Nous voulons montrer l'existence de fEE c(E, F) telle que : 
lim llfn- fil= O. 
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Soit xe E: 

~ 'V n > N llf (x) (1).( Vm > N n 

x fn(X) est une suite de Cauchy de F converge, par 
IJVL.t.u:'""'• vers un élément f(x). 

On a ainsi défini une application f dont nous allons démontrer 
appartient à Ec(E, F) et que l fn 1 converge vers elle. 
D'abord, cette application est linéaire car : 

f(x y)= Hm fn(X +y)= lim [fn(X) + fn(Y)]. 
Or, nous savons que l'application (X, Y) E F2 ----7 (X+ Y) e F est 
continue, ce qui implique que si deux suites (Xn) et (Yn) convergent res­

vers X 0 et Y 0 , leur somme converge vers (X0 + Y
0 
). D'où : 

lim [fn(X) + fn(Y)] = lim fnCx) + Iim fn(Y) 
n--co n-co n-'>-co 

et f(x +y)= /(x) + f(y). 

De même: 
f(ÀX) = lim fn(ÀX) =Hm À {n(X). 

nous savons aussi que l'application (À, X) e C X F ----:'7 U e F 
continue, donc, en particulier, que si Àest fixe et que si la suite (Xn) 

converge vers X0 , la suite (J.Xn) converge vers X0 • D'où : 
lim À fr/X)= À lim fn(X) 

et f(ÀX) = À((x). 

b) Cette application est continue. 
Laissons n fixe et faisons tendre m vers l'infini, l'inégalité (1) mon­

tre que : 
Vn > N(s) ll<fn- f)(x)ll < s ·!lxii (2). 

Cette inégalité, valable pour tout x, montre que <fn- f) est une appli­
cation continue (cf. VIII, 1, 5). Mais alors, fn étant continue, f est aussi 
continue comme différence de deux applications continues. Nous pou­
vons conclure : 

f E .ec(E, F). 
c) 1 fn ! converge vers f. 
L'inégalité (2) peut s'écrire : 

Vn > N(s) 
et montre donc que : 

lim fn= f. 
2o Supposons maintenant que F ne soit pas complet, c'est-à-dire 

qu'il existe une suite de Cauchy l Yn 1 de F qui ne converge pas ; nous 
allons montrer qu'on peut en déduire l'existence d'une suite de Cauchy 
de Ec(E, F) qui ne converge pas. 

Soit Xo e E, fixe, de norme 1. Le théorème de Hahn-Banach prouve 
l'existence d'une forme cp, linéaire et continue, de norme 1, définie sur E 
et telle que cp(X0 ) = 1. Définissons alors une suite d'éléments de 
.Ec(E, F) par : 

On a: 



f étant définie à 

comme dx est définie à 
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donc fn est continue avec une norme telle que 

litnil ~ IIYnll 
n1ais comme llfn(X0 )jj = Ym on a llfnll = 
Le même à (fn- fm) montre que: 

n en résulte que ! ! est bien une suite de de et cette 
suite ne converge fn(X0) n'étant autre que yM eUe 
converge pas au 

4. duals• 

.... PP'"'·'-' .... ~-'-V ..U. du théorème prec~ea·ent. ou c 
les duals des espaces 
que les espaces E aCE, ou 

ces 

Exercice 57. - l o Montrer que le dual de l'espace (11) (cf. V111.1.3) des 
suites complexes sommables est l1 espace (m) des suites complexes bornées. 

On remarquera que (11) possède une base topologique en avec 

(symbole de Kronecker/ e ~~ désignant le m-ième terme de la suite en) telle 
que si a désig,ne la suite de terme général am on ait: 

n 

a 

Si f appa-rtient au dual topologique de (Il) on a : 

f(a) = 

p=1 

f est déterminée par la donnée de la suite 1 f(eP) ! qu'il s'ogit de choisir 
convenablement. 

2° Trouver le dual de l'espace (c) des suites complexes convergentes. 
On pourra utiliser pour base topologique la base précédente à laquelle on 

aura adjoint la suite constante et égale à 1. 
3° Montrer que l'esp.ace {12 ) des suites réelles de carré sommable est 

isomorphe à son dual. 
On utilisera la même bose topologique qu'au 1°. (Il sera commode d'utiliser 

le théorème suivant que ron commencera par vérifier: Si un est le terme 
généra•! d'une série divergente à termes positifs et Sn la somme de ses n 

u 
premiers termes, la série de terme généra•! vn =___!':est converg•ente si ('J. > 1, 

s1~ 
divergente si ('J. ~ 1). 

de dual. Soit E = e ( espace 
vectoriel avec: 

1; xE ! . 
Un théorème célèbre de F. Riesz établit que toute forme et conti~ 
nue sur e par : 

où g est une fonction à variation bornée et où est 
de Stieltjès correspondante. 
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Une fonction à variation la différence de deux fonctions 
croissantes p et ; et on pose, 

f fdn. 

des sommes: 

des sommes: 

n-1 

i=o 

la fonction g est continuement de 

n'est pas autre chose que ). 

Le théorème de Riesz (l) 

résultat l'exercice suivant : 

Exercice 58. - Montrer qu'à tout élément x de E (espace vectoriel normé), 

on peut ossocier une forme linéaire et continue ; sur son dual topologique E' 
par la condition suivante : 

L1 application 

= x'(x). 

x EE ----7 x E" 

est un isomorphism ale gébrique et une isométrie = l!x!P de E sur un 

sous-espace 
Bonoch). 

E de E" (Il sera nécessaire d'utiliser le théorème de Hahn­
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dans E". On dit 
=E". 

on montre que 
espace

la somme, admet pour dual topologique 

espace 

des suites de 
normé où la norme est la 

(lq) avec 
1 1 

=1. p 

montre que ces espaces sont """"'""''"""' 

§ 3. SOMMABLES 

Dans un espace vectoriel, on 
indexée finie quelconque. 

donner un sens précis à ce 
somme d'une infinité d'éléments normé. C'estespace ce 

attend classiquement de la notion de série, mais il faut noter que 
cette l'ordre des éléments si bien que les 

.,..,,,.,,"'.,.''"' d'associativité et de commutativité des sommes finies ne 
pas aux sommes infinies sont les séries, sauf pour les séries 

absolument convergentes de ou en. 
La notion de famille sommable ne contient aucune à un 

ordre sur l'ensemble des indices de la famille : la commutativité est donc 
dans la définition. L'associativité, en un sens très fort, se démontre dans 
le cas le plus général. 

La notion a le double avantage : 1 o de donner directexnent le cadre 
dans lequel se déroule la théorie des séries absolument 
alors que l'exposé classique donne une définition faisant intervenir un 
ordre sur les termes, pour montrer ensuite que cet ordre n'a rien à voir 
dans la question ; 2o de généraliser, de manière simple et utile, les pro­
priétés des séries commutativement convergentes. 

La notion de série ne perd pas pour cela tout intérêt, mais c'est une 
notion plus fine et plus délicate que celle de famille sommable. 

Nous considérons, dans ce qui suit des familles d'éléments d'un 
espace vectoriel normé, ce qui correspond à une situation très 
en Analyse, mais le cadre le plus général pour traiter la question celui 
d'un groupe topologique (les résultats seraient analogues, et les démons­
trations essentiellement les mêmes dans leur principe). 

l. Propriétés générales. 

Soit une famille d'éléments 1ai; i E I ! d'un espace vectoriel normé 
indexée par l'ensemble I. Pour toute partie finie J de I, posons : 

SJ = lJ 1ai ; i E .J 1 
et désignons par :P/I) l'ensemble des finies de I. La famille 
sera dite sommable, de somme S, si : 

Ys 3 J 0 E :P,(I) YJE :Pli) J :J J 0 ==::? I!S SJ!I < s. 

On notera S= la,t; iEil= 

Notons que cette définition peut en termes de limite. 
Lorsque la partie finie J 0 décrit :P,(I), l'ensemble des parties finies qui 
la contiennent décrit une base de filtre sur :P,(I) [le vide ne lui 

pas ; elle n'est pas vide et l'intersection de l'ensemble des 
qui contiennent J 0 et de l'ensemble des parties contiennent 

.,...,. ............."' 
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l'ensemble des parties contiennent J 0 U J'0 ]. L'ensemble :P,(I) étant 
ordonné par inclusion, on peut appeler le filtre. engend~é par cette ba.se, 
filtre des sections finissantes de :P/1) (cf. exercice 8). Dire que la famzlle 
indexée par I est sommable de somme S est alors dire que l'application 

JE :P1(I) -----7 SJ E E 
converge vers S suivant le filtre des sections finissant es de :P ,CI). 

Le lecteur établira aisément la proposition suivante : soit 
la.· i E I! une famille sommable de somme S, d'éléments de 
esp~~e vectoriel normé ; soit f,une applic~tion linéaire. et continue de 
dans un espace vectoriel norme F : la famille 1 f(a1) ; z E I 1 est somma­
ble de somme f(S). . . 
Quand l'ensemble des indices est N, la famille reçmt le nom de suite 
sommable. 

On peut rapprocher la définition d'une suite sommable de celle d'une 
série "'r.cn·no-rt'1'0Tlf 

n 

3N n~N ----7 IS- <s. 
p=1 

Mais il convient de noter cette condition est moins forte la 
condition (1) appliquée à famille 1 un ; n E N ! , car elle ne pas
intervenir toutes les parties finies contenant l'ensemble : 

J 0 = 1p ; 1 ~ p ~ N 1 
mais seulement les parties finies de la forme 1p : 1 ~ n 1 avec n ~ N. 
La suite des termes d'une série ne coJnst:ntte donc pas, en 
général, une suite sommable. 

toutefois que, dans le cas 
familles de réels il a identité éntre 

sozt sojmJna:otle, 

notion de 
et de série la des termes e~t sommable. ~n 

vons d'abord que, pour qu'une famille de reels 
est nécessaire (c'est évident) et suffisant qu_e . , de ses so.mmes 

soit borné. En soit une telle famille Indexee par I et sozt le 
sup de ses sommes finies : 

Ys 3 E :Pt<I) A s< <A. 
Mais alors : 

J :J ==::? SJ > ==::? A - s < SJ < A 
et la est sommable de somme A. Si l'on considère alors une série 

n 

convergente, ses sommes uP sont bornées et toute 
p::x1 

finie être incluse dans une telle smnme l'est aussi. La 
N l est donc sommable. 

ESPACE VECTORIEL DES FAMILLES SOMMABI,ES. 

Si la famille ! ai; i E I 1 est sommable de .somme A et l.a famille 
l bi ; i E I l est sommable de somme la fami_He l ai ; z E I l .e~t 

sommable de somme A B et la l · z E I ! , un ele­
ment du corps K sur E est est sommable de 
somme comme il aisé de le 

L'ensemble c5 des familles sommables de même ensemble d'indi­
ces I a donc une structure naturelle vectoriel sur K et 
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à la fait sa son1me, 
sur cet espace vectoriel. d est un sous-espace 

2. Associativité des familles sommables. 

NOUS ALLONS ÉTABLIR LE RÉSULTAT SUIVANT : ÉTANT DONNÉE UNE 
FAMILLE SOMMABLE 1ai; i E 1 1DE SOMME S ET UNE PARTITION DE I EN 
SOUS-ENSEMBLE h AVEC À E A, SI LES SOUS-FAMILLES ! ai; i E 1! SONT 
SOMMABLES, DE SOMMES , ALORS LA FAMILLE 1 À E A ! EST SOMMA­
BLE DE SOMME S. 

finie 
définition des families associe A0 C 

A0 = 1À· h n J 0 =rf: y)! 
c'est-à-dire l'ensemble des À, tels la 
dante ait des éléments dans est 
démontrer que : 

vue 

autrement dit, que la famille des S est sommable de somme S. Posons 
~n ~ffet : card.U = n, c'est-à-dire existe n sous-familles h dont les 
Indices appartiennent à U. Pour de ces n indices À on 

la sous-famille est sommable : ' 
...., _s ., 3 J). e )

n 
et nous pouvons choisir JÀ' contenant h n Jo, de que: 

h => JÀ => IÀ n 
Additionnons membre à n1embre les n 
Il vient: 

Il< s. 

a fortiori: 

Il ÀEU <s. 

Mais (2) entraîne que J = U contient J 0 , donc :
ÀEU 

-S.Jil=IIS- ÀEU Il< s, 

< 2s. 

REMARQUE. - Il faut se 
n .... .,.rr•··"" qui est fausse. La d'une de familles 

pas sommable, même si la famille des sommes est sommable. 

On montrera toutefois : 
Exerc:iee 59. - Etant donnée une famille ! ai; i E 1 l , si <h ; À E A> 

est une partition finie de 1, si chacune des familles 1ai ; i e b. 1 est som­
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moble de somme S;,, la famille 1ai : i E 1 ! est sommable et a pour somme 
!ilS ;ÀEAI. 

titre de infinie 

Exerc:ice 60. - Construire une famille U de nombres réels indexés les 
couples (m, n) d'entiers positifs telle que la fomiHe 1 um, n; (ml n) } 

ne soit pas sommable, mais que chacune des familles l Um,n ; n E N l soit 
sommoble de somme Sm et que la famille 1Sm ; m E N 1 soit sommable. 

3. Critère de Familles sommables dans un espace de Banach. 

Soit une finie K de I,
J = K U la ....,. ...,.,,..-,..,..,,.a...-.a 

liS- SJII < s. 
Mais on a aussi : <s. 
D'où: SJo!l = JISKII < 2s. 
2s étant cette s'énonce: 

Vs 3 Jo VKE g;/I) Kn =y) :::::::::> IISKII <s. 
Cette critère de Cauchy, comme l'analogue relatif aux 
séries (Vs 3 N n > N, m > N :::::::? !Sn- Sml < s) 
est une condition nécessaire de sommabilité d'une famille. 

Elle entraîne le corollaire : Une famille sommable ne contient 
ensemble au plus dénombrable d'éléments non nuls : 

card l ai ; i E I ; ai =;tf: 0 1 ~ No· 

Donnons-nous en effet une suite décroissante : 
avec lim sn = 0 

A sm le critère de Cauchy permet d'asso­

cier une partie qui contient nécessairement tout élément de 

norme supérieure à sn, car un tel élément qui n'appartiendrait pas à J~ 
constituerait à lui seul une partie finie qui contredirait le critère. Il n'y a 
donc qu'un nombre fini d'éléments de la famille sommable dont la norme 
soit supérieure à sn et ceci pour tout n. 
L'ensemble des éléments non nuls de la famille sommable apparaît alors 
comme une réunion dénombrable d'ensembles finis, c'est-à-dire qu'il 
est fini ou dénombrable. 
Ce résultat pourrait faire penser qu'on doit se borner à ne considérer 

des familles sommables indexées par des ensembles dénombrables. 
n'en est rien, car il arrive que l'on rencontre des ensembles de famil­

les (a) telles si J(a) est la partie dénombrable de I qui indexe les 
éléments non de (a), J(a) varie avec (a), et que la réunion des 
soit I. 

RÉCIPROQUE DU CRITÈRE DE CAUCHY ; celle-ci exige que l'espace soit 
: SI UNE FAMILLE D'ÉLÉMENTS D'UN ESPACE DE BANACH SATISFAIT 

AU CRITÈRE DE CAUCHY, CETTE FAMILLE EST SOMMABLE. 

Démonstration. - Donnons-nous une suite décroissante : 
Sl, s2, ••• , Sn, ... aVeC lim Sn = 0 
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et à définie comme 
telle que : 

VAAU.'-11"'-' 

demment. 

Yn c J~+1 • 

on trouve a priori pour 'n+l une partie finie ne contienne pas J ~ 
on pourra toujours lui ajouter J ~~ ce donnera une autre finie 

jouissant de la même propriété que J~+1 ). Dans ce cas, la suite l SJn ! 
est une suite de d'éléments de l'espace, car : 

() 

ys 3 N SN< s 

donc : ys 3 J~ y K E :P/1) K n J~ = ~ :::=;:. IISKII < s. 

Or, si n > N et m > N, IISJ~- SJ~~Il représente la norme de la somme 

associée à une partie finie, disjointe de J~, donc est inférieure à s. 

La suite ! SJ~ 1 , suite de Cauchy d'un espace complet, converge vers 
un élément S. Il suffit alors de fixer n = N + 1 et de faire tendre m vers 
l'infini pour voir que : 

(1) 

Soit alors une finie J :::> J~+1 • La définition de J~ entraîne, 
J~+l :::> J~ :IIJU..L>.H.<IU.'-' 

IISJ - SJ~ +1 11 < SN < s 

ce 
 de (1), donne : 

liS- SJfl < 2s. 
Nous avons donc (s étant quelconque) : 

Ys 3J~ YJ E :--:P/1) J :::> 
la famille est bien sommable de somme S. 
Nous en déduisons d'abord : Dans un espace de toute 
d'une sommable est sommable. 

Soit L c I la famille ! ai ; i E L ! 
en la initiale 1ai ; i E I 1 y satisfait 

satisfait au critère de 
soit la· 

associée à un s donné ; considérons n L 
HE ·:P/L) c :P/I) une quelconque finie de donc 
de Jo .En vertu de l'hypothèse relative la famille IISH!I < s, ce qui 
établit que la famille restreinte satisfait au critère, donc est sommable si 
elle appartient à un espace complet. 

: Il faut bien noter cette propriété que l'espace soit 
complet. Prenons par exemple pour ... u ....u ........ .._ sommable dans la famille indexée 
par Z et définie par : 

sgnn 
a0 = 4 et Yn #- 0 an =w· 

On peut faire une de la famille en éléments indexés par les entiers 
~ 0 et en éléments par les entiers < O. La sous-famille n'est 
pas sommable puisque la somme d'une partie finie aussi peu que l'on 

de (3 + e) qui n'appartient pas à Q; la deuxième diffère aussi peu 
veut de (1- e) n'est, de même, pas sommable. la famille 

est sommable de somme 4 pour tout s, il existe N tel que, si on consi­
dère J.a finie : 

Jo=! n; jnj < N 1, 
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ASSOCIATIVITÉ DES FAMILLES SOMMABLES DANS UN ESPACE DE BANACH. 

- Nous pouvons ~......,.......... .,..., .................., 
de LJJa.u..a·v~, COJUl~HeiLer 

Si une 

· À E A ! 
soit 

l est sommable 

u.J.c;::tL-J.uJ.Jl.::. 

; i E I l est sommable 
la famille en sous-familles 

en vertu de ce 
autre que 

retrouvant alors dans 
que la famille de leursthéorème préC(~dt~mm(~nt '-LVLAL'v ........ 

dans 
un des 

sommables : de 
somme S et si on fait encore une 
indexées par l h 

sans 
famille l ai · i 

sommes est sommable 

4. Familles absolument sommables. 

On ainsi une famille ! Œ;, ; i E I ! telle que la famille des nor-
Ines des ai soit sommable. 

0<!'1nn1•0 de une famille est absolument .c:nmJrnflmte. 

I!SKII <. la famille 1ai ; i E I 1 satisfait au critère de 
l 

et est sommable. 

Exercice 61.- Trouver un contre-exemple établissa<nt que cette propriété 
n'est pas exacte si l'espace n'est pos complet. 

Inversement une famille sommable n'est généralement pas absolu­
ment 'mais elle l'est dans Rn ou en ; c'est ce que nous allons 
établir maintenant. 

.,.,..,...,.,.~., 0 ! a. · i E I l de nombres réels est sommable, elle est 
~ ' sommable. 

En effet, les sous-familles formées respectivement par les Œ;. positifs 
et les ai négatifs ..sont. som~ables R est complet. Or, ces deux 
familles peuvent etre Indexees par pose : 

at = ai si ai ~ 0 a-; = ai si ai :s;;; 0 
= 0 si ai < 0 = 0 si ai > 0 

on a alors : 

-ai 
La famille 1 jaij ; i E I 1 somme des deux familles sommables 1 1 et 

l est donc sommable. 

e Si une famille 1Œ;, ; i E 1 l de vecteurs de Rn est sommable, elle est 
absolument sommable. 

http:u.J.c;::tL-J.uJ.Jl
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Toutes les normes de Rn étant anr·"'"'a._'"' ........."" suffit
de le démontrer pour une nnpu•ontnn 

n 

comme norme !lXII = 
p=1 

sera, ici, la plus commode. 
la famille l ai 1 est sommable, il en est de même de la famille 

1at; i E I l des p-ièmes projections, puisque la projection est une 
application linéaire et continue. Donc, les familles 1at : i e I 1 sont 

n 

sommables, donc absolument sommables, et la famille 1 lat! ; i e I 1 , 
p=1

c'est-à-dire 1 llai!l, i E I 1 , est aussi sommable, comme somn1e (dans l'es­
pace c5 des fan1illes sommables réelles indexées par I) de familles som­

mables. 

La propriété s'étend à Cn, la sommabilité y étant la même que dans R2n. 


Il résulte de ceci que, dans C en particulier, les notions de suite 
sommable, suite absolument sommable, suite dont les termes constituent 
une série absolument convergente, se confondent ; rpuisqu'il suffit que 
la série des modules soit convergente pour que la famille de ses termes 
soit sommable]. 

Exercice 62. - Soit une série de terme général an (nE N>, où an est un 
élément d1 un espace vectoriel normé E. 

La série est dite commutativement convergente si, quelle que soit la bijec­
tion rp de N sur N, la série bn = a~(n) est convergente. Montrer que la condi­
tion nécessaire et suffisante pour que la série (an) soit commutotivement 
convergente est que la famille 1an ; n E N 1 soit sommoble. 

Exercice 63. - Si 1aï; i E 1 1 et 1b1 ; i E J 1 sont deux familles som­
mcrbles de nombres complexes, la famille 1aibi; (i, j) E 1 X J 1 est somma­
ble et a pour somme le produit des sommes. 

ESPACES HILBERT 

§ 1. RAPPEL DES NOTIONS FONDAMENTALES 

l. 	Définitions. 

Rappelons les définitions suivantes donnée~ da_ns le Cours A .P.M. Il 
(IX, 6) : Une forme sesquilinéaire est une apphcabon 

EXE ~ C 

(x, y) (xly) noté aussi < x, y > 


satisfait aux conditions suivantes : 
a) être linéaire en x 

~ (x + x'jy) = (xjy) + (x'iy) (1) 
( (Àxjy) = À(xjy) (2) 

b) jouir de la symétrie hermitienne, ~à-dire vérifier : 
(xly) = (yjx) (3) 

Les conditions (3) et (1) entraînent : (xjy +y')= (xjy) + (xjy') (4) 

Les conditions (3) et (2) entraînent : (xp..y) = I(x!y) (5) 

Une forme qui jouit des propri~t~s ,(~) et (5) est ~ite sem~-~in,éa_ire 
en y · une forme linéaire en x et sem1-hnea1re en y est dite sesqu1hnemre. 
Une forme qui jouit de l'ensemble de c~s cinq propr!étés (en~emble d~~t 
l'énoncé est surabondant comme on vient de le vmr) est dite se>squzlz­
néaire-hermitienne. 

La condition (3) entraîne que (xjx) est réel. Si l'application 
xEE ~ (xjx) ER 

est telle que : 
V x E E (xix) ? 0 

et (xix) = 0 ::::::;:. x= 0, , , .. 
cette application est dite définie positive ou non degénerée posztwe. 
On peut alors montrer que y(xlx) =!lxii jouit des propriétés d'une norme 
(cf. A.P.M. Il, exercice 56). 

Nous dirons alors : 
Un espace préhilbertien complexe est un espace vectoriel ~ur C su_r 

le uel est définie une forme sesquilinéaire hermit!enl!e app~lee p_roduzt
sc~laire, telle que le carré scalaire soit un~ form~ de~nze posztw~. ~z, po_ur 
la norme définie comme racine du c?rre ~calazre, l espace prehzlbertzen 
est complet, il est qualifié d'espace hzlbertzen. 
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encore de Schwarz .P.lW. exercicedont on a déduit : 

J (xJy) 1~ llxii.I/Yil· 
trouve encore, en écrivant : 


Y 1 x+ y) = (xix) 2 02 (x/y) (yly)

Y 1 x- y) = (xjx) 2 02 (x!y) (y!y) 


que: 

!lx+ YIF + - Yll2 = 21!xll2 211y/12 • 

comme 

aussi considérer des 
réels A.P.M. 

la valeur forme VJ.J.J..u..::;a.u 

ou 

à une 
forme 

lue 
vecteurs x et y. 

2. d'un espace préhilberltieJ!l. 

Le complétéE (cf. VIII. 1. 

voir une structure d'espace de car il 
 à 

le scalaire de E avec conservation de ses n-r.n.n....,,.,t-.c.., 


nous savons que la norme de E se à 

norme de x ét~nt. la limite de l /lxnJI ! , si l xn l est la suite de 

de E dont x est la hmite. 

D'autre si x et y sont les limites des suites l x 1 et l 

on remarquer que 1 (xn!Yn) ! est elle-même une suite nde 
 car: 

l (XnlYn) - (XmiYm) /= 1 (Xn- XmlYn) +CxmlYn- Ym) 1 

~ IIXn- Xmii·IIYnll + llxmii·IIYn- Y mil. 
Or, .IIYnll et I!Xmll sont bornés,;. llxn---; Xml! et IIYn- Ymll sont inférieurs à s: 
arbitrai~e pour ,n et m. superieurs a N assez grand ; (xnlYn) est donc le 
terme general d une suite de Cauchy de R ou C. Cette suite converge vers 
un nombre que nous noterons (xi y). 

I,I . est al?rs in1médiat ,que . 11~11 = liiDn llxn!l = (xn!Xn) = (xjx). 
Immediat aussi, :pa~ passa&e. a la hm1te, qu~ toutes les propriétés (ses­

symetrie hermitienne) du produit scalaire sur E s'étendent 
à la forme ex, y) e Ex E ~ cxly) e c, que cette forme est donc 
un .,...,,.,..,....rl ..,.t- scalaire et E un espace de Hilbert. 

§ 2. PROJECTION SUR UN CONVEXE FERME 

l. Théorème de F. Riesz. 

ETANT DONNÉS, DANS UN ESPACE DE UN VECTEUR a ET UN 
ENSEMBLE CONVEXE FERMÉ C, IL EXISTE a' E C UNIQUE TEL QUE 

!la- a'll = d(a, C) (cf. VII. 1. 1). 

Remarquons que, les translations de l'espace affine respectant les distan­
ces, il suffit d'établir ce théorème quand a est le zéro de l'espace vectoriel. 
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Soit donc un convexe fermé C ; si 0 E C, le théorème est évident. 
posons donc que 0 C et soit : 

d = d(O, C) = t llxll ; x e c l , 
nombre strictement positif. 

Considérons alors la boule fermée de centre 0 et de rayon d s: 

(avec s: eR+) et considérons son intersection avec C : 


A, = c n BCO, a+ s) 
qui est non vide et convexe comme intersection de deux convexes 
fermés. As n'est réduit à un point que si C l'est lui-même, auquel cas le 
théorème est vérifié. Si a plus d'un point, soient x et y deux d'entre 
eux. On peut écrire : 

x
!lx- Yll2 = 2llxll2 + 2IIY!F- 411 11 

2 
• 

ais· A e etant ' convexe, x 1 · appart'1en , t done !lx + Yll est mi'no"'e'M UI ..
2 

par d et !lx- YIF est majoré par : 
4 (d + s:)2- 4 d2 = 4s: (s: + 2 d), 

ce qui signifie que le diamètre de l'ensemble As tend vers zéro avec s. 

Mais alors, si on prend une suite de valeurs de s, décroissante et de 
limite zéro, la famille des ensembles Ae qu'elle définit est une suite 
décroissante de fermés dont le diamètre tend vers zéro ; en vertu du 
théorème établi en VII. 2. 4, l'intersection de cette famille est un point a'. 
Ce point est à une distance de 0 comprise entre d et (d + s), que 
soit donc à une distance d de O. 

au cas où a est un point quelconque, nous appellerons, 
de a sur le convexe C, le point a' dont on vient d'établir 

Conséquence.- Considérons un autre point de C que nous désignons 
a' · le a' est caractérisé par le fait que pour tout y et tout 

on ait: 
ila'- aJl < lia'- a + Yil· 

En élevant au carré les deux membres de cette inégalité stricte, on trouve : 
jja' < Jja'- aJJ2 + 2 02 (a'- a 1y) + IIYII2 

ou 2 êf2 (a'- a 1y) + IIYII2 > 0, 


mais C étant cette inégalité doit être vérifiée par tout 

a' + ).y avec 0 < ). ~ ce qui exige : 


V). e ]0, 1] 2 02 (a'- a 1 y) + ).l!yll2 >O. 

Ceci n'est possible que si : 

02 (a' - a l y) ;;::: 0 


et, réc~Inro~auernLel1Lt, ceci entraîne 2 02 (a'- a 1 y) + IIYII2 > O. 

yEC»La condition « 02 (a'- a 1 y) ;;::: 0 pour to'!t y tel _que. a' 
a sur C.est donc nécessaire et suffisante pour que a' sozt la pro1ectwn 

Dans le cas d'un espace hilbertien cette condition la 

forme: 
(a'- a 1 y) ;;::: 0, 

du vecteur aa' et de tout 
de ou droit. 

~~.,~~;;~,, ... en disant 



d'où: 
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Exercice 64. - Etant donné un convexe fermé montrer que si a et b ont 
pour projection a' et b' 

-b'll < ))a-b/1. 
2. 

:sua.1:s-es1Ja<~e . V parallèle à la variété 
aussi (a'- y E C). On doit donc avoir : 

c'R(a' a 1 (-y));;:::: 0, 

cf( -a 1 y) = O. 

De cela nous allons déduire que le scalaire (a' a 1 est lui-
même nul. Posons : 

(a'-a 1 


Le produit de y par un complexe 
 encore à V ; donc : 
(a'- a 1 eill y) = O. 

(a'- a 1 eis y) = e-iO (a'- a 1 y) =o. 

On en déduit que ~ = O. ' 


. Le vecteur joignant a à sa projection sur la variété est 

a_ tous les vecteurs parallèles à la variété. Il s'agit bien d'une ......,.... T • .,. 


hon de la notion géométrique de orthogonale. 


3. 

Soit E un espace de et V un sous-espace vectoriel fern1é. 
Considérons un vecteur xE E et xv sa projection sur V ; on écrit : 

X-Xv J. V 
, . le fai_t que x- Xv est orthogonal à tous les vecteurs de V. 
ecnre aussi : 


V1
X = Xv + Xw avec Xw E 
en notant VJ. (ou, plus généralement, A J., si A est une 
de E) l'ensemble des éléments de E orthogonaux à tous éléments V 
(resp. A), conformément à la notation introduite dans le Cours .ll.P.M. II 

(IV. 2 et IX. 2. 3). ~na démontré alors que (resp. AJ.) était toujours un 
sous-espace vectonel de E [on le retrouve d'ailleurs ici, en remarquant 
que (ul 1 x) = 0, (u2i x)= 0 entraîne (À1u1 + À2u2 1 x) = 0 pour tout 
xE A et pour tout couple (u1, u2 ) d'éléments de ] . 

l\fais ici nous pouvons ajouter cette précision que est un sous-
espace vectoriel fermé. En effet, l'inégalité de Schwarz : 

1(ujx) - (uo!x) 1 = 1(u- U 0 jx) 1~ Jiu U 0 jj.JJxll 
prouve que l'application u --7 (ujx) est continue 

(puisque liu- uoll < !!~Il entraîne 1(ujx)- (u0 jx) 1< s). 

Un point U 0 de Al , qui est la limite d'une suite (un) de points de A 1 , 

est alors lui-même un point de car, si pour tout n, (unix)= 0, alors 
lim (unlx) = (u0 :x) =O. 
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Le fait se trouve dans un "'''l-"''-'·'"' 
considère que des sous-espaces ''""ff't"'"'"'l 
montrer deux sous-espaces orl'n(J•oonaux 
et d'en la entre sous-espaces 

en que tout xE E 

X= Xv Xw XwE 

D'autre v n = ~ 0 ~ car, si X <:>T-,cn<:>lf'i-1t:JIT1T à v n , il vérifie 
donc x = O. On donc 

E VEB 

est de n1ême à EB 'V . 
Les sous-espaces V et d'un même sous-espace 

et :::> V ; il en résulte que = V. W est dit ortho­
de V. Notons enfin que de la nullité de on déduit : 

Si l'on pose alors W = 

2JJxll2 = llxvJI2 + l!xw 11 • 

Pour une on encore considérer les A .1., 

est un sous-espace vectoriel fermé contient A ; c'est le 
car, si H est le sous-espace vectoriel fermé co:nttm:::mt 

d'une part, H :::> A implique H .u. = H :::> A , et, d'autre 

un sous-espace vectoriel fermé contient 

§3. DUAL D'UN ESPACE DE HILBER1 

Nous allons démontrer la suivante : 
est 

isométrique et algébriquement isomorphe à cet espace un sens va 
être précisé. 

Nous avons déjà vu ci-dessus (avec d'autres que 
cation x --7 (x\y0 ) satisfaisant à : 

Le dual topologique E' d'un espace de Hilbert (réel ou 

l(xjyo)l ~ IJYoll Jjxjj 
était une forme linéaire et continue. Sa norme, qui d'après cette inéga­
lité est au égale à IIYol!, vaut exactement IIYoll en vertu de : 

CyoiYo) = IIYoll2 
• 

Nous allons montrer maintenant que tous les éléments de E' sont de 
cette forme. Soit fE E' une forme linéaire et continue non nulle. Son 

-1 
noyau f(O) est un sous-es:pace vectoriel de co-~im~nsion 1! fermé, car 
l'image réciproque d'un pmnt de C par u"?e app~1cahon conhnue ~st fer­
mée. Soit H cet hyperplan et .K son supplementaire orthogonal qui est de 
dimension 1, donc de la forme ! Àa ; À E Cl . Pour tout x de E, on a : 

x = XH + XK, Xa e XK e K 
f(x) = f(xK). 

xK être évalué en fonction de (xja). En effet : 

(xJa) = (xK!a) = (Àa\a) =À llal!2 • 
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D'où: 

XK = ÀO. = --:-:--:-c-:­

et liall2 étant des scalaires, on peut en déduire : 

f(x) = f (xia) a == (~~~) f(a) = (x!y), 

à condition de poser : 
f(a) 


y= llaJJ2 a. 


Donc, à toute forme linéaire et continue sur on associer un 
élément y E E tel que : 

V x f(x) = (xjy). 
Il y a donc une bijection entre les éléments de E et ceux de E'. 

Cette bijection est une isométrie puisque llfll = IIYII· 
Il est facile de vérifier qu'elle respecte la somme. Soient {y

1 
et les 

formes associées à y1 et Y2 : 
+ {y 2 )(x) = (xjyl) + (xjy2) = (xJy1 Y2) = (x). 

En outre : 
(J..{1)(x) = À(xjy) = (xj~y) = {i 11(X). 

y est donc semi-linéaire. On la 
peut aussi la considérer comme un iso-

Ol'J)hl.SIIJLe de E sur ce symbole désignant le dual topologique de 
de la structure vectoriel a définie dans A.P.M. 

6, 2). Bien entendu, le cas d'un espace de Hilbert réel, la bijec­
y ---7 {y est isomorphisme ordinaire pour la structure 

e:s11J:.:H~e vectoriel. 

la analogie de ce qui précède avec ce 
avons fait pour les espaces vectoriels quelconques sur 
était définie une forme bilinéaire symétrique (A .P.M., II, 
les espaces vectoriels sur C, sur lesquels était définie une 
linéaire hermitienne (IX, 6, 2). La considération de 
y ---7 gy, définie exactement comme l'a été, ici, y 
avait alors permis d'établir une correspondance entre E et son dual 

Cette correspondance était un 	 dans le cas où 
de dimension finie n et où la forme associée à la forme 

bilinéaire était de rang n. Mais si la forme n'était pas de 
n il existait des vecteurs non nuls tous les vecteurs 

de ' et il en résultait que l'application y --7 n'était pas 
D'autre part, dans un espace de dimensi?n les formes 

linéaires du type g11 ne sont pas les seules existent et 
n'était pas surjective. Ici, au contraire, la 
définie et Y ~ f y 

sur l'espace E' formes continues, eUe est v~·cu......J!..H, ..... ., 

comme nous venons de le montrer. Le dual tOl)O!ogJLUU 
Hilbert E apparaît donc comme un sous-espace, 

Une conséquence de la d'identifier E et son au 
moyen de l'isomorphisme nrécc~ch~nt est la entre les sous-

Dans le cours A nous n'avons 
que pour des espaces de dimension entre 
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en ce sens 
dérive d'une 

il 
dans 	les deux 

4. 	 FAMILLES ORTHONORMEES 
UN ESPACE DE HILBERT 

l. Définition. Familles maximales. 

Une famille 1ei ; i E I) 1 est si elle satisfait à : 
Vi jJeill = 1 et i =F j ::::::? (eijei) = O. 

Une telle famille est une famille topologiquement libre. En effet, une 
suite de vecteurs appartenant au sous-espace vectoriel engendré par 
l ei; i E I- ! i0 1! , c'est-à-dire une suite de vecteurs de la forme 
v,= J..iei, j décrivant une partie finie J, de I- l i0 l , ne pas avoir 
pour Ci 

0 
, car (eïJv,), qui est nul pour tout n, devrait, en vertu de la 

continuité du produit scalaire, avoir pour limite (ei
0 
let) qui vaut 1. 

l'ensemble des familles (ou systèmes) orthonor­
mées d'un espace Hilbert, ordonné par inclusion, est inductif. En 
un ensemble totalement ordonné de familles orthonormées est 

sa réunion (tous les éléments ont norme 1 et, étant donnés 
de la il existe une familles les contient tous les 

donc ils sont or·th<)gc>n~tUJ~) 
En vertu du théorème de existe donc une orthonormée 
maximale. 

Considérons n vecteurs constituant une famille orthonormée. Le 
....,...,.,...,.,rt·n~t- scalaire (xlei) = xi est appelé coordonnée du vecteur x par rap­

eiJ et xi= xiei est la composante du vecteur x sur ei. Le vecteur 
n 

y=x 2: xi est orthogonal à tous les ei, car : 
i=1 

Vi (yJei) = (xlei)- xi(eilei) =O. 
Il en résulte que y est orthogonal à tout vecteur du sous-espace vectoriel 

n 

xi est la de x sur ce sous­
i=1 

n 

espace. D'autre y en orthogonal à il en 
i=1 

résulte que : 
n 	 n 

JJxiP=II 
i=1 

Or: 
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D'où: 
n 

i=l 

Il en résulte que si 1ei ; i E I ! est une famille n-r1~h..-, .... r .... ..-.... aa pour toute 
partie finie J de I, on peut écrire : 

2: < llxJf.
iEJ 

Les sommes i ~J lxil2 sont. pour tout J E ~7> tCI), majorées par l!xll2 et il en 

résulte que ces sommes ont un plus petit majorant et qu'on peut en 
déduire que la famille 1 lxïl2 ; i E I l est sommable, de somme ce plus 
petit majorant. 

2. Propriétés des familles maximales. 

Ces considérations nous amènent au théorè1ne suivant : 
THÉORÈME. - LES SIX PROPOSITIONS SUIVANTES, RELATIVES A UNE 

FAMILLE ORTHONORMÉE ! ei l D'UN ESPACE DE HILBERT, SONT ÉQUIVA­
LENTES: 

(a) 1 e, 1 est maximale. 
(b) (Vi (xlei) = 0) :::::::;. x= O. 
(c) Le sous-espace vectoriel fermé engendré par 1ei 1 est E. 
(d) V x, x est la somme de la famille sommable 1Xt ; i E I 1 . 
(e) V x, llxlf est la somme de la famille sommable ! llx,JF ; i E I l . 
(f) V (x, y), (x! y) est la somme de la famille sommable 

l (xiiYi) ; i E I 1 : 

(xJy) = 2: t (x.dyi) ; i E 1 1 = 1xïrr; i e I 1 • 

Démonstration : 

e (a) :::::::;. (b), car si 1 ei 1 est maximale, il ne peut exister de x non nul 

orthogonal à tous les ei. 

e (b) :::::::;. (c). Si le sous-espace vectoriel fermé engendré :par les ei 
n'était pas E, l'existence d'éléments non nuls dans son supplementaire 
orthogonal contredirait l'hypothèse. 
e (c) :::::::;. (d). Soit V le plus petit sous-espace vectoriel engendré par 
les ei ; l'hypothèse signifie que V= E, c'est-à-dire que, pour tout xE E, 
il existe une suite de points de V ~ui converge vers x, c'est-à-dire que 
pour tout s on peut trouver une parbe finie J 0 de I et des scalaires )J tels 
que: 

(1) 

Mais la quantité Àiei!l représente la norme du vecteur 
iEJ0 

joint x à un point du sous-espace vectoriel Ho engendré par ! ei; i E Jo 1 , 
sous-espace vectoriel fermé, puisque de dimension finie. En vertu du 
théorèn1e de Riesz, la distance d'un point à ce sous-espace admet un 
minimum strict qui est la distance du point à sa projection sur ce sous­
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telle l'on 
(1), on aura donc, (1) pour la .. a_.u ........., = (x!ei) 

et on écrire : 

S'il existe une famille de Ài, associée à la 

Vx 
iE 

xi et si y,1 désigne x 2: 
iE iEJ 

on a: 

Yo=YJ+ iEf-J xi. 
0 

D'où il résulte que !IYoiF > IIYJI[2 et par conséquent I!Yoll > IIYJII· 
Donc: 

(2)!lx 

C'est dire que la famille lxi! est sommable de somme x. 

e (d) :::::::;. (a). En effet, si 1 ei 1 n'était pas maximale, il existerait un 
élément non nul orthogonal à tous les ei et il ne pourrait être la somme 
de la famille sommable de ses composantes sur les ei qui seraient toutes 
nulles. 
L'équivalence des quatre premières propositions est établie. 

e D'autre part, (c) :::::::;. (e). Reprenons la démonstration de 
« (c) :::::::;. (d) ». 

Avec les notations introduites, on peut écrire : 
Vx Vs 3J0 E ~/1) VJ ::>Jo 

mais ceci entraîne : 

il J lxd 2 < sIIYJIF = llxll2 2
• (3) 

ce qui indique que la famille l lxïj2 ! est sommable de somme l!xll2 
• 

Inversement, (e) :::::::;. (c), car la condition (3) entraîne (2b1s) ou (2) 
qui signifie que, tout xe E est la limite d'une suite d'éléments de V, 

c'est-à-dire que V= E. 

e Enfin, (e) ~ (f). En effet, de même que : 


llx + Yll2 -!lx- Yll2 

92 (xjy) = 
4 

on montre sans peine que? (x!y), partie imaginaire du produit sca­
laire (xly), est donnée par : 

9 (x! y) = i Jjix- yl!
2 

; !lix + YlF 

n résulte alors de (e), en vertu de la propriété relative. à l'addition des 
familles sommables, que (x!y) est la somme de la famille (xi!Yi)·, . 

pour passer de (f) à (e), il suffit de faire y= x. Toutes les eqtuva­
lences se trouvent ainsi établies. 

Remarquons que la propriété e), admet, une réciproqu~ ; Si (xi) est ~ne 
famille de nombres complexes indexee par 1ensem?le I qui mdex~ la ~amille 
orthonormée maximale et si 1 !xil2 1 est une famille sommable, Il existe un 
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aa.metta:nt. pour tout i, xt comme coordonnée 
norme la racine carrée de la somme de la 

de la famille 1 jxij2 l entraîne : 

:::::::> jxij2-jj
iEJ iEJ 


donc la sommabilité de la famille 1xiei 1 • 


Il a donc une 
 1xi ; i E I l , dont
les des modules une et l'ensemble des vec­
leurs de l'espace de ,_..,, ... o .... dont un système orthonormé maximal est indexé
parI. 

Cette de donner une structure de Hilbert à 
l'ensemble des de carré en pour valeur du nr.nr11111T 

scalaire de deux familles ! xi ; i E 1 1 yi ; i E I 1 le nombre 
1!l (xiyi ; i E I ! , ldont l'équivalence (e) Ç:::;> établie ci-dessus, a"'"" .... -~->+ 

On d'ailleurs démontrer directement l'existence de ce 
et en la structure hilbertienne de des familles de 

carré sommable en étendant ce a été fait pour /2 dans l'exercice 57. 

3. Cardinaux des familles orthonormées maximales. 

Dans le cas où un a un nmnbre 
il constitue une base sens du de l'es­

pace de . :puisqu~ c'est une partie qui engendre un sous-
espace de ~Imenswn finie, donc complet, donc fermé, donc identique à 
l'espace enher en vertu de (c). Il en résulte que, si un es.pace de Hilbert 
à u~ système or!honorm~ maximal tout autre système orthonormé 
maximal aura meme cardinal (car toutes les bases ont même cardinal) (1). 

Rest~ à savoir ~i, ql!-and les ca:dinaux de deux systèmes orthonormés 
max~maux sont Infinis, ces cardinaux sont encore égaux. La réponse est 
«OUI». 

Pour justifier cette réponse, nous d'abord la 
suivante : Etant donné un système orthonormé maximal 
espace hilbertien il existe une de E dense sur de 
nal le système. 

d'abord AcE dense sur E (ou 
dense) ce dans un espace 

contient au moins un 

Soit donc un système orthonormé maximal ! ej; jE I l de cardinal 
infini a. Considérons la : 

A = Le J À'e1 ; J e ; À; e Q + iQ l 
(où I désigne le nombre complexe bien connu), 
c'est-à-dire la famille des vecteurs qui sont des combinaisons linéaires 
finies de vecteurs du à coordonnées rationnelles 

(1) Un système orthonormé maximal d'un espace de Hilbert en est base 
topologique ; on le désigne souvent du nom de « base orthonormée » (ou 
male). Cette utilisation du mot base ne présente pas de danger sérieux, car ou bien 
l'espace est de dimension finie et nous venons de voir qu'une base orthonormée est 
une base algébrique, ou bien l'espace est de dimension infinie, et on n'aura alors 
pratiquement jamais recours aux bases algébriques. 
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Nous allons montrer successivement que = E et que cardA= a. 
1 o A·= E. En d'après la propriété (d), pour tout X

0 
E il 

existe une J 0 telle que I!Y.Joll (notation indiquée ci-dessus) soit infé­
rieure à s. 

si x= 1 

!lx Xoll = IIYJo!F + - xij 2 • 
iEJo 

Tout xi peut être un rationnel ÀJ avec une appr·o-x~1n1maon 
arbitraire. Si J 0 a il suffira de prendre, pour 

s 
)J - xi < y'n pour avoir j!x - X 0 jj2 < 2 s2. 

2 Card A= a. En le choix d'un élément de A est celui d'uneo 

finie et des ÀJ correspondants. Une finie étant choisie et 
n éléments, le choix des Àj rationnels complexes à lui associer est 

d'un élément de QZn dont le cardinal est N 0 • Cet ensemble de famil­
les de ÀJ peut donc être indexé par N, et ceci toutes les finies. 
Le choix d'un élément de A est alors celui élément du produit car­
tésien ~,(I) X N, c'est-à-dire, d'après la définition du produit de deux 
cardinaux et la règle ab = sup (a, b) . 

card ·J>,(I) M0 = card ~J>,(I). 
Quant à ~ ,(I), c'est la réunion des ensembles des parties finies à 

un élément, à deux éléments... , à n éléments... L'ensemble des 
finies de 1 à n éléments a un cardinal manifestement a et 
an, donc égal à a. 

L'ensemble de toutes les parties finies est donc formé par une réu­
nion dénombrable d'ensembles de cardinal a. Son cardinal est aM 0 =a. 
Remarquons que dans ce nous remplaçons a par un 
cardinal fini, card ~/1) devient un nombre fini et card ~ (I). M0 = Mo; 
si donc, un espace de Hilbert a des systèmes orthonormés maximaux 
finis, il possède une partie dénombrable partout dense. 

Démontrons maintenant que tous les systèmes orthonormés maxi­
maux d'un espace de Hilbert ont même cardinal. Soit, dans un espace de 

un système orthonormé maximal T de cardinal c infini (la ques­
été réglée dans le cas fini). Les points de T sont à une distance 

les uns des autres à [d(ei, e1) J2 = lleill2 + lleJ!!2 = 2). 

en résulte que la famille des boules 1 ; ( ~~) ; i ET 1 forme une 

famille de parties deux à deux dont chacune contient un 
élément de T, donc de E. Tout ensemble dense sur E a donc au moins 

dans chacune de ces boules ; donc son cardinal est au moins 
c. Si donc, E admet un autre orthononné maximal T', de 

cardinal infini c' le théorème à T' d'affirmer 
c';:;: c. Il et T' pour obtenir c' ~ c, 
c'=c. 

§ 5. ESPACES DE HILBERT SATISFAISANT 

AU DEUXIEME AXIOME DE DENOMBRABILITE 


Définition. 
Nous avons vu orthonor­

més maximaux une 
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dénombrable sur 
dénombrable 

l'on 

2e axiome de 

une base dénombrable des 


dans le cas des espaces 


Exercice 65. - a) Montrer que le 2e axiome de dénombrabilité implique 
la séparabilité. 

b) Montrer qu'un espace métrique sépamble vérifie le 2e axiome de dénom­
brabilité. 

d.e Schmidt. 

maintenant un 
née une dense d'un espace de 
extraire un système (ou orthonormé 
établira en même temps la réciproque de ce précède : tout 
""'-'1'-'"'"''"'"...-'.I.C' a des orthonormés maximaux de cardinal 
ou à N0 , donc de conclure : un de Hilbert est 
et seulement si, le ca1·dinal de ses orthonormés 

ou à N 00 

Soient donc (ai ; i E dénombrable 
d'éléments de de 

Soit ai1 de différent de O. 

Posons: 

........... "._... L • ...,. 
 considérons l'élément de indice "'"'na,.,c...... à 
et pas au sous-espace engendré par e1 et posons : 

b2 = ai - (ai)e1)e12 

b2 
e2 = llb2ll · 

est un système orthonormé. 
alors l'élément ai3 , de plus petit indice supérieur à i 2 , et 
pas au sous-espace engendré par e1 et e2 • Posons : 

(ai je1)e1 - (ai ie2 )e2 , puis e3 = !:
3 3 

11 11 

e3 l est un système orthonormé. 
de suite. Ayant obtenu un système orthonormé de n éléments 

1 e1, e2 , ... , en 1 , on prendra élément de plus petit indice supérieur 
à in et pas au sous-espace engendré par (e11 e2, ••• , et 

n 

on posera bn+l =a. ­
"'.n+l 


i=l 


Le processus si on ne trouve plus de vecteur 
du sous-espace engendré par ei déjà choisis, ou se continuera 
niment. Dans le premier cas~ on aura construit un système orthonormé 
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orthonormé 
u ....:o.AJUU.Jla .. , car tout vecteur ai finit 

au sous-espace les ei, donc ce sous-espace 
engenütre les aiJ donc son 

REMARQUE I : On obtiendrait exactement dans les mêmes 
famille orthonormée maximale en d'une famille l ai l , non 
dans mais un sous-espace vectoriel dense dans 
famille est alors dite totale. C'est dans cette situation le 
ment dans la le de 
tous les cas l ai ! 

REMARQUE II : Revenant sur une remarque faite plus haut dans le cas 
système orthonormé maximal d'un espace 

un isomorphisme de cet espace sur 
00 

(l2) des suites de carré sommable, muni du produit scalaire (xjy) = 2: xnifn : 

3. 

, C ) des fonctions continues à valeurs 

et sa e ( [ 0, 2r.], où le scalaire est : 
2
 

(fjg) = ( 7: f(t) .g(t)dt
Jo 
sont des espaces préhilbertiens sur C et sur comme 
il est aisé de le vérifier. 

La et la scalaire 

sont évidentes ; le fait que llfll soit ou nulle 

aussi ; être nulle que si f est nulle :litli 
l'étant nécessai­

rement sur un intervalle entourant ce 
fonction continue de zéro en un 

fier 

x 

e C'est une suite de norme choisie. En effet, pour 

m>n: 


3-dx 2 n2) dx=­
n2 
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e D'autre part, une telle suite ne peut rnnnPPtrPr vers une fonction 

ounue sur [0, 2~]. En s'il existait une telle f (à valeurs 


complexes), et si, pour une valeur x 
0 

de ] 0, 2~], on avait 

1 

f(xo) =/= Xo-4 • 

toutes les fonctions fn (avec n > X seraient telles que0 lfn(x) f(x)j2 dx 

2r.: 

serait minorée par le nombre lfn(x)- f(x) j2 dx, nombre :fixe .u1 ~Lu~ 11 talu~lnl~ e. Xo 

de n et strictement positif puisque fn =F f. 

Donc, pour tout xE] 0, 2~], f devrait vérifier f(x ) = x -L il serait alors 
0 0 

impossible d'attribuer à {(0) une valeur telle que f soit continue sur [0, 2~]. 

La suite ! fn ! n'a donc pas de limite dans e ([0, 2~], C). 


Le complété de e , n1uni de cette norme, est désigné par 

esl)a(~e 

Le complété de e ( [ 0, 2~], R ) est réel 

Indiquons d'abord un système orthonormé maximal de ce c~a ........ -..,,... 


(d?nt l'existence montrera que cet espace est séparable). n est 

vmr que la famille 

! 1 l U l cos nx, sin nx ; n E N l 
est 

1 
deux à deux et que la famille 

1 
cos nx, - - sin nx · n E N l 

est orthononnée. 
D'autre part, on peut démontrer que cette famille est maximale (1). 

Si l'on considère alors une fonction continue f, ses scalaires 
avec les éléments du système orthonormé ont pour 

1 

cos nx dx 

sin x, ... , an cos nx, sin nx ... 

sin nx 

(1) La démonstration le suivant 
pas : « La famille A des en x et cos x 
e ([0, 21t], R), muni de la norme de la « convergence 

toute fonction continue réelle f peut être approximée par 

une 
uniforme », ce 

un polynôme 

cos x de façon telle V xE [0, 2 1t],jf(x)- P(x) 1 < e:· 


Ceci entraîne 
0 dx< e: v 1t, donc que la famille des polynômes 

est également dense sur e muni de la présente norme et comme e est dense sur L2 
cette famille est dense sur V (en effet, adh L2 A :::> adh A = e ce qui entratne 
adh L2 (adh L2A) = adh L2 A:::> adh e = L2; d'où adh A= L2 ). 

Mais la formule de Moivre tout poJlYntonles 
(1) 

lU<:lLAlJlnauo 

vec-combinaison linéaire finie des 
toriel engendré par (1) donc 
est L2 et (2) est une famille 

- 139 

avec: 
1 

Vn=F cos nx 

f(x) sin nx dx. 

Ces derniers nombres sont les coefficients de Fourier de la fonction et la 
(d) des orthonormés maximaux s'énonce alors 

n n

!.
21: 

lim lf(x) - a., cos nx + bn sin xl 2 dx = O. 
n-,._oc 0 0 

re1pn~sentauon valable pour toute fonction conti­

a., cos nx + b., sin nx ne converge, 


vers f(x) pour une fonction continue 

est fonction du temps qui 

vibratoire, l'intégrale 
près, l'énergie tn:tn!SP<)I 

c'est 

du carré 

ni 
. En outre, f 
d'un phénomène 

IOJnc·non représente, à un coefficient 
tée. Approximer une fonction suivant la norme ci-dessus, 
négliger les termes de faible énergie. D'où le double intérêt de considérer 
que la représentation d'une fonction continue par sa série de Fourier 
est faite dans L2 : du point de vue mathématique, la représentation est 

... ~-.....",,rvna 

possible, car la série est toujours convergente ; du de vue 
l'approximation a un sens expérimental. 
immédiat de montrer (par exemple, à partir de ce précède) 

que, dans [0, 2TC], la suite 1 einœ ; n E Z 1 dont l'indexation naturelle 
cette fois par Z et non par N, est un système orthonormé 

Un autre exemple célèbre de système orthonormé maximal est la 
famille des polynômes de Legendre pour l'espace L~~ 1, + 1], et on 

la déduire par le procédé de Schmidt de la suite 1, x, ... , xn, qui 
est totale, car l'espace qu'elle engendre est celui des polynômes R[x] 
qui est dense dans êJ ([-1, + 1], R) pour la norme de la convergence 
uniforme Cllfll = sup l lf(x) 1l ; - 1 ~x~ 1) en vertu du théorème de 
\Veierstrass, et donc a fortiori pour la norme de L2 • 

Exercice 66. - Soit H un espace hHbertien complexe et soit (e., ; n E N) 
une ba1se orthonormée de cet espace. 

Soit (Àn; nE N) une suite de nombres complexes non nuls, non nécessoi­
rement deux à deux distincts et on suppose que la suite qÀnp décroît (au sens 
lorge) et tend vers zéro. 

1o Montrer qu'il existe une application linéaire continue A de H dans lui­
même et une seule telle que 

V nE N A(e.,) =À new 

Quelle est la norme de A ? son noyau ? ses valeurs propres ? Quel est le 
sous-espace propre associé à une valeur propre tJ.. de A ? 

2° Soit À un nombre complexe. On demonde d'étudier pour y donné dans 
H, les solutions de l'équation : 

A(x) - ÀX = y (E). 

Montrer qu'on est amené à distinguer les trois cas : 
a) À différent de zéro et de chacun des À11 


b) À éga:l à un des ),n 

c) À= O. 
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3° Résoudre Œ) dans le cas a). Déduire du résultat que dans le cas 
À =:1= 0 et, pour tout n, J.n, l'application A- )..1 0 désig·nant l'identité 
sur H) admet une application réciproque, linéaire et continue dont on préci­
sera la norme. ' 

4° Résoudre et discuter (E) dans le cas b). 

5° Résoudre et discuter (E) dons le cas c). On donnera une condition 
nécessaire et suffisante pour que (E) ait une solution ; puis on montrera qu'il 
existe effectivement des y E H te·ls que (E) n'ait pas de solution. 

Montrer que, pour tout M > 0, il existe des y EH tels que I!YJj < 1 et 
que (E) ait une solution unique de norme supérieure à M. 

Peut-on trouver une application linéaire et continue B de H dons lui-même 
telle que BoA soit l'applica·tion identique? 

Exercice 67. - Soit H un espace de Hilbert. On note (xjy) le produit 
hermitien de deux vecteurs x et y. On désigne par 2 (H) l'ensemble des 
applications linéaires et continues de H dans H, par Tœ l'image de xE H par 
T E l?(H) et por TS le composé T oS de deux éléments S et T de J2 (H). 

1" Montrer qu'à toute application T i:?(H) correspond une application 
T* E(H) et une seule telle que, pour tout couple (x, y) de vecteurs de 
H1 on ait: 

Montrer que: (T*)* T. 

Comparer JJTII et JJT* JI· 

Montrer que si T et S appmtiennent et À à 


(T + S) = T* + S * 

(ÀT)* ),T* 


(TS)* S*T*. 


2o On considère un sous-espace fermé V et on désigne par 
qui à x E H fait correspondre sa projection orthogonole 
que Pv E i?CH) et qu'on a · 

lJPII~ 1 
Pv est appelé le projecteur relatif au sous-espace fermé V. 

3" On considère une application telle que : 
T2 T 

Montrer que si est le sous-espace fermé de H engendré par on 
T = outrement dit les conditions ( 1 ) sont nécessaires et suffisantes pour 
que T soit un projecteur. 

Montrer que si 1 est l'application identique de H sur H (1 - T) est aussi 
1 

un projecteur. A quel sous-espace fermé est-il relatif? 

Montrer que l'on peut déduire directement des conditions (1) : 

= (T xjx) et < llxJI. 
4 o Si Pv et P w sont les projecteurs relatifs aux sous-espaces fermés 

V et W respectivement, montrer que les trois propriétés suivantes sont équi­
valentes: 
{a) V c W, 
(b) 

(c) VxEH 
5o Montrer que si et Pw sont des projecteurs en est un si, et seu­

iement si, P vpw = 
Que peut-on dire des sous-espaces fermés auxquels sont relatifs 

pvp'\V? 
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étant des projecteurs, montrer que si 

en est un 

+··· + 
En déduire que Pv + est un projecteur si, et seulement

1 

si, v· 0 pour tout couple d'indices i, j avec i =:1= j.
J 


Que peut-on dire alors des sous-espaces Vv V2' ... , V.n ? 


A quel sous-espace P v + ... + est-il relatif?
1 

7" Montrer que si Pv et Pw sont des projecteurs Pw- en est un si, et 

seulement si/ P vp w Pwpv 

Que peut-on dire des sous-espaces fermés auxquels sont relatifs et 

? 



FONCTIONNELS 

§ 1. TOPOLOGIES SUR L'ENSEMBLE :r (E, F) DES APPLICATIONS 
D'UN ENSEMBLE E DANS UN ESPACE METRIQUE F 

Nous allons, dans ce qui va suivre, étudier certaines topologies dont 
on munir les espaces fonctionnels :r (E, F) dans le cas où F est un 
espace 

1. Deux modes cla:ssi,au,es de convergence des suites de fonctions réelles de 
variables réelles. 

Historiquement c'est d'abord, dans le cas où F = R et où E cR 
a été amené à étudier cette question et d'abord sous la forme sui­

vante : chercher à définir la limite d'une suite de fonctions réelles de 
variables réelles. 

Une définition qui vient à est celle, dite de la 
convergence simple : ! fn l definie sur [a, , converge vers f si, 
pour tout x E [a, b], la suite f""(x) a une limite f(x), soit : 

V€ VxE [a,b] 3N(x,s) V n >N if(x)-fn(x)l <s. 
Une autre définition vient tout aussi naturellement à l'esprit si l'on 

songe au graphe des applications : une application cp sera voisine d'une 
application f si le graphe de cp est dans la bande comprise entre les 
phes de f- s et f + s ; ce qui donne pour la convergence vers f la 
suite l fn l la définition suivante : 

Vs 3N Vn >N VxE [a, lf(x)-fn(x)l <s. 

Il est clair qu'une suite 
au deuxième sens converge au mms 
la est fausse comme le prouve 
ext~m.ple suivant : 

n'a 

définie sur [ 0, 1] par le graphe ci-contre. 
n tend vers l'infini, ! f"" l a pour limite 

sens la fonction nulle sur [0, 1], 
aucune limite au second sens. 

Le second mode de converg·ence, introduit 
est appelé convergence uni-

le mot << uniforme » ici le 
fait que le N de la définition est ... .._.. ,_._.._~_,'"'.._..._._._,..,._._ .. 
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<< naturelle », les deux 
..-~.;~''~-';;.,,.."' .... 4-

la chercher à 
~-''-'''" .....'~"'-"et étudier des modes de convergence 

cas extrêmes. 

et doivent être soi­

structure 

2. la convergence uniforme. 

par l'étude de la convergence uniforme. Plus 
étant donné E et 

"""""'"'f'"' dans la 

tance suivante : 
d(f, g) ·= sup l f(x), g(x)) ; xE E ! . 

II est aisé de vérifier que d bien des d'une 
la seule réserve d'admettre que cette distance est à valeurs dans 
elle être infinie. La convergence d'une suite ! f ! de ~l 
de distance, vers un élément f, s'écrit : n 

Vs 3 N V n > N f) < s 
ou: 

Vs 3N Vn>N YxEE d(f.n(x),f(x))<s. 

Si F = d(fn(x), f(x)) = lfn(x)- f(x) 1, c'est bien la convergence uni­
fonne ci-dessus. 
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Soit alors à évaluer o(f(E)). 
V xE E d(f(x), f(y)) < d(f(x), (x))+ (x), (y))+ (y), 

< +2s 
ce sous-ensemble est fermé. CJ3 est 
2, et seulement si F est comJllet. 

si une suite de 

..,.,.,..,..,"'.'"' 
coJmJJilet 

pas, les fonctions constantes de valeurs 
sont bornées et constitueraient une suite de 93 

pas). 

l Yn 1 de 

3. Structure de la convergence uniforme sur une famille de JuaJretioP•Iil. 

Soit A c E. On considérer pour tout ({, g) l'élément 
de 

eA(f, g) = sup l d(f(x), g(x)) ; xe A 1 
~1-J'IJ.U.,._,.... ._... 'U' ..... eA est un écart. 

A une de de 
famille d'écarts et considérer la topologie définie par 
d'écarts. 
On sait (cf. exercice qu'on obtient une famille de cr""'""'"'"' ... '"'"'"'"' de la 

on peut alors faire coJrresnc)n(ii 

avec la .~.a. ............."' des boules : 
r) = l g ; eA(f, g) < r ! 

et une base des ouverts de topologie avec la famille des uc·,~u.,.a.v-.>J'lJLLll"--"' 

V (f, J, r) = ! g ; eAi (f, g) < r ; i E J ! 

famille obtenue en faisant décrire Cf f ; R+ l 0 1 r et par J 
l'ensemble ':P des finies de In<leJ~:e les élé­
n1ents A de c5. 

La structure sur CJ (E, F) correspond à ce mode de convergence 
est d~m? une structure d'espace . On s'y référera en ae 
la metnq~e de 1~ converg~nce uniforme, et la topologie correspondante 
sera aussi appelee topologie de la convergence uniforme. 

On peut montrer que, pour cette distance, CJ (E, F) est complet si, et 
seulement si, F est complet. 

Supposons F complet et soit ! fn 1 une suite de Cauchy de CJ • L'hypothèse 
Vs 3 N Vn > N, m > N d(fn7 fm)= sup ! d(fn(X), fm(X) ! < s 
entraîne que, pour tout x., ! f n(x) 1 soit une suite de Cauchy de donc 
que l fn(x) ! converge vers f(x) telle que : 

Vx Vn>N d(fn(X),f(x))~s 
l fn 1 converge donc vers f. 

Inversement, supposons qu'il existe dans F une suite 
l ne Considérons la suite de 

COltlS1:ihiée des constantes : v x e E ne 
pas converger. 

Une intéressante de 7 (E, est le sous-espace c13 des 
avvn:catw,ns bornées. 

On dira que f est bornée si le diamètre o(f(E)) est fini : 
sup ! d(f(x), f(y)) · (x, y) E E X E ! < oo. 

(E, . En soit une suite 

V xE E E d(fn(x), < 
Soit f la limite d'une telle suHe, on peut affirmer : 

Vs 3 N V x E E < s. 

et sont deux familles de ,..,...,.,....... r,.., 
et 'L2 sont les "'LHJ'U.I.V<o:c ... ..__ .., corn~sv•oiJLCtrtnt:es, la 

contient tous les de 'L2 • 

:::::? fine que 'L2 (1) 

que eA/f, g) < r pour tout tel que 

g) < r avec B = U ! i E J l . On ne 
ainsi définie à l'ensemble c5 
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II résulte de que la 

est obtenue avec c:5 = 

n'est autre que la distance 


les de cette nature 
il y a E et l'écart relatif à E 

et cette 
celle de la convergence uniforme. 


à 

eu::rwemcs GIStimcts de 

la ................ J,Jl'-'• 

une famille 
il existe un 

g (f =;4:: 3 A g) >o. 
Mais ceci y ait un écart non nul pour deux 
coin<~Ident, sauf en un de donc existe un A 

uvv.... , .....a...,n.J•u.;:, 

donc que: 

U !A;AEdl=E 

et 

famille 
WI:Jo.w:::ne 

cette condition est m:annesn~mleiJtt suffisante pour que la vu·~~---v.-·v"'"'''--' soit 

moins fine des 
d la famille des E. 

9 1(E). Une famille de 
est alors constituée des boules : 

x, r) = 1g ; d(f(x), < ! 

et une base des de f est la famille : 
X1, X2, ••• , Xp, r) = 1g ; d(f(xi), < r ; i E 11, 2, ... , p l 

(Pour E = F = une fonction -::anno ....-tto..... ..,........ à un tel voisinage de f est 
une fonction dont rencontre chacun des p segments 

B2B'2, ... , B11B'1H le de f et de longueur 2r). 
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Cherchons ce que converger vers f, 
de :F muni de cette Ceci pour 
existe tel pour n > 
que la soit vérifiée pour 
ges de 

au 
de la voisina-

V r 

converge vers f, "''""!">.u.............. 

V 1 x 11 •••, Xp 1 Vn>N e r) 


ou encore: 

V r V 1 Xv ••• , Xp 1 E 3N V n > N d(f(x1-), fnCxi)) < r 


(i = 1, 2, ... , 

Vr 
cette condition 

Vx 3Nœ d(f(x), 

(1) 
dre sup aux 
converge vers f la condition (2). 

< r. 

car il suffit de 
points 

que 
! converge vers f au sens de la convergence Pour cette rai­

son, cette est topologie de la convergence 

Nous pouvons donc conclure : 
De toutes les topologies sur :F par une d'écarts liée 

de parties de la fine est celle de convergence unz-
et la moins fine des est celle de la convergence simple (1). 

il y en a d'autres sont uti-
étant un espace topologique, 

c5 la famille ou, ce 
la famille saturée de cette Cette saturée 

on1ten.ue en prenant la famille des sous-ensembles des parties compac­
tes (2). La topologie définie par cette famille est appelée topologie de la 

Cette topologie est surtout utilisée dans le cas 
localement compact. 

Un de convergence suivant cette topologie nous ePt fourni 
par les séries entières dans le domaine D, intérieur de leur cercle de 
convergence Clzl < R). On sait telle série converge uniformément 
vers sa somme sur tout au cercle de et on 

montrer converge uniformément sur toute 

au'!iUUle ouvert D. 


soit K c D un tel compact. 
z e K ---7 lzl eR+ 

qu'elle 
atteint. Si M est ce maximum que R), il 
en résulte que K est inclus 

étant continue et définie sur un 

et de 
est néce~::;s2lir1erutertt 

le 

fini 

centre 0 

m~>'t .....'1"11 "" 

Remarquons que, de même que la donnée d'une distance définit une structurC!I 
plus riche qu'une topologie, la donnée d'une famille d'écarts définit une 
plus riche qu'une topologie et qui est appelée structure uniforme. Mais 

nous nous contenterons ici d'aborder l'étude de la topologie qui lui est associée. 
(2) Notons une propriété de Si est séparé leur adhérence 

est compacte. En effet, un compact est fermé. Donc : 

A c K :::::;> 

en résulte que 
 espace compact est compacte. Un tel ensemble 

l'adhérence relativement compact. 
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~ M) série est donc uniformément 
sur ce et par sur K. Une série entière 

converge donc vers sa somme selon la convergence sur le dis­
que ouvert limité par son cercle de convergence. 

4. de la convergence 

Revenons à la convergence La topologie de la convergence 

:n ...,,..r~,.. ~.,. desur CJ(E, est la topologie 

Considérons cartésien indexé par E d'une 

eS1la<~e F. La donnée d'un élément de cet espace 
élè:mt~nt de CJ (E, On sait que la topologie 

sur définie comme de la sur F 
x 

admet une base des ouverts constituée des ensembles : 

x x ... x x -J 

fonction f, 
ble des ""''"""..... r"" 

centre 
duit 

La 

alors du théorème de que, si F est 

pour la convergence 
être les 

pour la de la convergence uniforme. 

Exercice 68. - Soit E un espace de Banaich sur C et son dual E' qui est 

un espace de Banach pour la topologie de la norme et soit E c E1 
' isomorphe 

et isométrique à E (notations du chapitre précédent). 
On munit souvent E' de la topologie dite « faible » qui est définie comme 

la moins fine des topologies qui rendent continues toutes les formes ;t. 
Montrer que cette topologie n'est autre que lo topologie sur E' de la 

convergence simple sur E. 
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En déduire que la boule unité fermée de E' (c'est-à-dire l'ensemble des 
applications de norme inférieure ou égale à 1 ) est compacte pour la topologie 
faibfe. 

§ 2. CAS OU E EST UN ESPACE 

était valable sans E soit muni 
maintenant que E un 

On peut considérer 
catJOilS continues e (E, F) c CJ (E, F) et considérer les topologies 
tes sur cet ensemble par celles qu'on vient de définir. 

l. F) est-il fermé dans CJ F)? 

est 

3N V x d(fN(x), f(x)) < s 
et 3 V E CJJ(X0 ) VxEV d({N(x),f)l(x0 )) < s. 
D'où: 3 V E CJJ(X0 ) VxEV d(f(x), f(X0 )) < 3s. 

Exercice 69.- Soient X et Y deux espaces métriques. On désigne par 
B(a, r) la boule de centre a et de rayon r d'un des espaces, por ~(A) le 
diamètre de la partie A d'un des espaces. 

Etant donnée une application f de X dans Y, on pose, pour a E X : 
w<f; a) = inf o (f(B{a1 r)) 

r>o 
(borne inférieure des diamètres des imoges par f des boules ouvertes de 
centre a); w(f; a) est donc un réel ;?: 0 ou + co. 

1o Que signifie la condition w<f; a) 0? 
2° On suppose que w<f; a) < + co. Montrer que pour tout s >0 il existe 
> 0 tel que l'on oit: 

w(f; x) < w(f; a) + s 

pour tout x E B.(a, 7J). Enonce,r ce résultat en termes de semi-continuité 
pour w(f, x). (Voir le texte de !/exercice 47). 

3° Soit g une outre application de X dans Y, telle que : 
sup d g(x)) ::Ç s {s > 0) 

xex 
Soit A un sous-ensemble de X ; !es diamètres des images f(A) et 
g(A) de A da1ns Y. Compa·rer (pour x X) les nombres w(f; x) et w(g ; x). 

Nous concluons donc: Une limite 
uniforme 
est est 
la convergence uniforme. 
en outre que, si F est ..... , .......... 

converge vers une 

uni­
muni 

ce 
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peut-on dire de ro(f; x), considéré comme fonction de f? 

4" Soit k un nombre réel ~ O. Montrer que l'ensemble des applications 
f de X dans Y satisfaisant à la relation 

YxEX x)~ k 

est fermé dans l'espace CJ (X, Y) de toutes les applications de X dans Y muni 
de la topologie de la convergence uniforme. De quel théorème classique, cette 
propriété est-elle une généralisotion ? 

Pour la topologie de la convergence est encore 
si E est localement compact. 

f E e . Etudions 
X 0 E E. Ce 

YsER+- 10 l 3gE e < s 

c'est-à-dire : Y xE K d(f(x), <s. 

nn.<J~rt-Hl>nt- à 
convergence 

nous considérons alors les restrictions à K de f et des fonctions g 
ce nous venons d'écrire la restriction 

de e danS CJ mUllÎ de la lU!I)UiU~!,le 
donc à 

fermé dans CJ F). Ceci f est continue 
en X 0 • f est continue sur 

Un de ce fait nous est fourni par la som1ne d'une 
entière continue sur tout le ouvert limité par le cercle de 
convergence. C'est bien une pour la convergence 
fonctions sur un espace J.O<~aierrtern c•unip~tct 
donc une fonction continue. 

TonolntnP. de la convergence 
le contre­

excjiUJJte suivant : E = [ 0, 1 ; 
Considérons la 

des fonctions fn définies par 
le ci-contre. Il est 

tout n, est 
sens la 

~On"''f'rffPn f':f' S:Un.p11e, f.n COllVer­
SUr 

et sur 

et à zéro pour x = 
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des sous-espaces de F). 

ce 

tOlJOlo~te de la couver­
fermées. En vertu 

il ne l'est a t=n ....,.7J.,.. ...... 

pas pour 
convergence 

pour celle de la 

Il est alors naturel de 
de e' 

C'est à cette .n-n.OC'T·•nn 

v.u....A~.v~~~ ... pas sous sa 

THÉORÈME D'AscoLI. SoiENT E ET DEux ESPACEs 

COMPACTS. UNE PARTIE C C e(E, F) A UNE ADHÉRENCE COMPACTE POUR 

TOPOLOGIE DE LA CONVERGENCE UNIFORME SI, ET SEULEMENT SI, C'EST 
UNE PARTIE 

Pour donner la définition de d'une famille fonc­
nous allons de la de la continuité en un 

d'une pour situer les diverses continuités les unes par -r<:~lnn.r>-rT 
aux autres. 

Soit CJ une famille de fonctions continues de E m,oT7!•,rrn dans F métri-
On affirmer : 

Y e: E ë E E 3 11 Xo) < 11 < s.d(f(x), 

aepena de s, de f et de X 0 • 

c'est dire que l'on 

==:;::. 

Une notion 
coJtltinue, pour ·'""''""'"'ll"'"' 

est celle d'une famille uniformément 
être choisi de X 0 et de f. 

Xo) < 11 ==:;> 

on démontre 
est uniformément éOUilCOltltintte 
fonction continue en tout 

uniformément continue 
pourra donc de famille sans 

Démonstration du théorème d'Ascoli. 

Un nombre e: ER+- 1 0 l 
la 

cmrnpac1œ de e 
des de centre f et de s '-''-'''.._,_,., ... ..,,.,. 

un recouvrement ouvert de c . On en extraire 
vrement fini 1 s) ; 1 ~ i ~ n ! , ce que toute fonction 

E être à moins de s par l'une des fonctions f, 
YxEE 
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continue sur 
Vs 3 "'lï d(x, y) < 'lli ===*> d(fi(x), < s. 

n suffit alors 

des n nombres 'lli ainsi introduits ; on 
V (x, y) E E2 d(x, y) < 'll ===*> 

déduire: 

Mais fi étant uniformément coJtltlnue. E """',-.,.,.,... .,. 

Soit alors 'll dire 
Vs 3"1j f(y))<3s, 
ce établit que est une famille ~'Lf'U.l\.,VJ.JLl-J.J.J.u.~:o. 

Si maintenant c d'adhérence nous venons 
d'établir c est n en résulte immédiatement que 
l'est 

Soit, réciproquement, d'abord que son 
adhérence l'est aussi. En 

Vs 3 'll E c V (x, y) E E2 d(x, y) < 'll ::=;> d ) < s. 

Soit gE 'Z • 
3fEc <a., 

donc: 
d g(y)) <a.. 

donne alors : 
d(g(x), g(y)) < s 2a.. 

Cette .~..~..~.,:o~<:l.l.ll.~ est obtenue que soit a., ce 

g(x)) <a. 

d (g(x), ) ~ s. 

On donc conclure : 
Vs 3 "'l V g c V (x, y) E E2 d(;r:, 

donc à l'équicontinuité de t , 
Soit donc 2" une 

cher à établir la 
éœuic:ontirme fermée dont nous allons cher­

es1Da<~e .,....,.,r. ..,.,,."" est "''"'......,'"'"''""~-"' 

comme 
tout revient 

~~ih• ..,..;,..,., une suite de ~~·~~~-&, 

Soit donc ! fn 1 une telle suite 
Vs 3 'll V n V (x, y) E E2 

fermée d'un 
montrer que, de 

~~·~,~~ .. ~~ une sous-suite 
F est 
l f.n 1 de 

par hvnoithè:se. 
d(x, y) < 'll < 

La famille des boules constitue un recouvrement ouvert de E 
dont on extraire le recouvrement fini l ~ i ~ p ! . Soient 
alors deux fonctions et f.n' de la suite et x dans E. Cet 
,..,.,. ......... ,..~.;,,....,.._ à une des les 

centre xi ; on a alors 
d 

Considérons 
de espace co:mrmct. 
soit une suite de ~-·----_, 
d 
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éléments diffèrent de moins de s en x1 et x2 • ainsi de suite... Fina­
p on aura obtenu une sous-suite l 1 1 de 

fonctions telles que : 

ViE 11, 2, ... , p 1 Vn Vn' ) <s. 

résulte alors de que : 

VxEE Vn Vn' ) < 3s. 

Autrement on a extrait de l fn 1 une sous-suite l 1 1 telle que : 

Vn Vn' ) < 3s. 

Pour s, prenons 6 . Nous avons donc la suite l f 11 1 de diamètre < 2 
obtenu cette sur elle comme on l'a fait sur 1 1 

1 de diamètre 

ainsi de suite. construit ainsi une suite de suites extraites 

k foisunes des autres, suite l ! obtenue avoir 

d. ' 1mmetre < 

l 1 ou suite constituée en 

l fn 1 et 
et m et f m 

à une suite de diamètre < 

et ê est 

alors la suite 
..., .......:lU!Ll~ suite l'élément dont le rang dans la suite est 

C'est une suite extraite de la suite 
c'est nu1sorue pour n 

REMARQUE : La démonstration reste valable si 
« F » par : « et pour tout 

l'ensemble ê (x) des valeurs en x par les fonctions de 
relativement de F. » 

x 
est une 

Variante de la démonstration 

car 
v.uli-J.IJ.l.l'­ en utili­

l'extraction de la 

de cette démonstration sont les suivantes : 

= c:J est compact en vertu du 

en est de même de si ê (x), ensemble 

http:o~<:l.l.ll
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des valeurs en x par les fonctions de la famille ê, est relativement 
com1)a<~t en 

La 
1, 4) et non convergence ".,..,,;;4',.,........... .,. 

continue la topologie de la .-.,n,·nn.o-..,.,ov,ftn .,UJ!LIIJ<~c;. 

gence de Y: 

Si'en convaincre démonstration du théo­
rème on ainsi résumer la distance 
de deux fonctions de soit petite, il suffit "'........, .....v..,,., pren­
nent des valeurs assez voisines en un fini de 

les uns des autres sur le compact E. De ........,............. ..._.. 
B(f, r) dans ê de f pour 

r
si l'on choisit h = et si les3 ,V(f ; x1, ... , Xv ; h) de f dans pour 

sont les centres de boules de 1? constituant un recouvre­
de 1? étant choisi tel que < 1? pour toute 

fonction f de ê, d(f(x), h 

à 

un 

c) l'adhérence muni de est 
muni de et donc aussi à celle de ê 

On a, en 
d'autre 

utn~J.L.I..I.. il existe f 
d(f(x), 

équï4~0I1tinuïté de sur le co.IDJ)a<~t 
Vs 3"1} 

est fermé dans 

de E et <1. 

<s. 
On en déduit 

g(y)) < s 

::::::? d(g(x), :;:;;; s. 

-8 est donc Arvn-> '"'"''"+,..-,. n et du raisonnement de on déduit immé­
diatement que gE boule de centre g contient un de g 

pour contient un élément de On a donc 

I..VI--1VJ.'IJ"''·"' de la convergence uniforme est 
aussi coJmJ»ac:te. 

théorème 


Celui-ci 
 d'établir 
solutions des equauo~ns différentielles : 

THÉORÈME DE PEANO. - ETANT DONNÉE 
y' = OÙ f EST UNE FONCTION DÉFINIE ET CONTINUE UN DOMAINE 
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INCLUS DANS POUR TOUT POINT DE 
EXISTE AU MOINS UNE SOLUTION DE DÉFINIE AU VOISINAGE 

DE X 0 ET VÉRIFIANT Yo = 

Soit et soit V c D un de 
y) dans ce Au H 

elles définissent dont deux contiennent la droite de 
. Soit A le ensemble inclus dans ces angles et dans V 

par des vaJ.a,........_..... ., à Oy, d'abcisses a et b. 

Nous allons montrer l'existence d'une solution de l'équation diffé­
rentielle définie sur b] et Pour ce traçons un 

de f(x
0 

, y ), choisi tel que, sur M0 M1, 
y

0 
M1 

0 
) moins des, nombre fixé. En Mh traçons un se::;!rrtertt 
f(x11 y1 ), M2 étant choisi tel que sur M1M2 , de 

moins de s et ainsi de suite... ; obtenu une brisée 
1u._,,•••1v..a.,.,, on tracera Mv+l de pente Mv+l étant tel 

diffère de f(xp, Yv) de s. On procède de la 
côté de M0 • 

On a ainsi défini au voisinage de X 0 une fonction continue 
.....x ~ ~(x), par son ~ ... ~.. .,....L qui est la brisée MoM1.....Mv..... , 

est incluse dans A. 

d'abord que le procédé de définir ~ sur 
c'est-à-dire que l'on choisir la suite (x11) de telle sorte 
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vers un nombre inférieur à b 
uniformément continue sur le comJ)a<~t 

lx­
jy­

ce montre que pour tout p, !xv+l­
 être choisi au moins 

atteindra b en N :;:;; b - 1 seg­
11 

ments au 

ensuite tout Mv, la fonction ~ admet une 
dérivée à est f(xp, yp) =.f( xP, ~(xp)) . en tout point d'abs­
cisse XE ]Xp7 X11 +d, la fonction ~ admet pour f( Xp, ~(Xp) ). 

Si donc on la fonction en escalier vaut tout p : 
~(xv) ) sur [xv, Xp+l [, de cette fonction X0 et x est 
à ~(x) - ~(X0). Mais, du de la construction de ~' pour tout 

[x11, x 11 +1 [ : 

f(xv, ~(xp)) = f(x, ~(x))+ a: avec p..(x)j < 1, 

où À est une fonction continue. La fonction ~ définie sur vérifie 
donc: 

f( t, ~(t) ) dt À(t) dt~(x)= Yo 

f( t, ) dt !J.(X)=Yo 

avec < 1.1 

A 
la ) et ainsi une famille de 
sur compact A, car : 

Vx Vx' 


Il en résulte la famille des fonctions ~e une adhérence co:mr>ac:te. 

donc que, de on une suite 

alors une suite de fonctions ... , ... définies 

a:1, a:2 , ••• , a:M ... décroissante et ..................u ... ._ 


ainsi faire corrt~SlJ~OIJLd.r·e 

On en extrait une sous-suite 
fonction W est COJtltinue. 
nues: 

Vk>N 
jW(x)­

On pour tout xe 

f (t, dt- l <! 

f( t, ) dt t,f( t, ) dt­
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terme de cette somme est par si k > le 

en vertu de ce a été pour fonction ~~ 


au c'est la valeur absolue de : 


{( t, W(t)) - f( t, Wk(t)) dt. 

Mais étant uniformément continue sur le A, (x, Y1) et (x, Y2) 
étant de A: 

v~ 311 IYl- Y21 < 7J ===? !f(x, Yl)- f(x, Y2)1 < ~ 
en de 
V~ 3 N V k > N Vt E [x01 x] jW(t)- Wk(t)j < 71, 

donc t, W(t))- f( t, Wk(t)) 1 < ~. 
Le troisième terme de la somme (2) est alors par : 

~~X-X0 j 

Finalement : 

!Yo + (x f( t, W(t)) dt- W(x) 1 < 7J
J Xo 

choisir k pour que 7J, ~ et a:k soient arbitrairement 

) dtW(x) = Yo 

Donc W est différentielle définie sur 
b] ; son passe par tout entier situé dans 1:1. 
Le théorème d'Ascoli joue un,rôle tr~s important. ~n. 

comme dans la démonstration précedente, Il est un auxih.aire 
sant dans la recherche de théorèmes d'existence : la théorie d,e~ .a..:u ............. u"' 

«normales» de fonctions de P. Montel en a ete un des 

4. Autres tOJ()OJlo~tes (l'f:'~sp.ac«:~s fonctionnels. 

ce 

effectivement. En 

sur l'ensemble ·:rdéfinies dans 
.,..,..,. ......,,.,., ne sont pas les seules que l'on 

certaines fonctions définies sur E 
d'une mesure sur E) 

Nous avons vu sur e (f0, 1 , R) la structure 

scalaire dx et à la norme associéeassociée 

mais on sur le même espace définir d'autres normes 

> 1)lfl 
en 

moyenne, en moyenne en moyenne d'ordre 
dans ces divers cas, les de 

pas 



................. ...,. toutes les 
définition 

"tl r tel que soit 
pose: 

- "1), X 0 +"tl[ jrp(X)- rp(X0 )1 = s, 
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ces diverses normes ; les 'VU.U.ii[Y.I.!;:; sont les espaces classi­

1], R) 

'HJttr,oductio'n de ces espaces a amené l'introduction d'autres mories 
que nous 

un.lf<>l'1lne. 

au.en1e11t aesignE~s par : 
1], 1]' 

nous contenterons ici de citer : converge11ce 
convergence uniforme presque conrer­

convergence en mesure en 
des par la couver-

le nom de convergence en 

Exercice 70. - On veut comparer la finesse de certaines des topologies 
précédemment définies sur e ([0, 1 ], R). 

1o Montrer que la topologie de la convergence uniforme est plus fine que 
la topologie de la convergence en moyenne d'ordre p (pour tout p ~ 1). 
Est-elle strictement plus fine ? 

2° Montrer au moyen de deux contre-exemples que la topologie de la 
convergence simple et la topologie de la convergence en moyenne d'ordre p ne 
sont pas comparables. 

Exe1cice 1. 

des 
d'un certain 

décimal illimité 
situées à la droite du rang où a 

si : 

Ceci 
nombre 

soient x1 et x 2 deux valeurs 
de [0, 10 [ donné 

de ro, 10 [. Soit y un 
décimal. 

1 
Si la différence entre X1 

s'écrire : 
3s V"'lER+-1 

de la co:nunuuc X 0 de la fonction rp.est la 

nous pourrons trouver 

=Ti:.< 

X=Nous 
A 

décimales de 
à ce que les 

de 
ou de 
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de ?t soient 
des 2, on ·n.r>·n ...,·~ 

6), car 
pas ?t. 

Exercice 2. 

A et B les valeurs 

x 1 et x 2 de 

nombre ~~~ .......... ~-.-.t-<> ...,,..,.,,. 


tel que : 

à 

<A e et 

Imrerlelire à A+ a, en (x2 -

une valeur 
accroissements 

La fonction définie sur 1, + 1] par : 

0 -,L.o 2 • 1= et pour x -r- = x sin ­
x 

est dérivable en tout et sa dérivée n'est pas continue pour 

Exercice 3. 
1° VxEE la relation Cl(. est -..à·Na•v,TTL:> 

V(x, y) E :::=::? x) = 0, la relation Cl?. est 

:::=::? z) ~ 0 0 
ve. 

2° Soit : 

~ x= 1 y; =01 e 
(x'=! y'; =01 e 

Alors : 
~ 

Mais on montrerait de même : 
en résulte : 

et on alors poser : 

=e(x, 
dans R ainsi définie est bien une 'U.A~, ....... JI. ... ....,,..,. 


pr1GPJMèitè de et 

= 0 :::=::? e(x, = 0 :::=::? x' e x :::=::? x' = x. 

Exercice 4. 

de deux réels 
D'autre 

IJV"' ...... , .... "'' ne être nul que si tous deux sont nuls. 
donc: 
sup de deux réels 

:::=::? X=y. 
car x, y, z étant trois 

o(x, z) = sup z), J. 
Or: 

~(y, 
x)~ y)+ d(y, x)~ 
z) ~ y)+ d(y, z) ~ 

o(y, 

D'où 
sup [d(x, z), d(z, x)] ~ o(x, ô(y, z). 

Ce établit 

Exercice 5. 
Soit 0 un ouvert au sens dans le cours. Soit x E 0 
Il la d'une boule incluse dans Soit U 

les boules ainsi associées à de O. Par cons-
V contient aussi les de 

une réunion de boules. 
nr(Jm1e1ne.nr. une réunion de boules. Une boule est ouvert 

"".. 
7 
,.... -~- .... est un ouvert. 

Exercice 

-n.n-.c.,.,rna l est le 
affirmer : 
l[ c 0 et o. 

En raisonnant de la même à '"' .... ''-'""-"·JI.'"' 

.~~....... ,~ ......JL...,, que 0 inclut ou toute la ........, ........-....... 
sans contenir l'. L'ouvert 0 inclut 

seront à droite de l ou à gmiCIJLe 
On a démontré tout de 

inclus dans 0 et de autre 
une demi-droite ou la tout entière. 

0 est la réunion d'intervalles deux à 

Reste à montrer que le cardinal de la famille de ces intervalles est 
No· 
sait l'intérieur de tout intervalle de la 

un rationnel. On donc une 
"'·u·"'"'-""''-.....H~ des intervalles dont la réunion constitue 0 dans 

http:nr(Jm1e1ne.nr


E 

soient deux ensembles 
et aux axion1es des 

Mais entraîne F :::> 
c1c3 2 • D'où : 
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l'ensemble des rationnels. Par définition entre nombres 
..........CI.i.$...11..' 
 il en résulte le cardinal de des intervalles est 

inférieur ou à c'est-à-dire à K o· 

Exercice 7. 

Soient d'abord ; tout élément 
.,...,. ................ ,<'> ......... à 
 en vertu de la 

conslŒ~re comme élément du 
filtre : 

E 
On montrerait de la même les rôles 03 1 et 
c~c3 2 dans le raisonnement : 

E (2) 
et 

bases 
par il 

E'!r3 1 F:::> 

si est le filtre en,geiHU~e par 

F 
On montrerait de même runp~nc:aTJton inverse ; les deux filtres sont les 
mêmes et les bases sont àrr"'"'7 ~ 

Exercice 8. 

Une section finissante s ensemble ordonné E est définie par la 
condition : 

VxEs y> x =? y s. 
l'ensemble Cfr3 des sections finissantes de E 

des bases de filtres. Dès l'instant 
noss€~o.e au moins un e!em<~nt moins la section finissante 

à cet élément ; c)3 =F yS. d'autre 
les sections finissantes non 

L'intersection de deux sections nncis~;artte;s, 
est une section finissante. Pour (B1) soit 
et que l'intersection deux sections ,u~·"'""'-A''""" 
vide. 

Cette condition 

des sections 
sur il 
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l'ordre surE soit tel que tout 

un 


encore que si nous considérons l'ensemble '-13' dont 
élément est l'ensemble Sœ des de xE cet ensem­

est inclus dans 0'3. 

n est donc tel que : 
YsœE ct3' 3sE 

Il satisfait aux axiomes des bases de filtre dans le cas où c1c3 y satisfait. 
il est tel que : 

vs E C)3 3 Sœ e Sœ c s. (2) 
suffit pour cela de x E 

Les conditions (1) et (2) montrent, en vertu de l'exercice pr1éc€~dent, 
' forme une base à 03, « » que Cfc3 • 

Exercice 9. 
Soit la formule : 

A=lx·AE l. 

du 1nembre est : 

du deuxième membre est: 
A'= ! x ; A cv (x) ! . 

Or: 
vvecv V ct: A 
VVE CV(x) vn( A=F0 

~ xEadh 

Donc: 

A'=adh (A. 
et : 

=adh 

( A étant une arbitraire on a bien démontré l'identité 

l'adhérence et de la fermeture. 

Exercice 10. 

Par dualité : 
1 o Partons de 


AcB =? Ac 


http:CI.i.$...11
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de 
re~mectiveJment. n vient : 

faisant intervenir les 
et B' de A et 

A' ::> B' 

2° Partons de la formule : 


n n 

UB 
des deux membres : 

U B)=A' nB' 

d'où: 

n 
3o De même si on 


c n 


on trouve con1me co:mr>1é:mt:~ntaii·e 
. D'où: 

u 

1nembre 
comr>lé:memtair·e du deuxièn1e 

Directement : 

1o ouvert contenu dans B', l'est dans A' inclut B', 
il est donc inclus dans le ouvert inclus dans A'. 

2° est un ouvert inclus dans A', est un ouvert inclus dans B' 
leur intersection est donc contenu dans A' n B', donc dans 

est un ouvert contenu dans 
A' n B', donc dans A' ; il est donc contenu dans ; pour la même rai-

il est contenu dans ; il l'est donc dans n est 

~ 
3 o A' U B' est 

contenu 
le ouvert contenu il contient 

donc tout ouvert A' U B' et ; il 
contient donc U 

Exercice 11. 
Considérons 

on.n.o-rf,.,,...,,., 

la 
ne lui 
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Ces ensembles mais Â. = et 

Considérons alors l'ensemble 
On trouve 

hachurées sont COJ!lSl,déré~~s 

B formé de tous les 
nées rationnelles d'un carré (côtés 
ensembles suivants (les 
semble de tous leurs ; les sablées 
leurs à coordonnées 

On a donc et 
Il suffit alors de 

=F 
c de A et de B dis­

=~pour 
ce cas, l'union 

distincts. 

Exercice 12. 

1 o A fermé ::::::> A = n cA. 


soit A tel que : 


n (Ac 

ou bien xe en vertu de 

A c 

que soit xe 

bien e et comme A c x 
~~~~~..., encore A. Donc : 

xe A. ::::::> EA 
c'est-à-dire que A= A et A est fermé. 

2o Soit A' le de A. que : 

n =frontière de A'. 

A' ouvert ~ frontière de A' incluse dans 
~ frontière de A' de A'. 

Exercice 13. 
est ouvert 

soit ouvert dans 
la lOlJOIOe:Le ...~r~·.,,~-n 

La est ouvert A 
est l'intersection d'un ouvert de E avec A et sera alors un ouvert de E. 
Raisonnement pour « fermé ». 

Exercice 14. 

les intérieurs revient à comparer les ensembles et 

des ouverts inclus dans B pour chacune des lOloo.w~::nes. si un 



c 
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dans il est aussi inclus dans donc 

D'où: 

c 
int étant la réunion de tous les éléments de est donc bien 

inclus dans int est la réunion de tous les éléments de 
2o Précisons d'abord fermé 

à A d'un ouvert ; c'est l'intersection de A et d'un 
re. Ceci un fermé inclut B est l'intersection 

avec 
Les fermés 

avec A de ceux 

fermé re 

on a: 

les intersections 
l'ensemble 

des fermés de E 

est le '·""'·u.u.n . ....,_u.a.__,..... ._a..JL 

adhEB= nl FE ;F::>BI adh IFnA;FE F::>BI 
mais en vertu des ny·,,n.,..~""Ta"' de l'intersection de deuxième ensen1ble est : 

adh =An n IFE:f; F::>Bl 
d'où: 

adh 
eore:smltcms les différents enseJmrne:s, intervenant dans cet ""...,..'""""'~"'"" sur 

suivant : 
A : sablé et """'1IT>T"\V.O•n 

B : hachuré et .nr>m-.-.. ..." • .., ses bords tracés en 
les bords tracés 

E: le usuelle. 

en traits 

Exercice 15. 

Pour que tout élément de CJ2 soit élément de CJ1, il faut que : 
Y e CJ1 3 B2 e cr32 c 

Les éléments de 031 les éléments de CJ1, cette 
condition comprend la cono.u1on 

Y B1 e 031 3 e 032 c (1). 
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La condition ainsi trouvée est suffisante car si E 1, il existe 
E 93 1 telle que B1 c donc : 

3 e CJ32 c c 
-et comme B 2 est élément de 7 2 on a bien montré que 

CJ2. 

La condition (1) étant 
soit stricte ; ceci .,.,,........ ,...,"" 

3 e 
c'est-à-dire : 

3 E e 
contenant un élément B2 de 93 2, cette condition entraîne a 

3 e Y e c131 (2). 
l'élément 7z 

et (2) naturellement être 
bases. 

:f1 c est stricte. 
- Ces conditions (1) 

eu.x-:mtm.Ie~, considérés comme leurs 

Exercice 16. 

L'intersection d'une famille finie de demi-droites ]ai, 
est la demi-droite b, co[, si b = sup 1ai; i E I ! . 

de demi-droites 
en utilisant les no1tanons du cours 

C0 e J ; J 'VU. .:>v.U.~•J.I.'-' 

= Çj u 
n'est pas 

bj, + 

est la Je, 

\ b j 1 est borné. C'est 


borné. On a donc Çj2 

2) Raisonnement ....L~ ..... L~, ... ~,~ dans le cas des demi-droites. 
co, a[ 

Une intersection finie de demi-droites 
l'intersection de deux demi-droites ~~~~·~+"'""""nT<;O>i>D•rlt:'> 

familles ; cette intersection est vide ou bien est un intervalle 
ouvert. L'ensemble est donc l'ensemble des intervalles ouverts de 
la droite. L'ensemble est l'ensemble des réunions d'intervalles · 

sait est de l'ensemble des réunions d'intervalles 

4) On trouve 
de rationnels est est 

est 

on retrouve la usuelle de 

l'ensemble des demi-droites 

ensemble borné 
donc 

· 
~-~r, ..~,~~ 

est la 
même que la dont venons de 

sont des intervalles extrémités réelles 
moins 

riche. 
Nons ne retenons donc trois 

la usuelle. 

donc la même que la tOllOlO~JLe 
ouverts obtenu 

celui obtenu à 
des ouverts de la tm:l010!l1Le 

5) Même raisonnement. La est 
Les réunions infinies d'intervalles ouverts à extrémités ration­
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R muni 

chacune des 
de 
nue au 

continues dans son 
; l'ouvert doit une 

] b, oo f, ne pas 

00 [ =]b, oo [ avec b;;;:::: a 
Mais ceci entraîne : 

f(x) ]f(a), oo[ 
ou encore . 

x< b :::::;:. f(x) ~ 
donc: 

x< a :::::;:. f(x) ~ 
doit être croissante. Examinons si cette condition 
une valeur est continue au sens 

00 r sera 
dH;cc,ntimlle, elle a une 

à 
au sens usuel ; le montre 
l'ensemble de la condition f croissante et de cette nouvelle condition est 
suffisant. 
Les sont croissantes 
et 

Par des raisonnements on trouve que les 
continues : 

de dans sont celles sont croissantes et continues à droite. 

de dans sont celles sont décroissantes et continues à uutu.:Jrtc. 


de dans sont celles sont décroissantes et continues 


e Les continues dans doivent être 
continues au sens de la t01)01oe:te dans et dans 

l'ensemble des ouverts ceux des ouverts de 
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de Ces doivent être à la fois crois,santes et décroissantes. 
Elles sont constantes. constante 

= a) est bien continue dans réci­
ouvert de contient a sera d'un 

ne contient pas a sera le vide. Donc : 
cu.JI.J.llLva.~..~. ...,.~.... ., continues de dans Ra sont les avvtl:catzo,ns constantes. 

...... .,T~""T1'"' continues de dans Ra sont les constantes, 

directe1nent. Soient 
et f(b) leurs ..........."'"""'"'· 

co1num2mt f(a) et ne contenant 
contenant a et ne contenant 

que f(a) = f(b). 
applicauo~ns continues de dans et dans 

dans R1 soit en X il faut0 ,R3 
voisinage de f(x0 ) contienne l'image d'un voisinage 

toute demi-droite Jb, + 00 r' avec b < f(xo), 
X

0 
- "tJ, X 0 + "tl [ dont l'image soit incluse dans 

3 1) lx- Xo! < 1) :::::;:. f(x) > b 
ou encore: 

Vs> 0 31) !X-Xol <"tl :::::;:. f(x) >f(xo)-s. 
Une fonction satisfait à cette condition est semi-continue inférieu­
rement. 

Pour dans 
même condition : 

Vs 3"1} s. 

appl1lcatioms semi-continues 
appl]tcaucms semi-continues 

Exercice 17. 

x de considérons l'intersection des boules rela­
rayon r R+ ! 0 l et à une famille finie d'écarts 

finie J de Appelons cet élément 

x décrit 

r R+- 1 0 ! et J l'ensemble des .......... ,,.T~""" finies 


Tout élément de 03 est un ouvert de re, c'est une intersec­
tion finie d'ouverts. Pour montrer que 93 est une des ouverts de re, 
il suffit donc de montrer que tout ouvert de re est une réunion d'élé­

et la famille de obtenuesQ_iJ&Jv,LV.JLJL'-> 

est une réunion d'ensembles 

l'ensemble J des indices des 

indice i e J et 


nnon .. ._. indice. x un 

à l'écart ei est 


écart et incluse dans la 

les ei (i e J) ; x 




Tout ouvert 
x 2) contient 

et 

nous une 

contient l'ouvert B ( x 1, 

de 

pour 

• CAS d(x, y)= sup 1 dt(Xv Y1), 
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U est une réunion d'éléments de 
eH~men·ts tels que U est aussi 

tJ''-"'"'-' ..·'"' maintenant que I 	

J est fini. 

donc à un élément de 03 inclus dans U. II 
: et un ouvert de 

une réunion d'élé1nents de 

soit fini ; et définissons l'écart e par : 

se ·ua...~i-in..-•-1-

e(x, ! · i E 1 1 
nombre 
axiomes 
de ce que: 

z) = sup ! eix, z) l ~ sup ! eix, y) + ely, z) l 
~ sup 1 eix, l + sup ! ely, z) l = e(x, e(y, z). 

D'autre la boule relative à cet écart et au 
coïncide avec la x, r) définie pr1éC(~dem1nent. 

ye n < r ~ sup l < 
i E I 

~ yE x, 
d'un ensemble U est donc centre d'une boule relative à 

l'écarte .........,... u,,'"' dans U et ces boules une base de la "'-'I.J'VAv;;;;:.JLÇ 

On aurait aussi bien utiliser les écarts : 

Exercice 

Exercice 
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contient x. Cette double condition est nécessaire et suffi-
Notons ce de raisonnement 

comme de bicontinuité de 
4, 

Pour chacune des distances d ~~-~~-~"''""'~ nous n""'"'"'...,. 

1 o vérifier d'une distance ; 
2 o vérifier la double condition nréc<~dt:mte. 

• CAS 

Première : d est une distance. 
=0 ~ Xl=Yl Î ~ 

=0 	 ~ ( ~ X=Y·= 0 ~ X2=Y2J 
Y1) = d1(y1, 
Y2) = d2(y2, 

z) = d1(x1, z1) d2(x2, z2) et 
Y2) z1) 

et à entraîne que la deuxième 
somme est à 
Donc d est une distance. 

Deuxième 
contenant le 

pour soit 

la distance que 
pour cette distance 

: d est une distance. 

~(y,~ x= Y \ Mêmes démonstrations 

3) "'.......,,,... ....... ,..,.,..", d(x, z) et 


d(x, y)+d(y, z) = sup (Cd1(x1, sup ( d1(yl, d2Cy2, z2)) 

ou au sup des sommes donc 
z) ~ d(x, 

Deuxième 
Cette fois x défini comme au a, contient la boule 

x2 ), 9) contient l'ouvert 
9) x 9). 

• CAs c) : 

y)=O ~ =Y) Même démonstration 
2) 	d(x, y)= ) 


Pour comparer et 
 comparons leurs 
carrés : 


z) ]2, c'est-à-dire
A= 
B= 

z1) ] 2 + d2(x2, 

Y1) J2 + [d2(x2, 


.d(y,z1)] 2 + [ d2CY2' 


1 • 
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A~ A' avec: 

A'= z1) ]2 + 


Y1) = 11.1 


Y2) = 11.2 z2) = 

A' = ~Î + a~ ~~ 211.1~1 + 211.2~2 

(jOmlpaJrer A' à B revient à comparer : 
ct1~1 + ct2~2 et d(x, d(y, z). Pour comparer ces yu.c::u...........v" 

comparons leurs 


(ct1~1 ct2~2) 2 et 

n est immédiat que la deuxième est 

d'ailleurs un cas très .,.ll ..JL.liJJlc 


B ~A'~ A et 


Deuxième 

x contient la boule x2), boule 

x2 ), ~) contient l'ouvert (x,~)x 
Exercice 20. 

d 

ce cas : 

sante dans 
la même ........ '"'"'<1..lJ.IèÇ 

démontrée. 

est une distance. 

~X= 

z) 

et 

ET Ô. 

r) relative à la distance ô est l'ensemble 

< 
1 ' --etant boule Ba r) coïncide avec la boule 
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Pour tout x, les deux ._,v_,v.;;;;._."'" ont donc le même ensemble de boules de 
centre x E Ba et n'est pas une boule mais est 
toutefois un 

est2o Observons d'abord que la série de terme 

par celle de de somme 1 ; oest donc bien un 

nombre réel vu., .. ._.__., 

~ ~ x=y 
ô(x, y) = o(y, x) = Ôn(y, x). 

Enfin: 
z)

+ 

z) 
n=1 

oest bien une dl~>tmJ.ce sur E . .n..u•uco.llv.L_," 

définit. 

Une base des ouverts 
ucoJL.L.UJl\:0 par la distance oi étant fournie 

du;tanc1e, on obtient conformément à la 
des ouverts de 'C' en 

x.I ] - I 

I décrivant l'ensemble des 
décrivant R+- l 0 l et leurs 

Pour montrer nous nous trouvons dans la 
même situation devons montrer 
tout ensemble la base des ouverts contient 
une boule Bo (x, r) de contient un ouvert U 

contient x. 

Soit un ouvert : 


x.x -I 

déterminé par le choix de I = ! 

Soit x= 1 x1c ! , E N), un 


à ; les autres xk étant 

Xi est donc le centre 


1 

1 

(Çt 1 , t~ 1), ••• , Xin est le centre 
(Çin, Çn)• 

Posons alors : 

, 2i .. e t 


- l \~ fi 1 

r. Cette boule est 
incluse dans U. Il est en 

de centre x et deet considérons la boule 
somme de la série 

Û= 

http:dl~>tmJ.ce


définissant 
inférieur à r, 

ce entraîne : ôi(xi, 
soit: y, 

soit une boule < ~ l 
no tel que : 

1 

onLa boule 

rendre o(x, inférieur en choisissant les distances 

la les indices n ~ n 0 

de 

2 et 

c'est-à-dire 

< 

est : 

< 

ensemble inclus dans ) , et 

(xn, x 

c'est-à-dire un ensemble U. 

---

Exercice 21. 

Par définition 
CO.illl)O~;ee de deux 

f continue ~ 

que 

) 

soient continues. 
est un ouvert 

continues · 

pour tout 

e ô 1 est un ouvert de F. De ........,,........"', par f de 
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soit inférieure à r, il faut que chacun des termes soit 
en parncUJliei 

ViEl 

1 
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e 

est un ouvert de F 

constitue une 

sur et sur 
(x'l, e x 
schéma suivant. 

est bicontinue. 

= '?2°P2· 

UU'L.I..H'"''-' et p1 l'est 
est continue. On montrera 

=0 ~ f=g 
= ô(g, 

Exercice 22. 

I. - 1° ô(f,
o(f, 

f,g, h: 
a, b, c 

= sup 

a', a", a"', b', b", b'", c', c", c'" les 

;:::: 
;:::: sup 

ô est donc bien une auaanc•e. 

2 o Soit une isométrie directe f. 
Cette isométrie être décoml)O!'lée 
en a', b en ~' c en oc, et un arbitraire m 
de centre a tranforme 

ô(e, f) = sup (aa', bb', 

transforme a 
en 11, d'une rotation 
en m'. Si on par 
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D'autre 

ma
=aa' 

b 

Or ~ ~b bb' = aa' bb'. 

D'où: mm'~aa' 
ma+ :;:;;;~(e,f). 2 

Donc: 

À étant un coefficient 
 ne que du m ne
""""~~-"'"' ........... pas de f). 

Plus généralement, si f et g sont deux ....omL.>T..Y de même nature 
-1 
gof(m)), 

est une isométrie 


est une isométrie 
..-.n..<H-r-'RTTA 

-1 -1 

gof(m)) ~ À.~(e, g .f) =À. f). 
Donc: 

si on na.,~.-.·,...,.,. par h la distance de c au côté ab 

cc' > cc1 - = 2 h ­
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en le résultat trouvé dans 

c1c' ~ aa' (aa' + 
k étant un nombre fixe. 

D'où : cc' > 2h- ks. 

h et k étant il est clair ne pour tout s, avoir cc' < s. 


Il en résulte existe un voisinage d'une f dans 
il a que des applications de même nature. 

En effet : ~(f, g) < s Ç::;:> 'è(e, og) < s et nous venons de voir 
existait se R+ tel que cette inégalité ne puisse être satisfaite que par 
--1 
f og positive donc f et g de même nature. Cela signifie que toute isométrie 
positive (resp. négative) possède un voisinage où il n'y a que 
des isométries J?Ositives (resp. négatives). Donc, l'ensemble P 
des isométries positives et celui, N, des isométries négatives sont voisi­

de tous leurs · ce sont deux ouverts et ils sont co:mJHenu~n-
donc ils 

4o Nous devons montrer que l'application : 
(f,g) EG2 ~ EG 

est continue. 
ce qui pour alléger nous écrirons fg au lieu de fog). 

(f 0 , go) e G2 et soit donc à montrer que l'on choisir f suffisam­
ment voisin de fo et g suffisamment voisin de go pour o(f0g0-l, fg-1 ) 

soit inférieur à s donné. En vertu de ce a été ci-dessus, nous 
ne considérerons que f et g respectivement de même nature que fo et g0 • 

On a: 
(1) 

Ouvrons alors une parenthèse pour voir comment la multiplication 
une même isométrie modifie la distance de deux isométries. On a 
utilisé le résultat évident : 

Y h Yf Y g o(hf, hg)= o(f, g). 
Comparons maintenant 'è(f, g) et o(fh, gh). 

o(fh, gh) = sup [d(f(h(a)), g(h(a))), d(f(h(b)), d(f(h(c)), g(h(c))] 
or, d(f(h(a)), g(h(a)) ~ À.~(f, g), À dépendant de h(a), mais ni de f, ni 
de g, pourvu que f et g soient de même nature. 
De même: 

d[f(h(b)), g(h(b))] ~ À'.~(f, g), 
d[f(h(c)), g(h(c))] ~À" .o(f, g). 

D'où: 
o(fh, gh) ~ fl·. ~Cf, g) avec [J. = sup (À, À', À"). 

Donc: 
si f et g sont de même nature, 

y h ô(fh, gh) ~ [J.. ~(f, g) 
ae]peiHl~lnt que de h. 

le terme de (1) inférieur à [J.. 

de g0 , puisque f et fo sont même nature ; 
à o(go-1, g-1 ). 

'è(go = 'è(ggo e) =v. ô(ggo), 
v ne oe]peilO~Lnr que de go gg0 -

1 et e sont de même nature. 
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Donc: 
'J. g). 

pour avoirIl suffit de 

<s. 

5o Nous savons un groupe 
d'un élément h se des voisinages 

-----7 
le cas 

(f hf) 

de 
tions à droite et à gauche relatives à h (f 
(Nous avons même vu, dans la question précédente, 
ticulier de ce groupe, les translations à 
non seulement des homéomorphismes, mais aussi des isométries). Pour 

a1 , c1), il 
distances. 

co:mJ)ai'er les topologies définies sur G la distance 8 à 
a, b, et par une 81 de 

donc de comparer les e pour ces 

Soit un voisinage de e, pour ô, suffisamment petit ne contenir 
que des isométries positives, et f un de ses éléments. résultat de 2• 
nous montre que : 

d ( a1, {(a1)) :::;;; À. o(e, f) 

d ( b1, {(b1)) :::;;; !Jo. ô(e, f) 

d ( C1, {(Cl)):::;;; v.o(e, f) 

d'où: 81(e, f) :::;;; k. o(e, f), 
k désignant le plus grand des trois nombres À, !Jo, v, et étant donc un réel 
dépendant de (at, b1, c1) mais non de f. Il en résulte que toute boule 
pour ô, de centre e, de rayon r, contient la boule pour 81, de centre e, de 

rayon k. Comme les rôles des deux triplets de points sont 

l'identité des deux topologies est bien établie. 

D'autre part, si l'on remplace dans le la distance d une autre 
des distances définies en I, 2, 2, soit d', on a vu (exercice que toute 
boule du plan relative à la distance d et de s une boule 
de même centre relative à la distance d'et un rayon s'. Il en résulte 
que la boule B(e, s) de G la distance 8 associée à d, et est l'ensem­
ble des isométries f 

d(a, f(a)) < s d f(c)) < s 

contient l'ensemble des isométries f vérifiant : 
d'(a,f(a)) <s' d'(b,f(b)) <s' c,f(c)) <s' 
est la boule B(e, s') pour la distance o' associée à d'. 

Comme on peut encore échanger les rôles de d et d', l'identité des 
topologies est encore établie. 

6° Considérons le sous-groupe T des translations et soit un point 
du complémentaire de T dans P, c'est-à-dire une rotation r, de centre (J} 

et d'angle e# 2k1':. Cherchon's si dans une boule de G, de centre r, de 
rayon s, il peut y avoir une translation t ; il faudrait a(t, r) < s. Or, nous 
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savons que d (t(hl), r(hl) < À. o(t, r), et comme d( t(hl), r(hl)) est 
tude l de la faudrait : 

l <À 1:, (1) 
À étant fixe quand (J} est choisi. 

Mais, d'autre il faudrait a'a" < s, si a' et a" sont respectivement
les images de a par t parr. 

a'a" > aa" -aa' = 2a (J} sin ~-l2 • 

Il faudrait donc : 

2 
. 

a (J} sin 
0 
-
2 

l < s 

l > 2hla sin ~ - s (2) 

Il est clair que hl, eet À étant fixés, (1) et (2) ne sont pas compatibles 
pour tout s. Tout point du complémentaire de T dans P possède donc un 
voisinage inclus dans ce complémentaire ; ce complémentaire est ouvert 
et Test fermé. 

De même, considérons le groupe R0 des rotations de centre 0 fixe 
et soit un point du complémentaire dans P de R0 , c'est-à-dire une iso­
métrie positive f qui ne laisse pas 0 invariant. Cherchons si dans une 
boule de centre f, de rayon s, il peut y avoir une rotation r de centre O. 
Il faudrait ô(r, f) < s ; donc d ( r(O), f(O) ) < Às, À étant fixé quand 0 est 

fixé. Mais d (r(O), f(O)) = 00', si 0' est l'image de 0 par f; 00' étant 
il existe s tel que 00' ne soit pas inférieur à Às. Nous concluons 

comme précédemment que P -- R0 est ouvert et que R0 est fermé. 

II. 1 o L'ensemble des translations est un sous-groupe invariant de 
G (cf. A.P.M. 1, p. 41). Sis est une translation, il existe donc toujours une 
translation s' telle que s'or.p = r.pos. On en déduit : 

s'= r.poSoql-1. 

D'où s'(hl) = r.p [s(hl)], c'est-à-dire s'= '?(s) ou s = r.p-l(s'). 

2o Evident. 

3o La distance de deux isométries, l'une positive d'angle 6, l'autre 
négative de paramètre 61, est minorée par : 

jcos6-cos61l +!sine+ sin61l +lsin&-sin(hl + lcos6 +cos 6tl· 

Si l'on considère les deux points du cercle de rayon 1 et d'abscisses 
& et fh, lcos6-cosfhl + jsin6-sin61! majore la longueur de la corde, 
et !sin 6 +sin (hl + !cos 6 +cos 61! majore le double de l'apothème. Leur 
somme majore donc le diamètre du cercle. La quantité considérée est 
donc au moins égale à 2, et comme elle vaut 2 pour 6= fh, 2 en est le 

grand minorant. 

Dans G, une boule de rayon inférieur à 2 ne contient donc que des 
isométries de même nature que son centre. Pet son complémentaire sont 
donc tous deux ouverts, c'est-à-dire aussi tous deux fermés. 
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4 o 8 donne une distance sur P et une distance sur N est évident. 
De jcos6-cos .. j + jsin6-sin .. j <216-'t'l 
résulte immédiatement boule, de rayon inférieur à 2, pour 
contient une boule de centre pour 8. 

Inversement, si jcos 6- cos ,.1 jsin 6- sin .. j < h < 1, la corde 
de l'arc (6- ,.) du cercle de rayon est inférieure à 2 h et on a
16- ,., < 1Ch, ce qui prouve que toute boule de rayon assez pour 8 
contient une boule pour d. 

Tout élément de G a donc même filtre de voisinages pour les deux 
topologies. 

5o Soient fo = f0 ocp0 et g0 = S0 o!}0 deux éléments de G et f = tocp, 
g = socp deux éléments respectivement voisins de fo et go (cp caractérisée 
par 6 et !} par ,.). 

Etudions d(fog-1 , f 0 og0 -
1). Pour cela, mettons fog-1 sous la forme 

uox, u translation, x transformation orthogonale de Too. 
Or, fog-1 = focpoqr1 os-1, ce qui, en vertu du résultat de 1o, vaut : 

tos'ocpol}-1 = (t s')o<porl avec s'= <pocp-l(s-1). 
Autrement dit, le vecteur s'est du vecteur-s par la rotation 

(6-'t"). 

On a: 
'ô(fog-1, /o0 Uo =lit+ s'- Cto + s'o)ll + j6-'" ao+ '"ol 

~lit- toi!+ Ils' -s'oll + 1-r- 't'ol + j&-6ol· 
Or, l'application qui au vecteur s et à l'angle (a ,.) =a fait cor­

respondre le vecteur déduit de - s par la rotation de Too a est 
continue en (s, a). On aura donc Ils'- s'oll aussi qu'on voudra à 
condition que Ils- soli + la- a0 j le soit. On aura donc finalement 
'ô(fog-1 , foogo-1 ) aussi petit que l'on voudra, dès que 'ô(f, / 0 ) et 'ô(g, Uo) 
seront assez petits. 

6 o Pour définir une des distances définies en 1, nous choisissons le 
triplet constitué de oo et des points de coordonnées (0, 1) et (1, 0) par 
rapport au repère de Too. Comme on a montré (en 1, 6°) que l'on pouvait 
prendre dans le plan une quelconque des distances équivalentes à la 
distance euclidienne, nous choisirons ici la plus commode pour le but 
visé : la somme des valeurs absolues des différences des coordonnées par 
rapport au repère de Too, et nous appellerons 'ôr la distance correspon­
dante sur G. 

Si x et y sont les coordonnées d'un vecteur t, la distance 'ôr de deux 
isométries directes, f et f', calcul être fait pour deux 
isométries inverses) sera le plus grand des nombres : 

x-x'l + !Y-YÏ 
x-x'+ cos 6-cos 6'1 + jy-- y'+ sin6-sin6'jlx- x'- sin 6 + sin 6'1 + IY- y' + cos a- cos 6'1· 

Si l'on désigne par on, celle qui a été utilisée en II sous le nom de 'ô, 
on a évidemment 'ôr < 2'ôn, et inversement, il est clair que si 'ôr (f, f') < c, 
on a jcos 6·- co;s, 6'1 < 2s et jsin a- sin a'j < 2s. D'où 16- 6'1 < 41Cs et 
'ôu(f, {') < (1 + 47e)s, d'où il résulte, comme en 4o, que 'ôr et ou condui­
sent à la même topologie. 

Exercice 23. 
Le fait que l'on ait une distance et qu'elle définisse une topologie 

compatible avec l'addition est évident. 
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il suffit de -rolrno-r.n-... .,. ... que : 

. (a{ 
i,k 1 .l 

i,i,k 	 i,j,k 

et que l'ensemble des coefficients des matrices ..,.,.,..,.,...,. ............... à une boule 
pour centre une matrice donnée est borné. 

Exercice 24. 

Soit C un convexe d'un espace vectoriel E. Soient x et y 
derux points quelconques de C et soit (ÀX + uy) avec À +u =~ 1 (À et 11 
positifs fixes) un barycentre positif quelconque de ces points dont nous 
désirons montrer aussi à C. 

Considérons f définie par : 

f (x, y) = ÀX + uy, 


est par définition des espaces vectoriels topologiques. Soit 
un voisinage (Àx + uy). Son in1age réciproque par contient un voi­

de (x, y). Un tel voisinage contient un voisinage la forme : 
Vœ X V 11 avec E CV (x) et V 11 E CV (y). 

V 11 

l'hypothèse Vœ et V11 rencontrent C. On peut donc trouver dans 
un élément (xh y1), où x1 et y1 sont des points de Cet : 

f(x1, Y1) = ÀX1 + tLY1 EV. 
Mais (ÀX1 + f!.Y1), barycentre positif de deux points de C 
Donc tout voisinage V de ÀX + llY rencontre C, ce que l'on 
trer. 

Exercice 25. 

1 o Nous devons montrer que les 
f: 	E2 ---7 E cp:CXE 


(x, y) ---7 x y et (À, x) 


sont continues. 

a) Pour la première, soit (x0, y0) un élément de E2 • Pour que f soit 

continue eu ce point, il faut et il suffit que : 

Ys 3 'tl d( (x, y), (x0, Yo)) :::;;'tl ===> d(x-y, Xo-Yo) ~s. 
Or: 

d(x- y, Xo- Yo) =llx-Y- (Xo- Yo)ll ~llx-xoll +IIY-Yoll 

l!x-xoll:::;;; 
sera inférieur à s si : 

IIY- Yoll:::;; _:
2 



-182­

c'est-à-dire pour (xo, Yo) )< '11 = ~ si l'on pour distance 

sur E2: 

d((x, y), (xo. Yo))=sup (llx-xoi!,IIY-Yoll) 
distance dont on a montré (cf. exercice 19) était une de celles 
dé1tini.SS2Lieiit la topologie ...,.....r,r~ ...... 

b) Soit (1.0, x0) un élément de C X E. Pour que cp soit continue en 
ce point, il faut et il suffit que l'on puisse trouver un voisinage de 
Oo, Xo) tel que, pour tout (1., x) appartenant à ce voisinage: 

d(J.x, À0X0 ) ~ e. 
Or: 

d(l.x, /.oX0 ) = I!J..(x-x0 ) + x 0 .(1.-1.0 )1l 
~ p,l.llx-xoll + llxoll·l!.-!.ol 

sera inférieure à e si, 

11.-J.ol < 211;oll et !lx-x0 ll < 
en choisissant 1.1fixe tel que P·1l > l!.ol, 
donc si: 

1 

p, - Ào/ < in('( 2/~o/1 , iÀt - À0/) 

) 

1 1 •!IX-Xoll < 211 
1 

L'ensemble des ()., x) satisfaisant à ces deux inégalités est bien le produit 
de deux boules relatives à chacune des deux topologies sur C et sur 
donc un ouvert de C XE, c'est-à-dire un voisinage de (10, x0). 

2o Ne supposons plus connue la topologie sur C et considérons la 
restriction de <p à une coupe de C X E où x = e1, en désignant par e1 un 
vecteur de norme 1 (on peut toujours trouver un tel vecteur en divisant 
par sa norme un vecteur quelconque non nul). Cette restriction de <p fait 
correspondre l.e1 à (À, e1). Elle doit être continue. Pour qu'il en soit ainsi, 
au point (1.0, e1) il faut que, pour tout e positif, l'ensemble des couples 
(À, e1 ) pour lesquels d(l.e1, 1.0e1 ) < e, soit un voisinage de 1.0e1. Or, 
d(J.e1. l.oe1) = 11.- 1.0 1· Cet ensemble est donc l'ensemble : 

1(e1, À) ; Il- 101 < s 1 . 

D'autre la topologie sur la coupe étant induite par la topologie 
produit, un voisinage de (1.0, e1 ) est un ensemble 1 (e1 l) 1 , où À décrit 
un voisinage de 1.0 pour la topologie cherchée. Pour' que l'application 
cp soit continue, il est donc nécessaire que l'ensemble des À tels que 
1À- l.o1 < e soit un voisinage de 1.0 pour la topologie cherchée. La topo­
logie usuelle, définie par la distance, répond bien à la question, l'ensemble 
1 À ; Il- 1.0 1 < e 1 étant alors une boule, donc un voisinage. Toute autre 

topologie répondant à la question admet en tout 1.0 un voisinage 
inclus dans cette boule. Son filtre des voisinages est donc fin que 
celui de la topologie usuelle. 

Exercice 26. 
Dans chaque cas, il faut montrer : 
1 o qu'il existe une bijection entre les classes a-c::!qunv:atence, 

la relation C'f2 envisagée, des ensembles a), b) ou c) 
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2° montrer cette et la .D111ec·non r4êcilorc»ante 
de tout ouvert espaces est un ouvert 

• CAs a). La bijection, fait correspondre une droite issue du 
centre de la sphère (élément de (R)) et l'ensemble des deux 
elle perce la sphère (élément de c;e). S2! c;e étant muni de la 1:m:Jo1m.nte 
quotient, déduite de la topologie sur la sphère par la tmJolo!!:Ie 
usuelle de les ouverts de S2/ CJe admettent base 
intérieurs des couples de cercles opposés sur la .,..,.,h.O.••a 

Tout ouvert de cette base a pour image, dans la bijection, l'intérieur d'un 
cône de rév~luti~n de somment 0, donc un ouvert de P2(R). Réciproque­
ment, tout 1nténeur de tel cône (dont l'ensemble forme une base des 
ouverts de PiR)) a pour image l'intérieur d'un couple de cercles de S2, 

donc un ouvert de S2 / c12 • 

• CAs b). On a encore une bijection évidente entre une droite issue de 0 
et le point où elle perce la demi-sphère !l si elle n'est pas dans le du 
cercle limite C, le couple des pmnts où elle la perce si elle est le 

de C. Il y a donc bijection entre P 2(R) et !l/9:{. 

Les ouverts de !lfCtè sont les images par l'application ca:no:mcrue 
soit des ouverts de !l qui n'ont pas de points communs avec de 
ceux qui ont en commun avec C les intérieurs de deux arcs cercle 
diamétralement opposés. On obtiendra une base de ces ouverts en 
nant l'ensemble des' par canonique des v .......,.__.........u.. ""'" 

suivants : 
1o intérieurs des cercles situés tout entiers dans !l ; 

2o ensembles obtenus à partir d'un cercle coupant C comme la réu­
nion de la de l'intérieur de ce cercle située dans !l et de la 

de cet intérieur situé dans C ou 
d.eJmi-·SOI1é1~e c~om:pH~mlent:an·e de !l. 

Or cette base des ouverts est l'image par la 
de la base des ouverts de P2(R). 

CAs c). La deJtiH··SD.Ilè1~e 
tion orthogonale, avec le rn ~UT111 .:> 

de !l correspondant aux 

http:11.-J.ol
http:llxoll�l!.-!.ol
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entre Cf2 et , si on Cfl' la relation 
donc entre P2(R) et D /Cfl '. Le fermé D étant muni de la 

nnJolo!!ilte uuu:nte par la topologie usuelle plan, les ouverts de D/Cfl' 
l'application canonique des ouverts du sont 

'lntt.'i-M~n,r-"' à D ou coupent C selon des arcs diamétrale-
prendre pour base de ces ouverts les ensembles 

oeux de la base des ouverts de IJ/Cfl. Cette base des 
' sera donc l'image par la de celle de P2(R). 

Exercice 27. 

Il y a une !Jijec.tion évidente entr~ ~n cercle passant ;{>ar 0 et l'en­
semble des d~oltes Issues de 0 (et privees de 0), à condition de faire 
correspondre a 0 la tangente au cercle en O. 

Une base des ouverts de la topologie induite sur la droite projective 
la topologie du plan projectif est formée des intérieurs des angles 

sommet 0 (considérés comme ensemble de droites). L'image de cette 
base par la bijection précédente est formée rensemble des arcs ouverts 
du cercle, donc par une base des ouverts la topologie usuelle du cer­
cle. L'homéomorphie est donc établie. 

Exercice 28. 
-1 

Soit la famille l f(F') ; F' E :1' 1 . Pour que cette famille puisse 
être une base de il faut qu'elle ne contienne pas le vide. La condi­
tion: 

VF'E F' n f(E) =F 0 
est donc nécessaire. 

Cette condition étant Cf3 ne contient pas le vide et n'est pas 
vide. Par ailleurs : 

-1 
e 93, e 3 e 9-' f(F'1) = 


d'après les propriétés des applications réciproques : 

-1 -1 -1 

/(F't) n ((F'2) = f(F't n F'2) E 
donc satisfait aux axiomes de base de filtre. 

Remarquons que Cf3 n',est pas un filtre malgré la vérification des 
deuxième et troisième axiomes des filtres, car si B e Cf3 et G :::> G peut 
ne pas être image réciproque d'un élément de C:f'. 

2° est une base de filtre puisque c'est l'image 
base de f( 93) qui satisfait évidemment à la condition 

-1 
= 1f o f(B) ; B E 93 l , 
-1 

or fo f(B) :::> B, donc 
E 3BE'*3 

si l'on désigne par c;;: et les filtres re:;;;n«:~ctJLvem.:~nt 

par Cf3 e~t le filtre est moins fin que le 

filtre de base CfJ' satisfait à la condition du 1o, est une base de filtre 
sur E et son image est une base de filtre : 

-1 
= 1to f(B') ; B' e (w 1 , 
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mais cB'; 

VB'E 93' 3 cB'. 

"'"'LAA".a.a.J.t à la condition du 1o, est base d'un filtre 
par 93'. 

Exercice 29. 

:f le filtre de Fréchet et pour 
lim sup et lim ne sont 

donnée en A.P.M. 1 du fait 
':"""'""!"-,..;;... se généralise : soient a = lim sup 

g: soit à comparer sup f(F1 ) et et F
2 

éléments quelconques du filtre . Considérons F 3 = F
1 

n 
f(F1) :::;; inf f(Fa) :::;; sup f(F3) :::;; f(F2). 

Il en résulte tous les sup f(F) sont de tous les 
donc la borne des sup est au moins égale à la borne 
des Soit: 

b :::;;a. 
Cette démonstration est valable que a et b soient ou In:11m:es. 

Dans le cas où b = a et où ce nombre est la définition de
lim sup d'écrire : 

Ys 3 E :1 sup f(F1) < a + s 
et celle de lim 

Vs 3 F 2 E :Y: f(F2) > a - s. 

Donc: 
Vs 3F8 = n F 2 E :7 a - s < f(F8 ) :::;; sup f(F8) < a + s 

ou f(F8) c ]a-s, a s[. 

L.es int?rvalles ]a - s, ~ + s [ décrivant une base des voisinages de 
a, .c~CI expnme que le filtre 1_1nage de :1 par f est plus fin que celui des 
voisinages de a, autrement dit que f tend vers a suivant le filtre 9- ~ 

Si a= b = oo, le fait que ! inf f(F) 1= + oo se traduit par 
F 

Y A 3 E :1 f(F1) > A 
ou f(F1) c ]A, oo ] • 

oo] décrivant une base des voisinages de oo, on a encore montré 
tend vers + oo suivant le filtre :1 . La démonstration serait évidem­
la même pour le cas a= b =- oo. 

Réciproquement, si f tend vers a suivant le filtre on a, dans le cas 
où a est finie : 

Vs 3 F e CJ f(F) c ]a - s, a +s [, 



-186­

oe entraîne: 
sup <a e: d'où sup 

F 

f(F) >a-s d'où 
F 

d'où l'égalité des deux limites. 

Et dans le cas où a est co : 
Y A 3 F E 9- f(F) c ] A, + co], 

ce qui entraîne : 
V A 3 FE Y: inf f(F) >A d'où sup inf f(F) =co, 

d'où encore l'égalité des deux limites. 

Les deux limites inférieure et supérieure d._e f. le . sont 
égales si, et seulement si, f tend vers cette lzmzte commune suwant le 
filtre Y: • 

Si, en particulie:r, Y:= cv (x0 ), et ~si les .. deux limites .M(f, Xo). et 
m(f, X0 ) sont égales, on aura M = m = f(X0 ), pu~sque f(xo), qu1 arpp~rl~ent 
à tous les f(F) est d.ans le cas général, compns entre ces deux hn;ntes. 
L'égalité de M(f, x 0 ) et m(f, x 0 ) carac~érise donc les fonctions f cont~nues 
en x 0 puisqu'elle caractéris·e les fonctions f tendent vers f(xo) sutvant 
le filtre des voisinages de X 0 • 

2o Soit a= lim f et soit l une valeur d'adhérence de f suivant 

le filtre 
Y e: V F E Y: f(F) n ] l - e:, l + e: [ ~ ~' 

donc V e: V F E 9 sup f(F) >l- e:, 
donc Vs a= ;:::l-e:. 

Ceci exige: 
a;;::: l. 

a ~est donc un de l'ensemble des valeurs d'adhérence. 
D'autre part, a est lui-même valeur d'adhérence. En si a est 
la définition de lim f montre que : 

V 6 3 E Y: a ~ sup < a s, 

et la définition de sup f(F 0 ) montre que : 
V e: 3 xE f(x) > sup f(F0 )- e: donc f(x) E - e:, a+ e:[. 

D'où: 
V e: 3 f(F0 ) n ] a - e:, a + e: [ ~ ~. 

si on considère un élément F du filtre inclus dans 
sup f(F) < sup f(F0 ) < a e:, 

donc: 
V e: V F c f(F) n ] a- e:, a + e: [ ~ ~-

Mais si on un élément F' de son intersection 

ms~1n:ag(~s 

Y: 
avec est incluse dans et f(F') n 
vide. 

Vs VF EY: n ]a-e:,a 
une base des-s,a+s[ 
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on a 

VF E Y: sup = oo. 

D'où: 
V A V F E Y: f(F) n ] + co] ~ ~' 

ce démontre encore que co est valeur 
tous les cas, a est grande des valeurs On 

démontre de la même façon que b est la plus petite. 
3o Si Y:' est plus fin que Y:, alors l F ; FE CJ 1 c l F' ; F' E Y:' J • 

Donc 1sup f(F) ; F E Y: ! c l sup f(F') ; F' E Y:' 1 , 
d'où lim sup ~ lim sup y: f. 
De même lim ~ lim y: f. 

En particulier, si g et g' sont les filtres des voisinages d'un même 
point x de E pour des topologi1es différentes, on voit que la plus grande 
des limites supérieures est obtenue pour la topologie la mOins fine. En 
particulier, la plus grande de toutes les limites supérieures est obtenue 
pour la topologie grossière et la plus petite pour la topologie discrète. 

Si E est muni de la topologie discrète, pour X 0 E E quelconque, 
les éléments de cv (X0 ), il y a l X 0 1 , donc : 

lim sup f = lim f = f(xo), 

et f est continue en X 0 • 

Au contraire, siE est muni de la topologie grossière, le seul élément 
de CV(X0 ) est E et : 

lim sup f = sup f(E), 
CV(xo) 

lim f= 
C1J(xo) 

Pour que f soit continue, il est donc nécessaire et suffisant que f 
soit constante sur E. 

Exercice !JO. 

Supposons que f : E ----? F prenne deux valeurs distinctes a et b. 
En vertu de (T0 ), un de·s deux points, a fixer les idées, pos~sède un 

ne contient pas b. Mais 
entier et alors f(E), être 

n'est pas vide, ne 
inclus dans 

aurait contradiction. résultat 
le cas où F était 

Exercice !J.1. 

1 o Si a=;'= b, 
--~ ! a l fermé ==? E - 1a l ouvert E- ~ a J E ~v (b). 
De même E- 1b! E cv(a). 
Donc (T1) est vérifié. 
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neczJ,Proquemten.t, si est vérifié : 
Yb:::;'= a 3 V E CJJ (b) a V. 

Mais ceci E- ! al E ~--v (b) ; l'ensemble E- la 1 étant voi­
sinage de tous ses e~s~t ouvert; donc ~a l est fermé. 

2o Si des voisinages de a contenait distinct de a, 
po1urr·au pas être vérifié pour a et b ; donc entraîne que 

l''iv,t-·o....C!.c•,....,,,...~ des de a soit réduite à 1a l • 
Réciproquement, si des voi'Sinages de a est réduite à 

1a 1 et si b :::;'= il y a au moins un voisinage de a ne contient pas b, 
et on de même existe un voi'sinage b ne contient 
pas a. 

Exercice 32. 

1o Nous allons montrer que A', ensemble dérivé de est fermé en 
montrant qu'il coïncide avec son adhérence . Soit donc x et soit 
V un voisinage quelconque de x. Par définition de 
nage de x rencontre A' et contient un ouvert 0 
On donc dire : 

3 a E 0 c: V E cv (x) a e A'. 
L'ouvert cont·enant a, est voisinage de a · 

il existe un voisinage W de a ne x ; coJnsiaeJrorts 
W n 0 =V' ; V' E '-V (a) et 

V' n A:::;'=!ZS. 
V:::> V' :Ce 

v n A:::F!ZS, 
nn'I'C!.rrn&> v· ne contient pas x : 

-1 xl) n A:::F~. 
C'est dire que x est d'accumulation de A. On a donc montré que 

xE ~ xEA', 
donc que A' est fermé. 

2° Si A est 
mulation est 
un ensemble A contenant son dérivé A', et soit x e 
ou bien x A ; dans ce deuxième x ~serait un 
tenant pas l'ensemble, donc un de A' ; 
aurait contradiction. Donc : 

xEA ~ xE 
c·esr-:a-u.In~ que A= et A est fermé. 

Exercice 33. 

d'accumulation l d'un 
de A à l'intérieur 
E il 
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en un x2 distinct de l et ainsi de suite... ; 
contenu dans c et dans on un 
et ne contenant x 1, ••• , Xn A en Xnt 1 l ... 

Pour A, prenons alors l'ensemble un ; n e N 1 des 
valeurs d'une suite. Le raisonnement précédent montre 
infinité d'éléments un dans tout voisinage de donc que 
l'ensemble 1 un ; n > n 0 l rencontre cv (l), donc que l est 
renee de la suite. Si maintenant l hypothè·se, point 
la suite, ou bien l est un de la ou bien c'est un 
mulation. 

valeur d'adhérence de la suiteadhérent à l'ensemble ouvaleurs d'une suite est de la suite. 

Exercice 34. 

Si la topologie 'L'1 est fine que '<:1 et si satisfait à (T2), il est 
évident que y satisfait puisque les voisinages suivant sont voisi­
nages suivant 

Si 'C2 n'est pas séparée c'est que, pour un (a, b) d'éléments 
distincts de E, il n'existe pas de disjoints V cp (a) et V' E cv (b). 
Si r['2 est moins fine que (C 2 , les C}J'(a) et cv'(b) sont moins fins 

CJJ(a) et (b), il sera a fortiori impossible d'y trouver des éléments 

Exercice 35. 

Soient a et b distincts on.:nO'PT<~n~lnT à A. 
~ 3 v 3 V' e C}? (b) v n V'=0. 

Ceci entraîne évidemment : 
(V n A) n (V' n A) = ~' 

Exercice 36. 

la topologie soit séparée, il faut que soient 
....."''' ........."'""• il existe des voisinages de ces deux 

Mais ces voisinages contiennent respectivement des boules de 
centre x et Il est donc nécessaire existe de teHes boules disjointes. 

sie pas une distance et si x et y sont tels que e(x, y)= 0, toute 
boule de centre x contient y. Il est donc nécessaire que e soit une distance. 

2 o Si la condition est les boules de centre x et y 

est vérifié. 

I, 3 r > 3 r' > 0, 
,y, =!ZS. 

http:c�esr-:a-u.In
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t..ojnsiummnLs alors la finie U c I : 
B(J U J', x, r) c B(J, x, r), 
B(J U J', y, r') c B(J', y, r'), 

donc B(J U J', r) n B(J U J', y, r') = 0 
Si pour tous les indices E J U J' on avait e;,(x, y)= 0, (1) serait Imno:s­
sible. Il existe donc au moins un indice i tel que ei(x, y)~ O. 

Exercice 3.7. 

Supposons que E soit séparé et soit (a1, a2 ) avec a1 ~ a2 un point du 
complémentaire de la diagonale. Il existe deux ouverts 0 1 et 0 2 de 
tels que : 

n 

~ 

~ --------~ 

L'ensemble 1(x1 , x 2 ) ; x 1 E 0 1 ; x2 E 0 2 ! 
-1 -1 

est un ouvert de (E X E) puisque c'est pr1(0 1 ) n pr2(02 ). Il contient 
(a11 a2 ) et son inters~ection avec la diagonale est vide. Donc (a1, a2 ) appar­
tient à un ouvert inclus dans le complémentaire de la diagonale. Ce 
complémentaire est ouvert et la diagonale es.t fermée. 

Réciproquement, supposons la diagonale fermée. Soient a1 et a2
di1stincts de E. Cons,idérons le point (a1, a2 ) de (E X E) appartient 
au complémentaire de la diagonale ; ce point appartient à un ouvert dont 
l'intersection avec la diagonale est vide, donc à un élément de la base 
des ouverts 

-1 -1 
pr1(01) n pr2 (02 ) avec a1 E 0 1, a2 E 0 2, 

dont l'intersection avec la diagonale est vide. Ceci n'est possible que si 
01 n 02=~. 

La topologie sur E est séparée. 

Exercice 38. 
Supposons que tout point admette une base de voisinages fermés. 

Soit x un point et F El: x un fermé. Le complémentaire ( F de F est un 

aussi à cv (x), dont 

est un ouvert et 

==>Fe( ==> c E cv(F). 

VOJLSiila§'~e de x. Il contient un fermé F 1 

e cv (x), l'axiome (T8) est vérifié pour x et par et ( 

Réciproquement, supposons l'axiome (T3) vérifié et soit x E E et un 

voisinage ouvert V E qJ (x) ; ·son complémentaire ( V est fermé. En 

appliquant (T8) à x et à (V, on en déduit l'existence d'un voisinage 

W e CJ) V ) et d'un voisinage V' E cv (x) Il existe un ouvert 

0 tel que: 

W::::>O::::>(V et V' c (W. 

n en résulte : 

(wc(OcV et V' c ( 0, 

donc V contient le fermé ( 0 ; alors 0, contenant V', est bien voisinage 
de x. Tout voisinage ouvert V E C}J (x) contient un voisinage fermé. Si V 
n'est pas ouvert, il contient un yoisinage ouv~rt auquel s'appliq:u.era le 
raisonnement précédent. Tout pOint x admet bien une base de vo1s1nages 
fermés. 

Exercice 39. 

1o a) ; À ER 1 est l'ensemble des x tels que f(x) soitn \ 9 (f, À) 

inférieur à tout réel · cet ensemble est donc vide. L'union des mêmes 
sous-ensembles est l'~nsemble des x tels que f(x) possède dans R un 
majorant ; c'est donc X tout entier. U19 (f, À) ; À < tJ. l est l'en­

semble des x tels que f(x) soit inférieur à tJ. ; c'est donc 9 (f, tJ.). 
b) Si on remplaceR par une partie E partout dense (pour Eon 

rait par exemple), tout réel est majoré par des élément~, 
donc ensemble considéré est toujours vide, et le deux1eme 
toujours D'autre il reste évident que : 

19 Cf, À) ; À< tJ., À e E l c (f, tJ.) (1). 

D'autre si xe (f, tJ.), c'est que f(x) < tJ. ; mais E étant partout 
existe À

0 
compris entre f(x) et tJ. et x à 9 (f, Ào), donc 

t 9 (f, À) ; À < tJ., À E E l . L'inclusion (1) 

par 
2 o Pour que ap1pwl::atiuu f de X dans R soit telle que, pour tout À, 

on ait 9 À) = FÀ, et il suffit : 
xEF1. ~ <À 

((x) <Àou 
f(x) ~À (2). 
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Pour définir f(x), cherchons donc à ensemble de 
un x donné de X. En vertu de la deuxième hypothèse sur les 

, il existe de telles et en vertu de la si x .................,.....".,.,., ... 
à , il donc à tous 
les ensembles d'une l F ! , où tJ. décrit une section finissante de R. 

p. 

Cette section finissante est ouverte car, si elle possédait un 
élément À x sans appartenir à aucun0 , 

!1- < À0 , ce contredirait la Donc x à 
pour tous les !1- de la section finissante ouverte définie par un réel À :0 

VtJ.>Ào xE 
On doit donc pour que soit vérifiée la de (2) : 

> À0 f(x) < !J., donc ~ À0 , 

x n'appartient pas à , pour que soit vérifiée la deuxième 
: f(x) ~ Ào. 


f(x) = Ào. 

L'application cherchée est définie ; elle corres­

pondre à tout x le réel que la section finissante . indices 
des parties auxquelles cet x c'est-à-dire qu'on aura f(x) = À0 

si, et seulement si, x à toutes les d'indices strictement 
supérieurs à ÀO' sans appartenir à la partie , ce qu'on peut exprimer 
par: 

f(x) =À ~ xE 
onTHl"I"1".C•n!l3 o A tout À réel, on associer !J-1 à E avec tJ.1 <À, et 

il est puisque tJ. < tJ.1 :::::::> cH , que
P.i 

F c 
p. P.l 

Donc: 

niF. ÀER! en lH ; !~-1 <À; ÀER! 
A f'-1 

c n l ; tJ. E E 1 = yj. 

D'autre part: 

U ~ U! H P. ; tJ. E E, tJ. < À l ~ = U ! tJ.EEl=X. 


ÀE:R 

cherchons: 


UIFÀ; À<tJ.ol. 


C'est U ~ U! !1- < À l ~ est égal à U1 ; !J. < !J.o 1 , car 

À<P.o • ' ' 
pour tout tJ. < !J.o, on peut trouver un réel compris entre tJ. et !J.o· D ou : 

Ul F À ; À < !J.o 1 = F P.o • 

4o 9 (f, À)=
-1
f([À, + oo [),image réciproque d'un fermé deR par une 

-1 

application continue es,t un ferm~. E~le COJ.?-tient 9 (f, ÀJ = f(] À+ oo [), 
donc contient le 'plus petit ferme qu1 contient ce deuxième ensemble, 
c'es~t-à-dire 9 (f, À). 
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Soit: 

5o La relation d'inclusion forte est transitive 
entraînent A c mais elle car A c A 
ne être que si A est 

c B et B cA, qui entraînent Ac B c B c 
les ensembles A et B 1Soient confondus et vérifient la condi­

en même ouverts et fermés. 

:SUDDIOSC)ns f continue. Nous venons de voir que : 
c 9 (f, À), 

si tJ. >À, À) c J (f, {J.), 
-~:-:-

d'où 9 c 9 (f, !J.). 
Or, 9 (f, tJ.) est un ouvert. Donc : 

À) cc 9(f, {J.). 
Etudions la réciproque. Montrer l'application est continue 

revient à montrer que tout élément ] À, de la base des ouverts de R a 
pour image réciproque par f un ouvert. 

-1 

Or: f(]À,{J.[)= 9(f,{J.)- 9 À) 

(f, !J.) = u1 9 (f, ct.) ; ct.< {J. ! . 

pour tout œ < !J., il existe ~ tel que œ < ~ < !J., et l'hypothèse 

~ 
9 (f, ct.) c 9 (f, ct.) c J (f, ~) c 9 (f, ~) c 9 (f, {J.), 

donc: 
~ ul 9 (f, ct.) ; ct. < {J. l c u! 9 (f, ~) ; ~ < {J. l c 9 (f, !J.). 

Le premier et le troisième des ensembles ci-des,sus étant égaux, les 
trois le sont ; le second est une réunion d'ouverts, il est donc ouvert, et 
9 (f, !J.) l'est aussi. 

Etudions de même : 

9 ct, À) = n , 9 ct, ct.) ; ct. > À 1 • 

Pour tout œ > À, il existe ~ tel que À < ~ < œ et 

~ 


9 (f, À) c 9 (f, ~) c 9 (f, ~) c 9 (f, ct.) c 9 (f, ct.), 

donc: 

9 <t, À) c n , 9 <t, ~) ; n1 9 ct, ct.) ;~ > À 1 c ct.> À 1 • 
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'IJ~•Cl..Uik'IJ des et troisièmes termes entraîne encore 

des trois ; le second est une inters,ection de il est fermé et 


1 
l'est aussi. L'ensemble f(]À, tJ.D, intersection d'un ouvert et du coJmiJIIe­
mentaire d'un fermé, est ouvert. L'application fest continue. 

7 o pour À et tJ. réels avec À < tJ., les ensem­
bles: 

(f, À)= u ! 

et 	 FP. - 9 (f, tJ.) = U! H v ; v < tJ. 1 . 

Entre À et tJ. on peut trouver deux éléments v1 et v2 de partout dense 
sur R. On aura : 

À < v1 < v2 < tJ. et F. c c H c 
A vz 

ce impliquera : 

c et c 

c 
~~ cc 

En vertu du 6°, cette condition pour tout À, tJ. est 
suffisante pour que f soit continue. 

8 o Supposons l'espace X normal et soit F c 0 =/= X ; appliquons 
l'hypothèse de normalité à F et à (O. Il existe deux voisinages ouverts 

U et U' de F et c'est-à-dire que l'on a les 
inclusions : 

F cU c ( U' cO. 

es't fermé ; donc il contient U et on a : 

F cUcU cO. 

Réciproquement, supposons vérifiée et soient deux 
fermés disjoints A et B de X. nvr>otJJLese à A et à ( B. Il 
existe U tel que : 

Ac U c c B. 

:::>B. 

ouvert deU est un voisinage ouvert de A ; ( 

B ; U et ( sont ; X est nor~nal. dans un espace 
est fortement contenu dans c'est que : 

c 62. 
nous avons démontrée d'affirmer l'existence 

cUcUc 

Or U= U donc ecU cc 
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9o La famille H(À) vérifie évidemment d'intersection 
vide et de réunion égale à X. si elle 

tJ-1 < tJ-2 H(tJ-1) c c H(tJ.2). 

H(tJ.l) = yi = yi 
a) Si tJ-1 < tJ.2 < 0 : 

) = !25 =0 

b) Si tJ-1 < IJ-2 = 0 : 0 c 
c) Si tJ-1 = 0 < tJ.2 < 1, ou ou 0 < tJ-1 < tJ-2 = 1. 

et [1.2 étant des nombres les et H([J.2 ) correspon­
ont été construits de à ce que la soit vérifiée. 

d) Si p. = 1 < P.2 : ~ H(p.1) = ( B . ~ ( B 1 ( B c X.
1 

( H(tJ-2) = X HCtJ-2) = X ' 
• ) H(tJ-1) = X H(tJ-1) =X ) 

e) S1 1 < ~1 < ~2 : ~ \ X c X. 

H(tJ-2 ) = X H(tJ-2) = X } 
En vertu du 7o, il existe donc une application continue de X dans 

R définie comme au 2 o. Il nous reste à trouver la valeur que prend cette 
application sur A et sur B. Nous savons que: 

f(x)=O ~ xen! ;tJ.>01-F0 • 

Mais 	 F 0 = U ! ; v < 0 ! = 0 

et, pour tout tJ. > 0, FP. = U! ;v<tJ.l :::::>H0 =A, 

donc: n1 F ; tJ. > 0 1 :::::> A. 
et tcA.) = t o1 
Nous avons, de mêm,e: 

f(x)=1 ~xE !FP.;tJ.>11-F1, 

avec: F 1 = U1 H 
p. 

; tJ. < 1 1 c H1 = B 

niF ;u.>li=X.p. • 

f(x) = 1 est X­ avec c B.Donc l'ensemble des x pour 

Il contient donc X donc : f(B) = 1 1 1 • 

10° d'abord que vxe 0, il existe bien une 
tion gœ continue telle que gœ(x) = 1 et gœC ( 0) = 0, du fait que X satis­

fait 	à l'axiome des espaces complètement réguliers. 
Soit s le sup de ces applications d~ns .e (X, R). Par hypot~èse, _ce ~up 

existe puisque l'ensemble de.s apphc~twns est borné. 1: apph~abon 
qui vaudrait 1 sur tout X serait un maJorant des [Jœ et serait continue; 
c'est donc un majorant de s. Il en rés~lte que ~y E X, s(y) ~ 1. Or, e!l 
tout point y de 0, il y a une des fonchons g qui vaut 1 ; donc s(y) doit 
être au moins égal à 1 : 

V y E 0 s(y) = 1. 
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..........u. ..u ......... ~:v ...L"' ~-··-··&&~·~"A......... ce que doit être s(y) pour y E 

V V E cv (y) 3 z E V z e 


donc: 
 V V E cv (y) 3 z EV s(z) = 1, 

s être continue ceci que s(y) = 1. 


On a donc : V y E 0 s(y) = 1. 
enfin ce que doit être s(y) pour y E En vertu de 

l'axiome de régularité complète, il exis,te une continue de X 
dans R vaut 1 sur 0 et 0 pour y. Or, cette fonction est un majorant 
des gar 	 elle majore leur sup et s(y) ne peut être que nul. On a donc : 

VyE s(y) = 1 Vye s(y) =O. 

s est continue. pars d'un ...... ...,............. ::-...... ouvert 
de 1 ne contenant pas zéro on en conclut que 

un ouvert. 
est e'st ouvert. Dans 

l'adhérence de tout ouvert 0 

Exercice 40. 

Soit un recouvrement ouvert de l'ensemble 1 U 1 xl • 
Ce recouvre1nent un V de x. Or l'nvnotJJ.el';e signifie 
que: 

v v e v 3 N n > N ~ Xn E v. 
points de l'ensemble situés hors de V et il suffit 

à V des ouverts du recouvrement les contiennent pour 
.,....,.;t-..."' 1 

....c- du recouvrement donné un recouvrement au plus 
(N + 1) ouverts. 

a donc au plus n 

Exercice 41. 

réel x et d'un indice i de deux 
On 

obtient une 

1) Un élément de l'ensemble Tl>T'''"''""' ... i) formé d'un 

1 et 2 par ...... ~......., .......,1-' ... ''"'• un (x, 
topologie 

en 
des de x E R et éléments 

cartésiens des éléments de 

Donc une base des 

de la base des 
le de 1 est l'ensemble 11, 2 1 

ouvert non vide pour la 
de 1) est formée des ""...... ..,. ................., ... ...,"" 

]a, b[ X !1, 2 l, tels que a< x< b, 

c'est-à-dire des ensembles réunions des deux intervalles 

même à 

a, b [ des .. ,.,.. ,."'.."' 

l'axiome 

et 
2) ont donc même base de voJtsnmg 
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2) Le du sous-ensemble 
VOISIJna:~es que lel'énoncé et re1rue~seJru:e ct-cunu 

a 

n'en fait pas partie. Ce sous-ensemble est donc no~m~emnoii]Jne au 
:se~:ut1:::ut [a, b] de D2 et est, par compact. 

3) Soient le 	sous-ensemble pr~ec(~Q{mt et celui formé de (a, et du 
a[ de 

La réunion de ces deux sous-espaces n'est pas séparée 
1) et (a, 2) ont mêmes voisinages. 

La réunion des deux envisagés est non donc non 

considéré au 2) et l'ensemble 
(d, 1) avec c < a < d < b. 

L'intersection des deux sous-ensembles est fo!mée de. l'<?uvert 
J d de n'est pas est mais ne sabsfa1t pas 
à 

Notons que la réunion de ces deux sous,.ensembles n'est pas 
fournit une autre solution de 

Exercice 42. 

Soient E et E' deux et un recouvrement ouvert 
de EX E'. Tout ouvert de XE' étant ~a ré~nion œouv:rts ,de l~ forme 
0 X 0' ouvert de 0' ouvert de Il existe une famille ·71 d ouv~rts 
de cette forme constitue aus,si un recouvrement ouvert de E X E et 
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est telle que tout de Cff est inclus au moins un élément 
L'fi. Supposons que nous montré que, de la famille CJL, on 

extraire un recouvrement de E X E' ; en ouvert 
de CJi un ouvert de L'fi le contient, on uunE~n(Ira 

extrait de L'fi. montrer EX E' est on 
donc se contenter de montrer que de recouvrement ouvert formé 
d'une famille d'ensembles 0 X 0', on extraire un recouvrement 
fini. 

Soit donc un recouvrement CJi de EX E' formés d'ouverts 0 X 0'. 
Considérons la coupe de E X E' correspondant à x de E. Cette 
coupe, homéomorphe à E' est compacte. La coupe des éléments de CJi en 
constitue un recouvrement ouvert ; on peut en extraire un recouvrement 
fini est constitué par les coupes des ouverts : 

1 X 0'1 , o; X 0 12 , ••• , X O'n 

les ouverts 0 ~ , , ... , 0~ contenant tous x. Considérons alors : 
2 ro.x= n Ox n ... n 

-, 
1 
l 
1 

E' 

E 

la partie hachurée oo.xXE' 

C'est un ouvert contient x et la famille (1) constitue un recou­
vrement de roœ XE'. 

A point x de E on associer aussi un ouvert wœ. 

L'ensemble de ces ffiœ constitue, quand x décrit un recouvrement 
de E. On en extraire un recouvrement fini : 

1Wœ , ffiœ , ••• , 
l 2 
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et ! X E', ooœ X E' ... , X E' 1 constitue un recouvrement ouvert 
EX ~ élément ce recouvrement admettant lui-même un 

recouvrement du (1) extrait de 01, la réunion de ces recouvre­
ments est un recouvrement de E X E' fini et extrait de 

Exercice 43. 

Soit E = (i E I), un es,:pace localement et soit a = 
un de possède un vOisinage co~pact ; ce voisinage contrlern 
un èlèmtmt de la bas~e des ouverts de E, soit : 

Û= x 

0. étant, pour tout j, un ouvert de E1 et J étant une. partie. finie de 
l'~nsemble des indices I. Le voisinage compact se proJette Sl!Iva.nt un 
compact tsur chaque espace facteur, ce compact incluant la p~oJechon d~ 
o. Or ~cette projection est l'ouvert 0 1 pour chaque E1 et. eEst(li esp;)c)e tout 
entier chaque Il en résulte que tous les E" ,<z - . . son 

et que dans E· (jE J), possede un v.oisinagea1 
coJm-.::1act. Tout point de E1, pour tou't j, étant projection ,d'un pou~t .de E 

possède un voisinage compact, tout point de E1 possede un voisinage 
compact et est localement compact. 

i EJ (JRéciproquement supposons Ei localement compact 
pourfinie de l'ense'mble I des indices), et supposons 

i E (l- J). Soit a = (ai) un point de 
Pour tout i E J, ai possède un voisinage compact C" (Ci es~t un 

contient un ouvert Oi contenant a,,). 

iE 

contient l'ouvert : 

x 
i E J i E (1-J) 

Exercice 44. 

http:Sl!Iva.nt
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de a dans contient un ouvert de K contenant a; 

30E aEO C:::::> 0 n K. 
0 et K sont deux ...7,...,,..,, .... ~ d __, .. ...,..........'"'" .... ''" e a 
 E ; donc C est aus,si vo1sinage d:e a dansE. 

Par 


t;;uJ.uJ.Jacr dans E (cf. VI. 1.
Donc V 

un ~ .............. ~'-, ....."'"" Tout voisinage de a 
A ......., ............ ... 


de voisinages comr>ac~ts. 

45. 

- •••--J .......,..., 
 est non. 

ouvert de R est ..I.Ul~a.l.eniern c'onlp::tct et n'est pas fermé. 
b) La réponse est oui. 

Tout a de . . un VOISinage t::cuu.J.!Ja•~[
A et un VOISin~g.e dans B. Considérons 

. de ces deux VOISinages ; elle est comme inter­
section de deux ; elle est aussi un voisinage car elle contient 
les ouverts contenant a, = 0~ n A et _ n B, et o; étant 
deux ouverts de E. Elle contient donc n o; n A n B est 
un ouvert de A n contenant a. Dans A n le point a un 

compact. A n B est séparé, le 
A n B est ..I.UC~aH~m,ent ~ ............. 1-' ..... '-'"'• 


c) La est non. 

Dans R+, localement co:mr•act. con.suie1·or1s le sous-espace constitué 

n , n décrivant N. Ce sous-espace 

~st, . . . d'autre le sous-espace réduit 
al origine qu1 est compact, donc localement compact. Leur réunion n'est 

~o!llpacte car 0 n'y possède pas de voisinage 
tout VOISinage de 0 dans cette réunion doit contenir un 

valle ouveTt de R privé de ses points de la form.e _!_ et un tel ensemble 
n 

n'est pas compact la suite des a pas 
de valeur d'adhérence. 

d) La réponse est oui. 

Soit E un espace et 0 un ouvert de E. Un 
a de o, admet 0 .P~:mr voisinage dans est compact, 
a. possede un. VOISI?-age <?ompact V à E et inclus dans 0 (cf. exer­
cice 44~, '!llais. V etant u;clus dans 0 est aussi voisinage de a la 
topologie Induite sur O. L ouvert 0, qui est, par ailleurs, séparé, donc 
localement compact. 

e) La réponse est oui. 

Soit E l'espace localement compact et F fermé inclus dall!S E Un 
poin! a de F possè~e un voisina35e c~mpact V c E. Or, V est fermé co~me 
partie compact~ d.un ~space separe ; .v n F est donc un voisinage de a 
pour la topologie induite. Il est ferme dans dans F, dans V; comme 
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fermée du compact V, cette 
dans F un voisinage COlillJ:Iact. 

est localement compact. 

f) La réponse est non. 

Le sous-espace deR+ trouvé en c) et non admet 


pour l'ensemble ~! ; nE N- 1 0 l est locale­

ment compact puisque chacun de ses points possède lui-même comme 
voisinage ""''"'.........,....... ...,.,, 

Exercice 46. 

1 o Nous avons démontré (cf. ex. 44) que dans un espace localement 
compact (et a fortiori dans un espace compact), tout point possédait une 
base de voisinages compacts·, c'est-à-dire que tout voisinage V (voisinage 
dans X) d'un point a E E c X inclut un voisinage compact V'. Pour 
montrer que E est localement compact, il suffit donc de montrer qu'on 
peut trouver un voisinage V de a inclus dans E, car alors V' sera aussi 
inclus dans E, et la topologie sur E étant la topologie induite par la 
topologie sur X, V' ·sera bien un voisinage de a dans E. 

soient Xv x2, ••• , Xm les éléments de la finie X - E. 
L'axiome (T1) permet d'affirmer : 

Yi 3 ViE cv(a) Vi~ x". 

Considérons alors : 

C'est un voisinage de a, et il ne contient aucun des xi; donc, il est inclus 
dans E et la propriété est établie. 

2 o L'identité étant une application continue, la relation est réflexive. 
La convention d'identification de deux compactifiés homéomorphes 
signifie justement que la relation est antisymétrique. 

3 f continue : X 3 -7 X2 
si xl Cf( x2 et x2 CJe Xs 3 t• • x ~ x~ g con Inue. 2 --;;-- 1· 

Alors gof est une application continue de X3 sur Xv sa restriction à E 
es·t l'identité ; donc xl Cf( 

Cf<. est donc une relation d'ordre. 

3 o Soit X un de E, et soit X' l'espace quotient de X par 
la relation d'équivalence qui consiste à identifier en un point deux 

et de X- tous les autres de X étant dansx1 
class.e. étant de la topologie quotient, l'application cano­

. X -7 X' es~t continue · elle est l'identité sur E (à condi­
tion · un élément de X et 1a' classe où il est seul). Res1te à véri­
fier que X' est compact et pour cela (cf. VI. 1. 6) que X' est séparé,, c.e 
se ramène, X étant séparé, à vérifier que le poin~ !-' possède un vo!:S1nage 
disjoint de tout autre point de X': 0~, un ,voisin~ge de x' est lim~ge, 
par l'application canonique, la reuni,on ~ un vOisinage ~~ x1 et d un 
voisinage de x2 • L'ensemble X étant separe, on, p~ut choisir ces .de~x 
voisinages disjoints d'un voisinage de y ; leur reunion en est aussi dis­
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ap]plu~atJLon caJn.mmqrue ·est 
cm:lODllQlie . X' 

4o Si l'ensemble sr ne que des éléments X tels que X-E 
il ne de plus élément. En 

trouver un X', construit comme on vient de le 
Cf2 il suffit alors de montrer que la chaîne des co:mJ>ac~tiiles 

formée ne pas être stationnaire, c'est-à-dire est impossible que 
d~_:ux ~lément~ X et X' s~ient homéom?rph~s: Supposons qu'il existe une 
biJection continue f: X ~X; SI cp designe l'application canonique 
Xl ~ X', ~ = cpof serait une application continue de X' sur lui­
même qui serait l'identité sur E et qui des deux valeurs dis­

-1 --1 
tinctes =· f(xt) et y2 = f(x2 ), une même image x'. Montrons que c'est 
Im:porsslthlle. X' étant partout dense sur tout voisinage de y1 rencon-

Le filtre 1Vt n E 1 plus fin que 191(y1) converge vers y1 • étant 
colrltl:nu~e, l'image de ce filtre converge vers ~(y1) ; or, ce est 
,..., ...,.,,.,... T,'i' par~ et, X' étant ne peut converger vers 
distincts. Donc ~(yl) Yt . ~(y2) ·= Y2 (1). n y a COlrlUaUlCI:lOn 
avec l'hypothèse. La chaîne des compactifiés n'est pas· stationnaire et 
ne peut avoir de petit élément. Donc, pour que St avoir un 

petit il est nécessaire que E soit 1m~a1errwrn CIOIDlpa.CJI. 

Réciproquement, soit E localement Ou bien E est com1m<~t 
et possède bien un petit élément, est E lui-même. 

Ou bien E n'est pas ; il admet le d'Alexandrov 
X = E U 1 w l avec 

:v(w) = l U U l w 1 U E tfl ! 

(cf. cours : démonstration du théorème 
Supposons que E admette un autre X' = E U 1 w' 1 • Mon­
trer a un plus petit élément revient à montrer que X et X' sont 
u1t:m1:1tiahles au sens de la relation en d'autres une 
nomE!orno:rpJ:ue près, il n'y a, pour un localement "-'""''"............... '1./ ... 

co:mT,ac~Utiè par adjonction d'un seul 
Il faut prouver que 


et le fait que sa re~)ti'ltcn.on 


omtèomc•rpllle Cette application es·t 

le filtre des voisinages 


'<li .• A.IHOII.C.IL distinct du point. 

autre que w' et 


~ V' 1w' l ; V' E( 

donc est 
que tfl. f(V') = (V'- l w' ) U w ! . 

Comme 

est un filtre 'J. sur de 

fin que donc 
converge vers w. 

(1) Remarquons que ce raisonnement la propriété suivante : « Une appli­
cation continue d'un espace séparé dans tuz--m~~me qui est l'identité sur une partie 
partout dense est l'identité sur l'espace tout >> 
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la réciproque g = est aussi continue. En 
X et X' étant compacts, les images, par fermés de X' sont des fer­
més de X. Donc les images par g (qui sont des par f) 
des fermés de X' sont des X et g est continue. 

Exercice 47. 

1o En un point X 0 où f(x0 ) = + oo, l'application f satisfait à la 
condition (a) ; quant à la condition (b), puisqu'il n'y a pas d'élément h 
strictement superieur à + oo, elle est aussi forcément satisfaite. 

Si maintenant f(x0 ) < + oo, la condition (a) signifie : 
Y h > f(X0 ) 3 V E cv(x0 ) sup f(V) < 

ce entraîne : 
YxEV f(x) < h (b).Yh > f(X0 ) 

Réciproquement, la condition (b) entraîne : 
Yh > f(x0 ) 3 V E cv(x0 ) sup f(V) ~ 

donc M(f, X0 ) = inf ! sup f(V) ; V E CV(X0 ) l ~ h. 
Ceci étant vrai pour tout h > f(x0 ) et, d'autre part, M(f, X 0 ) étant ~ f(X0 ), 

il en résulte que M(f, X 0 ) ne peut être égal qu'à f(x0 ). (Démonstration 
valable même si f(x0 ) = - oo). Dans tous les cas, a) ~ b). 

2o e PROPRIÉTÉ c). 
-1 

Soit AÀ = f([- oo, À[)= lx; f(x) <À l . 
Ou bien A), est vide et est, par conséquent, ouvert; ou bien AÀ n'est 
vide et soit alors X 0 E AÀ ; si f est semi-continue supérieurement, 
que f(x0 ) < À, en vertu de (b) : 

3 V E CJ9(X0 ) YxE V f(x) < À, 

donc V cA),. 

Donc tout X0 E AÀ possède un voisinage inclus dans et A). est ouvert. 

Réciproquement, s~pposons que, pour tout ~' l'eJ?-semble ~~ soit 
ouvert. Soit X E E. SI f(x0 ) = + oo, f est sem1-conbnue superieure­
ment en X 0 Si 

0 

f(x0 ) est fini, pour tout À ?.f(X0 ), Aj, est, ~n, ouvert• 

contient donc un et la conditiOn (b) est venfiee au 
x ; ce étant f est semi-continue suDèJrieur~em.ent. 

0 

e PROPRIÉTÉ d). 

Soit maintenant (X07 Yo) E S(f), où on a Yo = f(xo) o, avec o>O. 
Si f est semi-continue en vertu de (b) 

3VE YxEV 

Considérons alor:s l'ens·emble ...,..,..,,.,..r~,,,'f' cartésien de V c E par 

0


]y0 - oo[ CR. 

http:A.IHOII.C.IL
http:re~)ti'ltcn.on
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pour tout élément de ce 

ô ô 
Y> Yo- 2 f(xo) 2 

Y> donc (x, y) e 
< f(xo) + 0 

(X0 , Yo) possède donc un voisinage inclus dans S(f) et S(f) est ouvert. 
Inversement, supposons qu'en un x0 E f ne soit pas semi­

continue supérieurement. Ceci s'exprime par: 

3 h > f(X0 ) V V E C1J(X0) 3 X e V > h. 

Soit alors, le point (x0 , h) appartient à S(f). Une base des voisinages 
de ce point est constituée par l'ensemble des produits cartésiens d'un 
voisinage V E CJJ (X0 ) et d'un intervalle ouvert contenant h ; et dans tout 
voisinage de cette espèce il y a, en vertu de l'hypothèse, des points (x, y) 
avec f(x) > h et y< h, donc des points qui n'appartiennent à S(f). 
Aucun élément de la base des voisinages de (x0 , h) ne contenu 
dans S(/) et S(f) n'est pas ouvert. On a donc établi : 

f semi-continue 	 =*" (d) ~ , . , t ~ (d).. t• , ---:...... (d) f sem1-con . sup. ~ non sem1-con 1nue super. ----:>"' nonf 
3° Etant donné Xo eR+ et 	h arbitraire considérons l'inter­

1
section des intervalles ] n 	 À n [, n décrivant l'ensemble des entiers 

1
de 1 à N avec < et À étant l'entier défini pour tout n par 

À 1 n< Xo < a dans cette intersection aucune fraction irréduc­
n n 
tible de dénominateur inférieur à N si X 0 est aucune fraction 

irréductible de dénominateur inférieur à N et différente de x si x= 
q 

Etant donné Xo eR+ quelconque et h on peut donc 
trouver un intervalle entourant X 0 dans lequel ~ f(x) < h sauf, peut­

en X 0 • Si donc X 0 est irrationnel (f(x0 ) = 0), f est continue en X 0 

si X 0 est est semi-continue supérieurement en X 0 • Donc, f 
semi-continue sur R+. 

En X0 fl{{, X0 ) = 0 puisque f est continue. 

En x = !_!_, il résulte de ce que : 
q 

3 Vo E CJJ(~) sup (f(V0 )) = !_!_!' q p
donc M ­

et vve sup (f<V ) ) ;::: !_!_
q; 

D'autre part, dans tout voisinage du rationnel!!, il y a des irrationnels ; 
q 

donc: 

vve = 0, donc m(f, ~) = 0 
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et 

Cette fonction offre donc cette ..,.,.,..,..,..,.n 
lation. 

4° Soient f et g semi-continues Xo e E. 
Si f(X0 ) ou g(x0 ) = oo, (f + g) (X0 ) = + oo sous la réserve 
cette somme soit (c'est-à-dire que si f(x0 ) = oo, g(x0 ) soit 
férent de oo ; cf. opérations dans R, VI, 2, 3), donc (/ + g) est aussi 
semi-continue supérieurement en X0 • Soit maintenant X0 , où f(X0 ) et g(X0 ) 

sont < + oo. Tout H > f(x0 ) + g(x0 ) peut être mis sous la forme h + k 
avec h > f(x0 ) et k > g(x0 ), et on peut alors dire : 

3 v e CJJ(xo) v x ev f(x) < h 
3 W E CJJ(x0 ) VxE W g(x) < k, 

donc: 
3 v n we VxEV n W (f + g)(x) < 

donc (/ + g) est semi-continue supérieurement en tout où elle estX 0 

définie. 
De même si f et g sont ;::: 0 et semi-continues SUJ?érieurement, en un 

point X0 où f(x0 ) = + ~' fg(x0 ) = + oo et fg. est sem1-cont~nue, supérieu­
rement sous la seule reserve que g(x0 ) ne smt pas nulle, c est-a-drre 
fg(x

0 
) soit défini. Si maintenant en X 0 , f(Xo) et g(x0 ) sont < oo, 

H > f(x0 )g(x0 )A peut-être m!s sous la .forme hk avec. h ~ /(X0 ) > g(xo) 
et avec les memes hypotheses que ci-dessus on arrive a : 

VxEV n W fg(x) < 
donc fg est semi-continue supérieurement en tout X 0 où elle est définie. 

Enfin si f;::: 0, en X0 tel que f(X0 ) = + oo, 	 ayant un 

minimum en ce point y est semi-continue 

non à tout nombre h < f(xo) 

h1 > f(x0 ) ; or : 

VxEV 	 f(x) <V h > f(xo) 

1 
donc: f > h' 


1 
 . t' . f, . tdonc - est sem1-con 1nue 1n eneuremen en X 0 • 

f 
Dans ne être définie en X 0 si f(x0 ) = O. Donc on 

conclure que est semi-continue inférieurement partout où eUe est 

définie. 

(Remarquons que dans 

serait encore semi-continue infé­
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en ce dans le cas de 
f(xo) finie et # 0 

.5o Soit 1f, 1 i E I, ensemble fini d'indices, une famille de fonctions 
sem1-continues supérieurement définies sur un ensemble E et soit à étu­
dier les fonctions s et t définies par : 

V x E E 1 s(x) = sup 1f,(x) ; i E I 1 
t(x) = inf l fix) ; i E 1 l 

sieD: Xo une d~s. fonctions prend la valeur+ oo, s(x ) = oo et s est semi­
continue superieurement en x

0 
• 

0 

Supposons donc que, pour tout i, f;,(X0 ) < + oo, ce qui entraîne (1 
étant fini) s(x0 ) < + oo. Soit h > s(X0 ). 

Vi 3 viE CJ?(xo) v xe vi fi(x) < 
donc 3 V= nViE q;(x0 ) VxE V s(x) < h. 

i E I 

Le sup s des fonctions fi est donc semi-continue supérieurement. 
Si !oute~ les fonctions fi sont infinies pour X 0 , t(x0 ) l'est aussi et t 

est sem1-conbnue supérieurement en x0 • Dans les autres cas la définition 
de t entraîne : 

V h > t(x0 ) 3 i E I f,(x0 ) <b., 
et le fait que f;, soit semi-continue supérieurement en X 

0 
entraîne, puisque 

h > flxo), 
3 V E l);(X0 ) VxE V f,(x) < 

ce qui entraîne t(x) < h. 
Donc: 

v h > t(xo) 3 v e ·=v(xo) v x e v t(x) < h 
et t est semi-continue supérieurement en X 0 • 

Supposons maintenant que 1 soit infini. II est clair que rien ne sera 
changé a la deux~ème des démonstrations ci-dessus. Mais la première 
est en défaut à partir du moment où on considèTe l'intersection des voisi­
nages V-t, Une Intersection infinie de VOisinages n'étant pas nécessaire­
ment un voisinage. Le résultat n'est d'ailleurs pas vrai comme le montre 
le contre-exemple suivant : la famille des fonctions continues f k : 

x ~ kx, k décrivant R admet pour sup la fonction s telle que 
s(O) = 0 et s(x) = + oo pour tout x# 0, fonction <{Ui n'est pas semi­
continue supérieurement. La fonction inf d'une famzlle infinie de fonc­
tions semi-continues supérieurement est semi-continue supérieurement. 
La fonction sup de ces fonctions ne l'est pas nécessairement. 

On montre de la même façon qu'une famille infinie de fonctions 
semi-continues inférieurement admet un sup semi-continu inférieure­
ment. 

Des fonctions continues étant semi-continues inférieurement et supé­
rie:urerntent, on déduit donc de ce qui précède qu'une famille de fonctions 
continues valeurs réelles admet un inf semi-continu supérieurement 
et un sup semi-continu inférieurement. 

Autre démonstration. Considérons pour chacune des fonctions f;, 
l'ensemble S(f1) défini au 2o. L'ensemble S(t) relatif à l'inf des 

fonctions f;, est la réunion U S(f"), car : 
i e 1 

y > t(x) ~ 3 i y > fix). 

-207­

Or les ensembles S(fi) sont ouverts. Une réunion d'ouverts est un """'"""'""''"... 
donc, en vertu de la propriété (d), t est semi-continue 

D'autre dans le cas où I est 

S(s) = n S(fi), 
i E I 

car y> s(x) ~ Vi y> f,(x). 
Une intersection finie d'ouverts étant un ouvert, s est semi-continue 
rieurement. 

6° Soit f une application Si 
M(f, X 0 ) = + oo, est semi-continue en X 0 • Si 
M(f, X0 ) < + oo, la de M(f, X 0 ) 

V b. > M(f, Xo) 3 V E ClJ(X0 ) sup (f(V)) < h. 

Mais V contient un ouvert 0 qui contient X 0 et 0 est voisinage de tous 
ses points donc appartient à la fois à V(X0 ) et à cv(x) pour tout XE 0. 

D'autre sup f(O) ~ sup f(V) < h. 


Donc: 

M(f, x) = inf 1sup f(V) ; V E 1 < h. 

Finalement on a montré que : 
V b.> M(f, Xo) 3 0 e 'V(Xo) V xe 0 M(f, x)< 

M(f, x) est donc semi-continu SU1DèJlle1Ur«~ment. 

On démontrerait de la même semi-continue infé­

donc m(f, et 


D.(f, x) est semi-continue ..... ~"'"""'""" 


tions semi-continues 


7 o Supposons E compact et f semi-continue supérieurement. Consi­
-1 

dérons la famille des ensembles f( [À, + oo]) obtenue en faisant décrire 
f(E) c À (ensembles qui sont fermés comme complémentaires des 
ensembles de la 2e question). Cette famille est telle que toute sous-
famille finie caractérisée par l'ensemble 1À1, À2, •••,ln 1 que décrit À a une 

-1 
intersection non vide cette intersection est f([À0 , + oo ]), À0 étant 

le plus grand des nombres À1, À2, ••• , Àn. Donc en vertu de l'axiome 
des compacts l'intersection de la famille entière est non vide. C'est 

qu'il existe au moins un point a qui appartient à tous les oo ]), 
donc qui est tel que f(a) ~À pour tout À E f(E), ou encore 

V xE E f(a) ~ f(x). 

C'est dire que f(a) est le sup de f(E) ; autrement dit f atteint en a sa 
borne supérieure. 

Il en résulte que si f est finie pour tout x, f(a) est lui-même fini et 
majore f(E) : une fonction à valeurs dans semi-continue 
ment sur un est et atteint sa borne .,.. , ..a..,qcu~~"' 

Exercice 48. 

Soit Xo e D et soit x la classe d'équivalence de Xo modulo 
ouvert car tout x E X possède un voisinage inclus dans X. X est 
en effet, si xe son voisinage v tel que x 01( y pour tout y ev a une 
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X
intersection non nulle avec ce entraîne de Cfl) que 

0 Cfl X, donc X E X. 
dans le connexe D il a d',autres ..-...]1 ...... ouvertes et fermées,,,,.."" 

à la que 5iS et D lui-même. n'est pas donc X= D. Et, 
que soient x et y dans x Cfl y. 

Exemples: l. fest une fonction définie sur D. On pose : 
x Cfl Y ~ f(x) = f(y). Si la fonction fest localement constante sur D 
(c'est-à-dire si tout point possède un voisinage où elle est constante) elle 
est constante sur tout D. 

Il. dans Rn, x 92 y signifie il existe une ligne brisée reliant x à y, 
tout y d'une boule de centre x vérifie x 92 y, par suite si D est un 

connexe de Rn, ce appelle un domaine de Rn, on peut énon­
cer : deux points quelconques d'un domaine de Rn peuvent être reliés 
par une ligne bris,ée incluse dans le domaine. On peut, en outre, imposer 
que chaque côté de la ligne brisée ait l'une de n directions fixes. 

Exercice 49. 

1 o Soient deux éléments x, x', distincts de C. Puisque C est totale­
ment ordonnée, un des deux, soit x, est inférieur à l'autre. Pour montrer 
que 1L est séparée, considérons deux cas : 

PREMIER CAS : il existe au moins un élément y tel que : 
x< y< x'. 


Alors, si a est un élément inférieur à x et h un élément supérieur à x' : 

]a, y[ et ]y, h[ 


sont deux voisinages disjoints de x et x'. Au cas où x serait égal à a0 , le 
premier de ces voisinages serait remplacé par [a0 , y [ ; de même si x' 
était égal à h0 , le deuxième serait remplacé par ] y, h0 ]. 

DEUXIÈME CAS : il n'existe aucun élément y entre x et x'. Les inter­
valles : 

]a, x'[= ]a, x] et ]x, h[ = [x', h[ 
seraient des voisinages disjoints (à modifier comme précédemment si 
X=a0 OU X'= h0 ). 

La topologie '7: est donc séparée. 
Le système des générateurs de la topologie re est en même temps 

base des ouvert~s de cette topologie si toute intersection finie d'intervalles 
(ou éventuellement de semi-segments) est formée d'intervalles (ou éven­
tuellement de semi-segments). On vérifie immédiatement qu'il en est 
bien ainsi. 

2o Si s possède un plus grand élément a, son complémentaire ( s, 
formé de tous les éléments à a, est 

si C possède un grand élément h0 , le 
( s ,= ]a, b0 ] est un ouvert ; si C n'en possède pas, ( s est la réunion 

des intervalles b [ avec h >a ; c'est donc encore un Donc 
s est fermée. 

Supposons maintenant que toute section commençante fermée soit 
close et soit A une partie quelconque de C. L'intersection des sections 
commençantes fermées qui contiennent A est une section commençante 
fermée qui contient A. Cette section a, par hypothèse, un plus grand 
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e1e:m«~nt h et cet élément est la borne ~n1nt>r·1~11vt:>, 
de A d'autre 

la section 
strictement incluse 

contradiction. 

si A possè:Uait 
1x ; x 

Toute 

si nous « C a un 
:partie de précédente reste vala­

ble. le cite que si un ensemble ordonné est tel 
tout sous-ensemble propre a un alors tout sous-ensemble a 
aussi un Un tel ensemble est un treillis conditionnellement corn-

Si est nous dirons que c'est une chaîne conditionnel-

On a alors montré : « Si toute section commençante propre fermée 
de C est alors C est une chaine conditionnellement complète. » 

3 Soit C Supposons C ne possède pas de petito 

élément : cela que pour élément x de C, il existe un y< x. 
Par l'intersection des sections commençantes closes de C est vide. 

ces sections closes sont fermées, et l'intersection d'un 
nombre fini d'entre elles est la plus ; elle est non vide : il existerait 
donc une famille de fermés de C dont l'intersection serait vide, bien que 
toutes les intersections finies ne le soient pas ; l'axiome (C2 ) ne serait 
donc pas satisfait. 

Soit ensuite une section comJmE~n(:an fermée s. Partie fermée d'un 
espace s est Un raisonnement analogue sur 

sections closes de s montrerait que s 
élément. On en en vertu de 2), que C 

""'-"'"'"'!-''"'""'''" et soit un filtre sur C. Tout 
e soit ai. Posons : 

a = sup 1ai ; E :J l 
a est adhérent à c:J. Tout voisinage V de a contient un 

]b, a] avec h <a. Ce semi-segment ]h, a] contient au 
b serait un majorant de 1 l plus que a. 

Si ] h, a] n Fi était Fi n'aurait aucun 
b aucun élément inférieur à a, ~ h ; alors 

serait vide, ce impossible. Donc : 
vve vn Fi#yj, 

ce voulait montrer. Il en résulte que C satisfait à (C8), donc est 

4o ~U.DI)OS>OrLs C connexe. Une section fermées est non 
ouverte si n'est pas la chaîne toute entière. Or, s non ouverte signifie 

existe a Es à aucun ouvert inclus dans s. Ceci 
entraîne a est plus élément de s. En s'il existait a' > a, 
il un ouvert ] h, c s et contenant a. Donc, s est close. Donc : 

s non ouverte :::=:> s close 
par C étant connexe nous avons : 

s propre fermée :::=:> s 
donc C est conditionnellement """'n-11"'"""'~' 

8 
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non nulle avec ce entraîne de C'f2) que
X 0 Cf2 X, donc X E X. 


dans le connexe D il 
 ouvertes et fermées
à la ~ et D donc X= D. Et,
que x et y dans x Cf2 y. 

Exemples: 1. fest une fonction définie sur D. On pose : 
x Cf2 Y ~ f(x) = f(y). Si la fonction fest localement constante sur D 
(c'est-à-dire si tout point possède un voisinage où elle est constante) elle 
est constante sur tout D. 

Il. .Si, dans Rn, x Cf2 y signifie il existe une ligne brisée reliant x à y, 
tout pmnt y d'une boule de centre x vérifie x Cf2 y, par suite si D est un 
ouvert connex.e de Rn, ce qu'on appelle un domaine de Rn, on peut énon­
cer : deux pmnts quelconques d'un domaine de Rn peuvent être reliés 
par une ligne brisée incluse dans le domaine. On peut, en imposer 
que chaque côté de la ligne brisée ait l'une de n directions fixes. 

Exercice 49. 

1o Soient deux éléments x, x', distincts de C. Puisque C est totale­
ment ordonnée, un des deux, soit x, est inférieur à l'autre. Pour montrer 
que re est séparée, considérons deux cas : 

PREMIER CAS : il existe au moins un élément y tel que : 
x< y< x'. 

Alors, si a est un élément inférieur à x et h un élément supérieur à x' : 
]a, y[ et ]y, h[ 

sont deux voisinages disjoints de x et x'. Au cas où x serait égal à a , le 
0premier de ces voisinages serait remplacé par [a 

0 
, y [ ; de même SJi x' 

était égal à h0 , le deuxième serait remplacé par ] y, h ].
0 

DEUXIÈME CAS : il n'exi,ste aucun élément y entre x et x'. Les inter­
valles : 

]a, x'[= ]a, x] et ]x, h[ = [x', h[ 
seraient des voisinages disjoints (à modifier comme précédemment si 
x= ao ou x'= ho). 

La topologie re est donc séparée. 
Le système des générateurs de la topologie re est en même temps 

base des ouvert1s de cette topologie si toute intersection finie d'intervalles 
(ou éventuellement de semi-segments) est formée d'intervalles (ou éven­
tuellement de semi-segments). On vérifie immédiatement qu'il en est 
bien ainsi. 

2° Si s possède un plus grand élément a, son complémentaire ( s, 
formé de tous les éléments à a, est 

si C possède un grand élément b
0 

, le 
( s = ]a, b0 ] est un ouvert ; si C n'en possède pas, ( s est la réunion 

des intervalles ]a, b[ avec b >a; c'est donc encore un Donc 
s est fermée. 

Supposons maintenant que toute section commençante fermée soit 
close et soit A une partie quelconque de C. L'intersection des sections 
commençantes fermées qui contiennent A est une section commençante 
fermée qui contient A. Cette section a, par hypothèse, un plus grand 
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élément h et cet élément est la borne ~.nlnl>T''IP11..-t:>· 
........."' ..........,.uo.., de A d'autre si A pv,;:,,;:,~.u.a.aL 

la section l x ; x 
strictement incluse 

contradiction. 
Toute A de C admet une borne Comme C nosst:~ue 

un A.P.M. 1, page 86) que A 'om;.secte 

«Ca un 
d.ém<)mnr.au.on précédente reste vala­

........rn~'·""" que si un ensemble ordonné est tel 
Tn••"\nT•t:> a un alors tout sous-ensemble a 
ensemble est un treillis conditionnellement corn­

nous dirons que c'est une chaîne conditionnel-

On a alors montré : <<Si toute section commençante propre fermée 
de C est alors C est une chaine conditionnellement complète. » 

3 o Soit C compact. Supposons que C ne possède pas de plus petit 
élément : cela entraîne pour tout élément x de C, il existe un y <x. 
Par suite, l'intersection sections commençantes closes de C est vide. 

ces sections closes sont et l'intersection d'un 
nombre fini d'entre elles est la plus ; elle est non vide : il existerait 
donc une famille de fermés de C dont l'intersection serait vide, bien que 
toutes les intersections finies ne le soient pas ; l'axiome (C2 ) ne serait 
donc pas satisfait. 

Soit ensuite une section co:mrnenç:~n1re fermée s. Partie fermée d'un 
espace s est Un raisonnement sur 

sections closes de s montrerait que s 
élément. On en en vertu de 2), que C 

soit C et soit un filtre sur C. Tout 
soit ai. Posons : 
a = sup 1ai ; e g:} 

CJ. Tout voisinage V de a contient un 

ce 

a est adhérent à 
]b a] avec 

' 

Fi 
e~ 

b <a. Ce semi-segment ]h, a] contient au 
h serait un majorant de 1 l plus que a. 

Si ] b, a] n Fi était Fi n'aurait aucun 
aucun élément inférieur à a,~ b ; alors 

Donc: 
vn Fj~ S?i, 

voulait montrer. Il en résulte que C satisfait à (C3), donc est 

e 

~UlDt)miiOILs C connexe. Une section fermées est non 

n'est pas la chaîne toute entière. s ~on ouverte signifi~ 


existe a es à aucun ouvert Inclus dans s. Cec1 

a est plus élément de s. En s'il existait a'> a, 


exister:au un ouvert ]b, c s et contenant a. s est close. Donc : 

s non ouverte ==> s close 

C étant connexe nous avons : 
s propre fermée ==> s 

donc C est conditionnellement '-'V........ I"''"'"'"''"'' 


8 

http:d.�m<)mnr.au.on
http:pv,;:,,;:,~.u.a.aL
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s'il existait a et a', a< entre 
eux aucun eiemeui, les ensembles : 

! x ; x ~ a ! = l x ; x < a' ! 
et 1x ; x ;::: a' l = l x ; x > a' ! 

seraient deux ouverts réalisant une de C. 
C soit connexe, il faut deux éléments a et a' 
ait un autre c'est-à-dire que C soit dense pour son 

Nous arrivons donc au "'""'"~-"".,...,,.,. de conditions nécessaires suivantes : 
~ C conditionnellement 'VVJL................,,_...,


C connexe :::=:;> 
1 C dense pour son ordre. 

Supposons maintenant ces deux conditions réalisées et supposons 

existe une de C en deux ouverts A et 
Appelons A celui qui ne contient pas b0 • La entraîne 
qu'il existe A ; cet élément ne peut nno-r-t.:>-.-.-. .... à A car C étant dense, 
il ne à aucun inclus dans A ; pour une 

toutes ne 
"'"'"""...,."'"'''"" est est une chaîne 

la fois dense pour l'ordre et ..._,v.u.u..~.~.- ... vu ..._._.._,_.__,_'"'_..._.._.__...,_ ... ""''-'''..... "-'-'-""''-'· 

pas connexe, car il n'est pas conditionnellement 

Exercice 50. 

A tout n EN, 
associons l'ouvert : 

1 o Soit F une 

xEF 

est l'ensemble des situés à une distance de F inférieure à ­
n. 

Puis considérons : 

G= 
n N~xEF 


Cet intersection dénombrable est l'ensemble des 

dont la distance à F pour tout n, inférieure à_!_, autrement dit 

l'ensemble des dont la distance à F est nulle. On sait que cet 
ensemble est c'est-à-dire F. Donc G = F. 

2o Si E est un et 
fermé deR (espace une 

son image est une intersection dénombrable d'ouverts, 
donc un ; ce comme d'un fermé. 

3o Soit fermé et intersection dénombrable d'ouverts On 

sont des fermés 

dénombrable 
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il existe une continue de 
vaut zéro sur F et 1 sur 

toujours reJnp,Ia<~er 
3fn: E 

=lOI =! anl. 

Considérons alors 

g : E -----;.. R g = 

Si o;t <?hoisit l~s fon~tions fn de façon à ce qu~l~ série fn(X) soit, 
~ decrit un1formeme~t. conveygente, la fonction g sera continue. Or, 
Il suffit pour celade choisir la ser~e ar: convergente puisque, pour tout n, 

g e~t a!ors une apphcahon continue vaut zéro sur F ; 
valOir zero en x Et: F, car : 

X :::=:;> 3 n x On :::=:;> fn,(x) =an :::=:;> g(x) ;::=an. 
La fonction g répond bien à la question. 

~~ rap~roch~nt les résultats du 2o et du 3°, on peut énoncer: une 
condit~on necessaire et suffisante pour qu'une partie d'un espace métri­
que smt l'ensemble des zéros d'une application continue à valeurs réelles 
est que cette soit un fermé. 

Exercice 51. 

1o De d(f(x), f(y)) ~ k d(x, y), on déduit successivement : 
d(f(x), f2(x)) ~ k d(x, f(x)) 
d(fn(x), fn+l(x) ~ knd(x, f(x)) 

kn 
d(fn(x), fn+P(x)) ~ d(x, f(x) ). 

La suite 1 fn(x) 1 est donc une suite de Cauchy, qui converge vers un 
Ç E est complet. 

Çvérifie .F. = f(Ç) car, pour tout réel positif s, il existe n tel que pour 
n > n 0 , on ait : 0 

d(fn(x), Ç) < s. 

On a, par suite, 
d((n+l(x), f(Ç)) < k s 

et d(Ç, f(Ç)) < s (1 + k), d'où d(Ç, f(Ç)) =O. 

F. est indépendant du point de départ x, car si y est un autre 
on a: 

d(fn(x), fn(y)) ~ knd(x, y) 
et il est , . .,, .... ,..,.... _.. solution de Ç=- f(Ç), car une autre solution "Il 
vérifierait 71) ~ k d(Ç, 71). 

2o Soit E l'espace des fonctions continues réelles définies sur le 
se~:nu~ru V de centre 21, et valent Yo en X 0 • On le munit 
de distance et on considère l'application de 
E dans E à y r.p(y) pour x E V la 
valeur : 

Yo f(t, y(t)) dt. 
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De 

y(t)) dt­

on déduit: 

d( <p(y), <p(z)) ~Hl d(y, z). 

On peut choisir l pour que Hl < 1, et si M est le maximum de lfl dans 
pour que: 

c ~ Yo- Ml < Yo Ml ~ d. 
E étant complet, le résultat de 1o garantit l'existence d'une fonction 
définie sur lXo -l, X 0 + l] à valeurs dans [y0 - Ml, Yo +Ml] et 
fiant <p(y) =·y, c'est-à-dire vérifiant l'équation différentielle. 

Le résultat de 1 o ne garantit pas seulement l'existence d'une solu­
il ·permet de la déterminer comme limite de la suite des itérées d'une 

IOilCIJton particulière, par exemple, de la fonction constante de valeur Yo· 
On a là un exemple de la Méthode des approximations successives, 

dont un exemple plus élémentaire est la résolution des du 
x= f(x), où fest une fonction réelle définie sur un segment de et 
le principe est, dans tous les cas, le résultat de 1o. 

Exercice 52. 

~r; -EC~=O 
VrER+ EC. 

,..,,..,,....... ,~~.o.-l'a est évidemment vérifiée si x = 0, 

vérifiée 0, elle entraînerait 


est Elle 

<::::::? x= o. 


Soit À un scalaire. p(Àx) est la borne inférieure des scalaires 
ÀX 

........... + ........ r tels que à ce vu de 

r 

de entraîne que 

r 
x

donc r . ECl= 1~ ·- ECI
' r 

ou = IÀ!p(x). 

Soient x et y deux éléments 
x 

X'= 
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Pour tout À> 
rons alors le 

des formes comme un 
de x' et y' à C, ce 

la définition + y) : 

À (p(x) + p(y)) ~ p(x 

Cette inégalité devant être vérifiée pour tout À> 1, ceci exige : 
p(x) + p(y) ~ p(x 

Boules unités. -La boule ouverte de centre 0 est l'ensemble des x 
vérifient : 

ce entraîne 

3r < 1 ~ E 
r 

et par cons~eu11eiH xEC. 
D'où 1) cc. 

xEC :=:::> Vr>l -E 

{ x )
donc lr;-EC1~l.

( r J 

D'où Cc 
vectoriel normé l'adhérence de la boule ouverte 

F->-r•'~-6 ...,"''"~ de la boule fermée est la boule ,.,..,,·na·..t-a 

1) on déduit : 

1) cC donc 1) =C 
1) donc 1) = 

sembler que l'on aurait 

raisonnement orE~ce~aerlt en considérant les 

ap·palrtlc~niiertt pas à ; or, la 
convexité de résulte du fait est boule pour la norme p ; on ne 

sans tourner dans un cercle l'utiliser pour montrer 
que p est une norme. 

OTY>n'J'•nt>l•o II. - Si on était dans un D<:!'liY~I'•a 


faudrait la 

non seulement la 

homothétie de centre 0 et de ..-<:ll·nn.tYt"-t 

démonstration 

I.- n 
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Exercice 53. 

des lettres latines les éléments de C et par des 
de suites étudié.élè:m~en1ts de 

e notée où œ'P dési­Soit la suite 
gne la suite (a~) de C de terme nà,nàY•n a~. 

a~ 

Si c'est une suite de Cauchy de (m) c'est que : 

Ys 3 P P > P l ~ llœP - œqll < s. 
q>P~ 

Or: 

n 
si (œP) est une suite de Cauchy, c'est que : 

Ys 3 P ~ ~: ~ ~ Yn 1 n - a~ 1 <s. 

Considérons alors la suite a~, a;, . . . . . a~ .. • • • • • C'est une suite de 
dont ce qui précède qu'elle est une suite de Toute suite 
de Cauchy de C converge. Soit donc : 

Iim 
poo 

vérifie : 
Yn 

Considérons alors la suite œ= (an). L'inégalité nrécc~d«:m1:e montre que: 
Vn !ani~ la~l $, 

donc: 
e.. 

n 
aussi. D'autre 

la suite (œP) converge vers œ car : 
!lœ-œPjJ= lan-

La suite œP appartenant à (m), la suite œ lui 

n 
que pour p ~ ce sup est inférieur ou 

Donc toute suite de de (m) converge vers un élément de 
c'est-à-dire que (m) est ....... , ... .,., 

et la formule 

(c). ~UlODC-S011.S ... 
On 

soient des suites conver­
écrireet montrons que la 

lan an•J ~ 
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En vertu de le et le dernier terme de cette somme 
t>n·n,r&:>-rc:1'"""v"'tA 

sont 
rés par $. Observons d'autre que étant une suite 
est une suite de de 

n >N3N n'> N 1 <s. 

Donc: 
n >NVa 3N n' > N ~ lan- an·! < 3 s, 

œest donc une suite de ~~·-~~A, donc t>oln'r•Prcron 

la limite de 
résulte 

est 
en 

e (c0 ). Pour montrer que '-''-"A·"""-'Jl'"'"'" il suffit de mon­
trer est fermé dans ou, ce 
des suites vers un différent de zéro 

l'ensemble 
ouvert. Soit 

une suite œ converge vers Z e C dans (c), de0 

centre œ et de rayon ne contenir aucune suite ~ = (bn) de 

car d'une 

d'autre 

< 

donc: 

> 
donc: 

n 

...,,.,._,~.~ .......,.....,. cette fois par : 

Conservons les notations 
Le fait que la suite (œP) 

nous avons 
suite de 

utilisées pour 
de (11) 

3P p~P 
~p -a~l < s 

Considérons encore, pour tout n, la suite En vertu de 
c~ sera encore une suite de de C et nous pourrons poser comme 
CI-dessus : 

an= linl 
p-,....00 

et considérer la suite «=(an). Nous allons montrer que œ à 
et est la limite de (œP). 

Soit N La condition d'écrire : 

Vq~P 
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tend vers de cette somme 
eUe-même inférieure ou à s, 

N 

que soit on affirmer 

prouve d'abord que la suite a.- a.P, de terme 
smnniaine, donc a.P est que a. est somma-

ensuite que la suite (a.P) admet a. pour J.JI..ULJ.JI.'-''"'' 

avec les mêmes 

Vs 3P 12 < e. 

aussi et montre 
a. lui 

en même 
établit que la suite (a.- a.P) ..,...,,.,..,,,.,.",..,..+ à 

de la 

ha­
est 

91. 

suite de fonctions in­
pour le 

'-"""'J"""'IJ'Jlv est hien une suite 
En 

21 


exactem.ent comme on l'a fait IX. dans un contre-exem­

uuiuiict:e, sur ]0, 1], de la fonction x 

.... ,u..._... .._,l". ....'"" du cours, que cette suite ne vers une fonc­

~ x-2
1 

, et 
vers une fonction continue sur 1]. 91 

Exercice 54. 

x, y, z, de E tels que y) > 
z) ~ d(x, y). 

d'autre 
y) était strictement 

z)). 

z), il ne 'lr\A'I>'I'~~o 

que d(x, z) = d(x, y), 

d(x, y) > d(y, z) ::::::? d(x, z) = 

Ce que l'on énoncer : tout ..-~,nnrtl de E est IS<lC€~le. les deux côtés 
étant au moins au rnns1errte côté. 

2o Soit la boule ouverte de centre X 0 et de rayon r, 

r) = 1x ; d(X0 , < 1 • 


Soit Yo à B ; par < r et 
d(y0 , x) ~ sup (d(y0 , X 0 ), d(x, X

0 
)) < r. 

r) donc à la boule de même rayon 
se montre de la même Les deux boules cOJ:nci­

leur 

n'appartenant pas à c'est-à-dire d(z
0 

x 
0 

) ~ r 
et considérons encore la boule B(z0 , r) = l z; d(z, z) < r 1 . 'comme 
d(x0 , Z0 ) strictement supérieur à d(z ,z), il ré;ulte de 
d(X0 , z) = ~ r. La boule B(z0 , r) 

0 

donc toute 
au de r) ; donc ce est ouvert et 

de B(x0 , 

aam€~tH~nt pour centre tout 

m~unteilailt Z0 

1o 

B est fermée. 

Si maintenant nous considérons la houle fermée : 

r) = 1x ; d(x0 , x) ~ r l 

et si nous considérons encore Yo E B, le même 
montre que: 

VxEB 

La boule B admet encore pour centre un au.eH~ortatle de ses ..,'"'''·...·"'"'· EUe 
est donc ouverte. 

toutes les boules sont à la fois 

nous avons vu que toute boule admettait pour centre un 
ses Donc si x à l'intersection de deux 

ces deux boules et l'une d'elles est incluse dansest centre 
l'autre. 



218 


D'où, si Sm est la section finissante de rang m de la suite et son dia­
mètre: 

lim 8m=0 ~ lim =0. 
In=oo 	 n=oo 

Pour ., .. n~.,.,,"' suite de E soit de ---·---~-~ .J il est donc nécessaire et suffisant 
que u,.+1) tende vers zéro n tend vers l'infini. 

E aura en outre une structure d'espace 
complet, énoncer cette : une série converge 

son terme vers zéro. 

de E ne converge pas 

>s 	 (1). 

pour cet s là : 
3N0 V n > N0 , m > N0 d(um um) < s 

Mais la suite étant de 

Pour N de la (1), prenons le N0 de la ligne (2). Il existera R 0 > 
tel que: 

> s et Vm > <s. 
nous donne alors :La 

A du N0 , les Un restent à distance fixe du o. 

4o On vérifie immédiatement que la valeur absolue ,.r~,.........'"'"·'"' 
n-p,nn;r-.PTP~ d'une valeur absolue sur espace Iml-n:teiJrre. 

valeur absolue définit bien une d.Is,taiice 
x, y, z étant trois de si on a : 

y-x= z y
b 

be 
z-x= 

lu- lz­

et bd étant avec p, ex1oo~mrtt de p dans 
est au moins à ~· Donc : 

lz­

jz­
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5o 	 Un élément de 

de Q pour la 


(Xn) ~ Iim lxn- Ynl 11 =O. 
n=oo 

La donnée dans le cours A.P.M. 1, du fait que 
défini comme de Q pour la valeur absolue est un 
sur-corps de sans ch.ange1nent. 

Il est immédiat de vérifier = !xnl 11 ne dépend du 
de la classe que x = 0 ~ lxi 11 = 

lxYI 11 = lxl 11 IYI11 ; ,que lx+ YIP = lxn + 
avec !xn Ynl 11 < sup (jxnl 11 , 1Ynl 11 ), ce entraîne : 

lxn Ynl 11 < sup (liron !xnlp,Iiilln, IYnip) = sup (jxl, !yi). 
D'autre nous savons troisième que (xn) étant 
suite de --·-~-·~_, ne pas vers 0, lxnj 11 reste constante à ·partir 
certain valeur de 1x1P est alors egale à cette constante. Il 

en résulte que valeurs absolues des éléments non nuls de Q11 

comme celles des éléments de de la forme-.p(J. 

6<> Soient = l xE Qp ; !xl 11 ::::;; 1 l et 

'JI= l x E Q11 ; !xl 11 < 1 l = ! E ~-
1 

J 
p 

Il est immédiat de vérifier que A11 forme un anneau qui contient Z et que 
'JI est un idéal de cet anneau. Considérons les classes mod 'JI de cet 
anneau. 

Il est d'abord clair que les éléments de Z sont congrus ou incongrus 
mod 9 , suivant que leur différence est, ou non, divisible par p. Ils se 
re1oaJrt1:ss€mt donc entre p classes dont chacune contient une classe de Z 

Si maintenant on considère b E Q n A 11 et b sont des entiers 

rationnels et b est T'""'"'....,~"" ... avec p), le théorème de Bezout d'affir­
mer existe À p. dans, Z tels que : 

lb p.p = 1 
a a 

la+ P.t;P 

a a 
b -Àa =p.bp, 

a 
1 

...,.....1 a 
1 --la1 :::::::- ou Àa (mod 9 ) ' Àa ece b p1J 

donc a est dans la m.ême classe mod 9 élément de Z. Les éléments 
b 

rationnels de se partagent donc entre les. p classes déjà déterminées. 

Si, xE A 11 n'est pas rationnel, il est tel, par construction, que 
si (un) est une des suites de Cauchy de rationnels qui le définit 
liron lx- unl 11 = 0, donc x et un sont dans la même classe mod 9 pour 
n suffisamment Les éléments de A11 introduits par la complétion 
se répartissent encore entre les p classes déterminées par les éléments 
de Z. 
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1 
Il y a donc p classes mod 7J • Ce sont p boules de rayon ­

p 

à distance - du centre) et admettent comme centre un 

de leurs· chacune contenant tous les entiers d'une 
même mod p; chacune peut être 

n en résulte que 

caractérisée l'entier a 
(0 ~a~ (p -1) contient. Il y a donc entre Ap/ 7J 
et Z/pZ et il est de constater que cette est un isomor­
vu.J•., .........v pour les structures d'anneau de et 

9 est un corps. 

7o Soit xE Soit a E Z (0 ~ ~ p -1) l'entier de sa classe0 a0 

mod 7> • 
~1 E :P • 

On peut écrire : 
~1 = pa.1 a.1 E Ap. 

Soit alors a 1 E Z (0 ~ ~p- 1) l'entier de la classe de œ1 mod 'J>a1 
1 

x- a0 - pa1 = ~2 avec l~2lv < 
d'où 
et ainsi de suite... 

On détermine une suite d'entiers a0 , a1, •••, am ... , Vi 0 ~ a., ~ p - 1 
tels que : 

1 
lx- ao- pal···- pnanlv = l~n+llv ~ pn+l · 

D'où ~+1 = pn+lœn+l œn+l E Ap, 
et il existera an+l E Z (0 ~ an+l ~ p- 1) congru mod 7> à rJ.n+t : 

1
lx- ao- pal···- pnan- pn+lan+tlv ~ pn+2 ' 

x est donc la limite de la suite U 11 = a0 + a1p ... + anpn ou encore la 
somme de la série de terme général a11p11 

• 

Il est clair développement de cette forme 
que, si on ... + b11p11 +... avec bk # ah on aurait 

1 
IY-Xip~ . 

trouver k E N tel que :Si maintenant y E on 
1 

xy= 

... , onde Hensel de x, x = a0 

y: 
y= 	

(C'est bien la forme 

forme est .-.n..n-.r.o•rcra.n 

de cette 
termes 

est de 
8 o Soit M une Elle a nécessairement un nombre 

d'éléments dans une, au ..........,.......,., des p classes mod 'JJ de Soit 
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infinie inclus.e dans cette classe et x 1 un de ces éléments. 
Lonsld(~ro~ns l'ensemble des classes mod 'JJ 2 de la classe de x 1• Tous les 

et seulement si, les· y 
est donc 

au contient une 

éléments de cette classe étant de la forme py de laa0 
deux éléments de cette seront congrus 

sont congrus mod ']>. La 
9 2classes mod et l'une d'entre 

c M1 • Soit x2 un de ses 
éléments. La classe contenant se partage en p classes mod ~Pa ••• et 
ainsi de suite... On définit ainsi une suite x1, x2, ••• , Xm ••• d'éléments de 

est une suite de 	 pour r et q plus grands que n, 

x,.- Xq E ] 111 
, donc Jx,. ~ pn. Cette suite de Cauchy converge 

vers un élément x E AP puisque Am est une partie fermée de QP 
cmnplet. est complet. 

De toute partie infinie de AP, on donc extraire une suite conver-
AP est compact, en tant qu'espace 

la de Bolzano-Weierstrass. 
Ceci démontre 

Il en résulte que QP est localement compact, car tout élément a E Q 
est centre d'une boule 1x ; lx- aIP ~ 1 1 algébriquement isomorphe et 
isométrique à Av, donc compacte. 

Exercice 55. 

1o Supposons f continue. L'image réciproque du fermé f(A) est un 
fermé ; et comme f(A) ::> f(A), on obtient : 

-1 
(fCA)) => fof(A) ::> A. 

) , fermé contenant contientMais alors 

c 

Ceci entraîne : 

c c 

Variante. Soit X 0 E La continuité de f au 

soit plus fin que 


que: 

V W E CJY(f(X0 )) 3 V E CV(X0 ) f(V) c W. 


ltr.~-lm.l=H:fP des voisinages de X 0 

on a V n A =F !{}, et ce entraîne : 
f(V) n f(A) # !{}, donc W n f(A) # !{}, donc f(x0 ) E f(A). 

Donc 

Supposons f(Â.) c f(A), pour tout A E 'JJ (E). Soit 

B un fermé de F et soit A = 

Mais , c B entraîne c 
ce prouve que A est fermé. B étant un f est 

c =B. 

c 
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2o Soit H c E un sous-espace vectoriel. Soit x E et y e deux 
de son adhérence. Montrer que est un sous-espace, c'est mon­

trer que x y et tout À du 

q~: (x, y) EE2 ~ ~: xEE~ÀxE 

avoir q~, que 
le voit aisément en de la tOlJOIOa:Le 
donc: 

y l Ç=? (x, y) E x ye c 
x 
De même: 

x ~ ÀXE c 

Exercice 56. 

Soit 

éléments 

la et soit fq un élément fixe de cette par­
tie. Un élément sous-espace vectoriel par les 
autres une combinaison finie de la 
forme: 

a= ÀJi= 
O~i~p;i-:;i=q O~i~p;i:j:.:q 

posons : 

~ Ài=!J., 
O,ç;_i,ç;_p;i-:;i=q 

et écrivons explicitement les suites réelles que sont a et fq, en supposant
d'abord q =?O. 

À À a : , ... ,!J.+ ,!J., !J. ' ..., !J.+ ,!J.,!J., ... q- p 

fq : 1, 1, 1, 1, 1, ..., 1, 1, 1, ...' ..., 

Pour que fq soit adhérent au sous-espace vectoriel décrit par les a il 
faudrait qu'à touts> 0 on puisse associer au moins un élément a tel que
l!a - fqll < s, ce qui exigermt en particulier : ' 

Ill-- tl < s et Ill-- 1 - 1 < s, 

conditions incompatibles pour s arbitraire. q 

D'autre _part, une suite .du sous-espace vectoriel engendré par 
l fi ; 1 ~ z ~ p l s'écrit : 

b : !J., !.L + Àl, ••. , !.L + ' !J., !J., ••• , 
p 

et pour qu'une suite d'éléments de cette forme converge vers fo, il fau­
drait que, pour tout s > 0 : 

et pour 1 ~i~p 
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s arbitraire 
pour 1 ~ i ~ p ~ = O. 

est .J.U.•vV.I..UIJ'<:H.Jl.U 

donc être limite d'une suite d'éléments du 
La considérée est 

nous que la suite 

converge vers fO. En 

cette 

et pour n 

On en déduit que la famille des 
trouver une sous-famille totale-

norme sera arbitrairement 

tOlOOJloa:urueJm€mt libres n'est 
pas inductive. Nous venons, en effet, 
ment ordonnée : 

.............T .."'" 

..., 
suffisamment 

Mais alors 

ene:m1d1~é par les autres 

si nous considérons la réunion de ces 
fi ; i E N l , 

1 fi ; 0 ~ i ~ p l c l fi ; 0 ~ i ~ 
dans la famille des ...,..,. ......,,;,"' t(JD<JlO!!'HIW~­

devrait inclure réunion et 
avoir elle-même une 

Exercice 57. 

encore telle que tout de (ll) soit 
d'une d'éléments soient des combinaisons linéaires finies· d'élé­
nlents de la base. 

la suite a de de terme an 
que 

étant 

p 

a= 

par définition des suites som­
constitue bien une 

sa linéarité 
vérifie : 

p 

lia--

Si f ~~·~.n.-..·h,.,.~ ... au dual "'""""'""'..... de (ll) 

! en ; n E N ! 



de (ll) est 

av)e1 
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donc: 

et le fait que f soit continue 

p 

n=1 

est alors par le choix de la suite 1 • Une telle suite 
être choisie de telle que f(a) soit Uè1timte pour tout a, donc 
la série de terme général anf(en) soit que soient 

an. 

On voit d'abord suite bornée 

"V n lf(e.) 1 ~A =? 1 : a•f(e.) 1 

Or par définition de la série de terme 

..<u...,.l..l.~''-'• c.t.U.::>'-HU..U.L\;;.1..1.'- convergente). 
1 soit une suite 

f soit continue exige 1. 5) existe K~ 

if>Aln"'I:TL>T'rtan1~a (et 
ecJlDro(rue:mEmt. il est nécess~aire que 

que: 
lf(a) 1 ~ Klla!l, 

soit : 

1n:l a•f(e.) 1 ~ K 

Considérons alors la suite a définie par an = . Pour cette suite la condi­
tion (1) s'écrit ; 

lf(ev)l ~ 
ceci vrai que soit p, que 

1f(en) l E (m). 

La donnée d'une forme linéaire et continue OrTnii .."'~~··+ donc à la donnée 
d'une suite 1f(en) J E (m). Il existe donc une entre (m) et le 
dual topologique de (11 ) et cette est un isomor­
pn:tsrr.te algébrique. 

Nous allons comparer les normes sur ces deux espaces.
Soit 1 f(en) 1 une suite de (m) dont la norme est : 

A= sup !f(en)l, 
nEN 

et soit f I'élém~ent du dual de (11), défini par cette suite et dont la norme 
est 

llfll = sup l If(a) 1 ; Hall= 1 1 , 
c'est-à-dire que : 

lVII= sup Il ~ a•f(e.)l 
pour les suites a telles que !ani= 1. 

n=1 
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suite s'écrit : 

on voit que: 

Ce sup est encore A. En comme nous r avons vu 
ci-dessus : 

1 f(e,)an 1 ~A 
1 1 

D'autre 
Vs A-s< <A. 

Prenons pour suite a la suite an = 
f(a) = 

donc: 
Vs 3 a A s < lf(a) 1 < 

et A est bien le sup de ! f(a) ; llall = 1 l . 
Les deux normes sont donc et nous pouvons conclure : le dual 

et à 

de (c). La famille formée de la suite 
et des suites en est une base "''"'~J'-''-"""'''-1 

suite a= (an), considérons la suite : 
+ (a2- av)e2 

..., 
= sup 1 lan- aPi ; n > p 1 • 

Or une suite "'""'''""'r.:'-..a""n1r"" cOJmTJile]œs étant une suite de -------., 
,...,, ...,être -..oy~ pour p surn:sm:nn:Iein 

donc écrire : 

a= 

a.= 

a=Ot.eo + 
n=1 

Le même raisonnement 1o montre alors élément du dual 
t01)0lO~JLqute est tel que : 

p-1 

(an aP)f(en), 
n=1 

est encore déterminé par la donnée d'une suite 1 f(en) 1 d~ 
Pour l'écriture, posons f(en) =en. Cette suite dmt 

"'êt,U'r,,e h que la suite de terme général :....vc.....,o.,.~i.._s._.i.e de façon 
p-1 

Uv= avc0 + (an- aP) Cm 

n=1 

l uP l 
en soit il 

soit une suite 

Or, si p < q: 

que soit la suite 

- uvl = lco(aq- av) 

http:pn:tsrr.te
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q­

-aPl lan-
n=O n=p 

toute suite a e (c) est une suite de donc : 
Vs 3 P > P > P laq- aPl < s. 

par
p-1 

s 

-uvl à son 
q-1 

n=O n=p n=O 

On voit donc suffit que (en) soit une suite sommable pour que la 
suite (up) soit une suite de Cauchy. Montrons que cette condition suffi­
S'ante est nécessaire. Le fait que f soit continue exige encore existe 
K tel que: 

If(a) 1 < K !Jal!, 

soit 
n=1 · 

Supposons que en= ~n ei 6 n et considérons 
La condition nr,éc(~dtmt:e 

la suite définie 
pour n ~ et an·= 0 pour n > q.
quée à donne : 

q 

Çln < 
Comme on obtenir cette condition pour tout q, il en résulte que : 

(en) e (11). 

Il existe donc une ''-'"-'·L.I.'U'.I.JI entre le dual de (c) et eSl[)a<~e (ll) des suites 
smnmables. 

Etudions ..........,........JL"'""·.............. la norme sur ce dual ; 
 à cette trans­
formons .ovl~-rt:l•QQliAn de f(a). On a : 

f(a) = a:.Co 
p-1 

n=1 

en étant le terme d'une suite sommable et an celui d'une suite 
d'une suite sommable et le deuxièmean en 

terme de la somme au troisième 

00 

il est égal à a:. en. En effet : 

p-100 

pour p et 

(X, étant la est 
n=p-1 n:::::::1 

la:. Cn-aP Cn 
H=l 

00 

~la:.-- a 

n=1 

la:.-- aPl est 
00 
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arbitrairement pour p suffisamment ce prouve que: 
p-1 00 

00 

D'où: = a:.[Co- Cn] ancn• 
n=1 

= sup l Jf(a)J ; !!ali= 1 1 , 

c'est-à-dire : 
JJfll = sup l Jf(a) 1 ; sup Janj = 1 l · 

On voit tout de suite que si sup !ani = 1, 

n=1 n=1 

ainsi trouvé pour If(a) 1en constitueet nous allons voir le 
bien le sup. En 

Posant encore Cn = Pn e , définissons alors une suite a par les condi­
tions 

pour 1 ~ n ~ N 
pour n > N 

00 

avec (X, = e-iarg [co- ~ en]. 

n=1 

Cette ·suite est bien convergente et de norme 1 et pour elle : 
N oo 

n=1 
00 

D'où If(a) 1 ;;::: !co cnl + JcnJ-Ia:.l lcnl 
n=1 n=1 n=N+1 

et, en tenant cmnnte de ce que loci = 1 : 
00 00 00 

lf(a) 1;;::: Jc0 eni + ~ Jcnl - 2 lcnl 
11=1 n=1 n=N+1 

00 00 

;;::: Jeo- eni JenJ-2 s 
11=1 1!=1 

00 00 

ce prouve bien que Jeo- eni Jenl est le sup de lf(a)l. 
n=1 11=1 

Donc: 
00 00 

= lf(eo) - {(en) 1 + ~ !f(enl· 
11=1 n=1 



carrés 

p 

pour une 
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que la norme ainsi trouvée est 

En effet : 

2!Jtll ~ 21Co -­

n=l n=l 
00 00 

~ !col - 1 eni + 2 2: 
n=1 n=l 

11=1 

D'où: 


1 ~ 11111 ~ 2

2 -...:: ll(f(en) )Il -...:: . 

Les deux normes sont équivalentes. (voir VIII, 1, 6) et (11) et le dual de 
(c) sont algébriquement isomorphes et homéomorphes (mais non isomé­
triques). 

3 o Lemme. Pour tout n, désignons par Sn la somme des n premiers 
termes de la série divergente de t·erme général un et par la somme des 

n premiers termes de la série de terme rrA1rlAY'<Jo 

Soit d'abord a. = 1 ; pour m et n, entiers arbitraires, avec m > n, 
on a: 

m 
1 

m 


1lm-1ln = 
 > 

est .rlùr.oT'Cfa1'"'i" 

p=n+l 


la série (Un)
IUn-.<>.nr-na à tout n, on associer m tel que 

(Sm - Sn) dépasse Sn, ce entraîne---- > 2. A tout n, on peut 

associer m > n tel que (llm - lln) a.e·pa:sse 2 . Cela entraîne que la série 

Un

Si a.< 1,-- et la série 

Un 

a 

::::;upp,os(ms maintenant a. > 1. et 

marquons sur l'axe des abscisses les d'abscisses 
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par l'aire hachurée et est par 
p=2 

dx donc tend vers une limite finie n tend vers l'infini. La 

Un 
série de terme Vn = - est donc si a.> 

1 

est base tOlWIOgJLQ de 
car on écrire pour a comme on l'a fait pour a 

Dual topologique de . La base ! e11 l 

p 

a= 

par définition des suites de 
forme f du dual tOI)QHJ· 

p 
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que soit 

conver-

..... ,""...,.... ,A;; de f sera celle d'une suite 1 
pour toute suite a. telle que la série 

1 f(e,) 1 E En 

p 

< x 
n=1 n=1 

La condition 1 f(en) l E (12 ) est aussi ne~ce5>Saire 
que ! 1 ne soit de carré sommable 
coJns1.<1érm1s la suite a par : · 

~ne-i6n 

La suite a ainsi ,._.,..., ...,.... ,,co <:lnno ....~:-;,.y.,..j. bien à (12), car : 

Pn
2 

vertu de la deuxième 

n=1 

00 

et = sup l lf(a)l ; =11. 
n=1 

Nous voyons d'abord que : 

00 00 

1=1 
ll=1 n=1 

00 

x 
n=1 n=1 
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cette 
et si l'on pose 

est 
atteinte. suffit pour 

D'où 
Mais on montrer, borne 

de considérer la suite a définie par : 

Cette suite a a bien pour norme 1 

pour eUe 

è~:an1té des deux normes est donc établie et nous nn;n'".,.""' conclure 
l'espace (12) est et à son 
topologique. 

à 

~>ITl'nr.nnP - Nous montrerons dans le IX que 
où le scalaire de deux suites ! Xn 1 ! Yn 1 

est un 

est défini par 
1 

son dual dans tin ,~..-, ....... ..-..~v~..,.,n~•n 


élément y E (12) tel pour xE (l2), f(x) = 

que nous venons est distinct 

fait correspondre à une forme 

f il fait corres-de celui-ci ,..,,,,.,,..,..,, 


une suite l f(en) ! telle que f(x) = 

Exercice 58. 
On vérifie immédiatement que la forme x définie sur E' par : 

est linéaire. Pour montrer 

Par définition de 
~llx'll 

Vx'EE' 

= lx'(x)l. 
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d'où 
~ 

prouve, étant ici un nombre que -x est unecontinue la norme vérifie : 

llxll~llx!l. 

Pour montrer ~ ............. ,_..... de ces deux normes, il 
 de considérer uneforme E E' ~ .....,... ...,J'""'""JlJll, à: 


x'o(x) = IJxll = 1. 

Une telle forme existe bien en vertu de

2, 1, Pour cette 

x(x'0 ) _ 

l!x'oll ­
que: 

Exercice 59. 

tout À e 

Ys 
 ) YJE ) J::> 

alors : 

J.EA 

Exercice 60. 

strictement 

ul, m = - 1 u2, m = 1 
1et Y n ~ 3 Un, m = -----==----=-­

On trouve alors : 


et la famille 1Sm ; m ~ 1 l est sommable 
 la série est 

et soit JE J::> 1 une 
J en pour tout À, J;. ::> 
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Exercice 61. 
Considérons une série 

vers un irrationnel x et une 
vers où q E 

considérer croissantes 
par les suites des 

x et q-x). 
Ceci considérons la série (wp) définie par : 

Yn 	W2n =Un 
W2n+l =- Vn-

La famille 1wP pEN 1 est une famille d'éléments de 
la famille 1 jw 11 sommable de somme q. à la 1 
elle est sommatie dans R où elle a pour somme 2x - q. 
n'est donc pas sommable dans 

Exercice 62. 

Soit 1an ; n e N 1 une suite "VJlJlJl.HJ.<Ol.LJH.;,, 

Ys 3 YJ ::>Jo IIS-SJII <s. 
Soit pour une cp la série a 9(n) • Posons 

n 0 = sup 1cp(n) ; cp(n) E 1 . 
Pour tout n tel que cp(n) > le se~~mc::mt de N, cp(n)] est alors une 

finie contient J 0 • 

Ys 3 Y cp(n) > no IIS9(n) - S!l < s, 
la série ) est convergente, donc que (an) est corn­

m11tati"v'en1ertt 

soit la sene (an) commutativement 
la famille 1 n E N 1 ne soit pas sommable. La 

f'-rltPt'P de Cauchy 
3s YJo 

l'ensemble c N des entiers de 1 à 
éléments Prenons alors pour 

3 n 

convergente. 

l'en­des éléments de Prenons pour nouvelle 

3 n 
et ainsi de suite... 


Nous pouvons alors définir une tn]ecnon 

consiste à la famille 

leur ordre les éléments 


•••••••• 111 ••••••• 
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II est clair que l'on obtient par ce 
nn-mf'rrtP donc une série ) 

que soit rang p 
crrr\nr•a de termes consécutifs de 
.......,...,'VA...... '"' de la somme e: ce 

pour les séries. Il y a don'c ""~'"'.,.,..aœA...,L-AVJ.J., 

Exercice 69. 

, Soient S et S' les sommes des deux Ces familles co.m1uexes, 
etant sont absolument sommables. Nous convenons dési­

et les sommes des familles 1 !ail ; i E I 1 et l Jbkl ; k E K 1 
et r, sommes des modules des éléments indexés par 
J cI ou L c K. 

hvnothc~se entraîne : 

J::) 
L::) 

Observons d'abord que JS- SJI est et consé­
quence: 

et de même 

L ::) Lo ::=:;> 1S' - L 1 ~ s. 

Pour les finies P du I X convenons de par 
somme des éléments indexés par P et par--- la somme des modules 

de ces éléments. 

Considérons alors la finie 
p::) x 

jSS'­

Or 
et 

de la démonstration revient snnnieiJnellt 
y) ~ xy est continue dans 

terme de la somme 

Mais il existe une finie J X L telle que 

J X L ::) P avec J ::) L ::) 
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on voit aisé­
ensembles 
cherché est 

1SS' lJ 1 ~ 2 s (S 

étant fixé et ceci étant obtenu pour tout P ::) Jo X L0 , on a bien 
que la famille était sommable de somme SS'. 

Observons que le théorème obtenu ici est 
rème sur le de deux séries ansm.unJ.ein 

Cn = Œt ne sela formation de la série de terme 
=0 

que dans le cas des séries de nuiss>anlces, et ses propriétés se déduisant 
en tout cas immédiatement résultat et de l'associativité 
des familles sommables. 

Exercice 64. 

On écrire: 
lia- blf = -a' a'- b' + b'- blf = 

lia'- b'IF lia- a' + b'- blf 2 9e(a'- b'ja a') + 2 -b'lb'­
ces deux parties réelles de produits scalaires sont positives. D'où 

lia- blf ~lia'- b'Jf. 

Exercice 65. 

a) Soit l On ; n E N l une base dénombrable des ouverts et soit A 
un ensemble obtenu en choisissant un an dans chaque On. A est 
évidemment dénombrable. Il est dense sur E : en effet, si x E E et si 
V est un voisinage ouvert de x, V est réunion d'ensembles On; il existe 
donc au moins un indice p tel que xE cV, et par suite un point Œp 

de A appartient à V. 

b) Soit ! n E N l une dénombrable dense sur 
~r·~~,·~~··~ E. que famille dénombrable des boules 

; n E p E N, est une base des ouverts. Soit, en 0 un 

~HTT""'"' ... et xE O. Il existe une boule B (x, r) incluse dans O. Soit alors p 
1 r 1

tel que - < Il existe un an dans la boule B (x, - A est 

dense sur E. On a alors : 

1


xEB c B (x, r) cO. 

Tout de 0 à une boule de la famille incluse dans 
que 0 une réunion de telles donc cette famille 

constitue une base des ouverts. 



1 
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l"'."b•P1'f'U''D 66, 

1 • Tout x E H est de la 

X= 

La linéarité de A que: 

et sa continuité que : 

il faut et il suffit 

A 

Si A 
que la ci-dessus existe soit une famillesommable. Or, ' et tendant versl:l..nl est Tnn·ir.-A. 

00 

j),P xPj2 :::;; A2 !xPI2 < oo. 

est continue et que sa norme, 

est par A. 	D'autre il suffit de considérer x= pour voir 
donc que ce est atteint. 

= 0 Ç:::? =0 	~ =0. 

Les étant non cette dernière condition ;;. .....,.~,T··~~, à 
Vn xn= 0, 

ou encore à x = O. On donc conclure 

= 10!. 

- La définition de A nous ~~·~-~-~ ...:~ 
...,.,.,,.,.~.~~ de valeur propre )..n. Pour x 

J c N est le sous-ensemble des indices des vecteurs 
x a des non que A

co:mt)osantes le même donc que les AÀ&.An'""""'·•i-""..." 

Il en résulte )..n sont les seules valeurs 
que J est fini et formé que le sous­
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à une valeur ~ est celui engmuu·e 
= ~· le cas où suite 1:1..n1 est sti'lCiteiJlleJJ.t 
sous-espaces propres sont de dimension 

2o Une solution de sera déterminée par ses coordonnées 
xn =(x!en) doivent 

(A(x) len)- À(x!en) = (y!en) 
et comme (A(x) len) = Àn xn, xn doit vérifier : 

()..n- À) xn = yn 
pour tout n, différent de zéro, xn est déterminé de manière 

xn=-.:::::__­

'si la suite (xn) ainsi définie .,.,..,....,. .......-~-..."'..... * à (12 ). On voit
et x 
1 

.alors que la au!es-uon se pose différemment suivant que est 

borné ou non, c'est-à-dire suivant que À est différent de zéro à 
zéro. 

3° Si À =F 0, Àn- À tout n, alors jÀn- À! est minoré un 
nombre fixe A' =F 0 pour une valeur n 0 de n). On a 

1 1
Vn 

1 
et 	 Il jxnj2 < 1) jyn!2 

ce (xn) E (l2), donc que x 

appucanon A- Àl est une bijection et 


cŒrrespc)n(ire la solution de l'équation E relative à 

Elle est linéaire comme 


montre est continue et que sa norme est 

1 


étant atteinte pourou égale à . Cette valeur du 

on conclure 

4° Si À= À'il = 
exister que si 

.,....,....... ,.. ~o.;,"'...,.,. au sous-espace 
sous-espace 

tient à ce sous-espace 

sont déterminées de manière par xn = --=-- ; les q autres sont 

arbitraires. On comme dans le cas que la suite 

ÀP+l = ..... = 

, SUlPPJ[éDJ.eiltaire Orltll<)g(>n~U 
par 1 en ; p :::;; n :::;; p q - 1 1 • Si 

les coordonnées xn de x pour n 

est de carré sommable (et elle res:te de carré sommable 

on lui 
solution 
variété affine de uu..u.vJ..l.::)JLvu 

conforme à la 
re1ort:~sent~1nt le noyau de 

arbitraires dans Il existe donc une 
à HÀ et la solution décrit la 
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5o Nous savons existe au une solution déterminée 
par ses coordonnées xn = il est nécessaire et 

que (i:) soit de carré sommable. Montrer existe des y EH 

tels que (E) n'ait pas de c'est montrer existe des suites 

de C sont de carré sommable et sont telles que (~:) ne le soit 

pas, la suite (Àn) étant donnée. Posons, pour l'écriture : 

1 


=tJ.n 

est de trouver une suite de réels positifs (~n) telle que la 
00 00 

...... ,_,"U""'-'~'"' croissante et tendant vers 

entier 
""·"'·'"'JI."J'"'"''·"'·..."' 

soit convergente et la série (tJ.n) étant une 

Nous pouvons définir une 
str1ctc~m1ent croissante d'entiers positifs n(p) les conditions que 

petit entier tel !J.n(1) dépasse 1 n(p) soit 
supérieur n(p -1) et tel que !J.n(p) dépasse 

alors la suite (~n) de la façon suivante : 
1 

~n(p)= Vn ! n(p); pEN l ~n=O. 

00 00 1
La série ~n = est convergente. La série Pn tJ.n,, dont une infi­

n~ p~ 	 n~ 

nité de termes sont supérieurs à 1, est divergente, et le vecteur 
C~n) est tel que (E) n'ait pas de solution ; en 

il n'appartient pas au sous-espace A(H). 
1 

cette suite 
r.ur··n .... .., 

D'autre part, ~ tendant vers 

1
VM 	 ~M. 

Si l'on alors y= e110, on aura IIYII = 1 et llxll = 1 
~M. Donc : 

VM 3y 

n en résulte que si l'on considère 
B : y E A(H)· --7 x E H 

définie 	 le fait x soit la solution de A(x) =y, cette "'~-'If.'·'"'·'"'"''"."'·""· 
e·st que s.oit l'identité sur n'est pas continue. 

Exercice 67. 

o Considérons 
y EH --7 (x!Ty) EC 

une 
amplu~atJLon Tet de la forme semi-linéaire --7 

semi-linéaire définie sur H. Etant donnée une 
semi-linéaire définie sur il existe un élément x' tel (x'ly) 
sente la valeur pour y de la forme semi-linéaire en Cet élément 
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x' est par T* et 
on a: 

Reste à montrer que T* E E(H). 

EH ~ (x1 !Ty) = (T*xljy) ~ ::::;> (x

?Cx2jTy) = (T*x2jy) ) 1 


par définition de T* : 
 -
D'où: 

EH = (T*(xl x2) !y), 
donc 

T*x2jy) 
= T*(x1 + x2), 

et que soient x 1 et x2 H. D'autre 
(T*(Àx) jy) = (ÀxjTy) = À(x!Ty) = À(T*x!y) 

donc T*(Àx) = ÀT*x, 
et que soit x. T* est donc linéaire. 

Cherchons ce représente (T*)*x. Par définition de la correspon­
dance T --7 à T* on a, pour tout x et tout y : 

( (T*)*xly) = (xjT*y) = 
à ceci vaut (yiTx) = (Txly). 

D'où: 
EH ( (T*)*xjy) = (Txly), 

Mais 

donc (T*)*x = 
et comme ceci est vrai pour tout xE H : 

(T*)* =T. 

Evaluons l!T*xl!, dont le carré est : 
I!T*x!l2 = (T*xiT*x) = (x!TT*x) ~ llxii·IITT*xll ~ llxi!.IIT*x!l.!ITII· 

D'où IIT*xll ~ llxii·IITII, 
T* est continue et que liT*!! ~ IITII· Mais ce résultat 

= !!Til ~ IIT*Il, 

donc 
 =IIT*II· 


On donc conclure que T* E ..e(H) et a même norme que T. 

S)* est définie sa valeur pour tout x et celle-ci est définie 

par que pour y: 
S)*x!y) = (xj(T + S)y) = (x!Ty) (xjSy) 

S*)xjy) 

D'où 

+ 

V x + S)*x= (T* S*)x, 


soit +S)*=T* S*. 

De même: 


= (xj(ÀT)y) = (xiÀ(Ty)) = 

D'où 	 (ÀT)* = 

= (xjTSy) T la définition de 
est égal à 

en 
en à S 

à (S*T*xjy). 
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Donc 

__,, ...........a .."'"' sur 

mais comme 
Il en 

T(Tx) = 
ly) =(Tx/Ty), 

(Tx/y) = 

nuls. 
vrai pour tout x, 

(xjTy) = 

que: 

Vx 


V=. 
et comme 

~ .............. ..,.,........ ~.. pour cela 

=V est 

On a: 


(I-T)2 = J2-JT-TI + T2= I-T-T 
T=I-T 

(I- T)* = I* -T* = I -T 

Pour tout (~=T),+qui aux conditions Ct), 
 est un
Donc : - Xv Xw, (I - T)x = Xw· 


I- =P 

~Tx/y) = (x!Ty) w""·...,..,..,. ...;,~~ 
 que T*= 

(Tx/Tx) = (x/T2x) = (x!Tx).
D'où: 

IITx/P = (xjTx) = (Txjx).
part, (Tx/x) ~ IITxll.llx!l,donc 

I!Txll~!lxll.40 
mentaire Soit V' le SUJlD!1é­

D'où (a) ~ (b). 

donc 
=llxll, 
EW. 

soit un 
si condition 

car alors : 

PwPvX = Xu PwXv, 
PvPwX= Xu Py:rw, 

Pour que il est donc nécessaire et suffisant que 
Pwxv, = Pvxw,· Pwxv, W' puisque V', étant orthogonal à U, la pro­
jection sur W d'un vecteur de V' n'a •pas de comv.osante non nulle sur U. 
De même Pvxw, EV'. L'intersection V' n W' etant réduite à 0 
la définition de ces sous-espaces, il en résulte que PwXv, et PvXw' 
être· nuls, donc que W' doit être orthogonal à V et V' à W. En conclu­
sion : PvPw = PwPv si et seulement si le supplémentaire orthogonal de 
V n W par rapport à des sous-espaces V et W est orthogonal à 
l'autre. 
Et il résulte alors des égalités ci-dessus que : 

PvPw=PwPv= nw· 

6° En vertu de la fin du 3o, si + Pv + ... + Pv est un projec­
2 n 

teur, 

{ (Pv + ···+1 

Or (CPv + + ... + Pv )xjx') = (Pv xjx) + (Pv xix)+... (Pv xjx)1
1 n . '.l • n 

= IIPv Xl!
2 I!Pv xjp ··· + I!Pv xll2 • 

l 2 ll 

D'où IIPv xjp IIPv xll2 + ... + IIPv xll2 :::;;; l!xll2 • 
1 2 n 

Appliquons cette propriété au vecteur Pv. x; on trouve : 
1 

IIPv. xll2 + IIPv· Pv. xjp:::;;; I!Pv. xll2 • 
l j:j;i J l l 

D'où, pour tout (i, j) avec i =F j, I!Pvipvixll = 0, ce qui entraîne : 


Pvi =0. 


Il est immédiat que cette condition nécessaire est suffisante car, si elle 

est réalisée : 

2 

(Pvi Pv)2= Pvn = Pv2 + ... + 
et la seconde des conditions (1) également vérifiée. 
Le cas où nous nous trouvons est un cas particulier de celui de la 
tion n V"' donc vin VJ=! 01 et 

J 
sont (puisque le supplémentaire orthogonal ... .,. ....,...,....,....... 

à de soit vi lui-même, est orthogonal à 
V=V1+V2 ... +Vu 

est donc une somme directe sous-espaces deux à deux 
Il est alors évident que tout x H a comme sur V la somme 
de ses sur V1, V2 ... D'où : 

vn• 

9 
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7o Si = Q est un 
donc = 0, ce donne : 

Cette condition nécessaire est évidemment suffisante que 
- Pv soit un projecteur, puis·que alors : 

(Pw-Pv)2 ·=Pw2 -PwPv- PvPw+Pv2 = 
et que la seconde des conditions (1) est aussi vérifiée. 

En vertu de la troisième question, il en résulte que V c W et 
VxEH Pwx=Pvx 

·si V' est le supplémentaire orthogonal de V par rapport à W. Donc 
-Pv)X= Pv,X 

=Pv, 
On remarquera que toutes les propriétés précédentes sont des générali­
sations de propriétés bien connues de l'espace euclidien (théorème des 
3 perpendiculaires, etc... ). 

Exercice 68. 

La moins fine des topologies de E' rendent continues toutes les 
formes xest celle qui admet pour système de générateurs de ses ouverts 
l'ensemble des images réciproques par ces formes d'une base des ouverts 
de C, base des ouverts pour laquelle on peut prendre la famille des bou­
les B(y, r) où y décrit C et r décri·t R+- l 0 1 . L'image d'une telle boule 
par la forme xest 

X-1 (B(y, r)) = 1x'; jx(x')- YI < r l 
- 1x' ; lx'(x) -YI < r 1 (1) 

Le système des générateurs de la topologie cherchée sur E' est la famille 
des ensembles de la forme (1), famille obtenue en faisant décrire E par x 
(donc E par x), R+- 1 0 l par r et C par y. 

D'autre part, la topologie sur E' de la convergence simple sur E 
(topologie induite par la topologie sur g-(E, C)) admet pour systèmes de 
générateurs la famille des ensembles : 

l x' ; !x'(x) - f(x) 1 < r l (2) 
qui sont les intersections avec E' des boules B(x, f, r), famille obtenue 
en faisant décrire E par x, R+- 1 0 l parr et g-(E, C) par f. 

Il est alors aisé de voir qu'il y a identité entre la famille des ensem­
bles (1) et celle des ensembles (2), car, x et r étant fixés, f(x) décrit C 
quand f décrit g, La topologie faible sur E' est donc bien la topologie 
de la convergence simple sur E. 

Les formes de E' de normes inférieures ou égales à 1 constituent un 
sous-ensemble de l'ensemble g-1(E, C) des applications f de E dans C 

vérifient 
V x !f(x) 1 < !lxii· 

Quand g(E, C) est muni de la topologie de la convergence sur 
g-1 est muni de la topologie induite. La topologie de la convergence 
simple étant identique à la topologie sur cil), la topologie 

induit sur g-1 est encore la topologie d'espace produit sur un pro­
cartésien de même type, c'est-à-dire indexé par E, mais où, pour 
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tout x, C est reJtllDila<~è 


llxl!. 

est une tOJ)OlOgJLe C10ll1lP2lCt~~. 


Pour montrer que la boule unité B de E' est il s?ffit donc 
de montrer est fermée dans donc de que SI f appar­
tient à l'adhérence de f à B. Soit donc fE s'agit, bien 
enter1a11 , d'adhérence pour de la convergence simple). Cette 
hypothèse signifie qu'il existe dans tout voisinage de f. Soient 
alors et x 2 quelconques à E. ~o?-sidéro.ns !e vo~sina,ge .de 
f par x 1, x2, x 1 + une vale~r s positive arbitrai::e, c e.st-a-d1re x2 
l'ensemble des fonctions de :;1 s ecartent de f de mmns de s, pour 
les trois valeurs x 17 x2 et x 1 x2. L'hypothèse entraîne donc l'existence 
de x' E B telle que : 

lf(x1) - x'(x1) 1 < s 

lf(x2) - x'(x2 ) 1 < s 
lf(x1 + x2) -x'(xl + x2) 1 < s. 

Et on écrire : 
lf(xl + x2) - f(xl) - f(x2) 1 

~ lf(xl x2) ~ x'(xl + x2) 1+ Jx'(xl) + x'(x2) - f(xl) - f~x2) l. < 3 s. 

Une telle inégalité pouvant être obtenue pour tout s, cec11. exige que : 
f(xl + x2) = f(xl) + f(x2) · 

Soient de même x1 E E et le se:a!aire ~ ~ C. C,onsidér?ns . vo!si­
nage de f défini par x 11 kx1 et e ~positif arbltrmre. L hypothese entraine 
l'existence de x' E B telle que : 

lf(xl) - x'(xl) 1 < s 

!f(kx1) - x'(kx1) 1 < s 

et on peut écrire : 

lf(kx

1 
)- k f(x1) 1 ~ lf(kxl)- x'(kxl) 1 Jkllf(xl)- x'(xl) 1 


< (1 + lk!) s, 


k étant fixe et s arbitraire, ceci exige : 

f(kx1) = k f(xl), 


f est donc linéaire. Or, le fait que ~~~~ 1 .;; 1 prouve à 1~ fois .qne cette 

forme linéaire est continue et que sa norme est au plus egale a 1. Donc 
f E B et B est fermée, donc compacte. 

Exercice 69. 

1 o ro(f ; a) = 0 signifie : 

3 r ô(f(B(a, r))) < s,
Vs >0 


ce qui entraîne : 

f(B(a, r)) c B(f(a), s). 

d'une bouleAutrement dit, toute boule de centre ((a) .contient l'image 

de centre a, 'ce qu~ exprime que f est contznue en a. 


Réciproquement, si f est continue en a, c'est que : 

vs 31} d(a, x) <'Ti => d(f(a), f(x)) < s. 


Mais ceci entraîne, en vertu de l'inégalité triangulaire, 

Vx

1
, x2 E B(a, 1}) d(f(xl), f(x2)) < 2 s, 


ô(f(B(a, 'Ti))) < 2 s.
donc 

http:o?-sid�ro.ns
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D'où: 
Vs 3 "tl ô(f(B(a, 'Y)))) < 2 ~, 

ce w(f ; a) = O. 
La propriété w(f ; a) = 0 caractérise donc les applications continues en a. 

2o Par de w(f ; a) : 

Vs 3 "tl 'ô(f(B(a, 'Y)))) < w(f; a)+ s. 
Soit alors xE B(a, 'Y)). Il est centre d'une boule B(x, ~) incluse dans 

"tl) et, pour deux y1 et y2 quelconques de cette boule : 
d(f(yl), f(y2)) < w(f ; a) + s,

donc 'ô(f(B(x, ~))) < w(f ; a) + s, 
ce entraîne que : 


w(f ; x) < w(f ; a)

En définitive : 

Vs 3 "tl d(x, a) < "tl ==:;?> w(f ; x) < w(f ; a) + s. 
Ceci exp~i~e que l'applica~ion xE X ---7 w(f ; x) ER est semi-conti­
nue superzeurement au poznt a. 

3 o Soient x1 et x2 quelconques dans A : 
d(g(xl), g(x2)) ~ d(f(x1), f(x2)) + d(f(x1), g(x ))

1 
~ ô(f(A)) + 2 s. 

D'où : 'ô(g(A)) ~ 'ô(f(A)) + 2 s (1) 
En échangeant les rôles de f et g, on arrive à : 

!o(f(A)) - 'ô(g(A)) 1 ~ 2 s. 

Pour parties A, on les boules de centre x. L'inégalité (1)
donne alors pour tout r : 


'ô(g(B(x, r))) ~ 'ô(f(B(x, r))) 2 s, 

donc w(g ; X) ~ w(f ; X) + 2 s, 

et finalement : 
 lw(f; x) -w(g; x)l ~ 2 s. 

On peut donc dire : 


s 

Vs 3 "tl= 2 d(f, g) ~"tl ==:;?> lw(f ; x) - w(g ; x) 1 ~s. 

Ceci ~xprime que l'application fE 9:-(X, Y) --7 w(f; x) ER, c:J étant 
mun~ de la topologie de la convergence uniforme est une application 
contznue et même uniformément continue. ' 

4o Soit (f,) une suite de fonctions appartenant au sous-ensemble 
considéré de c:J et supposons que cette suite converge vers f au sens de 
la convergence uniforme, ce qui 'Signifie : 

Vs 3 N Vn > N V x d(fn,(x), f(x)) < e. 
Il ~uffit alors d'app.liquer aux fonctions~ f et fn le résultat de la question
precedente pour vmr que : 

w(f ; X) ~ k 2 e. 

Mais une telle inégalité ne peut être vérifiée pour tout e que si 
w(f; x) ~ k, 

autrement dit si l'a fonction f = lim f, appartient au sous-ensemble 
n=oo 

considéré. Ce sous-ensemble est donc fermé. 
Lorsque k = 0, nous retrouvons le théorème : « une limite uni­

forme de fonctions continues est continue ». 
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Exercice 70. 

II s'agit de comparer les topologies dérivant de deux normes. 
il suffit de comparer les boules, pour ces deux normes, 

pour un point quelconque (les boules centrée'S en un autre 
étant déduites des premières par translation) et, pour ce point, on 
choisir l'origine, c'est-à-dire l'application nulle sur [0, 1]. 

La boule B de centre cette application, et de rayon r, relative à la 
norme de la convergence uniforme, est : 

B(O, r) = l f; llfll < r 1=! f; VxE [0, 1], lf(x)i < r!. 
La boule B' relative à la norme de la convergence en moyenne d'or­

dre p (p;;;:: 1) est : 

B'(O, r) = 1f ; [f(x) [Pdx < r 1 • 

Il est immédiat que B(O, r) c B'(O, r). La topologie 1: de la conver­
gence uniforme est donc plus fine que celle 7::' de la convergence en 
moyenne d'ordre p. 

Montrons qu'eUe est strictement plus fine. Pour cela, considérons 
la suite de fonctions ! fn 1 , f, appartenant à C, et étant définie par le 
graphe ci-dessous. Cette suite converge en moyenne d'ordre p vers la 

1 

fonction mais ne converge uniformément vers cette 
fonction. filtre des pour re' la fonction nulle est donc 
moins fin que du filtre des sections finissantes de N. Si celui des 
voisinages 'ê la fonction nulle était moins fin celui des voisi­
nages pour 1:', on aurait a fortiori . . est df?nC 
sible en soit ainsi et la topologze la convergence unzforme est 
strictement que celle de la convergence en moyenne d'ordre p. 

2o Dans l'exemple précédent, la suite l f, 1 ne convergeait pas J?-On 
plus vers la fonction nulle la topologie re" de la convergence sim­
ple. Le même que ci-dessus montre donc que : 

1:'' n'est pas moins fine que re' . 
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le 
"'....,,.,...,,,. ci-dessous. Cette suite converge vers la "'............,.,. .... au 

Considérons maintenant la suite 1 fn 1 , où 

sens de la convergence simple. ELle ne converge pas. vers cette fonction 
pour re'. Le même raisonnement sur la comparaison des voisinages 
aboutit donc à conclure que : 

·c' n'est pas moins fine que ·c". 
La topologie de la convergence simple et la topologie de la convergence 
en moyenne d'ordre p n.e sont pas comparables. 

ERRATA DES TOMES PRECEDENTS 

ToME I. Les corrections suivantes s'ajoutent à celles qui ont été don­
nées p. 199, du tome 11. 

Page 13 : 	11 e ligne : AU au lieu de : An B. 

Page 43 : 	2e ligne : G, au lieu d.e : G1 • 

Page 48 : 	Exercice 29, dernière ligne : 

f(x) = x, au lieu de : f(x) ~ x. 

Page 72 : 	Exercice 47, question 1, 

font de stl un anneau, 
au lieu de : 
font de un anneau. 

Page 91: 	7e ligne du bas : 

Supprimer le deuxième signe 3. 

Page 93: 4e ligne du bas : 

m, au lieu de : Vn, m. 

Page 106: ge ligne : 

.f e•st surjective, au lieu de: B est surjective. 

Page 116: 	dernière ligne : 

toute valeur de n, 
au lieu de: 
toute valeur de A. 
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TOME II. 

li1 : 6" 

opération interne sur 

au lieu de: 

opération interne sur g: • 


1oe ligne du bas : 

opération externe sur 

au lieu de: 

opération externe sur 


62 : 1oe ligne du bas : 

Il en résulte que est un sous-espace vectoriel de E. Consi­

dérons 
au lieu de: 

Il en résulte que est un sous-espace vectoriel de E. Consi­

dérons 

Page 109: 4• ligne : 

multilinéaires, au lieu de : multilénaires. 
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