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AVANT-PROPOS

Ce troisiéme et dernier tome du « Cours de TA.P.M. > a été élaboré
dans les mémes conditions que les précédents. Il correspond aux Confé-
rences de Pannée scolaire 1932-1963 ; sa publication a, par rapport a celle
des premiers tomes, un retard d’un an, di, en partie et en ce qui concerne
les auteurs, au démarrage de U'émission télévisée des « Chantiers Mathé-
matiques » ou PA.P.M.E.P. poursuit, sous une auire forme et dans le
cadre de la Radiotélévision Scolaire, le travail du <« Cours de 'A.P.M.>.

Les deux premiers tomes étaient consacrés a UAlgébre. Celui-ci traite
d’un autre sujet, mais est concu dans le méme esprit : son but est de
présenter aux frofesseurs certaines idées fondamentales que Ienseigne-
ment, méme élémentaire, ne peut ignorer, soil qu’il en subisse directe-
ment linfluence, soil qu’il prépare leur introduction.

De trés nombreuses questions pouvaient étre présentées sous le titre :
« Eléments de Topologie >. Le choix qui a été fait a été inspiré par les
considérations suivantes :

1° Les notions de continuité et de limite sont & la base de ’Analyse,
discipline a laquelle Penseignement du Second Degré a fait jusqu’a pré-
sent une place relativement modeste qu’il sera certainement amené a
élargir au cours des prochaines années. C’est pourquoi il a paru utile de
procéder a une discussion de ces notions et de les placer dans la structure
la plus dépouillée oil elles aient un sens, celle d’espace topologique, ou,
débaré'ass es de tout accessoire superflu, elles apparaissent dans leur
pureté.

On pourrait m’objecter que c’est la un degré de généralité excessif
pour Penseignement du Second Degré, étant donné que jusqu’au niveau
de la licence inclus, on ne rencontre pratiquement que des espaces métri-
ques et qu’il ent été par suite raisonnable de s’en tenir & ces derniers.
Mais, comme il est indispensable, si on veut y voir clair, de distinguer
dans un espace mélrique les propriéiés de la structure topologique (qui
peut étre dérivée d’autres distances que celle qui est donnée) des pro-
priétés strictement rattachées & la distance donnée, il y a un incontestable
gain de clarté a étudier en soi les structures topologiques générales et a
dégager les propriétés particuliéres des topologies méirisables et des
espaces mélriques.

Il ’est pas douteux que Penseignement doive commencer par Uétude
des espaces mélriques, et sans doute s’y tenir assez longtemps, mais il
ne lest pas plus qu'un professeur doive savoir aller nettement au-dela.
A ce propos, il est clair que, tandis que les idées algébriques pénéirent
Penseignement du Second Degré, les idées topologiques ne Uont pratique-
ment pas encore atteint. Le « Cours de 'A.P.M. » ne visant pas a appor-
ter des améliorations de détail, mais a contribuer a la diffusion de la
culture mathématique, élait donc amené, dans les limites étroites de ce
volume, a faire & la topologie générale une place assez grande pour que
le lecteur attentif puisse se pénétrer de Pesprit de la topologie et en per-
cevoir la merveilleuse et redoutable souplesse. En contrepartie, une struc-
ture cependant irés importante en Analyse, celle des espaces a écarts,
n’a été abordée, @ Pexception du chapitre X, que dans des exercices.
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2° Pour mettre de Pordre dans les questions qu’il étudie, le mathé-
maticien distingue les différentes structures simples dont, dans une
situation donnée, est muni un méme ensemble. Mais étude de chaque
structure prise en soi n'est qu’un instrument pour attaquer la situation
plus complexe oi1 elles interviennent simultanément. Dans presque tou-
tes les branches des Mathématiques, ce que lon rencontre, ce sont des
ensembles munis de structures algébriques et de structures topologiques
« compatibles ». La définition de cette compatibilité ayant été donnée,
le cas le plus simple, et cependant fondamental en Analyse, celui des
espaces vectoriels normés, a été étudié un peu plus en détail.

La notion de famille sommable, dont le cadre naturel est celui des
groupes topologiques, a été étudiée dans celui des espaces vectoriels nor-
més, largement suffisant pour beaucoup d’applications. Cette notion met
bien en évidence et généralise ce qu’il y a de « sain » dans le comporte-
ment des séries numériques absolument convergentes, en s’affranchissant
de Pordre des indices qui n’a rien d faire dans la question.

Un chapitre a été consacré aux espaces de Hilbert, si remarquables
pardleur beauté mathématique et si riches d’applications en ngsique
moderne.

Familles sommables et espaces de Hilbert sont des questions appe-
lées dans le proche avenir a étre enseignées a des niveaux de moins en
moins élevés.

3° Un trop court chapitre a été consacré aux espaces fonctionnels
(mais, encore une fois, I'exhaustivité n’a jamais été notre propos). On s’y
est attaché a étudier les divers modes de convergence dans ces espaces,
avec Uespoir, peul-éire présomptueux, de démystifier le lecteur sur la
prétendue difficulté de la vieille opposition convergence simple — conver-
gence uniforme.

Et il reste, bien siir, bien d’autres choses a dire sur lesquelles ce
volume est muet : différentiation, intégration, éléments de topologie
algébrique... Mais il est clair que Uachévement de ce Cours ne veut pas
dire que 'A.P.M. considére que son travail de perfectionnement soit ter-
miné. Il commence seulement. Nous vivons une époque passionnante pour
ceux qui s’intéressent aux Mathématiques et a leur enseignement. D’im-
menses progrés sont a {Jortée de la main, et il suffit de le vouloir pour les
réaliser, et ne pas oublier que s’instruire et instruire sont deux acliviiés
complémentaires qui se fécondent mutuellement. Au-dela de toules les
réformes, au-dela de tous les programimes, la qualité de Uenseignement
mathématique sera toujours, d’abord, celle de la culture de ses profes-
seurs.

Jai signé seul les avant-propos de cet ouvrage collectif ; cela me
permet de rendre hommage au travail de celle qui a assumé la rédaction
du cours et des corrigés d’exercices et dont la collaboration, active et
critique, fut trés efficace.

Il faut aussi remercier Walusinski, Gilbert, Vissio qui se sont char-
gés des problémes administratifs et techniques de Pédition, Mlle Deroo,
Mugnier et Mlle Clavier qui ont accompli sans défaillance la trés ingrate
besogne de la correction des stencils du cours ronéotypé, et enfin les
courageux auditeurs des conférences parisiennes, sans qui le < Cours de
PA.P.M.>» naurait jamais existé.

André Revuz.
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Si Pon voulait définir d'un mot la topologie, on pourrait dire que

Egipltge prelrzn;g. i—- Exlfrplcls(is 1a3 ..., . ... ... 159 | c’est la branche des Mathématiques qui traite de la continuité.
Chag: 3: — Exergig:: 13 3 gy [T }go ‘ Les mots « continu » et <« continuité » sont utilisés dans le langage
Chap. 4. — Exercices 92 & 30 ... . o oot 17? courant et dans le langage mathématique : c’est le sort de la presque
Chap. 5. — Exercices 31 & 34 ............. .. 7 187 totalité des mots du vocab}llalre mathématique ; mais alors que, trés
Chap. 6. — Exercices 35 & 41 ............. 77 18 ; souvent, le terme mathématique n’a é_té emprunté au langage courant que
Chap. 7. — Exercices 42 & 47 ... . i 1 9 pour sa valeur d’image, qu’il n’a d’ailleurs pas toujours gardée, et pour
Chap. 9. — Exercices 48 & 56 ... ..l s 97 qualifier a posteriori un concept, dans le cas de la continuité la notion
o O DABLCICES 0 A2 90 ..l 207 ~ mathématique est manifestement dérivée de la notion vulgaire.

La définition mathématique peut certes étre donnée de maniére
INDEX TERMINOLOGIQUE ............................ 247 autonome, mais comme il est clair que Iidée mathématique n'est pas
T étrangére 4 l'idée vulgaire, il y a lieu d’essayer de dégager analogies et
différences : cela permettra peut-étre d’épargner aux débutants les erreurs
qui proviennent de ce qu’ils ont inconsciemment laissé adhérer au mot
continuité des lambeaux d’une confuse intuition originelle, dont Pexpli-
citation compléte n’est certainement pas facile. La mathématique en a
écarté les piéges et en a extrait une notion plus pauvre, mais plus sdre,
dont il faut savoir dans quelle mesure elle rend compte de la continuité
< concréte ». ;

Dans le langage courant, on peut distinguer un usage statique du

mot : « une haie continue », une « file continue de voitures », o1 il évo-
ue, & I’échelle du phénomeéne décrit, ’absence de lacunes, le fait d’étre
‘un seul tenant, et un usage dynamique : « une évolution continue »,
ou il évoque 'absence de sauts, de modifications instantanées.

Nous retrouverons la premiére idée dans ce cours dans la notion
d’espace topologique connexe et nous pouvons noter, a ce propos, 'usage
mathématique du substantif <« un continu» pour désiﬁner un espace
topologique connexe et compact, dont le segment [0,1] de la droite
réelle est un des exemples les plus simples.

Quant & la seconde idée, qui n’est évidemment pas sans lien avec la
premiére, sa traduction mathématique est la notion de fonction continue
que nous allons étudier maintenant.
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Si I'on procédait a un sondage d’opinion sur ce qu’est une fonction
continue, je présume que parmi les réponses exprimées, la majorité se
répartirait, au mieux, suivant les deux types :

a) y est fonction continue de x, si y ne passe jamais d’une valeur a une
autre sans passer par toutes les valeurs intermédiaires ;

b) si x est proche de x,, y est proche de y,

avec Parriére-pensée, exprimée ou non, que toutes les fonctions continues

possédent ces deux propriétés, et qu'une seule des deux suffit & les
caractériser.

On ne peut discuter sous cette forme ces énoncés trop vagues. Il est
indispensable de les préciser et analyse montre alors que I'opinion qu’ils
expriment n’a d’autre fondement que la confusion de concepts qu’il y a
intérét a distinguer.

Il faut d’abord savoir de quels ensembles x et y sont éléments. Or,
le premier énoncé suggére que ces ensembles ont été totalement ordon-
nés, et le deuxiéme qu’ils sont munis d’une distance, ce qui montre
immédiatement qu’ils se référent a4 des structures qui peuvent étre défi-
nies indépendamment 'une de Pautre, et méme 'une sans Pautre. Bien
stir, dans Pesprit de ceux qui auraient répondu a Penquéte, il s’agirait
d’ensembles de nombres réels et, plus précisément, d’intervalles ou de
segments de R, sur lesquels existent précisément un ordre et une distance
qui sont liés (les points qui sont & une distance inférieure a r de z, sont
ceux qui sont compris entre x,— r et x, + r). Mais, méme dans ce cas.

il est inexapt que I’énoncé a) entraine I'énoncé b) comme le prouvent les
deux exercices suivants.

Exercice 1. — On considére la fonction ¢ définie sur [0, 10[ de la fagon

v A

suivante : x étant donné par son développement décimal illimité 2 Ton
n=o

si I'ensemble des décimales de rang impair de x n’est pas périodique on pose
p(x) = 0 : si cet ensemble est périodique & partir du rong 2n— 1, on pose

2(n ).
@lx) = E —-—1~gp—2— Montrer que, quels que soient x; et x,, cette
=]
fonction prend, dans lintervalle Ixy, x,[, toutes les valeurs comprises entre

olx;) et glxy) et que, pourtant, cette fonction n’est continue en aucun point
de [0, 10L.

Exercice 2. — Montrer que si f est une application dérivable du segment
[a, bl dans R, sa dérivée ne passe pas d'une valeur & une autre sons passer
par toutes les valeurs intermédiaires. Donner un exemple de fonction dérivée
non-continue.

Des fonctions peuvent donc satisfaire & a) sans pouvoir prétendre
en aucune facon au titre de conlinues.

L’énoncé a) fournirait des fonctions vérifiant b) si I'on se restrei-
gnait aux fonctions monotones par ftranches. On pourrait adopter
a), assorti de ces restrictions (fonctions définies sur un segment de R, a
valeurs dans R, monotones par tranches) : on aboutirait 4 une théorie
satisfaisante du point de vue logique et rendant compte de la notion
intuitive de continuité, mais on se confinerait dans une situation parti-
culiére, et méme trés particuli¢re, dans la mathématique du XX° siécle.
La voie féconde est au contraire celle qui part d’une formulation cor-
recte de Pénoncé b).

—_— 13 —

Dans cet énoncé, le mot « proche » est utilisé (,Ians un sens ahs.oiu,,
ce qui est admissible dans la vie courante, par ‘reference 4 une activité
concréte, mais ne Pest pas en mathématiques, ol seules des expressions
telles que « étre plus proche de a que de b >, «élre assez proche de ...
pour que ...» peuvent étre valablement utilisées. Et c’est ainsi que
« y est fonction continue de x» s’exprimera par: «y peut étre aussi
proche que Pon veut de y,, a copdltzon que x soit assez proche de x,»,
ce qui, sous une forme plus précise, se traduit par la définition classique,
qui remonte a4 Cauchy :

Une application f de ]a, b[ dans R est continue au poini xo’e ]a,.b[ ,
si, @ tout réel strictement positif <, il est possible d’associer un réel stricte-
ment positif v tel que pour |x— x,| < n on ait |f(x) —flx)] <&
ou, en écriture purement symbolique :

Ve&€R+—10] I4€R+—10] V€ la,—n, 2, +al [f@ —f@) <e
ou
Ve&RF+ — (0] Iq€R+— 10} Jr—a|<n = |[f@ —[®)| <e.

Cet énoncé a avantage de s'étendre immédiatement au cas d’appli-
cations d’un espace métrique dans un autre (remplacer la valeur absglue
de la différence par la distance de deux éléments), et de permetire d’im-
portantes généralisations ultérieures que nous allons voir & la fin de ce
chapitre.

Il importe de remarquer que I'énoncé naif «si x est proche de ,
y est proche de y, » fait intervenir les variables dans I'ordre : eleI{xpnt de
I'espace de départ, élément de l'espace d’arrivée, tandis que l,enonce
mathématique les fait intervenir dans ordre inverse. Beaucoup d’erreurs
de débutants viennent de ce qu’ils n’ont pas pris conscience de ceite
indispensable interversion, que nous retrouverons dans la suite, ou nous
verrons que la continuité d’une application de Iespace topologique E
dans Iespace topologique F s’exprime commodément en faisant interve-

—1
nir Papplication réciproque f de # (F) dans ? (E) (cf. APM. 1, 119,
p. 19).

Entre les énoncés naifs a) et b), c’est donc b) que ‘Ie mathématgclgn
a pris comme point de départ. L’énoncé a) est-il complétement sacrifié ?
On sait qu’une fonction continue — au sens de Cauchy, le seul que nous
utiliserons maintenant —, définie sur un intervalle de R et 4 valeurs
dans R, posséde la propriété a). Mais il faut noter que ceci serait faux si
on remplacait R par Q.

Exemple : Papplication f de Q dans @ définie par :
flx)y =20 si x2 <2
flx) =1 si 2> 2
est continue en tout point de @ et ne vérifie évidemment pas a).

La propriété b) apparait alors non seulement comme une propriété
de Tapplication, mais aussi comme une propriété de I'espace de départ.
Nous retrouverons I'énoncé b) dans le théoréme général : l'image par une
application continue d’un espace topologique connexe est connexe. Autre-
ment dit, dans b), deux continuités intervenaient mr_nul}anem’ent: la
continuité « statique » de 'espace de départ qui devait étre d'un seul
tenant, et la continuité dynamique de l'application qui devait ignorer
les variations brutales. Il est & noter que Iintuition courante ref}lsplralt
de parler de continuité pour des fonctions définies sur Z, mais n’hésite-
rait peut-étre pas a le faire pour Q, bien que Q ne soit pas connexe.
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Le mathématicien a choisi sa définition en raison de sa souplesse et
de sa fécondité. Le choix fait, il en déduit implacablement les consé-
guences, méme si Pintuition originelle doit en souffrir : une fonction
continue sur @ peut ne pas satisfaire a) ; toute fonction de Z (dans R,
par exemple) est continue si Z est munie de la distance d(x, y) = |x —y|.

§ 2. CONTINUITE DANS LES ESPACES METRIQUES

1. Distance et écart.

On rappelle qu'un espace méirique est un ensemble E, pour lequel
on a défini une application d, de E2? dans R+, appelée distance, qui satis-
fait aux trois axiomes :

Y (x,y) € E2 dx,y) =0 <> =1y
V (z,y) € E? d(z, y) = d(y, x)
Y (x,y,2) €E3 d(z, z) < d(z, y) + d{y, z).

_ On peut de fagon analogue définir un écart qui est aussi une appli-
cation, e, de E2 dans R+ qui satisfait au deuxiéme et au troisiéme des
axiomes précédents, mais olt le premier est remplacé par :

r=y = e,y =0.
Exemple d’écart : E est le plan R2 rapporté a deux axes Ox et Oy. On
pose :
e(M;, My) = oy — .
Deux points d’une méme paralléle 4 Oy ont un écart nul sans étre confondus.

Exercice 3. — Soit E un ensemble sur lequel on a défini un écart e.
1° Montrer que la relation R définie par:
xRy <= elxy) =0
est une relation d’'équivalence.
2° Sur l'espace quotient E/® on peut définir une distance en prenant
comme distance de deux classes I'écart d'un élément de l'une et d'un élé-
ment de ‘autre.

Exercice 4. — Montrer que, si une application d de E2 dans R+ satisfait
au premier et au troisiéme axiome, on peut définir sur E une distance 3 en
posant :

3(x, y) = sup [d(x, y), dly, x)1.

Soient donc deux espaces E et F sur lesquels sont définies deux dis-
tances d et 3 respectivement (ou deux écarts). Nous dirons qu’une appli-
cation f de E dans F est continue en x,, si :

Ve&€ER+— 10} 3nE€R+— 10} d(x, x,) < v = 3[f@),fx)] <.

Remarquons que si on a un troisiéme espace métrique G, de dis-
tance ¥ (ou un espace avec écart ¥), et une application g de F dans G,
continue en f(x,), il est aisé de montrer a partir des définitions que gof
est une application de E dans G continue en z,.

2. Forme diverses de la définition de la continuité en un point dans les
espaces méiriques. Boules, Voisinages.

Nous introduisons la terminologie géométrique suivante :

On appelle boule ouverte de centre x, et de rayon r (réel strictement
positif), et nous notons B (x,, r), Uensemble des éléments de Uespace
métrique dont la distance a x, est sirictement inférieure a r.
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Exemples : Dans le plan R?, la boule B(x,, r) est la portion de plan limitée
par les contours représentés ci-dessous, contours qui dépendent du choix de
la distance, et, dans tous les cas, 4 Pexclusion de ces contours (le dernier
est relatif a4 un écart et non 4 une distance).

dM; M) = vV (@ —x)2 + (Y1 — yg)é d(M;, Mp) == 2y — | 4+ (g1 — Yl
9T E)

N \(’Mn

.

s

o

\

N >
s/c x
d(M;, M) = sup (&; — &, |3 — Yl e(My, My) = [a; — &l
A

$T J

Ry
n

De méme, on appelle :

boule fermée, de centre x, et de rayon r, l’gr}semble dgs élér‘nents de
I'espace métrique dont la distance & x, est inférieure ou égale a r,

sphére, de centre x, et de rayon r, Uensemble des éléments dont la
distance & x, est égale a r.

Dorénavant nous emploierons le mot boule, sans épithéte, pour dési-
gner la boule ouverte.
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En utilisant ce nouveau vocable, la définition des applications conti-
nues en x, devient :

Pour toute boule B’ de centre f(x,), il existe une boule B de centre x, tel
que f(B) c B,

-1 —1
Mais cette inclusion implique f(B") o f of(B) > B.
1

— —1
Réciproquement, B < f (B’) implique f(B) c fof (B) ¢ B,
ce qui permet d’énoncer une nouvelle propriété caractéristique des appli-
cations continues dans les espaces métriques :
Une application est continue en z, si, et seulement si, Pimage récipro-
que de toute boule de centre f(x,) contient une boule de centre .

VOIsSINAGE. Dans un espace métrique (ou muni d’un écart), on appelle
voisinage de x, tout ensemble qui contient une boule de cenire x,.
La propriété caractéristique précédente peut alors s’énoncer : une appli-
cation est continue si, et seulement si Uimage réciproque de toute boule
de centre f(x,) est un voisinage de x,. ‘

Soit alors, dans F, un voisinage V' de f(x,). Il contient une boule B’ ;

son image réciproque contient I'image réciproque f (B’) qui elle-méme
contient une boule. Donc, si une application de E dans F est continue au
point z,, I'image réciproque de tout voisinage de f(x,) est un voisinage
de x,. Et réciproquement, si cette propriété est vérifide par une applica-
tion, cette application est continue, une boule étant un voisinage par-
ticulier.

Une application f est continue au point x, si, et seulement si limage
réciproque de tout voisinage de f(x,) est un voisinage de x,.

En utilisant cette propriété caractéristique des applications conti-
nues, on retrouve le fait que la composée de deux applications continues

est une application continue, puisque c’est une application ol I'image
réciproque d’un voisinage de gof (z,) est un voisinage de =z,

3. Applications continues. Quverts.

Occupons-nous maintenant d’une application continue en tous les
points d’'un ensemble. Une telle application sera dite « continue » (sans
compléments). Ce sont, en fait, les applications continues qui intéressent
la topologie. Soit donc une application continue d’un ensemble E dans
un ensemble F. La derniére énoncée des propriétés caractéristiques des
applications continues en un point, appliquée a tous les points de I’en-
semble F, améne & considérer des sous-ensembles de F qui seraient voi-
sinage de tous leurs points.

ENSEMBLES OUVERTS : on appelle ensemble ouvert un ensemble qui
est voisinage de tous ses poinls, ou encore un ensemble dont tous les
points sont centre d’une boule qui y est incluse.

Remarquons d’abord qu’il existe bien de tels ensembles, car une

boule ouverte est un ensemble ouvert. En effet, soit :
yE€B(x,r).
Par définition de la boule ouverte :
d(Xe, ) =r—p avec ¢ > 0.

La boule B(y, ) est incluse dans la boule B(x,, r); comme le montre 'iné-
galité triangulaire :
Z€ By, o) = dy,2) < ¢ = d@,z) <r—p +e¢ = zE€B(x,1).
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Soit alors f, application de E dans F continue sur tout E. Soith un
—1 . —
ouvert de F et soit f(O) son image réciproque. Tout point x, €f(0) a

son image dans O et O est un voisinage de cette image. f(0O) est done
—

voisinage de z, et par conséquent f(O) est ouvert. L’image réciproque

d’un ouvert par une application continue est un ouvert. ..

Soit, réciproquement, une application de E dans F telle que I'image
réciproque de tout ouvert de F soit un ouvert.

Soit x, € E, f(x,) € F son image et B’ une boule de centre f(z,).
Cette boule est un ouvert ; par hypothése, son image réciproque est un
ouvert qui contient x,, donc un voisinage de x,. L’application [ est donc
continue en x,, point quelconque de E.

Une application de E dans F est continue sur tout E si, et seulement
si, Pimage réciproque de tout ouvert de F est un ouvert.

Exercice 5. — Montrer I'équivalence de la définition donnée des ouverts
avec la définition suivante : « Un ouvert est une réunion de boules. »

A titre d’exemple, les ouverts de la droite réelle seront étudiés dans
Fexercice suivant.
Exercice 6. — Montrer que l'ouvert le plus général de la droite réelle est
une réunion dénombrable (ou finie) d’intervalles deux & deux disjoints.
(Etant donné un ouvert O de la droite réelle et un point x, €& O on étudiera
les intersections du complémentaire de O avec la demi-droite [x, 4 ool et
avec la demi-droite ]— o, x,1).

Dans le plan, les régions limitées par un contour fermé (ce contour
étant exclu) sont des ouverts pour 'une quelconque des trois distances
envisagées plus haut. Remarquons d’ailleurs que tout ouvert pour une
des trois distances est un ouvert pour les deux autres : une boule d’'une
quelconque des trois espéces incluant une boule de méme centre de cha-

cune des deux autres.

4. Propriéiés des cuveris d’un espace méirique.

Théoréme I. — Toute réunion d’ouverts est un ouvert.

En effet, si un point appartient 4 la réunion, c’est qu’il appartient
a un des ouverts ; cet ouvert en est un voisinage et la réunion qui inclut
ce voisinage est aussi un voisinage. La réunion est donc voisinage de tous

ses points,
Théoréme II. — Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.
n
Soient Oy, O, ..., O, des ouverts et O = ﬂ 0O, leur intersection.
i==1
Si cette intersection n’est pas vide, on peut dire :
TE€E0 = Vi r € 0,

Chacun des O, contient une boule de centre z, soit B,(x, ¢;). Posons alors :
e=1inf { g; 1.
La boule B(z, ¢) est incluse dans tous les O;, donc dans leur intersection
et O est un voisinage de x ; done, puisque x était quelconque, O est un
ouvert. ) )
Remarque. — Insistons sur I’hypothése < finie » qui est intervenue
dans la démonstration ci-dessus quand nous avons considéré ¢ : en effet,
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Pinf d’un ensemble infini de nombres positifs peut étre nul. Il est d’ail-
leurs facile de voir que cette hypothése est effectivement indispensable,
comme le montre le contre-exemple suivant : les intervalles

1 1 [

]9% 5 Lo + n

sont des ouverts de la droite réelle, en nombre infini quand n décrit N.
Leur intersection est réduite & x, qui ne peut contenir aucune boule de
centre x, et n’est donc pas un ouvert.

La démonstration précédente a laissé de coté le cas ou Iintersection
de la famille finie d’ouverts considérée était vide. Ce cas ne constitue pas
une exception en vertu de la propriété suivante :

Le vide est un ouvert. Ceci est la conséquence d’un principe général
de logique qui veut que, si on considére une famille 6 d’ensembles O,
deéfinis par une condition du type : « Si x appartient & O, x jouit de la
propriété P », une telle famille comprenne le vide. En effet, le vide, ne
g‘omp(%'tant pas d’éléments x, satisfait automatiquement a la condi-
ion (*).

Enfin, signalons que Pensemble E est un ouvert pour toute distance
définie sur lui, car toute boule de centre x € E est incluse dans E.

Nous avons vu plus haut que, sur un ensemble, il était possible de
définir des distances différentes pour lesquelles les ouverts étaient les
mémes. On voit donc que, pour les espaces métriques, la notion de conti-
nuité ne fait pas apgel a la totalité de la structure d’espace métrique.
Méme en se limitant a ces espaces, si c’est & la seule continuité des appli-
cations que l'on s’intéresse, il y a donc avantage a n’utiliser que ce qui
s’y rapporte, c’est-d-dire la famille des ouverts de chaque espace.

Mais, d’autre part, on a la une possibilité de définir la continuité
our des classes d’espaces plus généraux que les espaces métriques.
armi les divers essais tentés, c’est celui de Hausdorff qui a été reconnu

le plus heureux.

§ 3. STRUCTURES TOPOLOGIQUES
1. Définition.

Un des points de départ possible est le suivant : on définit sur un
ensemble E une famille O de parties qui satisfait aux axiomes suivants
(qui ne sont autres que I'énoncé de propriétés de la famille des ouverts
d’'un espace métrique) :

(Oy) : Toute réunion d’ensembles appartenant &4 © appartient & O.

(Op) : Toute intersection finie d’ensembles appartenant & O appar-
tient &4 O.

Nous ajoutons (bien qu’il soit possible de déduire cet axiome des
précédents) :

(03) : ¢ et E appartiennent a 0.

(%) Ceci peut étre explicité de la maniére suivante : les ensembles O & () étant

définis par :
Vr&e o x posséde la propriété P,
ce qui caractérise un ensemble O’ qui n’est pas un ensemble O, donc qui appartient
au complémentaire de (O dans P(E), cest:
JrE O x posséde la propriété non P.
Le vide ne peut donc pas étre un ensemble O’ ; c’est donc un ensemble O.
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Une telle famille étant définie sur un ensemble E, on dira qu'on a
défini une structure topologique, ou plus briévement une topologie sur E,
ou que E est un espace topologique, et les éléments de O sont dits les
ouverts de la topologie.

On peut se demander a priori si on obtient effectivement ainsi des
structures topologiques plus générales que celles dérivant des distances,
c’est-a-dire si, une telle famille d’ouverts étant choisie, il n’est pas tou-
jours possible de trouver une distance telle que ces ouverts soient ceux
que donne cette distance. Quand il en est ainsi, 'espace topologique est
dit métrisable. Mais il n’en est pas toujours ainsi, comme nous allons le
voir tout de suite sur un exemple (topologie grossicre).

Une topologie étant définie par la donnée de l'ensemble O des
ouverts :
o 7?7 (E)
pour tout ensemble E, deux choix de O sont toujours possibles :

° ¢ se réduit 4 ¢ et 4 E. La topologie ainsi définie est dite topologie
grossiére. Aucune distance ne correspond & cette topologie. En effet, s’il
existait une distance, chaque point de I'ensemble serait centre d’une
boule et, dés qu’il existerait dans E deux points au moins, il y aurait au
moins deux ouverts, distinets de ¢ et E (les boules de centre, les deux
points et de rayon la demi-distance des deux points). Signalons tout de
suite qu’il existe des exemples plus intéressants d’espaces non métri-
sables.

2° U= P (E), c’est-a-dire que tout sous-ensemble de E est un
ouvert. Cette topologie est dite fopologie discréte. On peut lui associer
une distance d définie par :
Vxypy<EE, =y = dx,y =1.

En effel, pour un ensemble muni d’une telle distance, la boule de centre,
un point quelconque et de rayon 1/2, est réduite & son centre. Chaque
point de 'ensemble est done, a lui seul, un ouvert et toute réunion d’ou-
verts étant un ouvert, tout sous-ensemble est un ouvert.

2. Applications continues d’un espace topologique damns un autre.
Par définition, E et F étant deux espaces topologiques, une applica-

tion f de E dans F est continue si 'image réciproque par f de tout ouvert
de F est un ouvert de E.



CHAPITRE 1T

NOTIONS TOPOLOGIQUES
FONDAMENTALES

DIVERSES MANIERES
DE DEFINIR UNE TOPOLOGIE

§ 1. VOISINAGES. FILTRES

1. Voisinages.

Une partie V d’un espace topologique est dite voisinage de x si V
contient un ouvert auquel x appartient.

Observons d’abord que si la topologie de E est déduite d’une dis-
tance, les voisinages que nous venons de définir sont les mémes que ceux
définis au chapitre précédent. En effet, un voisinage de = au sens topo-
logique du mot contient un ouvert qui contient z, mais, la topologie déri-
vant de la distance, cet ouvert contient une boule de cenire x et le voisi-
nage V contenant aussi cette boule est un voisinage au sens métrique ;
réciproquement, un voisinage au sens métrique contenant une boule de
centre z, qui est un ouvert particulier, est bien un voisinage au sens
topologique.

D’autre part, les voisinages étant définis comme ci-dessus, les ouverts
jouissent de la propriété fondamentale qui leur a servi de définition dans
les espaces métriques : ils sont voisinages de tous leurs points ; en effet,
pour tout x appartenant & un ouvert, on peut dire que cet ouvert contient
un ouvert (lui-méme) qui contient le point. Réciproquement, si un ensem-
ble A est voisinage de tous ses points, pour tout x lui appartenant, il
contient un ouvert O, qui contient x. Mais alors il contient la réunion de
tous ces ouverts qui est un ouvert ; comme cette réunion, qui contient
tout = € A, contient A, il en résulte qu’elle est identique a A, et A est
ouvert.

Le fait pour un sous-ensemble d’un espace topologique E d’étre voi-
sinage de tous ses points caractérise donc les ouverts, que la topologie
dérive ou non d’une distance.

Ce qui est intéressant & considérer, c’est, non pas un voisinage, mais
I’ensemble :

Y c 2(E)
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des voisinages d’un point x. Cet ensemble posséde les propriétés suivan-
tes, & peu prés évidentes ou qui résultent de ce qui précéde :

V) vey@, WoV = W&y

Vy) vey@, vVvey = VAVEY

V) VVE v, r&EV

V) VYVEY@, IWEY@ WcVet VgEW WEYV (),

(V,) signifiant que tout voisinage de x contient un voisinage de x qui
est voisinage de tous ses points, c¢’est-a-dire un ouvert auquel x appar-
tient.

Les trois premiéres gmpriétés permettent de ranger V(x) dans
I'ensemble des filtres sur LK.

2. Filires.

Soit E un ensemble ; un filtre sur E est une partie ¥ < 7 (E) qui

satisfait aux axiomes suivants :

(Fp F& 7, GoF = G&€F

(Fy) Fe 7, regvy —= FNF&EJ
(Fy) g €& F F 5 @,

Exemples de filires : a) A étant une partie non vide de E, I'ensemble
des parties de E qui contiennent A est un filtre (filire des sur-ensembles de A}.
b) Sur un ensemble infini, ’ensemble des complémentaires des parties finies
est un filire.

Montrons que 'ensemble des voisinages d’un point z, c’est-a-dire
V(x), est un filtre.

(Vy) établit : ¢ & Y (x) ; d’autre part, E étant toujours élément
de v (x), on peut affirmer : V(x) 4 4. (V;) et (Vo) sont identiques & (F,)
et (Fy), 2(x) est donc un filire ; nous le nommerons dorénavant filire des
voisinages de x.

3. Définition d’une topologie par les voisinages.

Supposons qu’a chaque élément x d’'un ensemble soit associé un
filtre < (x) qui posséde les propriétés (Vy) (Vy) (Vy) (V,). Nous allons
montrer qu’il existe une topologie (définie par ses ouverts) pour laquelle
chaque ensemble <V (x) est le filtre des voisinages de x.

Nous prendrons pour ouverts les parties O telles que, si x &€ O, alors
O € Y (x) ; nous devons d’abord vérifier les axiomes des ouverts.

(0y) : en vertu de (V,), une réunion d’ensembles, dont 'un appar-
tient a < (x), appartient & % (x). Done, une réunion d’ensembles O est
un ensemble O.

(0y) : en vertu de (Vy), une intersection finie d’ensembles apparte-
nant a4 ¥ (x) appartient & 9(z). Une intersection finie d’ensembles O est
un ensemble O.

(Oy) : E appartient & % (x) pour tout x, donc est un ensemble O.
Enfin, ¢ est un ensemble O (*).

(*) Nous admettrons mieux cette propriété en pensant encore a sa négation :
A non ouvert <> ZHJz& A, A& Y.
Le vide ne peut remplir cette condition.

Reste & vérifier que pour cette topologie chaque élément = a pour
filtre de voisinage %V (x). Soit V& v (x) ; en vertu de (V,), V inclut un
ensemble W qui est un ensemble O et, en vertu de (V,), x € W ; donc
V contient un ouvert contenant x ; c’est un voisinage de = et v (z) est
bien le filire des voisinages de x (¥).

On peut donc définir une topologie en se donnant convenablement
les voisinages de chaque point ; les énoncés (Vy), (V,), (Vy), (V) sont
alors appelés les axiomes des voisinages.

4. Bases de filires et bases de voisinages.

L’ensemble des voisinages d’'un point, ou, plus généralement, l'en-
semble des éléments d’un filtre, est un ensemble inutilement lourd a
manipuler, puisque la connaissance d’'un élément suffit & entrainer la
connaissance de tous ceux qui le contiennent. Ceci améne & poser la défi-
nition suivante : éfant donné un filire ¥ sur un ensemble E, on appelle
base de ce filtre un sous-ensemble B de ¥ tel que :

Fegy < IBE % BcF.

AXIOMES DES BASES DE FILTRE.

Remarquons que si B; et B, sont deux éléments d’une base, leur
intersection est un élément du filtre (en vertu de V,), donc inclut un
élément de la base. D’ou :

By B, % B,E® — IBE D B’ < B; N B,.

11 est elair aussi que :

(B o € B B~ 6.

Réciproquement, on vérifiera sans peine que si un ensemble 95 de
parties B satisfait & (B;) et (B,), 'ensemble # de parties F défini par :
FEy <> (IBE P BckF
satisfait bien aux axiomes (F) (Fy) (F3). 9 est alors base de ¥ .

(By) et (B,) sont appelés axiomes des bases de filtre.

BASES EQUIVALENTES.

Un filtre posséde différentes bases. Par exemple, dans un espace
métrique, 'ensemble des boules de centre x constitue une base du filtre
des voisinages de x ; mais lI'ensemble des boules de centre x et de
rayon s, (s, désignant le terme général d’une suite convergeant vers zéro)
constitue aussi une base de %V (x). Ces bases peuvent méme étre deux a
deux disjointes. C’est le cas des précédentes si elles correspondent a deux
suites ¢, disjointes. C’est aussi le cas de celles qu’on obtient en prenant
les boules relatives 4 deux distances différentes définissant les mémes

(*) On peut remplacer Paxiome (V,) par le suivant :
V) VYVE Y@ IWE py@ WV VIEW VE p@),
qui signifie que tout voisinage V de x contient un voisinage W de « de tous les points
duquel V est voisinage, axiome qui est un peu moins fort que (V,) puisque
W& Yy => V& YP(y). Avec ce nouvel axiome, 1a fin de la démonstration pré-
cédente est changée. Soitencore r&EEet V& (x).Onpose A= {y; V& Y@} .
On a x& W AV en vertu d’une part de (V’,), d’autre part de ce que y &€ A
implique y €& V. L’ensemble A est ouvert car si y & A, V'5 implique qu’il existe
W& @y avee WV et z&W = V& (z), c’est-a-dire z& A. On a donc
W'« A qui, joint & W & p(y), implique A € Y (y) ; c’est-a-dire que A est bien
Xoisinage de tous ses points et V qui inclut A qui contient x est bien un voisinage
e x.
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cuverts, donc la méme topologie (comme les diverses boules du plan
considérées page 15).

Deux bases sont dites équivalenies si elles engendrent le méme filtre.

Exercice 7. — Montrer que deux bases By et By sont équivalentes si, et
seulement si, la double condition suivante est satisfaite :
VB € B, B, &€ N, B, O B,
VB, € B, 3B, € B, By, D B;.

Autres exemples de bases de filtre.

Sur N, les sections finissantes :
s(n)=I{m; mE€EN,m>n}
satisfont a (B;) et (By) ; elles forment une base d’un filtre appelé filtre de
Fréchet et qui est le filire des complémentaires des parties finies de N.
Plus généralement, si E est un ensemble ordonné, tel que tout couple
d’é}éments posséde un sup (E est un demi-treillis), la famille des sections
finissantes (cf. A.P.M.1; 1V, 2,1) est une base de filtre.

Exercice 8. — A quelle condition doit satisfaire un ordre sur un ensemble
pour que la famille des sections finissantes non vides soit une base de filtre ?

Remarques sur la notion de filtre.

Sauf dans le cas du filtre des sur-ensembles d’une partie A de E, un
filtre sur E n’a pas de plus petit élément, ou, ce qui est équivalent, n’a
pas de base réduite 4 un seul élément, et, par suite, pas de base finie. Ce
cas particulier écarté, il faut donc toujours se donner une infinité d’élé-
ments pour définir une base de filtre (ou un filtre). Et, bien qu’en vertu
des axiomes (F,) ou (B,) il soit inutile de se donner un élément d’un filtre
(ou d'une base), si 'on s’est donné un élément plus petit que celui-la, il
est impossible de choisir une base qui ne contienne pas d’éléments inu-
tiles ; en d’autres termes, il n’existe pas (le cas du filtre des sur-ensem-
bles écartés) de base minimale pour un filtre.

Une des intuitions qu’éveille le terme de filtre consiste a se repré-
senter chaque élément du filtre comme un trou a travers lequel on fait
passer ce que 'on veut analyser : on garde ce qui passe & travers le trou
et on rejette le reste.

Par exemple, dire qu'une suite z, de nombres complexes converge
vers le nombre complexe a, c’est dire que tout élément du filtre des voi-
sinages de a [ou, tout élément d’une base de voisinages, par exemple les

boules — ou disques — de centre a et de rayon 1 (p € N)] contient tous

les z,, & ’exception d’au plus un nombre fini d’entre eux. Autrement dit,
la suite z, converge vers a si, et seulement si, ce que rejette chaque trou
du filtre est un ensemble de z, indexés par une partie finie de N.

§ 2. ENSEMBLES FERMES
On appelle ensemble fermé sur un espace topologique E un ensem-
ble qui est le complémentaire d’un ouvert.
F fermé <= CE F ouvert.

Il importe de ne pas confondre cette notion avec celle d’ensemble non
ouvert. ;
Une partie d’'un espace topologique peut n’étre ni ouverte, ni fermée.
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Exemple : L’ensemble A des points 1 de R. Il n’est pas ouvert: aucun
n

de ses points n’étant centre d’une boule incluse dans A. Son complémentaire
A’ n’est pas ouvert non plus, le point O n’étant pas cenire d’une boule incluse
dans A’

Une partie d’'un espace topologique peut étre ouverte et fermée.
C’est le cas de ¢ et de E, mais il y en a d’autres.

Exemple : L’ensemble E est la réunion de deux boules, du plan, de rayon 1
dont les centres sont & la distance 3 ; si on prend comme distance de deux
points de E leur distance dans le plan, chaque boule est ouverte dans E et
donc aussi complémentaire d’un ouvert.

Les axiomes des fermés résultent immédiatement de ceux des
ouverts (si on se rappelle que le complémentaire d’'une réunion est I'in-
tersection des complémentaires et le complémentaire d’une intersection
la réunion des complémentaires) :

F,) Toute intersection de fermés est un fermé.
F,) Toute réunion finie de fermés est un fermé.
F;) E et ¢ sont des fermés.

La donnée d’un systéme de fermés étant évidemment équivalente a
la donnée du systéme d’ouverts correspondant, la donnée des fermés
d’un espace E constitue une froisiéme facon de définir une topologie
sur E.

§ 3. INTERIEUR. FERMETURE. ADHERENCE

I. Fermeture et intérieur.

Une partie A d’un espace topologique n’est, en général, ni ouverte
ni fermée. Mais il est possible de lui associer canoniquement un fermé
la contenant et un ouvert qu’elle contient.

En effet, toute famille de fermés ayant pour intersection un fermé,
la famille des fermés contenant A a pour intersection un fermé conte-
nant A, qui est le plus petit fermé contenant A : on I'appelle fermelure

de A, et on le note A.
De méme la réunion de la famille des ouverts contenus dans A est
un ouvert contenu dans A, et c’est le plus grand. On Pappelle intérieur

de A, et on le note A.
Remarquons que les régles suivantes résultent des définitions :

(A=(a (A= (a.
Remarquons aussi que 'on peut donner de I'intérieur une définition

équivalente : A est Pensemble des éléments de Pespace dont A est voisi-
nage,
A=tz; A€ @1.
En effet, si x appartient a A, ouvert contenu dans A, x admet A pour
voisinage ; réciproquement, si A est voisinage de z, c’est que x appartient
4 un ouvert contenu dans A ; mais alors il est contenu dans la réunion

de ces ouverts qui est A.
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.E:x:emples : 1° Dans le plan (muni de la topologie déduite de la distance
9rd’1qaire), Pensemble défini par un contour fermé et comprenant les points
intérieurs au contour et une partie du contour admet pour fermeture le méme
ensemble avec ses frontiéres complétées et pour intérieur, Iintérieur, (au sens
vulgaire du mot), du contour.

) 2° Q < R n’est pas ouvert et son complémentaire I ne est pas non plus
puisque dans toute boule de centre un réel, il y a des irrationnels et des
ratlc_mnels. Tous les ouverts de R étant des réunions d’intervalles aucun, sauf
le vide, ne peut-étre inclus ni dans Q, ni dans I. Donc :

Q=g =4
L’application des régles( A= (A, CK = (A donne alors :
Q=R I=R

2. Point adhérent & un ensemble.

A Soit E un espace topologique et A — E. Un point a sera dit adhérent
a 13
VVveEe vy (o) VN Asgs

Il suffit d’ailleurs que cette propriété soit vérifiée pour une base des
voisinages.

) Exemples : 1° Dans le plan a est adhérent 2 A si pour tout ¢ il y a des
points de A dans la boule de centre a, de rayon .

2° Sur R, zéro est adhérent 4 ’ensemble

g-1-; n&N 2
(n )

Nous pouvons reprendre a ce propos I'image intuitive du filtre : dire
que a est adhérent a A, c’est dire qu'une partie non vide de A passe a
travers chaque «trou du filtre » des voisinages de A. Il faut d’ailleurs
ble’l_l c?mprendre, dans ce cas comme chaque fois qu’on utilise un filtre,
qu’il s agylt,.en quelque sorte, d’essayer « un par un » les trous du filtre,
ei'non,d exiger que ce que lon filtre passe a travers tous les trous a la
fois. C’est ainsi que dans le plan, on a pour tout point z :

Niv:, vevywi =tz
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et, par suite, si x est adhérent &4 A sans appartenir 2 A on aura :

liv; VvEY @I NA=9¢
et cependant :
yvVveE vy (@ VNAsSs.
Les points d’accumulation satisfont a la définition des points adhé-
rents mais, en outre, dans tout voisinage de %V (a), on doit trouver des
points de A distincts de a :

VVE Y(a) V—tal)NAs=g.

Un point adhérent & un ensemble et qui n’appartient pas a cet
ensemble en est point d’accumulation (mais un point d’accumulation
peut appartenir & 'ensemble).

3. Adhérence.

On appelle adhérence d’'un ensemble, ensemble de ses points adhé-
rents. Nous allons établir diverses propriétés des adhérences.

1° L’adhérence d’un fermé est lui-méme. En effet, si x & F, x est
un point de louvert (F, qui est voisinage de x et dont Pintersection

avec F est vide ; done :
r€F =—> x non adhérent a F.

D’autre part, tout point d’un ensemble en est évidemment point adhérent,

done :
adh F=PF.
2° Réciproque : Un ensemble qui coincide avec son adhérence est
fermé. Supposons que adh F=TF et soit z € ( F; x n’est pas adhérent

a F. Donc :
ive v (v VNF =g,

ce qui entraine V C (F. Par suite, (F contient un voisinage de tous

ses points : ¢’est un ouvert et F est fermé.
F fermé <> adh F=F.
3° AcB => adh A c adh B (démonstration immédiate).
4° L’adhérence d’un ensemble coincide avec sa fermeture.
En effet :

AcA => adh Acadh A=A .
D’autre part, on peut montrer que :
adh (adh A) = adh A. 2).

Si, en effet, x € adh (adh A), c’est que tout voisinage de x renconire
adh A ; ce voisinage contient un voisinage ouvert O de x (axiome (Vy)) ;
on peut affirmer O N adh As-¢ ; donce :

da€ 0 a€adh A.
O est un voisinage de a et ce voisinage rencontre A. Tout voisinage de x
rencontre done A et x € adh A ; d’ott adh (adh A) < adh A et, Pinclusion
opposée étant évidente, (2) est établi.
Mais alors adh A coincidant avec son adhérence est un fermé. Elle
contient done A, ce qui, rapproché de (1), démontre :

adh A= A. B
Dorénavant, nous remplacerons le symbole adh A par A.
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Exercice 9. — Retrouver ce résultat en cherchant les complémentaires des
deux membres de la formule A = | X; A€ Y},

5° AUB=1A4UB.

En effet, AUB est un fermé qui contient A et B, par suite AUB,
donc qui contient AUB. Mais, d’autre part, AUB est un fer
contient A, d’ol1 A et B, donc B, et enfin A UB. D’%u I’

6° ANB c ANB.

En effet, A N B est inclus

B, par suite dans A N B,
fermeture.

mé qui
égalité.

dins A, donc dans K, dans B, donc dans
Alors A N B, fermé incluant A N B, inclut sa

Mais Tinclusion opposée n’est, cette fois,
trent les contre-exemples suivants :

1" Q=R; I=R; INQ—=R. Or, QNI=9¢ et QNI=g.
2° Les intervalles la, b[ et 1b, c[ de la droite réel

meture [a, b] et [b, c] dont I'intersection est { b
intervalles étant vide, ’adhérence de cette interse

On trouve par dualité (c’est-a-dire
mentaires des deux membres) les form
formules 3, 5, 6, soient :

ADB = Ao B

ANB=—AnNB

pas vraie, comme le mon-

le ont pour fer-
. Or, Iintersection des
ction I'est aussi.

par considération des complé-
ules respectivement duales des

A/‘U\BDAUﬁ

Exercice 10. — Etablir ces formules : a) par dudlité : b) directement.
Exercice 11. — Trouver dans le plan muni de sg topologie usuelle un
ensemble tel que les 7 ensembles suivants soient distincts :

° —
° — o
) —

A A A A A A A.

FRONTIERE D’UN ENSEMBLE. Si A est une partie &’
gique E, on appelle frontiére de A Pensemble :

An (A

I est clair que cet ensemble est fermé.

La frontiére des ensembles de la figure 1 est constituée des contours

des rectangles. Un ensemble peut étre contenu dans sa frontiére : sur R,
la frontiére de Q est R.

un espace topolo-

Exercice 12. — Etablir les équivalences :

A fermé <=> frontidre de A incluse dans A.
A ouvert <= frontidre de A disjointe de A.

4. Définition d’une topologie par les fermetures.

Dans un ensemble E une topologie étant donnée, une application de
#» (E) dans ? (E) se trouve définie : celle qui & foute partie A de E fait
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icati isfai riétés
correspondre son adhérence. Cette application satisfait aux prop
suivantes :

— —

|

AUB=AU
f=20
ADA
A=A.

i g iori application de
nt, supposons que soit donnée a priort une
P (Ex)m:f:lizm?? (E) C?l}.)l, 4 toute partie A de E, fasse correspondre une

partie A telle que les relations suivantes iownt vérifiées :

VA, BE? (E) éuvB:AUB
¢=g¢

VAE 2 (E) 3;_—_”3

VA E 2 (E) A =—A.

i icati bcédente
Montrons qu’il existe une topologie tgge, que l’cggé;cg?ggsp;:c(tzg’une
) ble son adhérence. \ L
orrespondre a tout ensem el u quune
{g;i)‘iocgie p({)uvait étre définie par ses fermés : prenons pour fe

A : 1° ces ensembles

A = A. Nous devons montrer que : I
::r;\ltsi?frgr)llte ZEilsagilg;nes des fermés ; 2° I'adhérence (pour cette topologie)
de tout A est A.

es axiomes ] 2 di vériﬁés. our véri-

1° L 1 e Fg) et (F3) sont lmmegllater,nent | P : A

ﬁer Fy) c’est—;-dire ](;)our étudier Pintersection d’une famille | A", i d’en-
1/»

sembles A, telle que pour tout i, &;:Ai, re'mar'quons d’abordgqu ul"i
résulte de la premiére des hypothéses sur l’agphcatlon A —> q
AcB = AcB

p ))' i
(

entraine : — -
Yi N Az (o Ai = Ai
D’ol —
ﬂ A,’, ey n Ai'
Comme d’autre part : .
n Aq; o N A,,;,

Paxiome F, est vérifié. .

) 2° D’alutre part, la fermeture d’un ensemble A est A. ’En éﬁet-, la
4* hypothése montre que A est fermé et c’est le plus petit fermé qui puisse
contenir A (car si B fermé contient A, B=B contient A).

TIE
LOGIE INDUITE SUR UNE PAR
S TOP§UN ESPACE TOPOLOGIQUE

i topologie induite
i topologique et A — E. On appelle
sur Eogafrg l‘clzn t?)sg):l(:);ie %e Eg, (lla topologie qui admet pour ouverts les
intersections de A avec les ouverts de E.
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urer ue cette ennition a un Sens en veriian
q S o) S S O B f
ue Ies ouver t ains: (ielll{ls sa tlsf 0111 l)len aux axi me (ie uver tS (}I M

. 7
U O, N A = U O, 1N A

) o &1 ier ')

onc une réunion d’ouverts est un ouvert
a .

. (OiﬂA)ﬂ(O»ﬂA)—:_ O
done toute intersection finie d’OilVQI‘tS est Smi gu{%jz)'tn A
® EN A=A, done A est un ouvert. ‘
® 9N A=g, donc ¢ est un ouvert.
I est clair que 1a to ie i i
pologie induite sur A ¢ é fini

en y prenant pour fermés les intersections avgiuft& eég:sle;gfgtése tﬁi %eﬁme

L’ensemble A muni e :
sous-espace topolog,‘ql:;? &i : éa topologie induite par celle de E est appelé

3

Remarque 1. — 11 fa

P C L. aut se garder de croi s .
ou cay o E oire que | "
jouisse des mémes propriétés que Ia topologie dgnte t;lilet (Zipé(;}i%%le nduite

Exemple : :
autres QUepﬁ t-“:tDI:ijmsulie plan, avec sa métrique ordinaire, il n’y a pas d’ouverts
existait, son intersgcti sownt en méme temps des fermés. [Si un tel ensemble
fermé pour la topolo o avec une droite réelle devrait étre un ouvert ef un
Or, un ouvert dg 1 glg induite sur la droite qui est sa topologie naturelle
Ja,b[ ; une borne q goﬂrmte est une réunion d’intervalles ouverts tels que
mentaire ne peut pas or :};{)}ilétetm‘xi‘ au c?mplémentaire, mais alors ce comglé-
étre fermé]. ri, donc Pouvert dont on est parti ne peut pas
Par cont
de rayon 1 etr?i’orlllto 1112 c?i‘;(t)gtslczude%uiegta o l’es;%ace ranstitué de deux boules
induit , res est 3, espace muni i
génér:ﬁelr)xfé‘ntc elslie Aﬁi ueslt)lzrxl;e(:hact‘-medde ces boules étI;it Ouvrtel gtefgntlcezl;o}giig
» partie du plan, réunion de deu i )
X parties A, et A
25

d’adhérences disjointes, A
indatte oees j » A; et A, sont ouveries et fermées pour 1la topologie

Remarque 2. — La e

7 s . N proprlete pour un e 9 A

lfeent?eei I'llest pas 1nt,r1nsé<Iue : elle est relative é:l ?Fezlb;f:e(% s Gavert, ou
quel 11 est plongé (cf. exercice 13). P opologique dans

Exercice 14 Soi
« == Soit A une partie d'un es i
‘ Soit A pace E muni du ie T
Is'og‘héf 4 la topologie induite sur A. Soit B < A; on peut déf:we" t;)’POIOQ"e .
dgcherence de B pour T oy pour ‘C, . Démontrer que : o
intp B < int, B
. . ofs . re E A
(intg B signifiant intérieur pour la topologie sur E)
Comparer de méme adhy B et adh, B.

ntérieur et

B S

CHAPITRE II1

PRINCIPES GENERAUX
DE CHOIX DUNE TOPOLOGIE

§ 1. ORDRE SUR LA FAMILLE DES TOPOLOGIES D’UN ENSEMBLE

1. Finesse des topologies.

Une topologie sur un ensemble E est caractérisée par la famille de
ses ouverts, qui est une partie de »(E) satisfaisant les axiomes (0y),
(0y), (0y). L’inclusion dans 7 (E) nous permet de définir un ordre sur
la famille des topologies que peut recevoir un ensemble E.

Soient deux topologies définies par les familles de leurs ouverts O,
et Oy respectivement. Nous les appellerons, pour abréger le langage,
topologies ( 0;) et ( Oy).

Si 0O, est inclus dans O,, nous dirons que la topologie ( 0,) est moins
fine que la topologie ( O,).

Remarquons d’abord que lensemble des topologies posséde, pour
Pordre ainsi défini, un plus petit élément, c’est-a-dire une topologie
moins fine que toutes les autres ; c’est la topologie grossiére, car la
famille d’ouverts réduite 4 E et ¢ est incluse dans toute famille d’ouverts ;
et cet ensemble posséde aussi un plus grand élément, c’est-a-dire une
topologie plus fine que toutes les autres : ¢’est la topologie discréte dont
la famille d’ouverts, ? (E), inclut toute autre famille d’ouverts.

2. Comparaison des voisinages.

Soit, un ensemble E, deux topologies ( 0;) et ( O,) telles que ( Oy)
soit moins fine que ( 0y). Si pour un méme point x nous considérons les
filtres des voisinages Y;(x) et Vq(x) relatifs & ces deux topologies, il est
clair que tout élément de 9;(x) contenant un ouvert O qui appartient
a 0O,, donc & O,, est aussi un élément de Vy(x), donc que :

V€ E Px) © Vo).

On dit, d’une maniére générale, qu'un filtre %, sur E est plus fin
qu'un filtre %, si % < % (inclusion dans ? (E)). Nous pouvons donc
énoncer : la topologie ( 0;) moins fine que la topologie ( 0,) entraine que,
pour tout &, V(x) est moins fin que Vy(x).
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Exercice 15, — F1 et F, étant deux filtres sur un ensemble E, admet-

tant respectivement pour bases 93, et 93, m
g ontrer qu , c S iin
valent & ; 1 2 que ¥ C %, est équi

| VB, &€ 93, B, & %, B, — B,
et que linclusion stricte est équivalente & ‘ensembl iti 5

‘ e de la condition -
dente et de la suivante : prece

B, &€ %, VB, & v, B, B,

Réciproquement, si deux topologies T; et T, sont telles que :
‘ VxE€ E Y(T) < Yolx),
un ouvert pour la topologie <, devant appartenir a Vy(x) pour tous ses
Izomts Z, appartient aussi & V,(x) et est donc un ouvert pour T,. Donc
Pensemble O, des ouverts de ‘C; est inclus dans Pensemble 0, des:
ouv.erts de T, et T, est moins fine que Oy Pour comparer deui “topo-
logies sur un ensemble E, on pourra donc comparer leurs familles d’ou-
verts ou la famille des voisinages de tous les points de E. v

Exemple : Soit un plan muni de sa topologi i
E ogie habituell ’
défini par rapport 4 deux axes Ox et Oy parl? 8 Huelle et de Fordre

M, <M, <= §§1§§~

. 15 Yo
l()lonmgerons en tout point M du plan, une famille de boules qui forme une
ase du filire des voisinages de ce point, et prenons lintersection de ces
boules avec le quadrant des majorants de M. Ces quarts de boules satisfont
aux axiomes dfes I')ases de filire et définissent un nouveau filire. Le filtre
ainsi défini satisfait a4 Paxiome (Vy). [Car tout point du quart de. boule est

BN

x

somm’et' d’un quart de boule inclus dans le remier

toqt élément du filtre contient un ensemble I(;ui est \?(;lig;[lag: ggult?),usdoslelaz
points]. Le ﬁltrg ain§i défini est donc un filire de voisinages et définit une
pouvelle topologie qui est plus fine que la topologie usuelle, zar tout ensemble
incluant une boule de sommet M inclut le quart de boule, de méme rayon
(,ig centre M, donc tout élément du filtre Y, (M) (topologie usuelle) es’t~ un’
¢lément de 9, (M) (topologie nouvelle), c’est-a-dire WM < P, (M),

Plus généralement, sur un ensembl id sie et d’
ordre, on appelle filtre des voisinages ¢ Ec:lrrtl)ﬂiltlen 1(r{cias1;>1.1ez‘x tgfgi%%e (ieet ;g uel'z
on note W+(x) (resp. w—(x)), le filtre qui admet pour base l’ensen;ble
obtenu en prenant I'intersection de tout élément de V(x) avec I'ensembl
des majorants (resp. minorants) de %, et on aura toujours : ¢

V() < v+ V(x) < v—(x).
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3. Comparaison des intérieurs et des adhérences.

Soient toujours les topologies ( Op) et ( Op) définies par leurs ensem-
bles d’ouverts, avec O; < O,, et soit A < E. Le plus grand ouvert appar-
tenant a O, et inclus dans A appartient & O,. Il en résulte qu’il est inclus
dans le plus grand ouvert inclus dans A et appartenant & O,. Par suite :

( ;) moins fine que ( 0,) = int (a,)A C int (,,Z)A.

Soient F; et %, les ensembles des fermés relatifs 4 chaque topo-
logie [ %, (resp. %) est I'ensemble des complémentaires des éléments
de Oy (resp. Og)], alors :

Oy C Oy = FHC TP
et un raisonnement analogue au précédent montre que le plus petit des
éléments de % incluant A, inclut le plus petit des éléments de %
incluant A, par suite :
( 0;) moins fine que ( 0y) => adh(‘,i)A o adh (@2)A.

Notons ce que donnent les deux cas exirémes : pour la topologie
grossiére :

intA=g¢g

adhA=E
pour la topologie discréte: intA= A

adh A = A,

4. Treillis des topologies.

Nous allons maintenant montrer que, pour l'ordre que nous venons
de définir, 'ensemble des topologies de E forme un treillis complet. Nous
avons déja vu que cet ensemble possédait un plus petit et un plus grand
élément. D’autre part si on considére un ensemble de topologies défi-
nies par P’ensemble ! 0,; i€1} (I ensemble fini ou infini d’indices)
de leurs familles d’ouverts, cet ensemble posséde une borne inférieure.
I’ensemble des topologies admet en effet pour minorant toute topologie
dont la famille d’ouverts est incluse, pour tout i € 1, dans la famille 0,

donc est incluse dans leur intersection O = -21 0, Or, il se trouve
i

que O satisfait aux trois axiomes (0O,), (0z), (O3) comme il est immédiat

de le vérifier. O elle-méme peut donc étre une famille d’ouverts et définit

une topologie qui sera le plus grand des minorants des topologies ( 0)),

¢’est-a-dire la plus fine des topologies moins fines que les topologies ( 0,).

Nous appliquerons alors le théoréme démontré dans le Cours A.P.M. I
1V, 2, 2) : « Quand un ensemble ordonné posséde un plus grand élément
et que chacune de ses parties posséde une borne inférieure, chaque partie
posséde aussi une borne supérieure » ; en d’autres termes, un tel ensem-
ble est un treillis complet.

Puisque nous avons montré que I'ensemble des topologies satisfaisait
aux hypothéses de ce théoréme, il est établi que cet ensemble est un
treillis complet.

Il nous reste & construire effectivement la topologie dont nous
venons d’établir Pexistence, & savoir : Ia moins fine des topologies plus
fines que celles de 'ensemble (0 ; i€ 1}, c’est-a-dire la moins fine
de celles dont la famille d’ouverts contient toutes les familles O,
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5. Générateurs d’une topologie ; base des ouverts.

Nous traiterons, plus généralement, le probléme suivant :
G < ?(g) étant une famille de parties de E, trouver toutes les topologies
dont la famille des ouverts contient ( Q) et en particulier la moins fine
d’entre elles (dont la connaissance suffira 4 déterminer les autres).

Si ¢ vérifie les axiomes (0,), (0y), (Oy), la topologie admettant ¢
comme famille d’ouverts est la topologie cherchée.

. S’il n’en est pas ainsi, nous devons adjoindre 4 ¢ les éléments néces-
saires pour que 'ensemble obtenu vérifie les axiomes. Nous commencons,
si c’est nécessaire, par lui adjoindre E et ¢ pour que cet ensemble
vérifie (O;) et nous considérons ensuite ensemble ¢, des intersections
finies d’éléments de ¢. L’ensemble G, vérifie alors (O,) et (O;) [car une
intersection finie d’éléments de ¢, est encore une intersection finie d’é1é-
ments de @, donc appartient & ¢, ]. Nous considérons ensuite ’ensemble
@q des réunions d’éléments de ¢;. L’ensemble ¢, satisfait a (O,) ; il satis-
fait & (O,) [car une réunion d’éléments de ¢, est encore une réunion
d’éléments de ¢, donc appartient & G,].

o tEnﬁn, on peut montrer que ¢, satisfait encore a (0,). Soient, en
effet :

U= |J (B,; i€l B, € ¢}
U= |J IB;; j€J, B,€ g}

d_euxlgl)éments de @,. Leur intersection U;NU, vaut (cf. A.P.M. I ; exer-
cice :

UiNU,= | (B,NB,;; G, )E1IX T}
U; N U, appartient donc encore & G,.
La.famille @, ainsi construite est donc la famille des ouverts de la
topologie cherchée. Cette famille étant la plus petite qui contienne ¢,
Pensemble ¢ sera appelé un systéme de générateurs de la topolo-

gie ( G5). L’ensemble @, est tel que tout ouvert de la topologie est une

réunion d’éléments de @,. Une telle famille d’ouverts sera appelée une
base des ouverts de la topologie.

Ezemple : Dans le cas des espaces métriques, "ensemble des boules forme
une base de la topologie puisque les ouverts sont des réunions de boules.

Exercice 16. — Trouver les topologies, sur R, engendrées par les familles
G suivantes, Déterminer une (ou plusieurs) bases pour chacune de ces topo-
logies :

1) Ensemble des demi-droites la, + «[; a € R.
2) Ensemble des demi-droites 1-—— 0, ol ; o €& R.
3) Réunion des deux ensembles précédents.
4) Ensemble des demi-droites la, + [ ; a € Q.
5) Ensemble des demi-droites 1— o0, al ; c € Q.
6) Réunion des deux ensembles précédents.

Déterminer ce que sont les applications continues de R (muni de l'une de
ces topologies), dans R (muni de I'une de ces topologies).

Il 'y aura lieu de faire intervenir les notions de fonctions semi-continues
inférieurement (resp. supérieurement) qui sont définies par

Ve>0 3q>0 [x—x <y = fix) > flx,) —¢
(resp. f(x) < f(x,}+ &).
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Exercice 17. — Une famille d'écarts { e;; i & | } étant donnée sur un
ensemble E, on appelle topologie définie par la famille e; la topologie C ayant
pour générateurs les boules Ble, x, r) ol i décrit 1, x décrit E et r décrit
RT-— { 0} . On cherchera une base simple des ouverts de ‘T et on montrera
que si | est fini, T peut étre définie par un seul écart e. (Mais il v a une
infinité d'écarts e possédant cette propriété).

§ 2. PRINCIPES DE CHOIX D’UNE TOPOLOGIE

1. Finesse des topologies et eontinuité.

Etant donnés deux espaces topologiques E, et E,, nous savons
qu'une application f de E; dans E, est continue si, et seulement si, I'image
—1

réciproque f (Og) de tout ouvert O, de E, est un ouvert O; de E,.

Une application continue d’un espace E, dans un espace E, resie
continue st on remplace :

la topologie sur E, par une topologie moins fine,

la topologie sur E, par une topologie plus fine.

En effet, dans le premier cas, 'ensemble des nouveaux ouverts de E,
étant inclus dans 'ensemble des anciens, leurs images réciproques n’au-
rout pas cessé d’étre des ouverts de E;. Dans le deuxiéme cas, Pensemble
des nouveaux ouverts de E; incluant 'ensemble des anciens, les images
réciproques des ouverts de E,, qui étaient des ouverts de E,;, n’auront
pas cessé d’en étre.

Il est clair que, lors de tels changements de topologie, toutes les
applications continues restent continues, mais des applications qui
n’étaient pas continues peuvent le devenir. En particulier si, sur E,, on
met la topologie grossiére, les seules images réciproques 2 considérer
sont celle du vide (qui est toujours le vide) et celle de E, (qui est tou-
jours E;). Toute application de E; sur E, muni de la topologie grossiére
est donc continue. De méme, si E; est muni de la topologie discréte, toute
image réciFI'oque est un ouvert, puisque toute partie de E, est un ouvert.
Toute application de E; muni de la topologie discréte, dans E,, est donc
continue.

2. Espaces topologiques homéomorphes.

Deux espaces topologiques seront dits homéomorphes s’il existe une
bijection de E; sur E, telle qu’elle-méme et sa bijection réciproque soient
toutes deux continues, ce qu'on exprime plus briévement en disant qu’il
existe une application f de E, sur E, bijective et bicontinue.

L’image de tout ouvert de E; par f est alors un ouvert de E, et

—1

Iimage de tout ouvert de E, par f est un ouvert de E;. Si f est une
bijection bicontinue de E; sur E,, elle demeure continue si on remplace
la topologie de E; par une topologie strictement plus fine ; mais alors [
n’est plus bicontinue.

REMARQUE : Si on considére gu’une application continue est analogue
pour une structure topologique a ce qu’un homomorphisme est pour une
structure algébrique, un homéomorphisme apparaiira comme P’analogue d’un
isomorphisme. Mais il se présente une différence essentielle avec les iso-
morphismes de siructures algébriques : un homomorphisme bijectif de struc-
tures algébriques est un isomorphisme, c’est-a-dire que Papplication réci-
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proque est aussi un homomorphisme. Au contraire, une application bijective
et continue n’a pas nécessairement pour réciproque une application continue.

Si, sur un méme ensemble E, on définit deux topologies T; et Ty
telles que T, soit strictement plus fine que <T,, application identique
de E (muni de <), sur E (muni de T,), est bijective et continue, mais
sa réciproque n’est pas continue. Et T, est égale &4 T, si, et seulement si,
cette application identique est bicontinue.

Exercice 18. — Déterminer tous les homéomorphismes de [0, 1] sur iui-
méme.

Si f est une application continue et dérivable d’un segment [a, b]
de R dans R, et si, en x,, la dérivée f'(x,) est différente de zéro, il existe
un intervalle ]Jxr,—a, 2, 4 «[ sur lequel la restriction de f a une réci-
proque, et est bicontinue : cette restriction est alors un homéomorphisme
d’un voisinage de x, sur un voisinage de f(x,), on dit que c’est un homeéo-
morphisme local.

Une circonstance analogue se produit lorsque l'on considére une
application holomorphe d'un ouvert de C dans C: si, en un point z,
f(z,) 5= 0, il existe un voisinage de z, sur lequel la restriction de f en est
un homéomorphisme sur un voisinage de f(z,).

Remarquons encore qu’une application peut fournir un homéomor-
phisme local en chaque point et ne pas éire un homéomorphisme : c’est
le cas de Papplication de R sur un cercle, qui au point x € R fait corres-
pondre le point d’abscisse curviligne x sur le cercle.

3. Choix de topologies sur un ensemble.

Nous pouvons poser le probléme suivant : étant donnés deur ensem-
bles E; et E, dont Pun est muni d’une topologie et une famille % d’appli-
cations de E; dans E,, comment choisir la topologie sur Uespace qui en
est encore démuni pour que les applications de la famille F soient
continues ?

Si c’est la topologie sur E, qui est connue, il suffira de trouver la
moins fine des topologies sur E; répondant & la question, en vertu des
remarques précédentes. Si, au contraire, c’est la topologie sur E, qui est
connue, il suffira de trouver la plus fine des topologies sur E, répondani
4 la question.

Laissant de c6té pour I'instant le cas ol la topologie sur E, est don-
née, qui sera abordé au § 5, commencons par le cas ot c’est la topologie
sur E, qui est donnée. Si P'on veut rendre continue une application f
de E, dans E,, il faut, et il sufﬁt1, que l’ensemble des ouverts de E,

contienne I'ensemble des parties f (0,) oll O, décrit O,. L’ensemble des

—1

ouverts t [ (O,) ; O, € 0,1 est le systéme de générateurs des ouverts ;
mais il résulte immédiatement des propriétés des ouverts de E, d’'une
part, des propriétés des applications réciproques d’autre part, que cet
ensemble satisfait aux trois axiomes des ouverts et constitue donc la
famille des ouverts de la topologie cherchée.

Un cas particulier déja vu en est la topologie induite par un espace
topologique E sur une de ses parties A : ¢’est la moins fine des topologies
rendant continue linjection canonique de A dans E.

Si on veut rendre continue une famille ¥ d’applications, la recher-
che de la famille des ouverts est un peu moins immédiate. On peut d’ail-
leurs se trouver dans la situation, encore plus générale, suivante : soit
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ensemble E et une famille E;, ( €1, ensemlﬂe d”mdlc.es)‘ d’espaces
;lor;)ologiques . et soient {f;}, j&€J; une famille d’applications dete 1E
dans chaque E, ; on cherche les topologies sur E (et par consequent at
moins fine de ces topologies) pour que toutes les.apPhcga'tlons fijl soien
continues. Cette topologie, dont on rappelle parfois Torigine en la qua-
lifiant de topologie initiale, doit admetire, en vertu du méme raisonne-

ment que ci-dessus, la famille :

Hl . *

{05 O € O zEI;;éJi%. -
comme systéme de générateurs. Cette fois, Pintersection de deux élé-
xnents?:j (0, avec des indices i différents n’a aucune raison d’appartenir

5 i i ’ des ouverts de la topo-
A la famille. Pour obtenir une base de I'ensemble c 1 00-
logie cherchée, il faudra prendre I'ensemble @y des intersections finies

de générateurs. ) o ‘
) gNous allons dans le paragraphe suivant étudier de plus prés un cas

{rés important du probleme précédent.

§ 3. TOPOLOGIE PRODUIT

1. Produit d’un nombre fini d’espaces. t
i ) roduit cartésien de deux espaces 10po-
logiq%é?%ine%nl%;eﬂci’sagiut geersl;[égi? E d’utne topologie q}li rende continues
les deux projections p; et p; de E dans E, et dans E, :
pr: x=(r, ) €E —>p @ =1,€E
pe @ = (1, T2) EE —> p. (@) =2, €E,. ‘
La moins fine des topologies répondant a la question est dite topolo-
gie produit sur E; X E,. . ’
Un systéme de générateurs de cette topologie est 'ensemble :

—1 —1

{pi (0 ; O & Oy} U 1pe(0p) 5 O € Ogl _
6, et O, désignant les ensembles d’ouverts de E; gt E, re.specf:}v?ment.
Ngus devons construire ¢ en prenant les intersections finies d’éléments
de Pensemble précédent. » »

i i s1é stant un
te intersection de deux éléments Dy (0, (ou pp(0y) €
é}ém3§€l de méme forme, tout revient a trouver ce que sont les intersec-

tions de la forme :

—1 —1
p: (Op) N p2 (0.
Or, 1;;1(01) est ensemble des couples (xy, x,) dont la premiére

composante appartient a O, et ;2 (Oy) est Iensemble des couples dont la
deuxiéme composante %ppartlent 1a O,. Donc :
Pi (0 N p2(0g) = 0; X Og.
Une base des ouverts de la topologie produit sur E est Pensemble :
G =10y X 02 0,€ 0;; 0, &€ Op1.
’} i i Serire & Oy et & O, respec-
Observons qu’il suffira, en fait, de faire def:rlre a 1 e
tivement des bases des ouverts % € O et Uy © Oy pour obtenir une
base des ouverts de la topologie produit. En effet, si O, est une réunion

< suni ’é1é de U, Iensemble
'¢léments de U et O, une réunion d éléments 2 c
gle I>< O, est une rléunionzd’éléments de la forme U; X U, ou U, appar



tient a U et Uy & %, ; un ouvert de E, réunion d’éléments O, X} O,, sera
aussi une réunion d’éléments de la forme U; X U, et

g'1=5U1><U2; Ule (2[1; Uze qu}
est bien une base des ouverts de E.

Exemple de topologie produit : Le plan R2 est considéré comme espace
produit R X R, Pensemble R étant muni de sa topologie habituelle., Confor-
mément a la remarque précédente, il suffira de faire décrire a O, une base
des ouverts de R qui pourra étre I’ensemble des intervalles ouverts de R ;
on fera de méme pour O, et on obtiendra pour base des ouverts sur B X R

Pensemble des rectangles ouverts du plan, de cdtés paralléles aux axes (sup-
posés orthogonaux).

Exercice 19. — Montrer que si E; et E, sont deux espaces métriques munis
de distances d; et dy respectivement, la topologie produit sur E est aussi une
topologie d'espace métrique et que, comme distance sur E, on peut prendre
une des distances suivantes :

a) dix,y) = dl(xl' Yy) + dz(le Yo,
b) dlx, y) = sup (d;(x;, y,), dy(xs, Yo)),
o) dix, y) = v/ d;2(x,, Y + dy2(x,,,).

2. Produit d’une infinité d’espaces. ,

Soit E; ( € 1, ensemble infini d’indices) une famille d’espaces topo-
logiques. La topologie produit sur Pespace T1E; est la moins fine des
topologies qui rendent continues toutes les projections :

pri: x€E ——> gz, €E,

Un systéme de générateurs des ouverts de la topologie cherchée est
constitué par : 1
pr; (0 ; i€1; O, € 0,3
et une base de ces ouverts est formée par lensemble des intersections
finies de ces générateurs, soit par ’ensemble des éléments de la forme :

—1 —1 ~1
pri, (Oi ) Nprip (Oi)..N pri, (Oi ) (1

Or, les * € E qui appartiennent & cet élément sont ceux dont les
n coordonnées d’indices | P appartiennent respectivement &
0‘} s neos Oin et dont les autres sont arbitraires. On peut dont éerire Pen-
semble (1) sous la forme :

T o,x IlTE
I —] i€l —J
J étant une partie finie de I.
On obtient une base de I'ensemble des ouverts en faisant décrire
a J 'ensemble des parties finies de I et 4 O, ensemble O; pour tout i & J.
On obtiendra une base plus restreinte (incluse dans la précédente) en
remplacant chaque O, par une base Uy < Oy

Exercice 20, — Produit dénombrable d’espaces métriques.

1° Si d est une distance définie sur un ensemble E, il en est de méme de
3 définie par :

dix, y)

) = ey

et & définit la méme topologie que d.
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2° Soit E,, avec n & N, une famille dénombrable d'espaces métriques et
E= ﬁi E,; n € N | leur produit cartésien. A la distance d, de E, , on
associe la distance 3, définie en 1°, en on définit sur E X E (avec x = (x,}
et y = (y,)) 'opplication 3 dans R+ donnée par:

[
3, y) = Y 5'; 30 Xps Vo)
n=1
Montrer que 3 est une distance sur E, et que la topologie qu’elle définit est
la topologie produit.

3. Quelques résultats relatifs aux topologies produits (résultats que nous
laissons au lecteur le soin d’établir).

’ i ive a I'élément
a) On appelle coupe d’un produit I‘_ll X Eg,.rela‘uve a Pé 1
T & ]231, I’enspgnble des éléments du produit cartésien dont la premiére

‘—1 s s 3
coordonnée est x,, ou, si Pon préfére, p; (z;). Il existe une bijection cano-
nique entre E, et la coupe x=x; :

(X, ) —> Zo.

Si on considére la topologie induite sur la coupe par la topologie produit,
cette bijection est un homéomorphisme,

b) La projection p;(0) sur E; d’un ouvert O de E; X E, est un
ouvert. .
Notons que le théoréme analogue pour les fermés est faux.

. 1 ;
Contre-exemple : Une branche d’hyperbole équilatére y = o est un fermé

i 1é taire est ouvert; sa
du plan pour la topologie usuelle car son coxr}plemen ! :
projléctionpsur Oz est ouverte, ce qui, sur R, implique qu’elle n’est pas fermée.

¢) Soit F un espace topologique et une application f de F dans
E; X E, muni de la topologie produit,

f
F __'> E == E]_ >< Eg,
el les projections p; et p, de E sur ses composantes.
[ est continue si, et seulement si, p;of et pyof sont continues.
Exercice 21. — Démontrer cette propriété. . .
En déduire que si E; est homéomorphe & E'; et E, homéomorphe & E',,
alors E; X E, est homéomorphe a E'; X E'y.
d) Etant donnée une application f d’un espace produit dans un
espace F : ,
E, XE, —> F .
si [ est continue, ses restrictions aux coupes sont continues. La
réciproque est fausse.

Ce sont les théorémes classiquement énoncés : une fonction continue
de plusieurs variables est continue par rapport a chacglm(}a1 de ces V?lal'gflié
bles. 11 ne suffit pas qu’elle soit continue par rapport c1 a%ue xtfgrl '
pour étre continue, avec le contre-exemple classique de la fonction :

7 == o avec z (0,0) = 0 au voisinage de l'origine.
x? + y?
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§ 4. TOPOLOGIES COMPATIBLES
AVEC UNE STRUCTURE ALGEBRIQUE

1. Groupe topologique.

1° On appelle groupe topologique un groupe G muni d’une topologie
gg;@patzble avec sa structure de groupe, c’es{‘)—a'—dire tel que Iespaplglli~
ions :

f: G2 —>
avee f(x, y) =ay
soient continues.

Remarquons que I'application g est un homéomorphi isqu’
est sa propre application réciproqug. rplisme puisquelle

On peut remplacer la double condition précédente par la suivante :

Papplication
h: G —> ¢
avec h(x, y) = ay—!

et g:G —> G
avec g(x) = 1

doil étre continue.

g
En effet, y —> y~! étant un homéomorphisme de G sur lui-

R X g
mgme, (@,y) ——> (x,y1) estun homéomorphisme de G? sur lui-
;ln me (voir exercice 21), et h=fog’ est continue. Réciproquement, si
est continue, sa restriction 4 la coupe x = e, élément neutre de G, soit

n
(e,y) —> y—, est continue: et si ¢ désigne I’homéomorphisme

) —> (e, y), on voit que g — koo, d . haur
I’est aussi. Y que g °¢, donc est continue, et f= hog

Remarque. — L’application (x, ) —> zq (translation 3 i
qu. cati a droit
est la restriction de Papplication f ala coupe y==a de G2 Elle est gozltei2
nue. Le composé de Phoméomorphisme z ——> (x, a) et de cette res-
triction est donc une application :

r —> 2xa

continue. Or, une telle application est bijective et admet la bijection
réciproque x ——> xa—!; celte applicajtion est, elle aussi, cogltinue.
L z}pphcatlon.x —> xa est donc un homéomorphisme de G sur lui-
méme. Le point a est I'image du point e. Il en résulte que les voisinages
de a sont déduits des voisinages de e par x —% xa et que la

connaissance des voisinages d’un seul point entraine la connaissance des
voisinages de tous les points.

Exemples de groupes topologiques :
R pour Paddition et sa topologie usuelle,
R-— 10} pour la multiplication et sa topologie usuelle.
R/Z = T, (voir A.P.M. I, page 41) pour P'addition et la topologie induite sur

le' cercle par la topologie usuelle du plan (les voisinages de tout point sont
déduits par rotation des voisinages d’un point).

2° Tout sous-groupe d’un groupe topologi -
topologique, pour la topologie ingt'iuitg potogique est un sous-groupe

En effet, soient E' c E, F’ F, les topologies induites sur les -
espaces E’ et F” par celles de E et F et la topolng)gie produit sur E’ >§0}?’S;
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celle-ci est la méme que la topologie induite sur E' X F ¢ E X F par la
topologie produit sur E X F, comme on le vérifie en constatant 'identité
des familles d’ouverts. D’autre part, si une application f de E dans F est
continue, sa restriction g & A ¢ E est aussi continue, la topologie de A
étant la topologie induite, car, 'image réciproque par f de tout ouvert
de F étant un ouvert de E, son image réciproque par g est U'intersection
de A et d’un ouvert de E, c¢’est-a-dire un ouvert de A.

Appliqués a G2 et 4 G2 c G2, G étant un sous-groupe de G, ces
résultats montrent que Papplication :
G2 —> GcG
@y xy—

restriction de I’application h précédemment considérée, est continue pour
la topologie induite sur G’ par la topologie de G, donc que G’ est, pour
cette topologie, un groupe topologique.

Exemple : Q est pour Paddition un groupe topologique pour la topologie
induite par celle de R. Il en est de méme pour Z, mais tout point de Z étant
intersection de Z et d’un ouvert de R, la topologie induite sur Z est la fopo-
logie discréte, ce qui lui Ote tout intérét: tout groupe est topologique pour
1a topologie discréte.

Exercice 22. — |. Sur le groupe G des isométries du plan, oli chaque iso-
métrie f est définie par la donnée des images fla), f(b), f(c) de trois points
fixes a, b, ¢, non alignés, on définit une distance par :

3(f, g) = sup { d(f(a), gla)), dif(b), g(b)), d(flc), glc)) }
d désignant la distance usuelle du plan.

1) Montrer que § est bien une distance.

2) e désignant la transformation identique, montrer que la distonce d'un
point & son image dans une isométrie positive f est majorée par AS(e, f), ol
A désigne un coefficient réel qui dépend du point considéré et non de !"appli-
cation f; et que, plus généralement, la distance des images d‘un point par
deux isométries de méme nature (toutes deux positives ou toutes deux négati-
ves) est majorée par A3(f, g).

3) Montrer que, pour g suffisamment petit il n’existe pas d’isométrie
négative dans la boule de centre e, de rayon ¢. En déduire que |'ensemble des
isométries positives est ouvert et fermé, de méme que celui des isométries
négatives.

4) Montrer que pour la topologie définie par §, G forme un groupe topo-
logique.

5) Montrer que cette topologie est indépendante du choix des trois points
a, b, ¢ ; montrer aussi que l'on obtient encore la méme topologie si on rem-
place, dans la définition de 3, d par une autre des distances dans le plan
définies en 1. 2. 2.

6) Que peut-on dire du point de vue topologique du sous-groupe des trans-
lations, de celui des rotations de centre donné ?

Il. On sait que les isométries du plan en sont des transformations affines
particuliéres. Soit @ un point du plan, T, l'espace vectoriel associé & w; on
désignera par la méme lettre t, s... un élément de T, et la translation qui
lui correspond. La composée de deux translations t et s sera écrite indiffé-
remment tos ou t - s. Toute isométrie admet une décomposition canonique
du type tog ol t €& T, et ol ¢ est une transformation orthogonale de T,.
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Si T"f est rapporté g une base orthonormée (choisie une fois pour toutes) la
matrice de ¢ est d’un des deux types (cf. A.P.M. I, page 127):

(’ cos 6 sin 9 ) / cos § —sin@

L sin§ —cos @ (\ sinf  cos® )

[N isométri ‘o
Montrer que toute isorzeme @os peut s’écrire s'op et que § = gls)

(ce qui est équivalent & s = q;(s’)).

2° Montrer que 'on définit une di
e distance sur le groupe G des isométri
posant pour tout couple f = tog, g = so{. srodpe °F fries en

dif, g) = [t— s] + 2 e — B/]
iJ

ou les « et les B désignent respectivement les coefficients des matrices petd
© A i
. 3 Mor’\t-rer que I.a distance de deux isométries de natures différentes a une
orne inférieure strictement positive et en déduire que l'ensemble P des iso-~
métries positives est ouvert et fermé, de mé i i
, me Stri
il » que celui, N, des isométries
o 2L »
4° Montrer que 'on définit une distance sur P et une distance sur N, en
posant pour deux isométries de méme nature : '
e 30t 9) = [t — | + [0 —x]
si § et 7 représentent les angles associés a o et ! i insi
A et qu'on obt
méme topologie sur G, ? beta fents ainst fe
e
5° Montrer que pour cette topologie G est un groupe topologique.
] .
6° Montrer que cette topologie est la méme que celle qui a été étudiée en |.

2. Corps topologique.

Un corps topologique K est, de mém 1
i e, un ensemble muni d’une struc-
f};\ﬁedglizo;m{;; egtrg’unettopc;logze compatibles, c’est-a-dire que K est, pour
! ) upe topologique et que K — { 0 tipli-
cation, un groupe topologique(.I 1 } est, pour la multipl
par 'Exemples R et C sont des corps topologiques pour la distance définie
o d(x, y) = |z —y|
cest-oa~d1re pour leurs topologies usuelles.
t . yeeps .
vice 52. rouvera un exemple trés différent de corps topologique dans Pexer-

On définit de méme un anneau to ]

On € pologique, comme 5
muni ,dunq structure d’anneau et d’une tolgaoqlogie compat?lillesnzeémblﬁ?
peut s’exprimer en disant que les opérations : ' a

(x,y) —> zx— et —_—
sont continues. / @) W

Exercice 23. — Montrer ! i
. que sur 'anneau des matri n & ici
complemes ces (n, n) & coefficients
N .
J
dA B = X |o - g’
2L i’j ' i
dgﬁmt une distance qui confére & Vanneau une structure d’anneau topolo-
gique.

3. Espace vectoriel topologique.
On nomme ainsi un ensemble muni d’une
) i structure d’es clo-
riel et d’une topologie compatibles, c’est-a-dire telles que : espace vecto
le groupe de la structure d’espace vectoriel est un groupe topologique.
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D’autre part, le corps K des opérateurs est un corps topologique.
Enfin, la multiplication externe :
KXE —> E
est continue, K XX E étant muni de la topologie produit.

Exercice 24. — Montrer que dans un espace vectoriel topologique I‘adhé-
rence d’une partie convexe est convexe.

Cas particulier : ESPACES VECTORIELS NORMES.

On supposera le plus souvent que le corps K est R ou C. Placons-
nous maintenant dans 'un de ces cas. Sur les espaces vectoriels sur R
ou sur C (munis de leur topologies usuelles), on peut définir une norme,
c’est-a-dire une application de I'espace dans R+ :

E —> Rt
x ezl
qui satisfait aux trois propriétés suivantes :
=0 <= x=0
([rael| = [A] flc]
e+ yll < Jell + Nyl
Ayant défini une norme sur E, on définira une distance,
d(z, y) = & — yl.
(La vérification des premier et troisiéme axiomes de la distance est immé-
diate ; celle du second vient de ce que :
e —yl=I— @ —o)l|=|—1] lly — =l =y — -
La topologie qui dérive de cette distance confére & E une structure d’es-
pace vectoriel topologique.

.

Exercice 25. — 1) Démontrer le résultat énoncé ci-dessus. 2) E étant un
espace vectoriel, sur €, muni d'une norme et de la distance associée 4 cette
norme, montrer que pour qu’il soit espace vectoriel topologique pour la topo-
logie qui dérive de cette distance, il est nécessaire que la topologie sur € soit

la topologie usuelle ou une topologie plus fine.

Exemples de normes :
Sur B3 avec x = (xy, &y, T3), on peut prendre :

| = Vg2 + @ xg?
ou [ = sup (x|, |a|> lacs))
ou faf = |ay| + |xo| + x|

Sur Pespace des fonctions continues sur [a, b], on peut prendre :
If| = sup ! [f(@)]|; x &€ [a,b] ] .

SEMI-NORMES. On appelle ainsi une application de E dans R+ qui
satisfait aux deuxiéme et troisiéme axiomes des normes, mais out le pre-

mier est remplacé par : 0 = [w|=0
T == x| = 0.

On vérifie immédiatement que I'application de E? dans R+ définie

ar .
P e(z, y) =z —yl
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llxf| désignant une semi-norme, est un écart sur E. Nous avons vu (voir
exercice 17) qu’a une famille d’écarts, on peut associer une topologie.
A une famille de semi-normes sur un espace vectoriel correspond une
topologie qui confére a cet espace une structure d’espace vectoriel topo-
logique (méme vérification que dans Pexercice 25).

Toutes les topologies actuellement utilisées sur des espaces vecto-

riels sont obtenues soit & partir d’une norme, soit 4 partir d’'une famille
de semi-normes.

§ 5. TOPOLOGIE QUOTIENT

1. Définition.

Nous revenons maintenant sur le probléme : éfant donné un espace
topologique E et un espace F, chercher la plus fine des topologies dont on
puisse munir F pour qu’une application f de E dans F soit continue.

Nous pourrons toujours sulg oser f surjective car si f ne est pas,
seule la topologie induite sur f( ?par la topologie de F doit satisfaire a
certaines conditions ; autrement dit, seules nous intéressent les inter-
sections avec f(E) des ouverts de F. Pour que f soit continue, il est néces-
saire et suffisant que I'image réciproque des ouverts de F soient des
ouverts de E. Toute topologie rendant [ conlinue est donc obtenue en
renant pour ensemble d’ouverts un ensemble de parties de F dont
’image reciproque est un ouvert de E. Et la plus fine de toutes ces topo-
logies est celle qui admet, pour systéme de générateurs de ses ouverts,

Pensemble de toutes les parties dont I'image réciproque est un ouvert
de E :

{AA€ 2(0F); f(A) € OE) | .

Or, les propriétés des ouverts et des applications réciproques per-
mettent de voir que cet ensemble est fermé pour lintersection finie
comme pour la réunion ; qu’il contient ¢ et F; qu’en conséquence, il
constitue ensemble des ouverts de F pour la topologie cherchée.

Nous nous intéresserons maintenant au cas particulier ot F est un
ensemble quotient de E par une relation d’équivalence % et o1 I'appli-
cation considérée est application canonique :

p:E —> E/%®.
La topologie cherchée, c’est-a-dire la plus fine des topologies de

E/R, telle que I'application canonique soit continue, est appelée topo-
logie quotient. En vertu de ce qui précéde, son systéme d’ouverts est

—1
constitué par ’ensemble des parties A telles que ¢ (A) soit un ouvert de

)

E. Mais ¢ (A) est une réunion de classes (mod. ®) de E. Les ensembles
qui sont susceptibles d’étre les images réciproques d’ouverts de E/9% sont
donc des ensembles qui sont & la fois des ouverts et des réunions de

classes mod. ®. Soit B une partie quelconque de E ; la réunion des clas-
ses des éléments de B est appelée saturé de B :

sat B::Uidc;xEB%

(x désignant la classe de x mod R, considérée ici comme partie de E).
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i i ’ ts, Pensem-
La topologie quotient admet donc pour ensemble d’ouverts,
ble (':lesl pagtiesgdor(xlt les images réciproques dans E sont a la fois ouvertes
et saturées. Mais : '
¢ (sat By=1tx; r€EB1,

x étant cette fois considéré comme élément de E/R ; donc :

—1
gog (sat B) = sat B.

Il revient donc au méme de dire que 'ensemble des ouverts de E/ ‘)(Z
est Tensemble des images par I'application canonique des f)uverti sature;
de E. Tout revient donc a chercher ces ouyerts saturés. Tlcl)u ouveiS t
saturé contenant au moins un ouvert (lui-méme), nous cheg’/lc 'erlons Sr)’;ie
tématiquement les ouverts saturés en saturant les ouverts. a}'s a ﬁa tie
ainsi obtenue ne répondra a la question que si, une fois saturée, elle
encore un ouvert.

2. Exemples sur R.

a) ENSEMBLE QUOTIENT DE LA DROITE REELLE R PAR LA RELATION

D’EQUIVALENCE :
r—1y &E7.

droite étant un groupe topologique, I'ensemble déduit d'un ouvert
par 11:32 translations ngson]tD encore des ouverts et l’eur reunlor;- es‘; :sri
ouvert. Le saturé d’un ouvert est donc un ouvert. L’espace quot1end ot
algébriquement isomorphe au cercle de longueur 1. Les ouvir s tgrés
topologie quotient sur ce cercle sont les images des ouver 1L'sl’sa s
de R et on obtient une base de la topologie quotient en prenan ; enfocfie
ble des intervalles ouverts du cercle. On peut vérifier que cette {)pq g
est 1a méme que la topologie induite sur le cercle par la topo! oglte u
plan, car, les boules formant une base des ouverts de cette derniere l())pof
logie’, la famille des intersections des boules et du cercle forrile ;mel asie
de la topologie induite qui est bien la méme que celle de la ;)po oglee
quotient : I'espace quotient R/Z est donc homéomorphe a tout cercle.

e classe d’égquivalence ne contient qu’un point, gauf une
classlé)qgih 2grlitient deux points distincts a et b. (L’ensemble quotient It)eut
atre considéré comme une courbe formant une boucle et se croisan ?tu
point image commun de a et de b). Si on cherche a saturer p,miir cte e;:
relation d’équivalence les ouverts de R, on voit que le satuxl'e e (f)alrlt
ouvert contenant b et pas a devra, lui, contem’r a et ne sera p uf ouv -
On obtiendra donc I’ensemble des ouverts de 'ensemble quotient en p et
nant 'image des ouverts qui contiennent a et b ou qui ne contiennen

ni 'un, ni Pautre.

=,
S
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3. Topologie du plan projectif réel P.(R).

On peut définir le plan projectif comme i 8 —
par la relation d’équivzl:lencg (*J) : espace quotient de R o
TRy <> FIE€ER-10] y=tx.
P,(R) est donc I'ensemble des droite i ‘origi
privées de Porigime s de RS, issues de lorigine et
Dans la topologie usuelle de R3, une base des ouvert itué
D ] 1 , s est constit
des bpules re]‘a’aves 4 la distance euclidienne. Le saturé d’une tellesbinll]ieee,
ge’:iatlveAmen; a la relation ® précédente, est un ouvert de R? (intérieur
un cone de révolution de sommet O) dont Pimage, par Papplication
canonique sur Py(R), est ’ensemble des droites, p;’ivéé)s de &p faisant
gg;(; li une d Aelles'lun angle inférieur 4 une valeur donnée, que nous
erons cone élémentaire. Ces ensembl i -
onmerte dopooms mbles décrivent donc une base des
On peut remarquer que I'angle aigu de deux droites est une distance

Srag:lsvelzs(l{) qui définit la méme topologie que celle que nous venons de

Ex.ercace 26. — Dans ce qui suit, pour définir une relation d’équivalence
o.n’,dtra « on identifie tels et tels éléments », 'ensemble des éléments iden-
tifiés constituant une classe d’équivalence et tout é&lément dont il nest pas
question dans cet énoncé étant seul dans sa classe.

Montrer que P,(R) est homéomorphe aux espaces quotients déduits de :

a) une sphére S, de R3 dont on identifie les points diométralement opposés ;
b) une demi-sphére fermée dont on identifie les points diamétralement
opposés du bord ;

) un disque fermé dont on identifie les points diamétralement opposés de

la frontiére.
3Exercice 27. — Droite projective. Limage dans P,(R) d'un plan de
R3— { O} issu de O est appelée droite projective. Montrer qu‘une droite

projective est homéomorphe & un cercle muni de so topologie usuelle.

4. Autres exemples d’espaces quotients.

1° Soit le carré OABC, [0,1 10,17, muni - .
par celle de R?. (0,11 X [0,1], muni de la topologie induite

a) L’espace quotient obtenu en identifiant les points de méme

abscisse de OA et de CB et les points de méme ordonnée de OC et AB
est homéomorphe @ un tore. Il en serait de méme si on identifiait le point

(%) Cf. Structures algébriques et structures topologi ; i
VEnseignement mathématique et Bulletin de I’A.P.BI}., ﬁq"qu;()s.’ monographie m® 7 de
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d’abscisse x de OA et le point d’abscisse g(x) de CB d’une part, le point
d’ordonnée y de OC avec le point d’ordonnée h(y) de AB d’autre part,
g et h étant deux applications continues croissantes de [0,1] dans [0,1].

b) En identifiant le point d’ordonnée y de OC avec le point d’or-
donnée (1 —y) de AB, on obtient pour espace quotient la célébre bande
de Mdbius qui n’a qu’une face, ce qui correspond 4 la propriété de topo-
logie algébrique de n’étre pas « orientable ».

¢) En identifiant les points de méme abscisse de OA et CB d’une
part, les points d’ordonnées y et (1 —y) de OC et AB d’autre part, on
obtient un espace appelé bouleille de Klein qui a la propriété remarqua-
ble d’étre & la fois « sans bords » et non orientable.

2° Considérons le plan R? muni de sa topologie usuelle et de sa
structure de groupe additif. Si = (x;, xp) est I'élément générique de R2,
les relations d’équivalence définies respectivement par :

(Ry) on—1h €1

(Q‘Zg) xl‘—“ylez et $2“‘-y2EZ
conduisent & des ensembles quotients sur lesquels on peut définir une
structure de groupe quotient et une topologie quotient dont on peut
vérifier qu’elles sont compatibles (la structure de groupe a été étudiée
dans A.P.M. I, exercice 28).

R2/R, peut étre appelé cylindre de révolution : il est homéomorphe
a un tel cylindre de R3. En tant que groupe topologique, il est isomorphe
4 Pensemble des déplacements hélicoidaux d’axe donné de R3, avec une
topologie définie, par exemple, comme celle des isométries du plan dans
Pexercice 22.

R2/R, peut étre appelé tore a deux dimensions. Il est homéomorphe
a la surface d’'un tore de R3. Sa structure de groupe a é{é définie dans
A.P.M. I (page 45 et exercice 28).

La situation qui conduit & une topologie quotient peut étre généra-
lisée : étant données une famille d’espaces topologiques E,, et pour cha-
cun une famille f;; d’applications dans un méme ensemble F, il est sou-
vent intéressant de munir F de la plus fine des topologies rendant
continues toutes les applications f;. Une telle topologie est qualifiée de
topologie finale.




CHAPITRE IV

NOTION DE LIMITE

§ 1. LIMITE D’'UNE APPLICATION SUIVANT UN FILTRE

1. Exemples classiques de limites.

Nous allons montrer comment la notion de filtre permet d’obtenir
une formulation générale de la notion de limite, recouvrant les divers
cas ol ce mot est employé.

Rappelons d’abord les définitions classiques dans différents cas.

f étant une application de R dans R :
1° f admet 1 pour limite, lorsque x tend vers x, :
lim f=1 <> Ve>0 394>0 Vz€Jzx,—n x,+9[—{x,}

e f@ —1f < s (*).

2° f admet 1 pour limile, lorsque x tend vers x, a droite :
limf=1 <> Ve>0 H4>0 Ve&€lx,x,+ 0] |[fl®)—<e

LTy XX

tu,} étant une suite de réels, u, admet l pour limite :
limu,=1 <> Ve>0 dn,>0 Vn>n, la, —1 <«

Ny} c0

Enfin, une des facons de définir l'intégrale définie d’une fonction
continue sur un segment [a, b] est de la considérer comme la limite I de
la somme :

f==n

2 @iy — ) fED,

ol Ty=a < <Ty.. <% <..T,=Db sont des points de [a, b] et o,
pour tout i, §; est un point de [z, ;;,], quand le module du découpage,
c’est-a-dire la plus grande des longueurs des intervalles, tend vers zéro.
Si on désigne par A lensemble du partage q, xy, ..., x;, ..., b et des &,
ensemble qui caractérise le découpage, par 3(A) le module correspondant
et par S(A) la somme correspondante, on a :

Ye>o0 d7>o0 3A) < = [S(A) —I| <.

Cherchons a dégager ce qu’ont de commun ces différents cas. Dans
tous, une application d'un ensemble E dans un ensemble E’ est considé-

(*) Insistons sur la nécessité d’imposer x£x,. Si on omettait cette condition,
la seule limite possible serait f(x,).
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rée, application f de R dans R dans les deux premiers, application
n ————I—)> u, de N dans R dans la troisi¢me, et dans la quatriéme, appli-
cation S de I'ensemble des découpages dans R. Si nous uniformisons les
notations en appelant x ’élément de E, f Papplication et I la limite, nous
voyons que, dans chaque cas, la fin de I’énoncé exprime une condition
du type :

foy € Ve pd

et que cette condition est vérifiée pour 'ensemble des x appartenant 4 un
sous-ensemble de E qui est :

dans le 1" cas : Uy =1z [x—x,| <mx5T,}
dans le 2° cas: V,=lzx;x, <x<x -+ 1}
dans le 3° cas : W,%::%n;n>nok

dans le 4 cas : an::iA;B(A)<'ql.

Or, de chacune des familles
Uy sn&€R+— 101 1,1V, ;q&€R+t— 101 1,
iW,,O;HOENE, an;nER+-§O¥ i,

on peut constater qu’elle constitue une base de filtre, qui définit dans
chaque cas un filtre sur E [le troisiéme de ces filtres est le filtre de Fré-
chet (cf. 11, 1, 4), le premier est formé de I'ensemble des éléments du
filtre des voisinages de x, qui auraient été privés de z,].

La condition trouvée dans chacun des cas est donc que, pour tout
voisinage V de [, il existe un élément B de la base de filtre considérée, B,
tel que :

VxE€B flx) €V,

ou encore :
vveyd iBEY f(B) c V.

Remarquons que certains cas classiques trés importants n’ont pas
été rappelés ci-dessus : ceux ou il est question de variable réelle ou de
fonction réelle tendant vers I'infini. Ils rentrent, en fait, dans le cadre
général que nous venons de dégager :

a) Dire que la fonction f a une limite lorsque x tend vers 4 < (resp.
— ), c’est faire intervenir sur 'espace de départ la base de filtre cons-
tituée des demi-droites ]A, -} «[ (resp. ]— 0, A[).

b) Le cas ol la fonction est dite tendre vers - » (resp. — ) est plus
délicat, car - « (resp. — «) n’est pas élément de R. On remplace alors
Pespace d’arrivée R par la droite réelle achevée R (cf. A.P.M. I, p. 85),
que Pon munit d’une topologie en prenant pour base des voisinages de
x &R, la famille des intervalles Jx — a, ¥ 4 «[ de centre x, et pour base
des voisinages de - o (resp. — «), la famille des demi-droites ]A, -} ]
(resp. [— <, A[). On vérifie sans peine que les axiomes dei voisinages
(II, 1, 1) sont satisfaits et que la topologie ainsi définie sur R induit sur
R la topologie usuelle.

La définition classique de lim f(x) = - «, soit

T
VAER = lt—al <n = flx) > A
s’écrit bien alors :
VVEY (4 «) I BE Y (a) fB) V.
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2. Notion générale de limite.

tNous sommes donc amenés & définir une limite de la facon sui-
vante :

Etant donnée une application f d’un ensemble E dans un espace
topologique E’, on dira que f tend vers I suivant le filtre de base 6 sur E
si:

vvey ) 1B&ED f®B) cV. 1

Cette définition est susceptible de transformations. Considérons la

famille
f(B)= 1fB); BEPBI
Cette famille n’est pas vide puisque % ne Iest pas ; le vide n’en fait
pas partie ; d’autre part :
B c B, N By, = f(By) N f(By) D f(B; N By D f(B)
dong f(By) et f(B,) étant deux éléments quelconques de f(8) leur inter-
section contient un élément de f(®B).
f(®) constitue donc une base de filtre sur E’.

Notons que :

f(F) =1 f(f“) ;F& 71,51 F est le filtre engendré par B, est une autre
}')a’se du méme filtre : ce n’est pas un filtre car de lintersection de deux
e}ements de f(%) on peut seulement assurer qu’elle en contient un troi-
siéme. Nous appellerons image du filire 7, le filtre sur E’ engendré par
f(F) [ou f(B)].
Mais alors la condition (1) prend la forme suivante :
vvey () 3 fB) € f(B) fBcvVv

condition qui traduit la comparaison de deux filtres sur E’ et s’énonce :
le filtre de base f(%) est plus fin que celui des voisinages de I. On pourra
alors énoncer :

) I ?ppli;;ztion de E dans E’ (espace topologique) admet une limite 1
suivant un filtre 7 si l'image de ce filtre par f est plus fine le fllt
des voisinages de I, 7 ilire par f plus fine que le fitre
ou, en dissociant ce qui est relatif a ’espace d’arrivée de ce qui est relatif
a Papplication, on dira :

sur un espace topologique E’, un filtre converge vers un élément 1 si
ce filtre est plus fin que celui des voisinages de I,
et : une applicatioq de E dans un espace topologique E’ converge vers 1
selon un filire 7, si Pimage de ce filtre par Uapplication converge vers L.

Remarqu_ons que si un filtre converge vers [, 'espace E’ étant muni
d’une topologie T, il converge a fortiori vers I quand E’ est muni d’une
topologie moins fine que T ; ou encore, si un filtre converge vers [
quaqd E’ est muni d’une topologie <, et ne converge pas quand E’ est
muni de T', on peut affirmer que T' n’est pas moins fine que T, (Cf.
exercice 70).

.. Sous une autre forme : plus une topologie est fine, moins il y a de
filtres convergents pour cette topologie.

Exercice 28, — 1° Soient deux ensembles E et E’, une application f de

—1
E dans E, et F’ un filtre sur E'. On considére la famille des (') ou F



décrit F'. Montrer que cette famille décrit une base de filtre sur E si, et
seulement si:

VFEF F N fB%e.

—1

2¢ Soit 9B une base de filtre sur E, f (3) son image par f, et By = fof( )

Iimage réciproque de f (99). Montrer que B, est une base de filtre. La
—1

comparer & B. Etudier de méme 9y = fo f (W), B étant une base de

filtre sur E'.

3. Continuité d’une application en un point.

E et F étant des espaces topologiques, nous n’avons défini jusqu’a
présent que la continuite globale d’une application f de’ E dans F. Obser-
vons que cette continuité entraine, si z, € E, que Pimage réciproque
d’un voisinage de f(x,) est voisinage de x,. Nous prendrons cette pro-
priété pour définition de la continuité au point x,.

Réciproquement, une application f qui satisfait & cette propriété en
tout point z, de E est globalement continue puisque I'image réciproque
de tout ouvert (voisinage de tous ses points) est un ouvert.

Cette propriété peut se mettre sous la forme équivalente :
Y VEp(fx,) AveE yk) fov) < V.

Or, ceci signifie que le filire image de ?V (x,) est plus fin que Vv ((f(x,),
donc que Papplication f converge vers f(x,) suivant le filire des poisinages
de x,. Dans le cas E=F = R, on retrouve la définition classique de la
continuité en un point :

lim f(x) =f,).

Tz,

4. Quelques remarques sur le langage.

La notion de limite, que nous avons exposée ci-dessus, est fondée sur
la notion de filtre dégagée par H. Cartan. Clest un exemple typique de
bonne généralisation, qui, non seulement, permet une application tres
étendue d’une notion, mais surtout fait apparaitre ce qu’il y avait d’essen-
tiel dans les cas particuliers ol il était d'usage de la faire intervenir. Cha-
cun sentait bien, sans pouvoir le formuler nettement, qu’il s’agissait tou-
jours au fond de la méme chose, malgré la diversité apparente des
situations.

Les éléments avec lesquels est batie une limite sont donc : un ensem-
ble E, un filtre ¥ sur E, un espace topologique F, un point ! de F. une
application f de E dans F. Et I'on énonce : lest la limite de Papplication f
suivant le filtre ¥, ce qui s’écrit : [= lim 5f, et signifie: le filire de

base f(F ) est plus fin que le filtre des voisinages de ! dans F.

E peut n’étre pourvu d’aucune topologie (c’est usuellement le cas
de N ; celui de Pensemble des découpages A de [a, b] utilisés dans la défi-
nition de I'intégrale) ; il peut étre pourvu d’une topologie et, dans ce cas,
interviendront souvent, comme filtres &, les filtres < (x) des voisinages
des points de E, ou les filtres Y *(x) des voisinag’es E)ointés v ~—,% x E‘ dq x
(ce qui suppose qu’aucun voisinage de = n’est réduit a 1 x’i , c’est-a-dire
que x n’est pas point isolé de E). Si, en outre, E est muni d une s:tructurfz
d’ordre, interviendront les filtres V+(x) (resp. @—(x)) des voisinages a
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droite (resp. & gauche) de x (cf. I11.1.2). Les limites correspondantes seront
notées :
lim f lim f lim f-
V() V*(z) PVt @)

La notion est claire et d’un maniement sir, le langage est bien adapté
4 ce qu’il décrit. Ceci doit intéresser I'enseignant qui a constaté les mul-
tiples erreurs d’interprétation auxquelles donne lieu, chez le débutant, la
notion de limite, dans sa présentation classique, et qui doit se demander
si la responsabilité des erreurs ne doit pas étre en partie imputée aux
énoncés du type « f(x) tend vers I, quand x tend vers x,» (1), dont les
inconvénients pédagogiques sont nombreux :

a) Bien stir, le sens précis de (1) n’est pas différent de celui de
Pénoncé proposé plus haut, et certains persisteront a lui donner la préfé-
rence sous prétexte qu’il est plus proche de l'intuition. Malheureusement,
ce n’est pas la bonne intuition et on peut demander : Quel est le meilleur
énoncé ? Celui qui porte la marque d’une intuition encore trés éloignée de
sa formulation mathématique, ou celui qui fournit directement la base de
tout raisonnement valable concernant la notion ?

L’intuition courante qui s’exprime par le « tend vers » est de nature
cinématique : x, m{i par on ne sait quel moteur, se rapproche de =z, et
alors f(x) se rapproche de 1 ; ce qui ne correspond d’ailleurs qu’a une
situation assez particuliére, car, pour employer le méme langage, x se
rapprochant de x,, I peut étre limite de f sans que f(x) se rapproche cons-
tamment de I ; sans parler de ceux qui vont jusqu’a dire : la limite est la
valeur que finit par prendre f(x) !

L’intuition qu’évoque I’énoncé (1) ne conduit pas sans détour a la
formulation féconde de la notion de limite (cf. I.1), et elle agit méme sou-
vent comme un écran qui empéche de la voir nettement.

b) Mais ce n’est pas le seul inconvénient de P’énoncé (1). L’accent y
est mis sur les « variables » et non sur la fonction. (’est un défaut général
du style classique, qui, par exemple, recherchant une primitive d’une
fonction, remplace cette fonction par une autre et parle de « changement
de variable », laissant dans maints esprits I'idée que I'on s’occupe de la
méme fonction d’une autre variable, alors que souvent il s’agit d’une
autre application du méme ensemble de départ dans le méme ensemble
d’arrivée.

Le fait d’avoir une limite est une propriété de la fonction, et non de
ses valeurs individuelles, et non plus de 'ensemble de ses wvaleurs.
L’erreur caricaturale, mais pas si rare, de I'étudiant qui, sachant que « la
suite u, a 1 pour limite », se demande gravement si « la suite u, ;, a
aussi 1 pour limile », montre bien le genre de ravages que peut provo-
quer 'habitude de mettre 'accent sur les valeurs de la fonction et non
sur la fonction elle-méme.

c¢) L’énoncé (1) a, en francais, le méme sens qu’on Pécrive :
« f(x) tend vers I, quand x tend vers x,»
ou :
« quand x tend vers x,, f(x) tend vers I».

Or, nulle symétrie réelle ne correspond a cette symétrie relative de
Iénoncé. L’énoncé explicite comporte deux quantificateurs différents
gu’on ne peut intervertir, et il suffit d’avoir interrogé des étudiants de

péciales ou de Propédeutique, pour constater que la dissymétrie intro-

duite par le seul mot « quand » n’a pas été suffisante pour qu’ils n’em-
brouillent pas les réles.
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d) Enfin, n’y a-t-il pas une tendance trés forte 4 donner un sens
autonome & chacune des propositions «x tend vers x,», «f(x) tend
vers I»?

Assurément, les cours mettent en garde contre ce penchant, et insis-
tent sur le fait que I'énoncé (1) doit étre pris en bloc, et que ses morceaux
n’ont plus de sens s’ils sont isolés. On a beau étre convaincu du bien-
fondé de cette interdiction, on la ressent comme une géne, et d’ailleurs
Tanalyse classique parle officiellement de « variable infiniment petite »,
sans, & ma connaissance, en avoir jamais donné une définition satisfai-
sante. En fait, ce qui intervient alors implicitement, c’est le filtre des
voisinages de lorigine. Considérer une variable infiniment petite, cela
veut dire étudier, a propos de fonctions définies sur un ouvert de R conte-
nant zéro, des énoncés vrais pour les restrictions de ces fonctions a des
éléments assez petits de ce filtre.

La dissociation, que I'énoncé classique ne pouvait se permettire
d’opérer, peut donc étre réalisée, dans une certaine mesure, grice a la
notion de filtre, & celle de convergence d'un filtre dans un espace topo-
logique et & la proposition : limage d’une base de filtre est une base de
filtre.

Les discussions relatives au langage peuvent paraitre futiles: le
mathématicien averti peut uliliser tous les enoncés, dés qu’il en connait
le sens précis, mais c’est pour le débutant que I'énoncé captieux est le
plus dangereux, sans compter que le mathématicien préfére en général
la formulation la plus adéquate & ce qu’elle décrit.

Vous n’allez tout de méme pas préconiser I'introduction de la notion
de filtre dés le début de P'analyse, nous demandera-t-on ?

Il n’est pas question de débuter par la théorie générale des filtres, ni
des bases de filtres, ni de prononcer prématurément ces noms, mais il
est sans doute payant de mettre en évidence dés le début ce qu’on appel-
lera ultérieurement base de filtre.

Dés que la notion de limite est introduite, apparait le jeu des (e, »),
et explicitement ou non les deux quantificateurs, et beaucoup pensent
qu’il y a 14 un pas que seule une minorité d’esprits est capable de fran-
chir. Notre devoir est de le faire franchir au plus grand nombre possi-
ble, et I'expérience permet d’affirmer que P'usage explicite des quantifi-
cateurs et de leurs symboles élimine beaucoup d’erreurs, mais il excite
assez peu l'intuition. Or, la considération de bases de filire convenables
peut donner une idée géométrique simple et correcte de ce qu’est une
limite.

S’agissant d’une suite réelle ayant [ pour limite, la considération
globale de chacune des deux familles d’ensembles : famille des interval-
les de centre [, et famille des sections finissantes de la suite, n’a-t-elle

as plus de chance d’étre parlante que celle des ¢ et des n, ? Elle aboutit
a I’énoncé : « La suite n — u, converge vers [, si tout inlervalle de cen-
tre I contient une section finissante », qui échappe a tous les reproches
faits ci-dessus aux énoncés anciens, et donne lieu &4 une intuition cor-
recte, dans laquelle, par exemple, les intervalles de centre I sont percus
comme des pieges ot viennent se prendre les sections finissantes. On
pourra de méme énoncer pour la limite d’une fonction réelle de variable
réelle : « La fonction f a pour limite I, quand x est arbitrairement voisin
de x,», avec la signification : « Toul intervalle de centre [ contient
Pimage par f d’'un intervalle pointé de centre x,. »

« Arbitrairement voisin » ne vaut sans doute pas la référence expli-
cite a un filtre, qui sera faite plus tard ; il parait cependant moins dan-
gereux pour lintuition que le fallacieusement dynamique « fend vers ».

— B

. S’il vaut mieux ne pas parler de filtre au stade initial, le moment
arrivera assez vite, o, plusieurs bases de filtres ayant été rencontrées,
se posera le probléme de leur interchangeabilité, c’est-a-dire de leur
équivalence : or, une des maniéres d’exprimer cette équivalence, c’est de
dire qu’elles engendrent le méme filtre. La notion de filtre est alors légi-
timement introduite, ainsi que le terme de base de filtre. °

Remarquons enfin, pour terminer, que la notion de limite est une
des plus subtiles des débuts de 'analyse et qu’il est sans doute facheux
que ce soit par celle-1a que 'on entame les cours d’Analyse. On peut se
demander si un autre ordre, allant des notions les moins fines aux notions
1e§ plus fines, ne serait pas plus favorable, et, puisque PAnalyse des
débutants se déroule dans les espaces métriques, s’il n’y aurait pas lieu
d’envisager P'ordre : fonctions uniformément continues, fonctions conti-

nues partout, fonctions continues en un point, limites, valeurs d’adhé-
rence,

§ 2. GENERALISATION DE LA NOTION DE CONVERGENCE.

1. Point adhérent i un filtre. Valeur d’adhérence d’une fonction.

On dira que [ est adhérent a un filire 7, si l est adhérent & tous les

ensembles du filtre, ce qui peut s’exprimer des trois maniéres équiva-
lentes suivantes :

1° VF&€ 7 IEF
22 VVEw® VFEZ7 VN F g
3° I€ | ' F;FEg].

.. Si un filtre converge vers [, ce point est adhérent au filtre ; mais la
réciproque n’est pas vraie.
On dira_ que Vapplication f admet la valeur d’adhérence 1 suivant le
filire F (qui est ici filtre dans ’espace de départ) si I est point adhérent
du filtre image de F.

Exemple: f:n &N -~——> sinn&R. Toutes les valeurs de [—1,
+ 1] sont valeurs d’adhérence suivant le filtre de Fréchet,

., . De facon générale, lorsqu’on parle de limite d’une suite ou de valeur
d adll‘}erence d’une suite, c’est toujours relativement au filtre de Fréchet
sur N.

Considérons’une suite n— u, 4 valeurs dans un espace métrique E
et supposons qu’elle admette ! pour valeur d’adhérence ; cela signifie :

vve v vn, tu,; n>n,t N Ve£g
ou encore :
Yyvepd Vn, dn>n, u, €V.

Pour base de v (D), nous pouvons prendre une famille dénombrable
de boules B (], ¢,), la suite de réels strictement positifs ¢, tendant vers
zéro.

La condition précédente donne alors :

. vp Vn, dn>n, u, € B (I, ¢,),
ce qui permet de définir par récurrence une suite n, d’entiers, telle que :
n,>n, , unp €B (l: 5p>

(il suffit d’appliquer le résultat précédent a n, =N, 4).
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La suite uyn, converge vers I. D’une suite & valeurs dans un espace méltri-

que admettant | comme valeur d’adhérence, on peut donc extraire une
sous-suite qui converge vers L.

2. Point adhérent 3 Pensemble des valeurs d’une suite.

Etant donnée une suite n € N —> z, € E (espace topologique),
on peut considérer la partie A de E constituée de Iensemble des x, ; un
point adhérent & A, ou un point d’accumulation de A, est parfois appelé,
par un abus de langage dangereux et qu’il faudrait proscrire, point adhé-
rent 4 la suite ou point d’accumulation de la suite. Ces notions doivent
étre distinguées de celle de valeur d’adhérence d’une suite.

< I valeur d’adhérence de la suite n —> u,, » signifie :

vveEey D Vn, tu,; n>n,3 N V&g,
« 1 point adhérent 4 I'ensemble des valeurs de la suite » signifie :
vve {fu,; n€NI N V44

11 est évident que la premiére propriété est plus forte que la deuxié-
me ; une valeur d’adhérence de la suite est point adhérent & I'ensemble
des valeurs de la suite. Mais elle peut ne pas en étre point d’accumula-
tion. La suite définie, dans un espace méirique, par :

Yn Uy, == a Ugpp1==Db avec a==b
admet a et b comme valeurs d’adhérence, mais pas comme point d’accu-
mulation de Pensemble de ses valeurs.

Si A est I'ensemble des valeurs de la suite, on peut schématiser les
résultats sous la forme :

Valeur d’adhérence de la suile

0 |

Point adhérent a A.

f

Point d’accumulation de A

Ce schéma sera complété ultérieurement dans le cas des espaces séparés
par la fléche en pointillé (cf. exercice 33).

Exercice 29. — 1° Etant donné un filtre & sur un espace E et une appli-
cation f de E dans R, on définit:
lim sup ?f = inf {sup f(x)1
FEF x&F
lim inf 7f = sup {inf f(x)}
FEF x&F

lim sup ?f et lim inf c/f sont des éléments de R.
En quoi ces deux notions généralisent-elles les notions de limite supérieure
et inférieure d'une suite de réels (voir A.P.M. I, page 92)?
Montrer que:
lim sup gf = lim inf c;f.
Que signifie le fait que ces deux limites soient égales ? Que signifie-t-il en
particulier quand 7 est le filtre des voisinages d'un point x,? Dans ce dernier
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cas les limites supérieure et inférieure de f sont notées M(f, x,) et m(f, x ), et
leur différence, notée Q(f, x,), est appelée oscillation de la fonction f au
point x,. '

2° Montrer que lim sup ng (resp. lim inf %77‘) est la plus gronde (resp. la plus
petite) des valeurs d’adhérence de f suivant le filtre &F.

3° Si F est un filtre sur E plus fin que &, comparer les limites infé-
rieures et supérieures de f suivant les filtres ¥ et &, Retrouver & portir de
14, le fait que si E est muni de la topologie discréte toutes les applications
de E dans R sont continues et montrer que si E est muni de la topologie

grossiére les seules applications continues de E dans R sont les applications
constantes.

§ 3. STRUCTURE D’ORDRE SUR L’ENSEMBLE DES FILTRES

1. Demi-treillis des filtres d’un ensemble.

Nous avons déja défini une relation d’ordre sur 'ensemble des filtres
définis sur un ensemble (cf. III, 1, 2) :
F plus fin que 5 < FH < %K
et nous allons examiner la question de savoir si 'ensemble des filtres
forme un treillis.

I’ENSEMBLE DES FILTRES SUR E FORME UN DEMI-TREILLIS.

C’est-a-dire qu’étant donnés deux filtres quelconques, ils admettent
toujours un filtre moins fin que chacun d’eux et plus fin que tout autre
filtre moins fin que chacun d’eux. Considérons en effet Iintersection
F N Fode deux filtres F; et F,. Cette partie de ? (E) est bien un filtre,
car :

Dsi FE 7N % et GOF, on peut dire GE€ %, G&€ %, donc
Ge g:l n 9’2 N

2) si Fl L %71 n ("72 et F2 (= 9:1 n {'72, il en I‘ésulte F1 = gl et F2 = ?71,
dOnCFlnF2E 6]1- DemémeFiane 9‘2, donCFlane ?1['1 sz;
3) le vide ne lui appartient pas puisqu’il n’appartient ni & F nia % ;
elle n’est pas vide car elle contient au moins E.

Ce filtre est moins fin que F; et %, et est le plus fin des filires moins fins
que F; et Fo.

2. Majorants communs éventuels & deux filtres.

Examinons ce que devrait étre un filtre plus fin que % et %. §’il
existait un tel filtre ¥, il devrait contenir tout élément F; € % et tout
élément F, € 7,, donc leur intersection ; mais, si cette intersection était
vide, elle ne pourrait pas appartenir & ¥. Nous voyons donc apparaitre
une condition nécessaire pour qu’il existe un filtre plus fin que FH et % :

VF, € 7 V&€ 7, Fi N Fos44,
c’est-a-dire que tout élément du filtre 7%, doit rencontrer tout élément du
filtre %,. '

Exemple : Dans les espaces métriques, il n’existe pas de filtre plus fin
que les filtres des voisinages de deux points distinets, car si x <y, les boules

de centire x et y et de rayon;d(x, y) sont disjointes.
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La condition nécessaire que nous venons de trouver est suffisante. En
effet, 'ensemble :

57=§F1QF2;F15 71 er (]"23

est un filtre quand cette condition est réalisée, car :

1° Si FE7 IF, &€ 7, AF, € 7, F=F, NF,

Soit alors G D F. Considérons GUF, € # et GUF, € 7 ;
GUF) NGUFy) € 7.

Or, GUF) N(GUF)=GUF, NFy)=GUF=G; donc GE€ 7.

20 SiFmFlaneg et F"’:—‘-‘FllnF’ze (ZA/T,
alors FNF=F NFy) N F  NF=F NFYNTFNF,,
or F; N, € 5, F, NF,& %, donc FNFF &€ 7.

3° ¢ €& 5 d’aprés Phypothése ; ¥ n’est pas vide d’aprés la méme hypo-
thése, puisque % et 7, ne le sont pas.

D’autre part, ce filtre contient 7; et 7, et c’est le moins fin des filtres
qui les contiennent.

Etant donné deux filires sur un ensemble E, pour que la famille des
filtres plus fins que chacun d’eux ne soit pas vide, il faut et il suffit que
tout élément de Uun rencontre tout élément de Pautre, et alors la famille
a un plus petit élément.

CONSEQUENCE. — Un point a est adhérent ¢ un filtre 7, si el seule-
ment si, il existe un filtre plus fin que & qui converge vers a. En effet,
dire que a est adhérent 4 %, c’est dire que tout élément de # renconire
tout é1ément du filtre % (a). Donc, ¥ et ¥V (a) possédent un majorant
commun, qui converge vers a puisqu’il est plus fin que <V (a).

Nous avons vu un exemple de cette circonstance quand nous avons
considéré le filtre ¥, image par une application n — u, du filtre de Fré-
chet. Dire que la suite u, avait une valeur d’adhérence a, c¢’était dire que
a était adhérent a ce filtre. Nous avions alors montré, dans ’hypothese

ol lespace d’arrivée était métrique, I'existence d’une sous-suite Un,

convergeant vers a. Le filtre image du filtre de Fréchet par cette sous-
suite est un filtre plus fin que 7 et V(a).

3. Ultrafiltre.

On appelle ultrafitre %, un élément maximal de Uensemble ordonné
des filtres sur un ensemble E, c’est-a-dire un élément qui vérifie :
FoU = F o= U.

On obtient un exemple d’ultrafiltre en considérant le filtre ayant
pour base un point donné (filire des surensembles du point).

Nous allons établir maintenant, plus généralement, le fait qu’il existe
un ultrafiltre plus fin que tout filtre donné ¥, en montrant que ensem-
ble des filtres plus fins qu'un filtre donné satisfait aux hypothéses du
théoréeme de Zorn (A.P.M. II, ch. I, p. 17).

Soit F; (i € I) une sous-famille totalement ordonnée de filires plus
fins que

La réunion U F,== Fest un filtre plus fin que tous les 7,
i€l ‘
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En effet :
1) si FE 7, Ji€] tel que FE€ 7,; soit GO F, alors GE€ ¥,
ce qui entraine GE 7 ;
2)siFEe7 etF&Ee 7, Ji€l et 3j€] telsque FE Fet ' &€ 7.
Mais I'ensemble étant totalement ordonné, ¥;c ¥; (ou linverse), donc
FNF& %, ce qui entraine FNIF&€7 ;
3) JEF et F£4.

Toute chaine de filtres plus fins que ¥, est majorée ; donc, 'ensem-
ble des filtres plus fins que 7, est inductif et posséde un élément maximal.

TutoriME, — La condition nécessaire et suffisante pour qu’'un filire
sur E soit un ultrafiltre est que, de tout couple de sous-ensembles com-
plémentaires de E, il contienne toujours Pun des éléments.

Soit % un ultrafiltre et une partition de E en deux ensembles A et B
(A UB=E, A N B=¢g) et supposons que A n’appartienne pas & U
Nous disons qu’il en résulte qu’il existe F &€ % tel que A N F=¢. En
effet, si tout F € % rencontrait A, donc si tout F € U rencontrait tout
sur-ensemble de A, nous serions dans le cas envisagé plus haut ol deux
filtres ¢ U et le filtre des sur-ensembles de A) admettent un majorant
commun, c’est-a-dire un filtre plus fin que chacun d’eux. A n’apparte-
nant pas & %, ce majorant devrait étre strictement plus fin que U, ce qui
est contraire a I’hypothése de maximalité de <.
Donc :
A€y — 3IFEU ANF=g.
Mais :
ANF=¢ = Fc (tA=B.
B contenant un élément de % appartient & .
Réciproquement, soit un filtre ¥ qui posséde cette propriété. Si ce

n’était pas un ultrafiltre, il existerait un filtre plus fin, %, ¢’est-a-dire un
filtre qui posséderait plus d’éléments. Soit A € F un des éléments qui

figurerait dans ce filtre. L’hypothése entraine { A € 7, ce qui entraine

( A€ %«. Alors % contiendrait A et (A, donc leur intersection qui est

vide, ce qui est impossible.

L’image d'un ultrafilire par une application est une base d’ultrafiltre.
On sait que 'image d’un filtre % sur E est base d’un filtre %’ sur E’.
Soient deux ensembles complémentaires A’ et B’ de E’ ; leurs images

—1 —1
réciproques f(A") et f(B") sont complémentaires dans E. Or %, étant un
—1
ultrafiltre, contient un de ces deux ensembles, par exemple f(A’). Mais
—1 —1
fAAYE€u = fof(A) € f(Uu).

—1

Or A’ o fof(A), donec A’ appartient au filtre engendré par f(w). Ce filire
contient 'un des deux éléments de tout couple d’ensembles complémen-
taires. C’est un ultrafiltre.

REMARQUE. — Si un point a est adhérent 4 un ultrafilire, il existe
un filtre plus fin que lui qui converge vers a. Ce filtre ne peut étre que
li-méme. Un ultrafiltre converge vers tout point qui lui est adhérent.
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CHAPITRE V

AXIOMES DE SEPARATION

Nous nous sommes placés jusqu’a présent dans un cadre trés géné-
ral, tel qu’il soit possible d’y définir les notions de continuité et de limite
et de mettre en relief I'essentiel de ces notions. Mais les applications de
la topologie a I'analyse exigent des espaces topologiques ges propriétés
supplémentaires. Nous allons étudier, dans les chapitres V, VI, VII, quel-
ques-unes des plus importantes de ces propriétés,

§ 1. ESPACES SEPARES

1. Condition d’unicité des limites.

En analyse, on a toujours lunicité de la limite. Cette propriété
fondamentale ne s’étend pas aux limites définies de facon plus générale
(comme dans le chapitre précédent) sur les espaces topologiques : par
exemple si un espace E est muni de la topologie grossiére, le filtre ¥ (a)
des voisinages de a étant réduit a E, tout filtre ¥ contient % (a), donc
tout filtre & converge vers tout point de E.

Supposons qu’un filtre ¥ converge vers a et vers b avec bs£a, cest
dire que :
7 plus fin que V(a) et que V¥ (b).

Mais ceci entraine :
VVEY@ e YV &EVUD) VN V=44,

Rétablir 'unicité des limites sur un espace topologi ue, c¢’est donc
rendre ceci impossible, c’est donc assujettir I'espace a satisfaire axiome :

(Tz) Va, VbEE,a#b, => IVEY(@ IVEYD VNV=9dg

Cet axiome, désigné par T, (T, initiale de Trennung = séparation en
allemand) ou comme axiome de Hausdorff, caractérise les espaces topo-
logiques séparés (*).

Si un espace E vérifie (T,) pour une topologie T, on dit que T est
séparée.

Remarquons tout de suite que les espaces métriques sont séparés.
En effet, si d(a, b) = 2r > 0, les boules ouvertes B(a, r) et B(b, r) sont
digjointes.

(x) La notion d’espace topologique non séparé a cependant des applications.
g;lqsksgs développements récents, la géométrie algébrique en fait usage (topologie de
riski).
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CONSEQUENCE DE L’AXIOME DE SEPARATION. Si un filtre ¥ converge
vers a, dans un espace séparé, il ne peut avoir d’autre point adhérent
que a. En effet, s’il était adhérent a b, il existerait un filtre ¥ plus fin
que ¥ qui convergerait vers b et vers a, contrairement 4 'hypothése de
séparation.

En particulier, puisqu’un ultrafiltre converge vers tout point qui lui
est adhérent, dans un espace séparé, un ultrafilire ou bien converge vers
un point, ou bien n’a aucun point adhérent.

REMARQUE.

Si Paxiome de Hausdorff a été numéroté T,, c’est quwavant lui d’autres

axiomes avaient été considérés, en particulier I'axiome (T,;) ou axiome de
Fréchet :

(Ty) VaVb&E as=b — JVE b)) a€V.
11 est clair que (Ty) = (Ty).

(T;) s’est révélé moins utile que (Ty). Il suffit toutefois pour démontrer un
certain nombre de propriétés,

Exercice 30. — On peut aussi considérer I'axiome (T,), plus faible encore
que (Ty):
(T,) : Etant donnés deux points distincts quelconques de l'espace, un des
deux posséde un voisinage qui ne contient pas |'autre.

Montrer que si E est muni de la topologie grossiére et si F satisfait & (T,),
les seules applications continues de E dons F sont les applications constantes.

Exercice 31. — (T,) équivaut & « tout ensemble réduit & un point est
fermé » et & « l'intersection des voisinages de g est { a } ».

Exercice 32, — 1° Dans un espace vérifiant Vaxiome (T,), I'ensemble A’
des points d’accumulation (appelé ensemble dérivé de A) est fermé. 2° Mon-
trer qu‘un ensemble A est fermé si et seulement si, A D A'.

Exercice 33. — Si un espace vérifie "axiome (T;), tout point d’accumu-
lation de I’ensemble A des valeurs d’une suite de points de cet espace est une
valeur d’adhérence de cette suite. Que peut-on dire d’un point adhérent a A?

Exercice 34, — Pour que E soit séparé il faut qu’il y ait « assez »
d'ouverts. De fagon précise :
si sur E, la topologie T, est séparée, toute topologie plus fine que Ty est
séparée ;
si sur E, la topologie T, est non séparée, toute topologe moins fine que T,
est non séparée.

Ces propriétés sont vraies aussi pour la séparation au sens de I'axiome (T;).

Exercice 35. — Le fait d'étre séparé est « héréditagire », c’est-a-dire si
A E et si T est séparée sur E, la topologie T, induite sur A est séparée.

Exercice 36. — 1° Montrer qu‘une topologie définie par un écart e n'est
séparée que si e est une distance.

2° Montrer qu‘une topologie définie par une famille d'écarts i e; | est
séparée, si, et seulement si, elle vérifie :

Vx, VYEE xsty > Fi gly)>0.

2. Produits d’espaces séparés.

Nous allons démontrer : E; X E, est séparé pour la topologie produit
si, et seulement si, E, et E, sont séparés.
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a) Supposons d’abord E, et E, séparés.

Soient
r=(x, 1) €EE; X E,
% y==(yy, y2) €EE; X Ep
avec x ¢y (par exemple ;7 yy).

T
I N1
"""" N7/
L e i
T x, y. E,

L’hypothése de séparation entraine qu’il existe des ouverts O; et O,
contenant respectivement x, et y,, et tels que :
01 ﬂ 0[1 = ¢,

— —1

prll(Ol) et pr,(0) sont des ouverts disjoints de E, X E; contenant res-

pectivement x et y (figure ci-dessus). .
b) Réciprogque. Supposons que E; ne soit pas séparé, c’est-a-dire

qu’il existe un couple xy, y;, avec X, 7= ¥y, tel que tout ouvert contenant

x, rencontre tout ouvert contenant y,.

acz —~—--§—~~—_-—?-—- -~ —9
i [ 1 t
l ] 4 1 H L]
[ [ \ ;
i : ! :‘ | i
i R It el el
' A I !
1 o f g ! | 'y 1
| | 0.1I ): i 01 { M
[ . JU— i ‘ i
X, 'g )j4

Soient les points (x;, x2) et (yy, o) de E; X Ec_,_. Deux ouverts' quel-
conques contenant respectivement ces points contiennent des éléments
de la base des ouverts de la topologie produit, soit :

—1 —1 —1 —1
Q== pr,(0y) X pra(02) Q = pry(0y) X pry(0),
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0, et O, contgnant respectivement x, et y;, O, et O, contenant r,. Si
O; N Oy contient &, Q N Q' contient (§,x,). L’intersection des deux
ouverts n’est pas vide, et E, X E, n’est pas séparé.

REMARQUE : Le raisonnement s’étend sans difficulté 4 un produit d’espaces
en nombre quelconque, fini ou infini.

Exercice 37. — E est séparé équivaut & « sur (E X E), o diagonale est
un fermé ».

§ 2. PROPRIETES PLUS FORTES QUE LA SEPARATION

1. Espaeces réguliers.

Nous considérons maintenant Paxiome (Ty) (*) :
(Ty) : P?ur tout fermé F de U'espace topologique E et pour tout point
x de E, n’appartenant pas a F, il existe un voisinage V dle)z x et un voisi-
nage W de ¥ (ensemble contenant un ouvert contenant F) tels que:
VN W=g¢g.

) Cet’ axiome n’est pas plus fort que (T,), car une partie réduite 4 un
point n’est pas forcément fermée, mais :

(Ty) et (T = (Ty).

En effet, pour tout y, (T,) entraine que {y} est fermé (cf. exer-
cice 31) et (T;) entraine alorslz 1 y ( :
Vr&€E VyE€E yx<zxz = [IVE Y W& (lyl)= v

VN We=g].

On appelle espace régulier un espace topologique qui vérifie (T,) et

(Xy), (ou, ce qui est équivalent), (T,) ot (To). oL 4 V

Exercice 38. — Montrer que I’axiome (Ty) est équivalent & : Tout point de
E posséde une base de voisinages fermés.

2. Espaces complétement réguliers.

. Axiome (T,). Pour tout fermé F de Pespace topologique E, et tout
point x de E n’appartenant pas a F, il existe une application continue f
de E dans le segment [0,1] de R telle que f(x) =0 et f(F)=111}.

On a la proposition : (Ty) => (Ty).

En_ effet, soient r € E et F un fermé de E ; dans [0, 1] muni de la
topologie induite de celle de R, [0,¢[ et ]1—p¢, 1] sont deux ouverts,

ye . . . 1
d’intersection vide, si ¢ < 5 On aura alors :

—1 —1
FU0, D) NfI1—e 1]) =g.
Or, [0,¢] est un ouvert contenant f(x). Sif est continue, I'image réci-
proque de cet ouvert est un ouvert contenant z 11 —¢,1] est un

(%) La notation Ty, Ta, Tg, ... des divers axiomes de séparation est celle du livre
d:AleJ;:andro‘(.Ionpf (1934). Cependant, la mnotion d’espace complétement régulier
n’avait pas été dégagée i cette époque et la classification ci-dessus s’écarte de celle
d’Alexandrov-Hopf & partir de I’axiome T,. Notons d’autre part qu’a P’étranger, pour
dire qu’un espace est séparé, on le désigne souvent comme un « Ty-space »,
¢« Tg-Raum »..., etc...
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ouvert contenant f(F) ; son image réciproque est un ouvert contenant F.
Donc Paxiome Tj est vérifié.
Notons que, du fait des implications précédentes,
(Ty) } PN g(T2)
(To (Ty)
Les espaces satisfaisant 4 ces groupes d’axiomes sont appelés espa-
ces complétement réguliers.

(T,) CONSTITUE UNE CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE POUR QUE
LA TOPOLOGIE SOIT DEFINIE PAR UNE FAMILLE D’ECARTS.

. Nous montrerons seulement, ici, que (T,) est une condition néces-
saire.

Soit donc un ensemble E, dont la topologie T est définie par une
famille d’écarts e,(i € I). Montrer que E satisfait & 'axiome (T,) revient
a4 montrer qu’étant donnés un point x, et un ouvert arbitraire contenant
x,, il existe une application continue de E dans [0, 1] qui « envoie» x,
sur 0 et sur 1 le complémentaire de Pouvert. Nous avons démontré dans
Pexercice 17 que tout point x, appartenant 4 un ouvert était centre de
ce que nous avons appelé une pseudo-boule incluse dans Iouvert,
B =B(x, J, ), J désignant une partie finie de I. Si on peut définir une
application continue de E dans [0, 1] qui envoie x, sur 0 et le complé-
mentaire de B sur 1, cette application enverra a fortiori sur 1 le complé-
mentaire de 'ouvert qui contient B.

En tout point x de B, on a :
VieJ efx, x,) < o.
Posons e(x, x,) =sup lefx,x,) ; I€J}.
Ce nombre est défini en tout point x de B puisque J est fini, et s’annule
pour x=x,.

Considérons alors I'application ¢ de E dans R définie par :
VeEB o“E )
Vr€EB

ou, ce qui revient au méme :

Vr€E o(x) =inf % 1,

o(x) =
(P(x) = 1’

e(x, x,) %
4

Cette application envoie x, sur 0 et le complémentaire de la pseudo-
boule B sur 1 ; reste a vérifier qu’elle est continue. Remarquons d’abord
que, e; étant un écart, x— efx,, ) est une application de E dans R+
qui est continue. En effet, 'image réciproque d’un intervalle Je, 8
de R est P'ensemble {x; a<efxr,x,) <Bl, intersection de I'ouvert
tz; elx,x,) >al et de Pouvert tx; e(r,x,) <PBl, c’est un ouvert.
x—> e(x,x,), sup d'un nombre fini de fonctions continues est aussi
continue et o, inf de deux fonctions continues est continue. La propriété
est donc démontrée.

3. Espaces normaux.

Nous citerons enfin 'axiome.

(T5). POUR TOUT COUPLE DE FERMES DISJOINTS A ET B, IL EXISTE DES
VOISINAGES V(A) ET W(B) TELS QUE V N W =g,

Cet axiome n’entraine aucun des précédents.
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I1 est équivalent a4 I'axiome suivant (théoréme de Urysohn) : Pour
tout couple de fermés disjoints A et B, il exisle une application continue
de Pespace dans [0, 1] qui vaut zéro sur A et 1 sur B.

Le fait que cette nouvelle propriété implique (T;) se démontre
exactement comme Pimplication (Ty) == (Tj3). Quant a la réciproque,
nous la démontrerons dans I'exercice 39 ci-dessous. Grace a ce théoréme,
on peut voir que :

() => (T,), donc tous les axiomes précédents.
(Ty)

En effet, (T,) entraine qu’un point est un fermé.

Les espaces satisfaisant a (T,) et (T;) sont dits espaces normauz.

Les propriétés de régularité et de régularité compléte sont hérédi-
taires, c’est-a-dire sont vraies pour la topologie induite sur un sous-
espace (immédiat), mais la propriété d’étre normale n’est pas hérédilaire.
Cela tient 4 ce que deux fermés disjoints du sous-espace peuvent étre
les intersections avec ce sous-espace de deux fermés non disjoints.

ReMarQuE : L’équivalence des deux énoncés de (T,) pourrait faire croire
4 Péquivalence de (T,) et de (T,). Il ’en est rien : (T;) n’implique pas (T,).

Exercice 39. — f étant une application d’un ensemble X dans la droite
numérique R, on pose ;

O, A = § x; f) <Al
9N = Ix; FOSAT .
1° a) Montrer que on a:

It otn;r€RI=¢;|Jt 9V 2ERI =X
Ut 9. nia<ul =9¢ .

b) Montrer que les égalités ci-dessus sont encore valables si f(x) ne décrit
qu’une partie E de R, partout dense sur R.

2° Montrer que si une famille F, de parties X, ol A décrit R, vérifie
i 2ER} =09 Utr:rery =x
Uiria<ul =F,

il existe une application f, unique, de X dans R telle que
VLER gf,N) =F..

Montrer que f(x) = A est équivalent & x &€ n Fu;p> A1 —Fy

3° H(w) est une famille de parties de X définies pour w € E (E: partie
de R partout dense sur R), et possédant les propriétés :

NiHW; pEE} =9 UtHw ; p€El =X
w < pe > Hug) < Hlyy).
Montrer que la famille F;, définie pour tout A réel par:
F= U!HW, n€Ep <}
posséde les propriétés énoncées en 2°.
On suppose dans la suite que X est un espace topologique.

|

H
|
:
|
.
|
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4° Montrer que si f est continue, on a:
9,0 < O, 0.
On suppose que x n'est pas un point isolé de X et que x appartient &
9(f, \) — 9 (f, A). Quelle propriété f posséde-t-elle en x?

5° On dit qu‘une partie A de X est fortement incluse dans une portie

B de X, si l'on aACc Bo On notera cette relation A —c B.
L'inclusion forte est-elle une relation d’ordre sur ? (X) ?
Que résulte-t-il de AccBetBoCA?

6° Montrer que la condition nécessaire et suffisante pour que f, application
de X dons R soit continue est que pour tout couple de valeurs réelles 2, p,
on qit:
A< = 9N CccIf, .
7° Si la famille H(p) de 3° vérifie :
pp <o = Huy)ccH),
montrer que la fonction f que I'on peut lui associer, en vertu des résultats de
3° et 2°, est continue.

8° On suppose que X est un espace topologique normal, montrer que cette
propriété est équivalente, pour un espace séparé, & la suivante :
Pour tout fermé F contenu dans un ouvert O & X, il existe un ouvert U tel

que FcC UcC uco.
En déduire que, dans un espace normal, si un ouvert Oy est fortement inclus
dans un ouvert Oy, il existe un ouvert O tel que

O, cc O C O,

9° A et B étant deux fermés disjoints d‘un espace normal X, on définit une
famille H(\) de la maniére suivante :

a) On pose d'abord HQA) = ¢ si A < 0,
H(0) = A,

H) = (B,
HQ) = XsiA> 1.
b) Les résultats du 8° permettent ensuite d'affirmer l'existence d’un

1
ouvert que l‘on désignera par H <—-2-> et vérifiant
1
HO) cc H (—2—>C:C H(1).

Lgt P
¢) On procéde alors par récurrence. Ayant défini les ensembles H(—i;)pour

2p 4+ 1
on4-1

P 2p + 1 p+41
H<§;> cCc H(W) cc H< 2n>

Justifier la formation des ensembles H<2%> Montrer que la famille HQ)

p =0, 1, ...27 on définit H( ) comme un ouvert vérifiant :

définie pour A < 0, A > 1 et pour les nombres dyadiques de [0, 11 vérifie
les conditions du 7°. En déduire que dans un espace normal X, il existe pour
tout couple de fermés disjoints A et B une fonction continue f définie sur X,
& valeurs dans [0, 11 et valant O sur A et 1 sur B.
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10° On suppose que l‘ensemble @ (X, R) des fonctions numériques conti-
nues sur un espace normal X (ou seulement complétement régulier) posséde
la propriété que pour l'ordre naturel sur C (X, R) toute partie de € (X, R)
qui est majorée posséde un plus petit majorant. En déduire que sur X tout
ouvert a une adhérence ouverte.

On pourra procéder comme suit : O étant ouvert tel quea# X on associe
& tout point x € O une fonction g, continue, & valeurs dans [0, 1] prenant

la valeur 0 sur (0 et la valeur 1 au point x. On montrera que la borne
supérieure dans C (X, R) de l'ensemble { g,; x &€ O} prend la valeur 1

sur O et la valeur O sur (O; d’ol I'on déduira le résultat annoncé.

CHAPITRE VI

GRANDES CLASSES
D’ESPACES TOPOLOGIQUES

La nécessité de donner des démonstrations correctes des diverses
propriétés des fonctions continues sur un segment [a, b] de R a conduit
a dégager diverses propriétés de R, qui caractérisent des familles plus
générales et trés importantes d’espaces topologiques. C’est ainsi que les
propriétés :

f continue sur [a,b] => f bornée
f continue sur [aq,b] => [ atteint ses bornes m et M

sont & rattacher au caractére « compact » d’un fermé borné de R.
La propriété :
f continue sur [a, b] == [ prend toute valeur de [m, M]
est & rattacher au caractére « connexe » de [a, b].

La propriété :
f continue sur [a,b] = [ uniformément continue sur [a, b]
se rattache au fait que [a, b] est & la fois compact et métrique.

§ 1. ESPACES COMPACTS
1. Définition.

Une bonne démonstration de la premiére des propriétés ci-dessus
est fournie par le théoréme de Borel-Lebesgue. C’est la propriété qu’il
énonce pour [a,b] C R, qui a servi de définition pour les espaces
compacts. Expliquons d’abord en quoi consiste ce théoréme.

On appelle recouvrement d’une partie A de E, une famille ®c 2 (E),
telle que :

Uix; xExi oA

La famille ‘® peut étre finie ou infinie.
Si un recouvrement est formé d’ouverts, il est qualifié d’ouvert.

Ceci posé, le théoréme de Borel-Lebesgue s’énonce : « De fout recou-
vrement ouvert de [a, b] — R, on peut extraire un recouvrement fini » (.

(1) Montrons, sans attendre la démonstration de ce théoréme et sans attendre
toutes les conséquences qu'on peut en déduire, comment il permet d’établir la pre-
miére propriété des fonctions continues sur [a, b]. Si f est continue, ¢ étant choisi,
tout © € [a, b] est centre d’un intervalle ol f(y) < flx) -+ e ; Pensemble de ces inter-
valles constitue un recouvrement ouvert de [a, b] ; en vertu du théoréme de Borel-
Lebesgue, on peut en extraire un recouvrement fini, formé de n intervalles de centre

z;3<ig<n); on peut alors affirmer que V =& [a, bl.f(x) < sup { fx;) ] + «.




— 70 —

DEFINITION DES ESPACES COMPACTS (selon Bourbaki) @),

Un espace compact :
1) est séparé ;

2) satisfait 4 un des qualre axiomes équivalents suivants :

(Cy). Tout recouvrement ouvert de Pespace contient un recouvre-

ment fini.

(Cp). Toute famille de fermés d’intersection vide contient une sous-
famille finie d’intersection vide,
ou sa variante :

L (C2).  Si une famille de fermés est telle que toute intersection finie
d’éléments de la famille est non vide, alors Uintercession de la famille est
non vide.

(Cg). Tout filtre sur Pespace a un point adhérent (3.
(Cy). Tout ulira-filtre est convergent.

Etablissons ’équivalence de ces axiomes :

e (C) <> (Cy.

En effet, 'ensemble des complémentaires des éléments d’un recou-
vrement ouvert est une famille de fermés d’intersection vide, et récipro-

. ; . : Y

quement. Dire qu’on peut extraire, de toute famille d’ouverts qui soit un
rec,ouvrement, une famille finie qui soit un recouvrement, équivaut a dire
quon peut extraire de toute famille de fermés d’intersection vide une
famille finie d’intersection vide.

® (C) <= (.
En effet, si 7 désigne une famille de fermés et F; une sous-famille
finie, Paxiome (Cp) s’exprime par :
NIF;FER =g = 3IF;c 7, lF;FEF=¢
et (C’2) s’exprime par :
V % [lF;FE%)% = [[IF;FE3]£g
Ces deux propositions sont équivalentes (A => Betnon B => non A).

o (C) = (Cy.

Le filtre % a un point adhérent et on sait (cf. IV. 3. 8.) qu’un ultra-
filtre converge vers tout point qui lui est adhérent.

e (C) = (Cy.

Soit # un filtre sur E. Il existe un filtre % plus fin que ¥ qui

f{)fngegge vers un point a ; ceci entraine que a est adhérent & ¥, d’aprés

(2) Certains auteurs, surtout anglo-saxons, ne font pas entrer la séparation dans
la définition des espaces compacts. Il en résulte que leurs énoncés de théorémes
commencent généralement par : soit un « compact-Hausdorff space > ou un < compact
T, -space ».

(3) Ce qui entraine en particulier : foute suite d’éléments de lespace a une
valeur d’adhérence.
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e (C2) = (Co).

Un point est adhérent & % si, et seulement s’il appartient 4 Iinter-

section des adhérences F des éléments F de . Or, toute intersection
finie d’éléments F de ¥ est non vide ; il en est de méme de toute inter-

section finie d’éléments F. Si Pespace satisfait a4 (C7), il en résulte que

n {F;F &€ 7} est non vide ; done, que 7 posséde un point adhérent.

e (Cy) —=> ().

Soit ¥ une famille de fermés telle que toute intersection finie soit non
vide. Soit 93 la famille des intersections finies d’éléments de ¥ ; (B D W).
Une intersection finie d’éléments de B est encore un élément de 95 ;
d’autre part, ¢ € B ; donc 9 est la base d’un filtre ¥ et, en vertu
de (C3), ce filtre a un point adhérent, et l'intersection des adhérences
des F € 7 n’est pas vide. Comme 7> 8D W, il en est, a fortiori, de
méme pour lintersection des adhérences des éléments de ¥, c’est-a-dire
pour les éléments de W eux-mémes, ce qui établit (C'y).

2. Théoréme de Bolzano-Weierstrass.

- Une conséquence immédiate des axiomes des espaces compacts est le
théoréme de Bolzano-Weierstrass : Toute partie infinie d’un espace
compact posséde au moins un point d’accumulation.

Nous en donnerons deux démonstrations.

1° Soit A une partie infinie du compact K. Les complémentaires F,
par rapport & A, des parties finies de A, décrivent un filtre sur A, qui est
1a base d’un filtre ¥ sur K. Le filtre ¥ a un point adhérent a dont tout
voisinage V rencontre tout ensemble F et VN F est infini, sans quoi
(F—V N F) serait complémentaire dans A d’une partie finie de A e{ ne
rencontrerait pas V. Tout voisinage de a contient donc une partie infinie
de A : a est un point d’accumulation de A.

2° Nous allons montrer qu'une partie A de K sans point d’accumu-
lation est finie. Tout point = ge K posséde un voisinage ouvert ne conte-
nant aucun point de A, ou contenant un seul point de A, si x € A. L’en-
semble de ces voisinages constitue un recouvrement ouvert de K. On
peut en extraire un recouvrement fini : la réunion de ses éléments est K,
elle contient donc A ; mais chacun de ses éléments contient au plus un
¢élément de A. La partie A est donc finie,

Tout espace compact satisfait au théoréme de Bolzano-Weierstrass.
La réciproque n’est pas vraie en général. Mais on montrera qu’un espace
métrique qui satisfait 3 Bolzano-Weierstrass est compact.

3. Tout espace compact est normal.

Par définition, un espace compact est séparé ; mais il posséde en
fait une propriété plus forte : il est normal. C’est ce que nous allons
montrer maintenant :

Soient, dans un espace compact, un point z et un fermé A, avec
x € A. Pour tout y € A, il existe deux ouverts disjoints contenant res-
pectivement x et y et que nous noterons U, et V, :

T€ U, JEYV, U,Nv,=4g.
Quand y décrit A, Pensemble des V,, décrit un recouvrement ouvert de A.
On peut en extraire un recouvrement fini Vy ,Vy .., Vy .
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n
Done, T'ensemble V,= |} Vy, est un ouvert contenant A.

i=1
n

Mais U, = (1 Uy, est un ouvert contenant z.
i=1

De Vy, N Uy, =4¢, on déduit U, N V, = 4.

Si maintenant nous considérons deux fermés disjoints A et B, nous
ourrons, pour tout x € B, trouver deux voisinages  ouverts disj‘oints
- de x et 'V, de A. En faisant décrire B par z et en recommencant le

raisonnement précédent, nous trouverons un ouvert U contenant B dis-
joint d’un ouvert V contenant A.
(Ty)

En vertu de limplication (Ts) => (T, nous pouvons en

déduire qu'un espace compact est complétement régulier. Or, la propriété
de régularité compléte est héréditaire ; il en résulte que, pour pouvoir
plonger un espace dans un espace compact, il est déja nécessaire que cet
espace soit qomPIétement régulier (la propriété de normalité n’étant pas
heréditaire, il n’est pas, en revanche, nécessaire qu’il soit normal).

4. Parties compactes d’un espace topologique.

DEFINITION : On dit que K < E est une partie compacte de E, si elle
est compacte pour la topologie induite.

Remarquons que si K € A C E, la topologie sur A étant induite par
celle de E, si K est une partie compacte de A, elle est une partie compacte
de E et réciproquement, les topologies induites sur K par celles de E et
de A étant identiques. Le caractére compact d’une partie est donc un
caractére inirinséque, contrairement aux caractéres ouvert et ferms.

Exemple : Dans un espace séparé, tout ensemble fini est compact,

Exercice 40. — Dons un espace séparé ol une suite de points  (x,)
converge vers un point x, I'ensemble { x,; n &€ N} U { x | est compact.

THEOREME. — UNE PARTIE COMPACTE D’UN ESPACE SEPARE EST FERMEE.

Soit E un espace séparé et K  E une partie compacte. Soit a adhé-
rent a K, dont il suffira de montrer qu’il appartient 4 K pour que la pro-
position soit établie. Dire que a est adhérent & K signifie :

VVE Y VN Ks£d.

D’autre part, la famille 3 ={VNEK; V& v (a) { est un filtre sur K,
comme on le vérifie immédiatement, et, d’aprés I'axiome (Cy), ce filtre
est adhérent 4 un point b de K. Done, il existe un filire % sur K, plus
fin que 7 et qui converge vers b. Ce filtre 7’ peut étre pris comme base

d’un filtre 7’ défini sur E et ¥ _comme base d’un filtre ¥ défini sur E.
Le filtre & est plus fin que ¥ puisque tout élément de la base du
deuxiéme est élément de la base du premier. Or, F est plus fin que YV (a)
puisque tout élément de < (a) contient un élément de la base de & . Done,

7, plus fin que % (a), converge vers a. Il converge aussi vers b. [En
effet, 7', convergeant vers b dans K, est plus fin que le filtre
tVONK; VE vk i

IFEe & FFcVNK

done : VVe&ph),
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c’est-a-dire que tout élément du filtre < (b) contient un élément F" de ¥,
base de ¥, donc que ¥ est plus fin que 7 (b)]. Dans 'espace séparé E,
le filtre & ne peut avoir deux limites distinctes ; donc, a=1>b et ¢ € K.

THEOREME, — UNE PARTIE FERMEE D'UN ESPACE COMPACT EST
COMPACTE.

Observons d’abord que E étant séparé, puisque compact, sa partie F
est séparde, la séparation étant héréditaire. Pour montrer la compacité
de F, utilisons 'axiome (C,). Les fermés de F sont des fermés de E. D’une
famille, d’intersection vide, de fermés F, on peut donc extraire une
famille finie d’intersection vide ; F satisfait aussi & (Cy) ; il est compact.

L’ensemble de ces deux théorémes monire que, dans un espace
compact, il y a identité entre les parties compactes et les parties fermées.
Notons les propriétés suivantes :

® Dans un espace séparé, une réunion finie de compacts est un compact.

En effet :

Un recouvrement ouvert étant donné, la réunion des recouvrements
finis de chaque compact qu’on peut en extraire forme un recouvrement
fini de la réunion. L’espace ayant été supposé séparé, ceci suffit pour que
la réunion soit un compact.

® Dans un espace séparé, une intersection de compacts est un compact.

En effet, soient, dans E séparé, des compacts K; (i décrivant un
ensemble I d’indices, fini ou infini). Ces compacts sont fermés, donc leur
intersection est un fermé de E et peut aussi étre considérée comme un
fermé de I'un d’entre eux, K, ; partie fermée de ce compact, cette inter-
section est compacte.

Pour montrer que I’hypothése de séparation de l’espace est nécessaire a
la validité des deux propositions précédentes nous renvoyons 4 l'exercice 41.

5. Compacts de R~

Montrons d’abord que, dans un espace métrique, tout compact est
borné. Soit E un espace méirique. L’axiome de Borel-Lebesgue, (axiome
(Cy)), montre qu'on peut obtenir un recouvrement de tout compact par
un nombre fini de boules de centre x; (1 <i<n) et de méme rayon r
(puisqu’on a un recouvrement ouvert constitué de toutes les boules de
rayon r). Soit alors x quelconque appartenant au compact ; on a:

d(x;, ) <supd (x, ) + 1,
2«i<n
done, ce compact est borné.

Un espace métrique étant séparé, la propriété que nous venons d’éta-
blir, rapprochée du théoréme établi plus haut, permet d’affirmer : dans
un espace métrique, tout compact est un ferme borné. La réciproque,
généralement fausse, est vraie dans R".

Pour fixer les idées, prenons n = 2.

11 est inutile de montrer que le fermé borné le plus général est un compact
car, si nous établissons le théoréme pour un carré fermé, la proposition « loute
partie fermée d’'un compact est compacte », nous permettra d’obtenir la compa-
cité de n’importe quel fermé borné a partir de celle d’un carré qui le contient.

Soit done un carré fermé et supposons qu’il ne satisfasse pas a
Paxiome de Borel-Lebesgue, c’est-a-dire qu’il existe un recouvrement
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ouvert dont on ne puisse extraire aucun recouvrement fini. Partageons
le carré en quatre carrés égaux. L’hypothése faite entraine que, du recou-
vrement ouvert considéré, on ne peut extraire un recouvrement fini pour
un, au moins, des quatre carrés, sans quoi, en réunissant (dans % (E))
quatre recouvrements finis, on obtiendrait un recouvrement fini du grand
carré. Partageons 4 nouveau en quatre carrés égaux celui des quatre

e e e b o e o e

carrés précédents qui ne satisfait pas a 'axiome de Borel-Lebesgue ; un
des quatre nouveaux carrés n’y satisfait pas non plus ..., et ainsi de suite.
Les abscisses et les ordonnées des cotés du carré ot Paxiome de Borel-
Lebesgue n’est pas vérifié tendent vers des limites £ et 7. Nous avoans
abouti & une contradiction, car, du fait de sa définition, le point (¢, %)
appartient 4 un carré de dimensions arbitrairement petites, qui n’admet
aucun recouvrement fini extrait du recouvrement initial, et pourtant il
existe un élément de ce recouvrement qui contient (§, v), donc contient
un carré de dimension suffisamment petite.

Si n avait été supérieur a 2, on aurait considéré, au lieu d’un carré,

un pavé fermé a n dimensions et on Paurait divisé en 5. Paveés égaux

et le raisonnement se serait poursuivi de la méme maniére.

Nous avons donc montré : les compacts de R en sont les fermés
bornés.

Exercice 41. — On considére I'espace produit de R, muni de la topologie
usuelle, par un ensemble & deux éléments, muni de la topologie grossiére,
ensemble produit qui peut étre représenté commodément par deux droites
paralléles telles que leurs points de méme abscisse sont projections orthogo-
nales I'un de l‘autre.

1) Indiquer une base des voisinages d’un point de cet espace produit et en
conclure que cet espace n'est pas séparé.

2) Montrer que le sous-ensemble formé d’un semi-segment la, b] d'une
des droites et du point d‘abscisse a de l‘autre est compact.

3) Choisir deux sous-ensembles de cette espéce de fagon telle que leur
réunion ne soit pas compacte.

4) Choisir deux sous-ensembles de cette espéce de fagon telle que leur
intersection ne soit pas compacte.

H
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6. Image continue d’un compact dans un espace topologique séparé.

4
POLOGIQUE COMPACT ET E’ UN
THEOREME. — S0I1T E UN ESPACE TO
ESPACE SEPARE ; 81 f: E ——> E’ EST CONTINUE, f(E) EST COMPACTE.
Soit un recouvrement ouvert {0 ; i €11 de f(E).

On a donc :
U 0:.ofE).
iel
—1 .
Puisque [ est continue, f(0’) est un ouvert de E, et, de plus :
1 —1
U 7o ot¢®) =E.
iel

—1
D i ouvert de E.
Done, {f(0) : i €1} est un recouvrement 7
En vértufde Paxiome (Cy) on peut extraire de ce recouvrement ouvert un

—-1 3 . 3
recouvrement fini {f(07); i €J}, J désignant une partie finie de I.

—1
De : U f (O D E résulte

I —] . B
(U7 (0;-,) _ U feron o E).
ie]J IK=]
—1
Or : fof (0) < O

Done, a fortiori : U 0, 5 f®).
]

D’un recouvrement ouvert arbitraire de f(E) on a extrait un recouvre-
ment fini. (C;) est vérifié ; E’ étant séparé, donc f(E) aussi (la séparation
est héréditaire), f(E) est compacte.

CONSEQUENCES :

1° Nous avons maintenant le moyen de démontrer les deux premiers théo-
rémes fondamentaux relatifs aux fonctions continues sur un segme.nt de’R,
puisque ce segment est un compact ; Pimage par une appl,lcatlon continue 1d un
compact dans R (qui est séparé) est un compact ; donc Pensemble des valeurs
de f est borné et comprend ses bornes. ' o o

2° Compacité et topologie guotient. Par app]icatm‘n du, thefn‘eme préceé-
dent, on voit que : si K est un compact, et ‘¥ une f'elatlon d’équivalence défi-
nie sur K, si K/Rest séparé pour la topologie quotzelzzt, K/?Qest compact. Pour
que, K étant compact, K/R le soit, il est donc nécessaire et suffisant que

soit séparé. - ]

K/%Nous n}z%tudierons pas ici les conditions que doit vérifier ¢ pour qg’ll
en soit ainsi. Notons seulement qu’il est & _prévon' qu’il y a effectivement es
conditions, la séparation n’ayant aucune raison de‘« passer aux clgs§e§. >;, puis-
que deux voisinages disjoints peuvent ne pas avoir des images disjointes par
g ication canonique.
lalppglaens connaitre %es conditions générales sur R, on trouvera des espacei
quotients compacts chaque fois qu’on saura démontrer que ces e;paces son
séparés, Exemple d’espace quotient co.mpqct': le plan' pro;e(ﬁlf. ousl avolr;:s:
trouvé (cf. exercice 26) que le plan projectif e'talt hqmeomorp e, pour la }*e :
tion d’équivalence ® qui identifie deux points diamétralement opposés, 2
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Pespace quotient d’un disque plan fermé. Ce disque fermé est compact (cf
compacts’ de R%) ; d’autre part, il est immédiat que K/Rest séparé ;en effet‘
pour un élément de K/® constitué par un point intérieur au disque’ un voi:
sinage est un voisinage pour la topologie usuelle de R2 et pour un élément
constitué de deux points diamétralement opposés du bord’, un voisinage est

7

74,

co\:;stxtue des 1ntersect§ons avec le disque des voisinages usuels des deux

Jpooin;ts ; et 0(;1 peut] toujour(s1 dans ces conditions trouver des voisinages dis-
nts pour deux éléments distinets. On peut donc conc

join . onclure qu -

jectif est compact. que fe plan pro

;. Place des topologles compactﬁs dans le ]) (H'dl) e es 1)
nsem. le
i) d top logles

Nous sommes maintenant en mesure de comparer du point de vue
de la finesse les togclogges compactes aux autres topologies séparées.
Cette comparaison s’exprime dans la proposition suivante :

Si un ’ense’mble E est muni d’une topologie compacte T et d’une
topologie séparée T’ moins fine que T, alors T — .

Ce qui est équivalent aux énoncés :

® Toute topologie strictement moins fin ’ 1
west pas st fine qu’une topologie compacte

@ Toute topologie strictement plu ’ ie sé ] '
pas compaere q plus fine qu’une topologie séparée n’est

. Pour démontrer la premiére proposition, considérons I icati
identique de E, muni de la topologilé Tp, dans E, muni de l; ti)?)gfczgzhfgf
La topologie T’ étant moins fine que ¢, cette application est continue
puisque I'image réciproque d’un ouvert de T est un ouvert de < Un’
compact (c’est-a-dire un fermé) de E, muni de T, a pour image dans E
muni de T (qui est séparé), un compact, donc un fermé. Tous les fermés’
de E, pour <, sont donc fermés pour T’ ; il en résulte que T’ est plus
fine que . En rapprochant de 'hypothése on trouve que T = T.

On peut encore ¢noncer ce théoréme en disant que les topologies
compactes sont des éléments minimaux de Uensemble des topologies
séparées. (La réciproque est fausse, tout élément minimal n’étant pas
une topologie compacte).

Dgtfagox} lmagee, mais grossiére, on pourrait dire qu’une topologie,
pour €tre séparce, doit posséder «assez» d’ouverts, c’est-a-dire des
ouverts « assez petits », mais pour qu’elle soit compacte, il faut qu’ils ne
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« soient pas trop petits » afin que tout recouvrement ouvert contienne un
recouvrement fini. La compacité correspond donc & un équilibre privi-
1égié entre deux propriétés qui s’opposent.

8. Produit d’espaces compacts.

THEOREME DE TYCHONOV. — POUR QU'UN PRODUIT D’ESPACES SOIT
COMPACT, IL FAUT ET IL SUFFIT QUE CHACUN DE CES ESPACES SOIT COMPACT.

Soit d’abord E un espace compact, produit d’espaces E; et muni de
la topologie produit. Nous savons déja que E étant séparé, chaque E; est
séparé pour cette topologie. Considérons alors la projection pr; de E sur
E,; c’est une application continue d’un espace compact dans un espace
séparé. Donc, pour tout i, E; est compact.

Exercice 42. — Démontrer la réciproque dans le cas d’un produit de
deux espaces & |‘cide de I'axiome de Borel-Lebesgue.

Nous allons démontrer cette réciproque dans le cas général, c’est-a-
dire quand ! E;} est une famille finie ou infinie d’espaces. Nous établi-
rons d’abord le théoréme suivant : Une condition nécessaire et suffisante
pour qu’un filtre converge dans un espace produit est que chacune de ses
projections converge.

(La projection du filtre est, rappelons-le, le filire qui admet pour base
Pensemble des projections des éléments du filire, conformément a la définition
générale donnée pour I'image d’un filtre par une application).

Soit a@ = (a;) un point de 'espace produit et 7 un filtre, sur cet
espace, qui converge vers a, donc qui est plus fin que V (a). Or, la pro-
jection étant une application continue, pr(?v(a)) converge vers a; M,
alors pr(¥), plus fin que pr(¥(a)), converge a fortiori vers a.

Réciproquement, désignons par 7, la projection sur E; du filtre
et supposons que pour tout i, F; converge vers a; Nous voulons montrer
que ¥ converge vers a = (a;) et, pour cela, montrer que tout voisinage
de a contient un élément du filtre. Tout voisinage contient un ouvert qui
est de la forme :

F

—1

. n -Dri Oia

i€J
J étant une partie finie de Pensemble des indices, et chaque O; étant un
ouvert de E; qui contient a;, donc contient, par hypothése, un élément
de ¥, Cest dire que :

Vield IF, € F priF) < O,.
Soit alors :
r—= [ F,
i)

(1) Dire que f(<p (a) ) converge vers aj = f(a) signifie que f (cp(a)) est plu’s fin
que < (a;). Mais ici, dans le cas particulier d’une projection, et étant donnée 1a
construction des ouverts de Pespace produit, la projection d’un ouvert est un ouvert,

ce qui entraine : )
vve v @ prV & 9 (ai),

done : pr(<y (a) ) meins fin que Y (@),

finalement : pr(y (@ = Y (ap).
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Cest un élément de 7 qui vérifie :
Vie ] pr(F) < O,
c¢e qui entraine :

. —1 —1
Vie) F < priopr(F) ¢ pri(0),
d’ot1 :

n p 4(01,)-
F ( T, i
i E J

~ Dongc, tout voisinage de a contient un élément F € 7 et, par suite,
¥ converge vers q.

Revenons alors au produit d’un nombre fini ou infini d’espaces
compacts E; et appliquons le théoréme précédent & un ultrafiltre % sur
le produit, ’Nous savons (cf. IV. 3. 3) que la projection d’un ultrafilire est
une base d’ultrafiltre (ou un ultrafiltre si nous appelons, comme précé-
demment image du filtre, le filtre engendré par I'image). Dans les espaces
E; compacts, les ultrafiltres convergent ; c’est suffisant pour que %
converge, donc E est compact.

§ 2. ESPACES LOCALEMENT COMPACTS.
COMPACTIFICATION

1. Espaces localement compacts.

. On appelle espace localement compact, un espace séparé dont tout
point possede un voisinage compact.

Exen?ple : R est localement compact, tout point appartenant 4 un segment
[a, b] qui contient Pouvert Ja, b[ et est compact. R» sera de méme localement
compact car tout point appartient 4 une boule fermée qui contient une boule
ouverte et est compacte.

Plus généralement, un produit fins d’espaces localement compacts
est localement compact. En effet, un produit d’espaces séparés est séparé.
D’autre part, soit = (), i=1,2,..,n avec x; € E; (espace locale-
ment compact). Pour tout i, x; posséde dans E; un voisinage compact V,.

Le produit 1]_[ V; est voisinage de z, il est compact en vertu du théoréme
ZizZn

de Tychonov et [ [E; est localement compact.

Exercice 43. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu‘un produit
infini d’espaces topologiques soit localement compact est que les espaces
facteurs soient compacts, & |’exception possible d'un nombre fini d‘entre eux
qui sont alors localement compacts.

'Exercice 44. — Montrer que dans un espace localement compact, tout
point posséde une base de voisinages compacts.

E.xercice 45. — Décider de chacune des propositions suivantes si elle est
vraie (en la démontrant), ou si elle est fausse (en donnant um contre-
exemple) :

a) Dans un espace topologique séparé, tout sous-espace localement
compact est fermé.
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b) Dans un espace topologique, l'intersection de deux sous-espaces locale~
ment compacts est localement compacte.

c) Dans un espace séparé, la réunion de deux sous-espaces localement
compacts est localement compacte.

d) Dans un espace localement compact, tout sous-espace ouvert est loca-
lement compact.

e) Dans un espace localement compact, tout sous-espace fermé est loca-
lement compact.

f) Dans un espace localement compact, le complémentaire d’'un sous-espace
localement compact, est localement compact.

2. Compactification d’un espace topologique.

Compactifier un espace topologique E, c’est construire un espace E
qui a les propriétés suivantes :
1° E est compact.
2° E contient E et induit sur E sa topologie initiale.
3° E est dense sur E, c’est-a-dire que son adhérence dans E est E lui-
méme 1),

Pour les espaces localement compacts, on a le résultat suivant :

THEOREME D’ALEXANDROV. — IL EST POSSIBLE DE COMPACTIFIER UN
ESPACE LOCALEMENT COMPACT EN LUI ADJOIGNANT UN SEUL ELEMENT.

Avant de démontrer ce théoréme, étudions quelques exemples :

3. Compactifications de la droite et du plan.

a) On peut compactifier R par adjonction d’un élément » qu’on
appelle point a Uinfini.

Sur le nouvel ensemble R=R U { v}, on définit la topologie par les
voisinages (cf. II. 1. 3) : On prend pour base des voisinages dans R de
x € R le filtre de ses voisinages dans R, et pour « une base de voisinages.
formée des parties :

J—eo,8[ U Ja,+oo| U tol @.

La vérification des axiomes des voisinages se fait sans difficultés.
La topologie de R induit bien sur R la topologie usuelle, puisque P'inter-
section avec R d’un des nouveaux voisinages est un ancien voisinage.
R est dense sur R (car o est adhérent 4 R). Reste & prouver que R est
compact : tout recouvrement ouvert de R comporte nécessairement un
voisinage de o, donc un ensemble de type (1) ; R est 'union de cet ensem-
ble et de [«, B] qui est compact et admet donc un recouvrement fini

extrait du recouvrement donné. R admet donc aussi un recouvrement
fini extrait de ce recouvrement.

(1) On impose cette troisiéme condition pour obtenir un compact/\minimal répon-
dant aux deux autres conditions. En effet, si E n’était pas dense sur E, son adhérencg
E dans E, partie fermée d’un compact, serait compacte et on pourrait remplacer E
par E strictement inclus dans E.
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On peut voir que R est homéomorphe 4 la droite projective, elle-
méme homéomorphe 4 un cercle (cf. exercice 27). Une inversion réalise

- » s Py
directement ’homéomorphisme de R et du cercle, » est ’homologue du
pole d’inversion. Un cercle étant un fermé borné de R2, donc un compact,
nous retrouvons bien ainsi la compacité de R.

b) D’autre part, muni de la topologie définie en (IV, 1, 1), R est aussi
un compactifié de R. Nous avons déja vérifié les axiomes des voisinages
et la propriété 2°. Les propriétés 1° et 3° se démontrent exactement
comme pour R. R, muni de cette topologie, s’appelle droite achevée. Ce

procédé de compactification a, sur le précédent, I'avantage de conserver
1a structure d’ordre ™).

OPERATIONS DANS R ou R. — Il faut bien noter qu’avec l'un ou
Pautre de ces procédés, la structure de corps de R ne se prolonge pas au

compactifié. On peut toutefois définir dans R ou dans R des prolonge-
ments des opérations définies sur R, de telle facon que ces opérations
soient continues dés Pinstant qu’elles sont définies.

® Dans R, on posera :

VYVa€R a-+o=o VaER-— 10} Ao = o
(ce qui montre déja que R ne sera pas un groupe pour laddition, ni
R— 10} pour la multiplication). Avec ces conventions, les opérations :
(&P €ER?2 —> z+yE€R 1
xyppER®? —> zy €R (2)

sont définies et continues, la premiére en tout point (a, ») avec as= o, la
deuxiéme en tout point (a, ») avec a = 0.

Mais on peut voir qu’il est impossible d’attribuer &4 v 4 o et w0 des
valeurs telles que (1) et (2) soient continues aux points correspondants.

Pour que Popération (2) soit continue au point (v, 0), il faudrait que
si x tend vers 0, ox tende vers ol, ce qui exigerait w0 = o ; il faudrait
aussi que si x tend vers o, x0 tende vers 0, ce qui exigerait 0 == 0.

Pour que lopération (1) soit continue au point (v, »), il faudrait
déja que s1 x tend vers o, o -+ x tende vers o 4 », ce qui exigerait
® + o = . Mais alors, pour que P'opération soit continue, il faudrait

quétant donné un voisinage V de o, il existe un Voisinagg\ de (0, w) € (R)2

dont P'image soit contenue dans V. Pour V prenons R —[ —a, 4 «].

Tout voisinage de (v, ») contient un voisinage de la forme :
R—[—8,+ 8D X BR—[—1, + D

Si grands que soient les nombres B et y, on peut toujours trouver
dans ce voisinage un point (— x,, x,) dont I'image est 0 et n’appartient
pas a V.

D’autre part, les égalités de définition de a 4- o et aw montrent que
» n’a d’inverse ni pour Paddition, ni pour la multiplication. Mais si 'on
consideére les applications :

9:x&€ER —> —x&€R 1

Y:x€R— 101} ——9—3—361{,

) ﬁ et R sont les compactifications les plus usuelles de R, ce ne sont pas les
seules possibles. De méme, pour les compartifications de R2 indiquées plus loin.
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il est possible de les prolonger par continuité & R, c’est-a-dire de poser :

cp(w) = lim cp(x) =

Yo) = lim $x) =0
W0) = lim ¥(@) = o.
On sera donc amené i écrire :
1 1
—_— = W :O — 6 = W,

étant bien entendu que ces trois notations n’ont plus leur sens algébrique

1 e
i — - t pas définis.
puisque o - ( w) et » - ne sont pas

Ces nouvelles définitions permettent de prolonger les opérations :

( (x,y) ER? —> z—y=a+(—y €R

’ x 1

) 2 “=x -€R,

( (x,y) ER2 —> 7 z y

la premiére a ﬁ2 tout entier a Iexception du point (v, ®), la deuxiéme a
R2 tout entier a I'exception des points (0, 0) et (o, w).

@ De facon analogue, dans R, on posera:

Va€R a4+ (+ )= a4 (— o) =0
¢ (foo) 4 (o) =4 ©F (-oo)+((:}:—-oc;)z~—-w
vaeR+—1014TD=F2  VagER—101 ;T

et (4 o) (4 )=~ (— ) (— ) = 4 = (+ o) (o) =—
On vérifie encore qu’avec ces conventions les opérations
(x,y) —> x+Y et (x,y) —> xy

inues quand elles sont définies. Mais un raisonnement analogue
gonzeﬁ?x?t fait %récédemment montre qu'on ne peut attribuer a
(- ) 4 (— ®), (4 ) 0 et (— ) 0 des valeurs tellt’as que les operatlczns
correspondantes soient continues. On retrouve 14 Torigine de ce {()Iu on
appelle classiquement les formes indéterminées (w0 — ) et (o X 0).

Par ailleurs, bien que -« et — n’aient pas d’inverses pour
Paddition au sens algébgique du terme, on peut encore poser (en don-
nant a4 ¢ le méme sens que ci-dessus) :

(4 0) = — 0 (— ®) = -+ oo,
c’est-a-dire :
00 == — (- ).
L’opération B
(x, ) e —> r—y=z+ () ER
’ < ¥po . Y 3 - » tS
a alors étendue a4 R? tout entier a I’exception des poin
?(j}_ t;(;)u.}/‘elj) et (— e, — ). Quant & Popération ¢, elle peut étre pro-
longée par continuité & + o« et —co en posant :
1 1

— =0 =0,

— D) +00
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mais il est impossible de choisir ¢(0) de telle sorte que cette opération

soit continue & Porigine. L’opération (z,y) € Rz —> T L &R
¥ g

ne peut donc étre étendue 4 R2 (1),

On peut de méme compactifier le plan R? en lui ajoutant un élé-
ment (point & Pinfini du plan) qui a pour base de voisinages P'extérieur
des cercles du plan. On montrerait de la méme facon que I'espace ainsi
obtenu est bien une compactification de R2.

Cette compactification est aussi utilisée pour le corps des complexes
C, qui est homéomorphe a R2. Le coml?actiﬁé obtenu, homéomorphe par
inversion & une sphére, est appelé sphére de Riemann. Ce qui a été dit

au_ sujet de la structure algébrique de la droite projective R peut se
redire au sujet de la sphére de Riemann.

d) Une autre compactification du plan est fournie par le plan projec-
tif. Nous avons vu ci-dessus que celui-ci était compact et homéomorphe
au disque fermé plan & points du bord diamétralement opposés identifiés.
Appelons I’ Pespace quotient, ainsi défini, & partir du disque de centre O
et de rayon r. Appelons B le disque ouvert de centre O et de rayon r. Le
disque B est dense sur I'; la topologie de T' induit sur B la topologie
usuelle ; I' est donc un compactifi¢ de B. La transformation définie en
coordonnées polaires relatives a O par

§ == 6 (mod 2 =)

o
C=i8 g
est une homéomorphie qui fait correspondre R? & B. On peut la prolon-
ger a I' tout entier en posant :

pour g==r & = 6 (mod =).
Elle lui fait alors correspondre un compactifié de R2. Celui-ci posséde

sur toute droite issue de O un point 4 distance infinie de O, homologue
du point de T n’appartenant pas & B situé sur cette droite.

O<o<r

[J—
=0

4. Démonsiration du théoréme d’Alexandrov.

Soit E un espace topologique localement compact et non compact.
Sa non-compacité peut se traduire par : il existe des filtres sans points
adhérents. Soit 7 un tel filtre et K un compact de E. Si, pour tout F € 7,
Pintersection F N K était non vide, F N K décrirait un filtre g sur le
compact K et 9 aurait un point adhérent a dans K. Le filire ¥ sur E
ayant % pour base aurait a fortiori a pour point adhérent dans E et 7,
qui est moins fin que %', aurait aussi a pour point adhérent. Par suite,
si ¥ n’a pas de point adhérent, pour tout compact K de E :

IFE 7 FNEK=g¢g dott Fc (K 1

Or, la famille ¢ des ensembles (K, ot K décrit Pensemble des
compacts de E n’est pas vide 2 ; le vide ne lui appartient pas car E n’est

(1) On peut toutefois I’étendre soit & (hﬁ-k)f?, soit & (ﬁ——)z' Dans le premier cas,

1
on pose 5m+oo; la division est alors définie partout sauf pour (0, 0) et

1
(-~ 05> -} 00). Dans le deuxiéme, on pose 5 =0

(2) Tout espace séparé posséde au moins comme parties compactes ses parties
finies ; ici nous avons aussi un voisinage compact pour tout point.

=

_—

83 —

pas compact ; enfin, si K, et K, sont des compacts, K; U K, est compact
et
CKl ﬂ CK2=C (Kl U Kz).
La famille ¢ est done la base d’un filtre ®. Et 1a relation (1) signifie
que tout filtre ¥ sans point adhérent sur E est plus fin que @.

La construction du compactifié E se fera alors trés naturellement
de la maniére suivante : » étant un élément n’appartenant pas a E, on
considére 'ensemble :

E=E g\f o}
sur lequel on définit une topologie T, comme suit :
1° si x € E, le filtre ¥ (x) des voisinages de x dans E a pour base
< (x), filtre des voisinages de x dans E ;

2° le filtre V¥ (o) des voisinages de o est décrit par les ensembles
U U tel quand U décrit o.

La vérification des axiomes (Vy), (Vy), (Vy) est immédiate.
(V) résulte pour ¥ () de ce que tout ensemble U contient un (K qui

est ouvert dans E, donc aussi dans E en vertu de 1°.

I1 est clair que la topologie induite sur E par T estla topologie ini-
tiale de E et que E = E, car tout voisinage de o rencontre E.

Test séparée. Si x et y appartiennent & E, cela résulte de la sépa-
ration de E ; si x € E, il posséde un voisinage compact K pour T, donc
aussi pour T, qui est disjoint de (K U { w1}, qui est voisinage de o.
On notera que c’est ici que I'hypothése : « E localement compact »,
intervient.

Enfin, E est compact ; en effet, un filtre 7 sur E induit sur E un
filtre 7 & condition que tout élément F € 7 ait avec E une intersection
non vide. Cette condition est remplie par tous les filtres ¥, sauf par
Pultra-filtre des sur-ensembles de { w } . Ce dernier converge vers . Tout
autre filtre 7 induit done sur E un filtre # qui, ou bien a un point adhé-
rent dans E, ou bien est plus fin que ®, d’aprés ce qui a été montré. Dans
le deuxiéme cas, ceci entraineaque F,quiest{ FUlowl; FE€F], est
plus fin que V (0), donc que F converge vers o. Dans tous les cas, le
filtre ¥ a un point adhérent.

REMARQUE I: On remarquera qu’il n’y a rien d’essentiellement nouveau
dans le cas général par rapport a la compactification de R ou R2 par adjonc-
tion d’un point.

RemarQue II : Le point  est crée ici «ex nihilo». On pourrait préférer

construire E 4 partir de E, en utilisant uniquement le matériel fourni par E.
Une des maniéres de faire cette construction est de considérer I'ensemble ¢&
de tous les ultrafiltres sur E qui est une partie de »?7% (E). Pour un ultrafiltre
dans un espace séparé il n’y a que deux possibilités : converger vers un point
de E, ou ne pas avoir de point adhérent. On peut alors faire une partition de
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¢ en meltant, pour chaque = € E, dans une méme classe les ultrafiltres qui
convergent vers x (classe qui contient en particulier Pultrafiltre de base {x})
et en mettant dans une méme classe tous les ultrafilires sans point adhérent.
L’espace quotient ainsi déduit de ¢ est la réunion d’une partie en bijection
avec E et d’un élément (qui joue le réle de w) et on peut lui donner une topo-

logie qui en fasse Pespace E construit plus haut (ou tout au moins un espace
homéomorphe). L’intérét du procédé est peut-étre d’ailleurs moins de donner
une existence « légitime » a « que de permetire d’autres compactifications en
remplacant la partition ci-dessus par d’autres partitions plus fines, en ce qui
concerne les ultrafilires qui ne convergent pas, et en munissant le nouvel
espace quotient d’une topologie adéquate. La droite achevée, par exemple,
s’obtiendrait en mettant dans une classe les ulirafilires qui contiennent
10, -I- o[ et dans une autre classe ceux qui contiennent la demi-droite complé-
mentaire (tout ultrafilire doit contenir I'une des deux ; cf. 1V, 3, 3).

Exercice 46. — 1) Montrer que, si un espace E posséde une compactifi-
cation X telle que (X — E) soit fini, E est localement compact.

2) On considére I'ensemble X des compactifiés X d‘un espace E et on
considére sur X la relation X; % X, définie par : il existe une application conti-
nue de X, sur X; qui est I'identité sur E. Montrer que X est un ordre si l'on
identifie deux compactifiés tels qu’il existe une homéomorphie de I'un sur
I'autre dont la restriction & E soit I'identité.

3) Montrer que si un compactifié X est tel que (X—E) dit plus d'un
point, il existe un compactifié X’ tel que X' R X et X' = X,

4) Montrer que X' a un plus petit élément pour K si, et seulement si,
Fespace E est localement compact.

Exercice 47. — On dit qu’une application f de E dans R est semi-conti-
nue supérieurement en x, € E si elle satisfait & une des propriétés suivantes :
(a) M, x3) = flxg) ;
(cf. exercice 29, pour la signification du symbole M(f, X)),
(b) V h > fixy) IVEVY ) VYxEV flx) < h

Une application f de E dans R est dite semi-continue supérieurement sur E
si elle est semi-continue supérieurement en tout point de E.

Les fonctions semi-continues inférieurement sont définies de fagon analogue.
On observera que toute fonction semi-continue inférieurement est 'opposée
d’‘une fonction semi-continue supérieurement.

On observera aussi quune fonction est continue si et seulement si elle est
& la fois semi-continue supérieurement et semi-continue inférieurement.

1¢ Etablir "équivalence de (a) et (b).

2° Montrer qu’une fonction est semi-continue supérieurement sur E si et
seulement si elle satisfait & une des propriétés suivantes :

. —1
(©) VAER, f([— o0, AD) est ouvert ;
(d) Dans E X R I'ensemble S(f) = { (x, y),y > f(x) } est ouvert.
3° Exemple : E = R+ ; f est définie par:
. . I . 1
g étant une fraction irréductible, f(p = p
et f(x) = O pour tout x & R+ — Q+.
Montrer que f est semi-continue supérieurement et déterminer son oscillgtion
(pour la définition de ce terme, voir exercice 29).
4° Montrer que la somme de deux fonctions semi-continues supérieurement
est semi-continue supérieurement en tout point ol elle est définie; que le
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produit de deux fonctions semi-continues supérieurement et positives ou nulles
est semi-continu supérieurement en tout point ol il est défini ; que si f est

1
une fonction semi-continue supérieurement et strictement positive, - est semi-

f

continue inférieurement en tout point.

5° Montrer que l'inf et le sup d'une famille finie de fonctions semi-conti-
nues supérieurement sont semi-continues supérieurement. Ces propriétés
s’'étendent-elles au cas d'une famille infinie ? Que peut-on dire de l'inf et du
sup d'une famille de fonctions continues ?

6° Montrer que l'oscillation Q(f, x) d’une fonction f quelconque & valeurs
réelles est semi-continue supérieurement.

7° Une fonction semi-continue supérieurement, définie sur un compact,
atteint sa borne supérieure.

§ 3. ESPACES CONNEXES

1. Définition.

Un espace connexe est, pour lintuition, un espace «dun seul
tenant ».

De facon précise, un espace topologique est non connexe s’il posséde
I'une des trois propriétés suivantes, manifestement équivalentes :
1) Il en existe une partition en deux ouverts non vides.
2) Il en existe une partition en deux fermés non vides. ) .
3) Il existe une partie différente de Pespace tout entier et du vide qui est
ouverte et fermeée,

Il est connexe dans le cas contraire.

Une partie connexre A d’un espace topologique E est une partie de
A connexe pour la topologie induite, ce qui se traduit par exemple, par
Pimpossibilité de trouver deux ouverts O; et O, de E tels que:
OlﬂA%gA et 01002QA=¢
O2ﬂA7é¢ AC01U02.

Exemples : 1) R est connexe car le complémentaire d’un ouvert, non vide,
différent de R, n’est pas ouvert : en effet un tel ouvert est réunion d’intervalles
(ou de demi-droites) deux a deux disjointes. Une extrémité d’un tel intervallfa
appartient au complémentaire et n’admet pas ce complémentaire pour voi-
sinage.

%) R» est connexe, car si un ouvert O non vide est différent de Rn, son
intersection avec une droite (variété affine a une dimension), issue d’un point
de O est un ouvert U non vide de cette droite. O étant différent de R", cette
droite peut étre choisie non incluse dans O ; U a alors un point frontiére qui

appartient a (O et n’a pas CO comme voisinage. Le complémentaire de

VYouvert O ne peut pas étre ouvert, )

3) Q r’est pas connexe pour la topologie usuelle. L’enseprle Qe§ ratl‘onnels
de carré inférieur 4 2 et I’ensemble des rationnels de carré supérieur a 2 en
sont deux ouverts complémentaires non vides. ) )

4) La réunion de deux intervalles disjoints de R, la réunion de deux dis-
ques disjoints du plan ne sont pas connexes.

Remarques : Si un ensemble E muni d’une topologie T est un espace
connexe, il le demeure pour toute topologie moins fine que . Il peut ne pas
Pétre pour une topologie plus fine ; un espace discret est connexe si, et seule-
ment si, il n’a qu’un point.
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2, Image continue d’un connexe.

THEOREME. — L’IMAGE CONTINUE D'UN ESPACE CONNEXE EST CONNEXE.

Soit E un espace connexe et f une application continue de E dans

un espace F. Supposons f(E) non connexe. Il existe deux ouverts O,
et O, de F tels que :

(D ONfE ~p et 0,0 fE®) =g
2) O, N0, NfE)=4g
([ 3) f(E) © 0, U O,.

—1 —1
Les images réciproques f (O,) et f (0,) sont des ouverts de E, car f est
conlinue, ils sont non vides en vertu de 1), leur intersection est vide en
vertu de 2) et leur réunion est E en vertu de 3). Alors, contrairement
4 I'hypothése, E n’est pas connexe,.

APPLICATIONS. — Si f est une application continue d’un segment
[a,b] < R dans R, I'image de [a, b] est un segment : nous savons, en
effet, qu'elle est compacte et nous venons de montrer qu’elle est
connexe ; or, un compact K de R est un fermé borné ; si ¢ est sa borne
inférieure et d sa borne supérieure et s’il n’était pas le segment [c, d],
c’est qu’il existerait e &€ [c,d], e €€ K. Mais alors K N]—o, e[ et
K N Je, 4 o[ seraient des ouverts pour la topologie induite sur K et
K admettrait une partition en ouverts disjoints, non vides.

Le résultat : « une fonction continue d’une variable réelle ne passe
pas d’une valeur a une autre sans passer par les valeurs intermédiai-
res », est un cas particulier du théoréme précédent.

PRODUIT D’ESPACES CONNEXES. — Une autre conséquence du théo-
réme précédent est que, si un produit d’espaces fopologiques est
connexe, chacun des espaces facteurs est connexe. La réciproque est
vraie : un produit d’espaces connexes est connexe. Nous ne le démon-
trerons pas ici.

3. Composantes conmexes.

THEOREME. — SI, DANS UN ESPACE TOPOLOGIQUE, UNE FAMILLE
A, (€I) DE PARTIES CONNEXES A UNE INTERSECTION NON VIDE, LA
REUNION A DES A; EST CONNEXE.

Supposons A non connexe. Il existe alors deux ouverts O, et O,
de E tels que :
O, N As4yp t O, N A=y
O, N0, NA=9g € Ac O, UO,.
Soit alors A; une des parties de la famille ; A; est contenue dans
O; U O;, mais on ne peut avoir O; N A;=¢¢g et O, N A;5£ 4, car
0, N0, NA=9¢g implique O; N O; N A;=¢ et A, ne serait pas
connexe. On a done, soit A, © O, soit A; < O,.

Posons :

L=t!li;i€]l A, c Oy}
Izzii;iEI,A§C02}-

Aucun des deux ensembles I, et I, n’est vide, puisque A, qui est
P'union des A;, rencontre O, et O,.

Mais
NtAasi€ei=[tA i€ IN[JTAI€L ]

g
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Or liAIE€L} <O ltAI€L cO,

et 01 n 02 == @,

Dot fltA;; i€13=¢ contrairement a Thypothése.
APPLICATION. — COMPOSANTE CONNEXE D’UN POINT. Dans un espace

topologique E, considérons la famille des parties connexes contenant un
point x. Cette famille n’est pas vide, car t © | est connexe. En vertu du
théoréme précédent, la réunion de la famille est connexe et, par suite,
est la plus grande partie connexe contenant { z{. On Fappelle compo-
sante connexe de x. Le méme théoréme prouve que deux composantes
connexes qui ont un point commun sont confondues. L’ensemble des
composantes connexes d’un espace topologique en constitue donc une
partition.

Si E est connexe, tout point de E a E pour composante connexe.
Si E est un ouvert de R, ses composantes connexes sont les intervalles
deux a deux disjoints dont il est la réunion. Dans @, la composante
connexe de tout point est réduite & ce point ; on dit dans ce cas que Pes-
pace est totalement discontinu. Tout espace discret est totalement dis-
continu.

Notons, a ce propos, qu’on appelle confinu tout espace compact
connexe. Les continus de R en sont les segments. L’image continue d’un
segment de R dans un espace séparé est un continu. On appelle, plus par-
ticuliérement, arc de Jordan dans R», I'image homéomorphe d’un seg-
ment de R.

Les continus que nous venons de citer sont connexes par arc (ef. ci-
dessous). Il en existe de beaucoup plus complexes.

4. Espace connexe par arc.

On dit qu’un espace topologique E est connexe par arc si, pour tout
couple de points distinets (x, y) de E, il existe une application continue f
de [0, 1] dans E telle que f(0) = x, f(1) ==y ; autrement dit, deux points
peuvent toujours étre joints par un <« arc continu ».

Un espace connexe par arc est connexe ; sinon, en prenant x et y
dans deux ouverts non vides de E qui en constituent une partition, leurs
images réciproques par f seraient deux ouverts non vides disjoints
de [0,1] dont la réunion ne pourrait étre [0, 1].

La réciproque est fausse : le plan étant rapporté a un repére ortho-
normé, le sous-espace E=C U D avec :

C: graphedex—%y:sin% pour 0 <z <1

D : segment r=0 —1<y<1
est connexe. En effet, C et D sont connexes (C comme image continue
d’un connexe). Une partition en deux ouverts disjoints ne pourrait done
étre que la partition en C et D. Or, D ne peut pas étre ouvert pour la
topologie induite sur E, tout ouvert du plan contenant D ayant avec C
une intersection non vide. Et E n’est pas connexe par are, aucun arc
continu de E ne pouvant relier un point de D et un point de C.

Exercice 48. — Soit D un espace topologique connexe et soit X une
relation d’équivalence définie sur D. On suppose que tout x € D posséde un
voisinage V tel que xRy pour tout y € V. Montrer que la classe d’équiva-
lence d’un point x, de D est ouverte et fermée et en déduire que xRy est
vérifiée pour tout couple (x, y) de points de D.
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Ex.ercics 49, — On o’ppelle chdine un ensemble totalement ordonné. La
relation d’o.rc‘tre sera not'ee a < b, et a < b signifiera que a et b sont diffé-
rents et vérifient la relation. Une chaine est dite compléte si toutes ses parties
ont une borne supérieure et une borne inférieure.

. 12 Toute cho?ne C peut étre munie d‘une topologie C admettant pour
ge?eruteurs les intervalles la, bl = { x; 0 < x < b} etsiC aun plus petit
élément a, les semi-segments lag, Bl = {x; 0y <x < b} etsiCaun plus
grand élément b, les semi-segments la, bl =1{x;a<x<hb}.

) Montrer que’ ‘C  est séparée et admet une base des ouverts formée des
intervalles (et éventuellement semi-segments) définis ci-dessus.

2) Une section commencante de C en est une partie s telle que

xE€s5y<x => y&s,

Une section commengante est dite close si elle a un plus grand élément.
Montrer que toute section commencante close est fermée pour T et que, si
toute §ectlon fermée pour T est close et si C a un plus petit élément, C est
compléte.

3) !V\ontrer que C munie de T , est compacte, si, et seulement si, C est
compléte. '

4) [%onner une condition nécessaire et suffisante pour que C soit connexe
pour C.

g

CHAPITRE VII

ESPACES METRIQUES

Nous avons commencé ce cours en introduisant la notion de distance
et d’espace métrique, puis nous avons constaté que, lorsqu’'on ne s’inté-
ressait qu’a la continuité, ce qui importait, c’était les ouverts définis a
partir d’une distance et non la distance elle-méme (des distances diffé-
rentes pouvant conduire aux mémes ouverts). Cela nous a permis d’in-
troduire la notion générale d’espace topologique et de définir les notions
de continuité et de limite dans un cadre qui n’en retient que P’essentiel.

Mais si une topologie est définie par une distance, la structure topo-
logique n’utilise qu'une partie de I'information fournie par la distance.

Nous nous proposons maintenant :
1° d’indiquer certaines propriétés importantes des topologies définies
par une distance ;
2° de préciser ce qui, dans une structure d’espace métrique, n’est pas
réductible a la topologie.

§ 1. PROPRIETES DES TOPOLOGIES D’ESPACES METRIQUES

1. Séparation.

Nous avons déja signalé qu’'une topologie d’espace métrique est
séparée. Elle posséde une propriété de séparation plus forte: elle est
normale.

Introduisons & cette occasion la distance d’un point = & une partie A,
soit d(x, A), définie par :
diz, A) =inf idx,y) ; yE€ A}

d(x, A) est un nombre réel, positif ou nul, et il est clair que :
dxz,A) =0 < z€A.

Ceci étant, soient A et B deux fermés disjoints d’un espace métrique
et considérons les ensembles :
U=!lz; dx, A) <d(,B)!
V=1lx;dx B) <dx, A)}.

Puisque d(x, A) =10 équivaut 4 x € A et que A et B sont disjoints,
on constate que A c U et Bc V; en outre, U N V=4.

Enfin, U et V sont ouverts : en effet, soit * un point de U, alors
d(z, A) < d(z, B). Posons : d(z, B) —d(x, A) = 3h.
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Si y €B(x, h), :

Do, ,ona: Va&E A d(y,a) < d(z, a) -+ h.

infldy,a);a€ A} Sinf td(z, a) ;

, . : 3 : x ) > a €A } h

B?st-é-dlre : d(y, A) < d(x, A) - h. +
autre part, Vb€ B, on 1 : d(y, b) > d(x, b) — h

par suite :
inf Ld(y, b) ; bE€Bi>infldx,b): beB
s g ! ; = , D) i} —h
Z’is‘ut-?-dlre : d(y, B) = d(x, B) — h,
: d(y, B) —
c’est-a-dire : y(yE U) wa>n

Tout point de U est bien centre &’ i
) une boule incluse dans U,
?Z;imf pour V. Tout couple de fermés disjoints A et B Sossc‘aI(llem}l)iest -
ple de voisinages U et V disjoints. P o

2. Premier axiome de dénombrabilité,
Pour tout point z d’un espace métrique, les boules de centre z et de
rayon — (ou d 3 i ¢ i
y n( € rayon e, ot {e,! est une suite de réels strictement posi-

tifs qui tend vers zéro) constituent

: : une base du filtre des voisi
7;0111‘ point posséde donc une base dénombrable de voisinc?égg g'eiI? edia;
alors que I'espace satisfait au premier axiome de dénombrabilité

Une conséquence capitale i i
pour la manipulation des espac Stri-
gues en est que toutegz les notions topologigues peuvent sEy 2?( I?iirtxlelr
ans le langage des suites. Donnons-en deux exemples : P

a) «x est adhérent a une partie A > est équi A « il exi
. ! ! uivalent a
suite { x, | de points de A qui converge vers x, gn effet, dire<< (;Lgxtl(fli?c 3(1)15

sinage de x rencontre A est équivalent a dire que toute boule B(cc 1)
rencontre A. Il suffit donc de choisir dans Yensemble non vige

1
B(x,;;) N A un élément x, pour obtenir une suite de points de A conver-
geant vers z. La réciproque est évidente.

b) «f est une application d’un es Btri
I z ion pace métrique X dans
csozxzh;ngg a}L{z pcomt T, » est équivalent a : « image | fx) ! deu?oﬁigasclfitz
]‘(&3 L X onvergeant vers x, est une suite convergeant vers
Il est clair en effet que la continuité d i
C e [ entraine la
de t f(x, ! vers f(x,). Et, inversement, supposol;s f non contci?llxlx‘éeigrfna?e.
Cela signifie : '
dr, €ER+ — 10}

VIERt— 10} fB, r) n By, r,) = ¢.

On peut en particulier prendre r = }1; Il existe alors un élément x, de

B(x, r) dont 'image appartient au complé i
, 1) plémentaire de la boule B
La suite z, converge alors vers z, et f(x,) ne converge pas Vefs f((x!{,‘s’.r())'

. EXEI‘CIC? 50.:—« 1° Montrer que, dans un espace métrique, tout fermé est
lVintersection d‘une famille dénombrable d’ouverts. (On exprime ce fait en
disant que I'ensemble est un G; ).

i
g
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2° Montrer que si E est un espace topologique et f une application conti-
nue de E dans R, l'image réciproque par f, d'un fermé de R est un G; fermé
de E.

3° Utilisant le fait qu'un espace métrique est normal et le théoréme
d’'Uryschn (cf. V. 2, 3), montrer que, pour tout G; fermé F d’un espace métri-

—1
que, il existe une fonction f continue & valeurs réelles telle que F = f (0).

§ 2. PROPRIETES DE LA STRUCTURE D’ESPACE METRIQUE

La donnée de la distance permet, pour parler intuitivement, de
comparer les petitesses des voisinages de deux points, ce que nous
n’avons pas le moyen de faire dans un espace topologique quelconque.
Il est de méme possible de donner un sens 4 P'expression : une partie A
est petite. On peut le faire dans un espace topologique, en comparant la
partie au voisinage d’un point : pour parler de facon assez ldche, un
filtre converge vers un point, s’il posséde des éléments plus petits que les
voisinages du point ; de facon un peu plus précise, s’il posséde toujours
un élément plus petit qu’'un voisinage donné du point. Mais la compa-
raison n’est valable que pour les voisinages d’un point donné. Dans un
espace métrique, la ?iistance donne un moyen de comparer la petitesse
des voisinages de deux points et de donner un sens absolu & la petitesse
d’une partie. C’est & cette possibilité que se rapporte le qualificatif d’uni-
forme utilisé pour caractériser la structure d’espace métrique et, plus
généralement, les structures définies par la donnée d’une famille d’écarts.

1. Diamétre d’une partie A d’un espace métrique.

C’est le nombre réel positif (éventuellement -} «) défini par :

3A)=supidlx,y); xEA; y&EA}.

Un ensemble est borné si son diamétre est fini (ce qui est équivalent,
comme on le vérifie sans peine au fait qu’il est contenu dans une boule).
Dans R2, muni de la distance euclidienne : le diameétre d’un disque est
son diameétre au sens habituel, le diamétre d’un triangle est la longueur
de son plus grand c6té. Un ensemble « petit » sera alors un ensemble de

« diametre petit ».

2. Suites de Cauchy.
Soit t x, } une suite convergeant vers un point x. Ceci veut dire :
Ve€ER+— 10} An, €N Vn>n, d(x,, ) < e.

Ou encore, si 'on désigne par S, la section finissante { x,; p>ni :
VB(x, <) dn, €N S, < B(z,e),

ce qui entraine,
Ve dn, Vp>n, 3(S,) < 2e.

Autrement dit, le diamétre de la section finissante S, d’une suile
convergente tend vers zéro quand n tend vers l'infini.

Ce que I'on peut exprimer aussi par :
Ve in, ¥Yn>n, vm>n, d(z,, x,) < e.

Une suite possédant cette propriété est une suite de Cauchy. La
question qui se pose alors, et que nous avons dé%é étudiée (cf. A.P.M. I,
chapitre IV), est: toute suite de Cauchy qst-el’ e convergente ? Nous
savons que la réponse est négative ; toute suite de Cauchy de Q n’est pas
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convergente sur Q ; sur lintervalle 10,1[, muni de la distance usuelle,
L (1 .

la suite §71 ; n € Niest une suite de Cauchy, elle ne converge pas. Sur R,

par contre, toute suite de Cauchy converge.

On a le théoréme suivant : Si, DANS UN ESPACE METRIQUE, UNE SUITE
DE CAUCHY A UNE VALEUR D’ADHERENCE ¢, ELLE CONVERGE VERS d.

En effet, si a est une valeur d’adhérence :

Yr, Vn B(a,r) N S, # 9.
La suite étant de Cauchy :
Vr An, ¥Yn>n, 38, <r.
On en déduit donc :
Vr dn, Yn>n, S, < B(a, 2r),

ce qui établit que la suite converge vers a.

~ Le comportement d’une suite de Cauchy est donc extrémement régu-
lier : ou bien convergence, ou bien absence de valeurs d’adhérence.

3. Espaces métriques complets.

On dit qu'un espace métrique est complet si toute suite de Cauchy
de cet espace est convergenie ; c’est donc un espace dans lequel il y a
identité entre les deux notions de suite convergente et de suite de Cauchy.
Et l'intérét de la notion de suite de Cauchy (cadeau de la structure uni-
forme) est alors la possibilité de décider de la convergence d’une suite,
du seul examen intrinséque de la suite, et sans avoir 4 déterminer d’abord
la limite. Nous avons vu (4.P.M. I, exercice 66) que tout espace méiri-
que E pouvait étre considéré comme une partie, partout dense, d’un
espace complet E, défini & une isométrie prés et qu’on appelle le complété
de Pespace et qui est obtenu comme ensemble-quotient de 'ensemble des
suites de Cauchy de E. Nous ne démontrerons pas & nouveau ce résultat
ici, nous contentant de souligner son importance considérable.

Notons que cette propriété d’étre complet, pour un espace, est une
propriété liée a la distance dans ce qu’elle représente de plus précis que
la topologie qui en dérive, c’est-a-dire que c’est une propriété de la struc-
ture métrique et non de la topologie que 'on peut associer a cette sirue-
ture. Ceci est illustré par le fait suivant : deux distances d; et d, étant
définies sur un méme espace E et y définissant la méme topologie €,

i’esliace E peut étre complet pour une des distances et ne pas I’étre pour
’autre.

Exemple : Soit E Pintervalle §~ -; , -+ g { — R et considérons sur E les
deux distances suivantes : 1° la distance euclidienne d,(z,y) =|xz—y|;
2° la distance dy(x, y) =|tgx —tgy|. Ces deux distances induisent la méme
topologie ; en effet on peut passer de E(d;) (C’est-a-dire E muni de d,) 4 E(d,)
par la composée des applications :

r&€Ed) —> tgr&€R —> &€ E(dy

R étant muni de la topologie usuelle. La premiére de ces deux applications est
une bijection bicontinue ; la deuxiéme est une isométrie d’aprés la définition
de d,. Donc Yapplication identique E(d;) ——> E(d,) est un homéomor-
phisme, et les ouverts sont les mémes.

.

o
F
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D’autre part, E muni de d, n’est pas complet car une suite de
b bis .
T i convergeant, dans R, vers — g ou + 5 est une suite de
—3 T al 2 2

bauchy de E(d,) qui ne converge pas dans E. Au contraire dans E(d,), isomé-
trique 4 R, toute suite de Cauchy converge.

4. Propriétés des espaces complets.

1° Nous monfirerons, relativement’ aux parties d’un espace complet,
les deux propriétés que Pon peut schématiser par :

1 E métrique —> F fermé.
W F sous-e%pace complet de E f

(I1) E complet

F complet.
F fermé de E = comp

] i F i ite (x,) avec
] t de (I). Soit x €F. Il existe une sul o

elireng?tgg:ffgge vers x et qui est donc une Sl}ltle de Céughgt.
Iﬁwétan’x complet, toute suite de Ca'uchy de F y converge ; donc,

on peut conclure que F est fermé. .

i i de F ; c’est aussi

s ion de (II). Soit une suite de Cauchy de F ; auss

une ?fiﬁoggta(;t?:gy de E, donc elle converge vers une limite x qui doit

appartenir & F, donc a F puisque F est fermé. Donc F est complet.

3
9° THEOREME. — UN PRODUIT FINI D’ESPACES METRIQUES, MUNIS];SJII:JEE
DES DISTANCES DEFINIES DANS L’EXERCICE 19, EST COMPLET 8I, ET
MENT SI, LES ESPACES FACTEURS SONT COMPLETS.

i i d, et dy, nous
ttant deux espaces munis de deux distances dy ]
vonlslir?(tiilélznf tz‘flui’exercice I1)9 comment on pouvait endd_etdﬁlre tgl%sl?g%g
3istances dont dérivait, sur E; X Es la topologie produit des 10p
dérivant de d; et da.

Supposons qu’on ait choisi pour définition de la distance :
d [(x1, T2), (Y1, Y2) ] = SUP U dy(@y, Y1)» Aol Y2 b

i E,, c’est dire que :
i { 2,7} est une suite de Cauchy de E4,
Dire que 11Xy e < .

Ve dn, Ynm>n .
Dire que ! ;"1 est une suite de Cauchy de E,, c’est dire que : i
Ve dn, ¥ n,m > Ny d(xs, Xx2™) < & .
i de E; X E,, c’est dire que :
i § (x,, T2)" | est une suite de Cauchy 1
e qse - SN Vn,m>N d((@y, T @ )™ <& @)
&

Supposons E; X Eo complet. Soit ! une sultei, dg Cgﬁgla};tdg’gi:
associons-la 4 une suite de Cauchy (xs"} de Es, (éueC Ochp R
leurs choisir constante. { (x;, xx)" | estune suite el aclzlongition (13) B

il suffit de prendre N ==sup (n,, ny) pour gque la tion &) sro-
cz}rr se quand (1) et (2) le sont. Done, ! (xy, xx)" 3 converg ses pro-
{'eat.lsee %onvergent . donc E, et E, sont complets. Rec_zprogueguil i ge
bo mnSE et E, complets et soit { (x, xx)" | une suite e da ol y e
%os>0<n§32 1 { xln2g est une suite de Cauchy, cgr(él) Sll’lefs%t dlt;, glll e?strfle ;n —gme

5 ' iti it réalisée quan ; i
ggg qiu;i;”a’ fogg;’go(;élgusiges converggnt, { (x,, zz)n} aussi et E; X E;

)
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est complet. On adaptera sans peine la démonstration aux autres défini
: [ ni-
tions de L;ez distance sur E; X E, et au cas on le produit compte un nom-
bre fini d’espaces (nombre supérieur a deux). =

3° THEOREME. — Soir E comMPLET ET FioF,5..oF, 5 UNE
SUITE DECROISSANTE DE FERME E "VERS
i ES DE E DONT LE DIAMETRE TEND VERS zERO
QUAND 1 TEND VERS L’INFINT. L INTERSECTION DE CES FERMES EST UN POINT.
. Dans chaque F, choisissons un point y, ; on définit ainsi une suite
qui est une suite de Cauchy de E, done qui converge vers un point z.
Mais, pour tout n, 'ensembie F,, partie f

) ermée d’un espace com let, est
complet et contient Y» pour p = n. 11 en résulte que : P P

Vn, TEF,, donc » l F.

, . . n=1
D’autre Rart,\ cette intersection ne peut contenir un point &’ distinct
de z, car le diameétre des ensembles F, resterait supérieur a d(z, ) > 0.
REMARQUE : Notons que Phypothése du

. ; diamétre tendant vers zéro est
necessaire non seulement pour établir I’uni

cité du point intersection, mais
croissante de fermés dont le diamétre

f ‘ des paraboles déduites de Pune d’entre
elles par les translations paralléles a son axe, d’amplitudes entiéres.

§ 3. CONTINUITE UNIFORME
1. Définition.

On sait que la continuité d’une application f définie sur un
muni d’une distance d, d

espace E,
prime par :

ans un espace F, muni d’une distance o, s’ex-

. 4 K| d(x: y) < 7](5’ 1') = d'(f(x s
el que Ia continuité est dite uniforme s’il existe n, inde’pengtgn)t g(eygc) fele
que I'on puisse écrire : ’

Ve V& € EXE 3w  da, P<n = & f@,fy) <e

. La distance d’un espace meétrique fournit un exemple d’application
uniformément continue ; de facon précise : ‘

E étant un espace métrique de distance d, si E X E est muni de la dis-
tance § définie par :

] 3@, ), @, )] = d(z, u) + d(y, v),
Papplication d de E X E dans R+ est uniformément

Cela résulte immédiatement de Pinégalité ;

ld(, y) — d@, v) | < d(z, u) + d(y, v)
que Pon déduit sang peine de Iinégalité triangulaire.

continue.

(*) Remarquons que, pour chaque x, la borne supérieure de I’ensemble H(e, o
des nombres (e, 1), tels que :

dm,2) <1z @) = d @), f@) <€
appartient 4 Iensemble H(e, ) car, une réunion de boules
une boule ouverte de centre x. Si I’
continuité uniforme est équivalente

ouvertes de centre z est

on désigne par ﬁ(s,x) cette borne supérieure, la
au fait que pour chaque ¢ ~ 0,

inf { 7z, z) st &€E] 0.

A R
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’¢ 6 précédent, remplacer la distance 3 par
: On peut, dans ’énoncé prece(_ien y C ¢ ance 5 pat
ne l(}::‘ 3§?;§; dis;}agces définies dans l’gxerlece 1‘:),1’et qu:) Szor;i;«}er:frix‘zta: Y
IIla topologie produit de celle que d confére a E. Si ’on pose,
3 [, y), (w,v)] = d(z, u) + d(y, v),
3, [(x, ), (u, ©)] == sup [d(x, v), d(y, v}], .
‘5;, [z, ), (0] =V [dx, w24 ldy, v)]3
on a les inéggahie; :< 2, << \/”2‘82 d
2 = = X
i rouventzque 1si d est uniformément continue pour I'une quelconque des
fLII}:)lispdista\nces 31 Bp, g, elle Vest pour les deux autres.

imi ite {x,}, ety lalimite
ire. — Si x est dans E la limite de la suite iz, :
de lanlzl';)tIéal{'?]n . allors d(z,y) est la limite de la suite 1 d(x,, y,) !

I . . inues.
2. Propriétés des applications uniformément contin

NUE DE
EOREME St f EST UNE APPLICATION UNIFOR}’JEMENT ](‘:{%1;;1123? o
SME. — ,
g I?;}(i:EOMﬁTRIQUE E, MUNI DE LA DISTANCE d, DANS LI}';:‘;P?)(];ECAUCHY = B
iﬂ?lil DE LA DISTANCE d’, L'IMAGE PAR [ DE TOUTE SU
EST UNE SUITE DE CAUCHY DE E". o
En effet, la continuité uniforme permet (%ecrlre : <
v ER) d(u,, u,) <nv = d{f@), f(u, .
&

et le fait que (u,) soit une suite de Cauchy,

n >n, = d(u,, u,) <.
Va3 pSh, {
Done :
n >n, d'(f(w,), f(u,,) <e.
v an, < n, g = f

Done, !f(u,) ! est une suite de Cauchy.

y UNE PAR-
THEOREME. — UNE APPLICATION UNIFORMEMENT CON:}IZNE(P;MI; I[JI}E:\T Do
TIE PARTOUT DENSE D’UN ESPACE METRIQUE DAijggl &S;% B COMPLET PET
f: NIERE UNIQUE EN UNE
ATRE PROLONGEE DE MA

CONTINUE DE L’ESPACE TOUT ENTIER.

Exenlple . lee a]_)pllcatl()]l unlfOI Illen}ent colltlllu defl!lle sur Q et a
e
Valeuls daIlS R peut étre p] ()longee en une appllcahon unlfOI meément COIlUIllle

de R dans R.

i A =E). Soit
i i t dense de E, espace métrique ( 3
St A’éEpir'tlglgfsr t:v?lelst adhérent 4 A. Dong, il existe ur;e Sult:u;tgn(;e
ﬁ’ﬁélranee;ti de A qui converge vers x. Cette suite {x,! est une
e

uchy. o ‘ ’ .
Ca A;)pliquens maintenant le théo?é;r(ne)pgreggftii?;eaSllel\its;uéz é;caéhngogm’
iré i vers x. Alors T, i,
giﬁgghgﬁfeggggf r(ig’zrrivée a été supposé tco%gge;chlc;gr;v?izg; V;;‘s lll’gp%(;icw
¢finition, ce point pour ima :
tion® prﬁd;%?s’ gﬁgrgﬁfc}gé lé constlzuire, c¢’est-a-dire que nous posons
ton 9.4 lim ! f(x,) 1 = g(x).
o
ue ceci définit bien g, c’e
y(s)uhiigr‘ifog;:s% qqui converge vers x, la suite g}

? i ’il existe une auire
est-a-dire que s .
N 1 converge vers le méme
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point. [En effet, d(x,, y,) <= _entraine d'(f(x,), f(y,)) < e]. Cette appli
cation ¢ a bien our restricti % A / » I\Yn) ¢]. Cette appli-
seule g peut la flcogrnir. ction a A, et si le probléme a une solution,

Reste @ montrer que g est uniformément continue. Soi
; . Soient t
appartenant & E vers lesquels convergent les suites {x,! et ilgl],n ;x d(EéIél-

ments de A, "
Par suite :
d(9(x), 9(y)) = d'(lim f(x,), lim (@) = Lim d'(f(z,), f(y,)).
N 00 Ny 00 e )
Donc :

Ve In, n>n, = dg@),g@y) < df(x,), f(y)) + ..
Or, la continuité uniforme de [ implique :

Ve g d@,y) < = d(fx,), f@) < e
Mais comme dz,y) = lim d (z,, ) ,

Nyt

Vo in, n>n = dzy >dx,y, ——-g

Done, pour tout n > n,, Pinégalité d(z, y) < S entraine :

dx, y,) <= donc d(f(x,), fy,) < e.
Finalement :

i
dx,y) < 5 = dlg@),gy) < 2e.
La continuité de ¢ est uniforme.

Cette propriété est fausse si on su ’ icati

| ppose seulement Papplication

cont 3 K ’ icati

dég nlilzugarc:omme le prouve Ilexemple de {)apphcatlon [ de Q dans R,
f®) =0 si x2<2 fx) =1 si a2> 2.

Cette applicatiop est continpe sur Q, sans étre uniformément continue,
et ne peut pas étre prolongée en une application continue de R dans R.

'Ex?rcice 51. — On dit qu'une application f d'un espace métrique E dans
lui-méme est contractante s'il existe un réel k, vérifiont 0 < k<1, et tel que
pour tout couple (x,y) € E X E, on ait :

d{f(x), fly)) < k d(x, y).
Une telle application est uniformément continue.

I On suppose E complet. Montrer que la suite des itérés f(x) de n‘importe
quel élément x de E converge vers un élément unique £ vérifiant £ = f(§),

2° On considére I"équation différentielle y' == f(x, y), ot f est continue dans
un rectangle R = [g, b] X [c, d] de R2, et lipschitzienne en y, ce qui veut
dire qu’il existe un nombre réel positif H tel que:

Vx&€la bl V (y,2)€lc,dl X I dl flx, y) — Fix, 2)] < H ly — z,

En mettant I'équation différentielle sous la forme :

X
yx) =y, —f—j (¢, y(t)) dt

o

et en utilisant 1°, montrer que tout point (xo, Yo) de R posséde un voisi-
nage contenant le graphe d’une fonction vérifiant 1'équation différentielle.
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On fera intervenir I'espace des fonctions continues réelles définies sur un
segment V de centre x,, muni de la distance :

dly, z) = sup { ly(x) — z(x)|, x € V }

§ 4. ESPACES METRIQUES COMPACTS

1. Un espace méirique compact est complet.

En effet, dans un espace compact, tout filtre a un point adhérent,
donc le filtre de Fréchet formé des sections finissantes d’une suite a un
point adhérent I, c’est-a~dire que la suite admet I comme valeur d’adhé-
rence. Sila suite est une suite de Cauchy, nous savons (cf. VI, 2, 2)
qu’elle converge vers I. Done, dans un espace compact métrique, toute
suite de Cauchy converge ; cet espace est complet.

2. Equivalenee des propriétés de Borel-Lebesgue et de Bolzano-Weierstrass
pour les espaces métrigues.

Nous avons montré précédemment que la propriété de Borel-Lebes-
gue entrainait la propriété de Bolzano-Weierstrass. Nous allons voir
maintenant que dans un espace métrique la réciproque est vraie,

SI UN ESPACE METRIQUE POSSEDE LA PROPRIETE DE BoOLzANO-WEIER-
STRASS, IL EST COMPACT.

Nous considérons done, par hypothése, un espace métrique E dans
lequel toute partie infinie posséde un point d’accumulation.

Remarquons d’abord que cette hypothése peut se mettre sous la
forme : « Toute suite dans E a une valeur d’adhérence.» On a vu, en
effet (cf. exercice 33), que tout point d’accumulation de Pensemble des
valeurs d’une suite est valeur d’adhérence de cette suite, et que récipro-
quement, si cette propriété est vérifiée, toute partie infinie aura un point
d’accumulation, car, de toute partie infinie, on pourra extraire une suite
dont la valeur d’adhérence sera un point d’accumulation du sous-ensem-
ble considéré.

Ceci posé, nous montrerons d’abord :

Lemme. Une application continue a valeurs réelles définie sur un
espace métrique qui satisfait a la propriété de Bolzano-Weierstrass a un
maximum et un minimum finis qu’elle atteint.

Soit f : E ——> R une application continue et soit

M=supif(x); x€E},
a priori M peut étre infini, c’est-a-dire appartenir 2 R. Deux cas sont
donc i distinguer :
® ou bien M est fini et

Vn dx, M—,l—]-< f(x,) <M 1

@ ou bien M est infini et
¥ n 3x, f(x,) > n (2)

Dans les deux cas, nous définissons ainsi une suite (x,) qui, en vertu
de ’hypothése, a une valeur d’adhérence. On peut donc en extraire une
sous-suite ! x,} qui converge vers x € E. Son image ! f(x,) | converge
vers f(x) € R. Le cas (2) est donc exclu, puisqu’il exigerait que f(x) soit
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supérieur a tout n donné. On est donc dans le cas (1) et, ! f(z,) } conver-
geant vers M, on peut affirmer :
f(x) =M.

On montrerait de la méme facon que f a un minimum fini qu’elle atteint.

Pour démontrer, maintenant, que I'espace E posséde la propriété de
Borel-Lebesgue, nous allons chercher a4 remplacer un recouvrement
ouvert ‘R par un recouvrement constitué de boules. Si x € E, il existe un
ouvert de ‘® qui contient x, donc une boule de centre x incluse dans cet
ouvert. D’oli Pexistence d’une famille de boules qui constitue un recou-
vrement ouvert ; si de ce recouvrement par boules on peut extraire un
recouvrement fini, en revenant aux ouverts de %® par remplacement de
chaque boule par un ouvert qui la contenait, on obtiendra bien un recou-
vrement fini extrait de ®. Posons :

ol@) =supir; 30E€ER, Blx,r) c0}.
Cette définition implique :
Vr <o(x)
Montrons que Papplication :
T E€EE —> () €ER

est continue. Soit en effet * €E et pour >0 donné la boule
B(z, o(x) —¢). Soit y tel que d(x,y) < «; la boule B(y, o(x) —2¢) est

incluse dans la précédente, done dans un ouvert de % ; par suite, son
rayon est inférieur a o(y) :

JoEeR Bz, r) < O.

o@) > o) — 2 6.
Mais, en intervertissant les roles de x et de y, on trouvera :
o(@) > o(y) — 2,
done :

dz,y) <e = 0@ —2: <o) <ol@ + 25,
c’est-a-dire que ¢ est continue (et méme uniformément continue).

¢ fonction continue réelle, strictement positive définie sur E, atteint
son minimum g,; celui-ci doit donc étre strictement positif. Si o, est
strictement compris entre 0 et o, tout point de E est donc centre d’'une
boule de rayon ¢;, incluse dans un ouvert de ®. Nous allons montrer
qu’il existe un recouvrement fini constitué de telles boules. Soit x; € E
et la boule B(xy, o;) et, si cette boule ne recouvre pas E, soit un point x,
qui ne lui appartient pas, c’est-a-dire tel que :

d(xy, ) = ¢1.

Considérons la boule B(x,, ¢;). Si la réunion de ces deux boules n’est pas
E, soit x; n’appartenant pas a leur réunion, c’est-a-dire tel que :
d(xy, x3) 2 oy d(xy, x3) 2 01.
-Considérons la boule B(zs, ¢4) ; si la réunion de ces tyois' boules. n’est pas
E, soit x, n’appartenant pas a cette réunion... et ainsi de suite.. Sin
boules distinctes ne suffisent pas a recouvrir E, nous prendrons zx,,
dans la partie non recouverte, c’est-a-dire tel que,
pour 1<i<n d(x, 1, T) 2 01.

Si, quel que soit n, espace E n’était jamais entiérement recouvert
par les boules ainsi choisies, on aurait défini une suite infinie x;, 5 ... T, ...
de points de E telle que la distance mutuelle de deux quelconques de ces
points ne soit jamais inférieure & ¢;, donc une suite de points de E dont
on ne peut extraire aucune suite de Cauchy. Or, ceci est contraire a

i
;
x
|
;
i
ke
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I'hypothése qui entraine que, de toute suite de E, on puisse extraire une
sous-suite convergente. Il en résulte qu'un nombre fim1 de boules B(x;, ¢1)
suffit & recouvrir E. Le théoréme de Borel-Lebesgue est établi.

COMPACITE D’UNE PARTIE D’UN ESPACE METRIQUE.

En appliquant le théoréme de Bolzano-Weiersirass & une partie d’'un
espace métrique, on obtient la condition suivante :

Une partie A d’un espace métrique E est compacte si, et seulement
si, de toute suite d’éléments de A, on peut extraire une sous-suite conver-
geant vers un élément de A, condition équivalente & : A est fermé ef, de

toute suite d’éléments de A, on peut extraire une sous-suile convergeant
dans X.

3. Applications continues d’un méirique compact dans un métrigue.

THEOREME. — UNE APPLICATION CONTINUE D'UN ESPACE COMPACT
METRIQUE DANS UN ESPACE METRIQUE EST UNIFORMEMENT CONTINUE.

(Ce théoréme est une généralisation du théoréme classique : une
application continue de [a, 5] < R dans R est uniformément continue).

Soit K un espace compact métrique, E un espace métrique et
f:K ——> E, une application continue.

Par suite :

Ve V€K 3 (e, ) dx,p) <n = d{f@), @) < -.

Considérons les boules B< .’It,g(s, x)). Ces boules forment un recou-
vrement ouvert de K dont on peut extraire un recouvrement fini formé

. s e "
des boules de centre x;, %, ...z, Soit 7 la borne inférieure des Q‘ (CEAR

Nous allons montrer que si d(z,y) <4, alors d'(f(@), ) < 2¢ En
effet, x appartient & une des boules du recouvrement fini ; soit x; le cen-
tre de cette boule. Si d(x, y) < v, 7 étant inférieur au rayon de la boule,
d(x;, y) est inférieur au double de ce rayon, c’est-a-dire que :

d(xi) y) < ’q(xiﬂ 5);
done d(f(x), f(y)) < s,
et comme d'({f(x), f(x)) < s,
on en conclut d{f@), f@) <2«




CHAPITRE VIII

ESPACES VECTORIELS NORMES

§ 1. PROPRIETES GENERALES

1. Corps valués. Normes.

Un corps K est dit valué s’il posséde une valeur absolue, c’est-a-dire
s’il existe une application de K dans R+, qui 4 X € K fait correspondre
sa valeur absolue |A\| € R+, et qui posséde les propriétés suivantes :

1° =0 <= i=0.
2 VoW €K XK | = A |l
3 VoLbw €K XK A w] <A

Un espace vectoriel E sur un corps valué K est normé, s’il posséde
une norme, c’est-a-dire s’il existe une application de E dans R+, qui a
x &€ E fait correspondre sa norme |jz}| € R+, et qui posséde les propriétés
suivantes :

1° =0 <> z=0.
2° VAEK V2 E€E nxx“:—_ i\ .I{x“.
3° V(z,y) €E XE Iz + gl < [k + lly]l.

Sur un corps valué K, Tapplication (,u) —> |A—p| est une
distance pour laquelle l'addition et la multiplication sont continues,

ainsi que les applications A —> — ), et A —> % (pour 2s=0), k

comme le lecteur le vérifiera aisément. Un corps valué est un corps topo-
logique.
Sur un espace vectoriel normé E sur K, I'application :
@y —> |Je—yl

est une distance pour laquelle 'application (x,y) —> x—y et la
multiplication externe sont continues, comme on le vérifiera encore aisé-
ment. Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel topologique. (On
peut méme noter que l'application (x,y) —> x-—y est unifor-
mément continue).

Parmi les valeurs absolues d’un corps figure celle pour laquelle
[6] =0 et |A|=1 pour rs=0. Elle confére au corps une topologie dis-
créte. S’il existe un A4 0 ayant une valeur absolue différente de 1, le
corps est valué non discret : c’est le cas important.

En Analyse, les corps qui interviennent sont R et C, munis de leurs
valeurs absolues usuelles, et c’est 4 ces cas que nous nous limiterons dans
la suite. Remarquons toutefois que si |A| est la valeur absolue usuelle,
|A| = est encore une valeur absolue pour 0 < a < 1.
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D’autres corps valués interviennent cependant en Mathématiques,
tels les corps p-adiques (cf. exercice 54).

BOULES DANS UN ESPACE VECTORIEL NORME.
La boule de centre a et de rayon r est :

Bla,r)="tz;llz—a|<r}
et la boule fermée correspondante :
Blar) =tx; w—a|<r}.

La distance étant invariante par translation, ces boules se déduisent par
la translation a des boules de centre I'origine et de méme rayon. Une
propriété des boules dans un espace vectoriel normé est gqu’elles sont
convexes (cf. A.P.M. II, exercice 49).

De cette propriété résulte qu'un point x situé a la distance r de a
est lim {kr; 0 <k <1}, donc que tout point de B(a, r) appartient a

k1
Padhérence de B(a, r). La boule fermée est ici 'adhérence de la boule
ouverte. Comme x est aussi lim {kx; k> 1}, le point x appartient

k—>1
aussi 4 I'adhérence du complémentaire. On en déduit que la frontiére des
boules ouverte et fermée est la sphére S= !z ; |t—a|=r}, et Vinté-

rieur de la boule fermée (complémentaire de la frontiére dans ladite
boule) n’est autre que la boule ouverte (1,

Exercice 52. — Réciproquement, étant donnée une partie convexe C d‘un
espace vectoriel sur R admettant l'origine O pour centre de symétrie et
ne contenant aucune droite, montrer que :

p(x) = inf {r; rER“L,:—fEC%

est une norme, pour laquelle les boules unités, ouvertes et fermées, sont
liées & C par les relations :

B(O,)=C BO1)=C.

2. Espaces de Banach. Complétion d’un espace veectoriel normé.

Si un espace vectoriel normé est complet pour la distance déduite
de sa norme, on dit que c’est un espace vectoriel normé complet ou espace
de Banach.

Si E n’est pas complet, nous pouvons le plonger dans un espace

complet E. Mais, a priori, la seule structure de E qui soit prolongée & E
est celle d’espace métrique muni d’une distance d. Montrons que la
structure d’espace vectoriel topologique de E peut aussi étre prolongée.

L’addition sur E est définie par le fait que (x —}—'i]) est la classe d’équi-
valence (dans I’ensemble des suites de Cauchy de E) de (x, -+ y,),
si (x,) € x et (y,) ETJ\.

(1’) Notons que ces propriétés, trés intuitives, des boules dans un espace vectoriel
normé sont étroitement lides 4 la convexité et ne sont pas vraies dans un métrique
quellconque. 11 suffit de considérer Ec R muni de la distance usuelle dans R et cons-
titué des deux semi-segments [a, b[ et [¢,d[ avec b<c et d(a, ¢) =—r. L’adhérence de
la boule ouverte B(a,r) est [a, b ; la boule fermée B(a,r) est [a,b[J { ¢} . L’adhé-
rence de la boule ouverte est donc strictement incluse dans la boule fermée. On en
verra un auire exemple dans ’exercice 54, 2°.
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On procéde de méme pour définir la multiplication par un scalaire et on
P

vérifie que les deux opérations conférent & E une siructure d’espace

vectoriel.

D’autre part :

] = d(z, 0) = lim d(x,, 0) = lim |z,

N0 N300

a évidemment les propriétés d’'une norme et est bien le prolongement de

la norme sur E. On vérifie que, sur i‘l\, on a encore d(/\:c,/g) == “/x\-—/y\n
En effet :
d@y) = lim d@,, y) = lim [&, — g,
N jR——

et, d’autre part :
e —yl= lm [z, —g.|.

E\regoit donc une structure d’espace vectoriel normé qui prolonge celle
de E. Nous avons donc montré que fout espace vectoriel normé peuli éire
plongé dans un espace de Banach dont il est un sous-espace partout dense
et que cet espace de Banach est unique (A un isomorphisme prés d’espace
vectoriel normé).

3. Exemples d’espaces vectoriels normés.

En dehors des espaces de dimension finie, nous rencontrerons essen-
tiellement des espaces d’applications dans R (espaces vectoriels sur R) ou
dans C (espaces vectoriels sur C).

Nous trouvons ainsi des espaces d’applications de N dans R ou C:
— Espace (m) des suites (réelles ou complexes) bornées avec :
lla| = sup { |a,| } , si on désigne par a la suite (a,) ;
— Sous-espace (¢) < (m) des suites convergentes ;
— Sous-espace (c¢,) < (¢) des suites qui convergent vers zéro.

— Espace (I') des suites (a,) telles que E la,| < o avec :
n=1
lal = 3 la|

n=1

c’est-a-dire ’espace des séries absolument convergentes ou, selon une
autre terminologie que nous introduirons plus loin, espace des suites
sommables. (Pour I'équivalence des deux notions, se reporter a la fin du
chapitre).

— Espace (I?) des suites (a,) telles que E lay|? < « avec:
n=1

lal =14/ > laa/?
n=1

appelé de méme espace des suites de carré sommable.
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Dans cet exemple, le fait que 'on ait bien choisi un i 5vi
dent que dans les exemples précédents. s dér s Parde d Tindgalie
de Schwarz (cf. A.P.M.PII, pgge 179) "¢ femontre & Laide de linégalité

n

Dla+ bl < Y jafz 3 (b
i=1

i=1 je=1

Nous rencontrerons de méme des espaces d’ icati ,
applications d
quelconque E dans R - P PP un ensemble

— Espace % (E, R) des fonctions bornées sur E,(supif(x) ;s €E} <),
avee :

Ifl=sup t|f(x)] ; 2 € E} .
On remarquera que dire qu’une suite f, de fonctions converge pour celte

norme est équivalent a dire que f, converge uniformément sur E. Clest

p ¢
l,::u]{qu:l on a‘ppelle aIfClS EttE norme : norz 1€ dE L‘:—l con g Ce

—_— L’es‘pace Q(K, 1?), cas particulier du précédent, ott E est un compact
K et ol on se limite au sous-espace des applications continues : toute

fonetion continue définie ¢ g
1t sur un compact étant bornée, la norme précé-
dente est utilisable. ' preee

— Espace % des fonctions continues réelles définies sur [0,17 avee :

1
Il = ﬁ ).

Exerf:lce 53. — Montrer que tous les espaces vectoriels normés, précédem-
ment cités, sont complets, sauf le dernier.

Montrer que 9 n’est pas complet en utilisant le contre-exemple suivant :

00 = V7 pour 0<x <
n
1 ]
f,x) = —— pour — <x<1
x n

Exercice 54. — On appelle espace ultramétrique un espace métrique E
sur lequel lo distance vérifie la propriété :

V (x,y, z) €E3 dix, z) < sup (d(x, y). dly, z)).

1* Montrer que d(x, y) == dly, z)) entraine d(x, z) = sup (d(x,y), dly, 2)).
Aufrem?nt dit: « Tout triangle est isocéle, les deux cétés égaux étant au
moins egaux au troisiéme c6té ».

2° Etudier les boules dans un espace upltramétrique. Montrer que toute
boule, ouverte ou fermée, est & la fois ouverte et fermée. Montrer que tout
point d'une boule est centre de cette boule et que si deux boules ne sont
pas disjointes l'une est incluse dans I‘autre.

3° Montrer que dans un espace ultramétrique pour qu'une suite (u,)
soit de Cauchy, il est suffisant que lim d(u, u, +1) = 0).

n==ec

Montrer aussi que les points d‘une suite de Cauchy qui ne converge pas
vers un point restent, a partir d'un certoin rang, & distance constante de ce
point.

4° Etant donné un nombre premier p fixé une fois pour toutes on définit,
sur Q, une valeur absolue appelée valeur absolue p-adique de la fagon sui-
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a
vante : tout rationnel sera mis sous la forme r = pm’[;’ les nombres a et b

étant des entiers premiers avec p, « étant dans Z ; on posera alors :
1
I = =
Montrer que la distance associée & cette valeur absolue est ultramétri-
que.
5° Q, muni de cette valeur absolue, est complété en un espace Qp. On
vérifiera que I'on peut munir Q, d’une structure de corps telle qu‘il soit un
surcorps de Q et que la valeur absolue sur Q peut étre prolongée a @, en
en posant |x|, = lim [x,[, si (x,) est une des suites de Cauchy qui définit
x & Q, ; et que, pour la valeur absolue ainsi définie, Q, est ultramétrioue.
Déduire du 3° que les valeurs absolues des éléments Q, sont encore de la

1
forme —, a &€ Z.
p(l

6° On considére dans @, les boules
=1ix;|x[,<Tlet ? = Ix:|x, <1}
Montrer que 7 est un idéal de 'anneau A,. Etudier la répartition des
éléments de Z entre les classes de A, mod. 7 . En déduire que A,/ est
isomorphe & Z/pZ.

7° Montrer que tout élément x €& Ap peut étre mis de fagon unique sous
forme de la somme d’une série

Ap

0o, <p—1
x=a,+ap+ ... +apr4 ... ¥n o, €27
(Développement de Hensel).
Montrer de méme que tout élément y & Q, peut étre mis, de fagon uni-
que, sous forme d'une série :

490
y_}:anp" ke€Ez Vn 0, EZ
n==k

8° Déduire du 6° que A, est compact et Q, localement compact.

4. Parties topologiquement libres.

Rappelons que A= 1!z, étant une partie d'un espace vectloriel,
2 3a; (A= 0, sauf pour un nombre fini d’entre eux) décrit le plus petit
sous-espace vectoriel H qui contient la partie [A_fM I {1, §1, 491].
Considérons 'adhérence H de ce sous-espace : x € H signifie qu’il existe
une suite (z,) d’éléments de H qui converge vers x.

H est un sous-espace vectoriel, car :

d(x,) vn r, €H im x,=2x
J— Pu— N30
TSR yEH =934y vn y,€H lim y,=7y.

Ceci entraine :
3 (x, + yo) Vn x+ Yy, €H
lim(x, +y,) =2 +y doncx-t+y&€H;
S ga 0, vn az, € H lim \x, =z donc \x € H

H est le plus petit sous-espace vectoriel fermé contenant A. On pourra
exprimer commodément les éléments de 'espace en fonction de ceux

de A si H est I'espace tout entier.
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Exercice 55. — 1° Montrer qu’une application f d’un espace topologique
E dans un espace topologique F est continue si, et seulement si;

Y AEPE fA) < FA)

2° Montrer que dans un espace vectoriel topologique quelconque 'adhé-
rence d'un sous-espace vectoriel est un sous-espace vectoriel.

.Remgrquons’, en particulier, que, si un sous-espace vectoriel de
codimension 1 n’est pas fermé, son adhérence est alors un sous-espace
vectoriel le contenant strictement, donc Pespace tout entier.

Exe{nple: Soit I'espace vectoriel ¢ des fonctions réelles, continues sur
[Q, 1] dérivables en 0, muni de la norme de la convergence uniforme. Consi-
d‘erons le sous-espace H de celles de ces fonctions pour lesquelles f* (0) = 0.
(Pest un sous-espace de codimension 1 (noyau de la forme linéaire f’(0) sur

[COR Toute fonct'ion f €C appartient 4 H; en effet, étant donnés une telle
§onct10n, et un reel positif c, une fonction qui est & une distance de f inférieur
& ¢ au sens de la convergence uniforme est une fonction dont le graphe est

situé dans la bande limitée par y=fx) ¢ et Y=fx) —¢; on
peut alors construire une fonction ¢ appartenant 4 H, c’est-a-dire de tangente
horizontale pour x = 0 ef située dans cette bande. (Etant donné que

Ve dn fl<a = @ —f0)] <

on peut, par exemple, prendre comme fonction g celle qui vaut f(0) sur [0, 4]
et qui sur [, 1] admet un graphe se déduisant de celui de [ par translation
paralléle 4 0y. Un autre choix de ¢ a été fait sur la figure).

Le méme raisonnement monire d’ailleurs que H est partout dense dans
Pensemble ¢ de toutes les fonctions continues sur R (c’est-a-dire He = e,

ol ﬁc désigne Padhérence de H dans C ), mais cette fois H n’est plus de codi-
mension 1, & étant un vrai sous-espace vectoriel de € . Le passage de H 4 son
adhérence fait donc gagner ici plus d’une dimension.
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Une partie A était dite algébriguement libre si, aucun de ses é1é-
ments n’appartenait au sous-espace vectoriel engendré par les autres.

Elle sera dite fopologiquement libre si, aucun de ses éléments n’ap-
partient au plus petit sous-espace fermé contenant tous les autres.

On pourrait se demander s’il existe des parties topologiquement
libres maximales analogues aux parties algébriquement libres maxima-
les, c’est-a-dire aux bases. Il n’en est rien. Un essai de démonstration
d’existence utilisant le théoréme de Zorn est arrété par le fait que I'en-
semble des parties topologiquement libres n’est pas induetif, c’est-a-dire
qu’il existe des sous-familles totalement ordonnées qui ne sont pas
majorées.

Exercice 56, — Exemple. Dans I'espace (m) des suites bornées, considérons

la famille des suites (e}) avec el, = 8, pour n2 1 (c’est-d-dire que (e®)

estlasuite 0,0, ... 0, 1,0 ...), auxquelles on adjoint pour e la suite cons-

tante et égale & 1; puis considérons la famille définie par :
en

f* = e° fl = ¢° 4 el, ,f”:eo"{"—-;-

Montrer qu’une partie finie de la forme | fi; 0 <i<<p} est topologi-
quement libre et que la réunion de ces parties (p décrivant N) ne l'est pas.
En déduire que la famille des parties topologiquement libres n'est pas induc-
tive.

ReMARQUE : II est 4 noter que cette notion de partie topologiquement libre
n’est intéressante que pour des espaces de dimension infinie, car dans un
espace de dimension finie, une partie algébriquement libre est topologiquement
libre. En effet, si H est un sous-espace et K un de ses supplémentaires, une
suite d’éléments x, de H est une suite d’¢léments dont la composante sur K
est nulle. Or, dans un espace de dimension finie, ’application projection sur
un sous-espace parallélement & un supplémentaire est une application continue.
{C’est évident si Yespace a pour norme le sup des normes des coordonnées
et nous verrons ci-dessous que toutes les normes que 'on peut définir sur un
espace vectoriel de dimension finie y induisent la méme topologie). Au
contraire, dans un espace de dimension infinie, Papplication projection peut
n’étre pas continue ; d’olt la possibilité pour une suite d’éléments de H de
converger vers un élément qui n’appartient pas 4 H. C’est ce qui se passe dans
Pexemple donné ci-dessus de I’ensemble ¢ des fonctions dérivables en 0 ;
¢ = H @K, ot K est 'ensemble des applications linéaires x — kx ; Pappli-
cation projection sur K, parallélement & H, fait correspondre 4 toute fonction
f € ¢ la fonction x> ["(0)x puisqu’on peut écrire f sous la forme :

xr —> @) —af'(0) 4 2f(0).
11 est aisé de voir que si f=1im f,, f(0) n’est pas forcément la limite de

f,n(e)' o

5. Applications linéaires et continues d’un espace vectoriel normé dans
un autre,

Nous nous intéresserons maintenant aux applications d’un espace
vectoriel normé E dans un espace vectoriel normé F qui soient des
homomorphismes pour la structure d’espace vectoriel, mais soient aussi
continues. Nous désignerons leur ensemble par 2J(E,F). On a, évi-
demment :

L(E,F) c e (EF).
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Mais, de plus, la somme de deux applications continues et le produit

par A €K, d’une application conti g :
sous-espace vecloriel do & (b, o1 nue, é€tant continus, £,E,F) est un

On sait, a priori, qu’il existe a i
, u moins dans £
nulle. Nous montrerons ultérieurement qu’il en e;;iste d’autres
Auparavant, nous montrero '
g ‘ , . as que, pour qu’'une applicati
¢ :gieF I(Ceé)zflkcis vectoriels normés) soit com‘inge, il faulzzpetc il lglrllfﬁft p ’I};
tel que |f(@)|| < k.|]. T

Papplication partout

Remarquons d’abord 5
. . . abord que, pour que f soit continu i >
soit continue a Porigine. En effet, la continuité es cszusl"e%p;"lilflléfgglg u elle

Ve  An e—dl<y = If@ —f@] < «

mais, f étant linéaire, (@) — fla) =f(x — a)

s'écrit - et la continuité en ¢

Ve dn  Je—aq| <
. . L r—a
€€ qui exprime la continuité a Porigine. " s
Or, pour que f soit continue 3 Porigine, (1) est suffisant car, & tout ¢
on peut faire correspondre «

g
eut f =7 La condition (1) entraine donc la
continuité,

Réciproquement, soit [ continue :
Ve dn k<t = Jf@) <.

(:()!lslde] ons l — !’ s -
es xr Il”]ll la norme Va”! our eu O e][i ecrire
2 p u X, n

@i < 2,

Sur la sphére de centre I'origi L TP,
p entre l'origine et de rayon 5 Pinégalité (1) est établie

2e
avee k=2"_ De ce ¢ alr
; cette sphere, on passe & Pespace tout entier, car tout

point de Iespace est de la forme Ax, x appartenant a cette sphére, et

10D = Pf@)| = A I ()] <~i~s~[)\] Izl :.—.gi )
K

B
NORME D’UNE APPLICATION LINEAIRE CONTINUE.

ling Ce (rif,zsultat peut s’exprimer en d’autres termes :
neaire d'un espace vectoriel normé dans un autre est co

lement si, 'ensemble des valeurs de @i

fl]]
I1 est alors naturel de considérer le plus petit majorant de cet ensemble.
Posons :

une application
ntinue si, et seu-

est majoré.

HfH:sup%%%ﬁ ;xGE%
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Nous allons vérifier que le nombre ainsi introduit définit bien une norme

sur L E, F) :

1° Jfl=0 = Vz€E [f®|=0 — Vz€E fx)=0 = [f=0.

lIf )]
lle]] .

Iécriture en ne considérant que les x de norme 1, c’est-a-dire en prenant

Ifl| = sup Ifo)], le sup étant étendu aux points de la sphére unité. Ceci

0sé,
PO Ml = sup [0N @) = sup @) = sup A Jf@] = ][
3 |If + gl = sup |(f -+ 9@ = sup [[(x) + g@| < sup (@] + lg@]]
<o If @+ sap lg@ 1 = 17 1 gl

L’ensemble £2(E, F), qui avait déja une structure d’espace vectoriel, est
donc maintenant doté d’une structure d’espace vectoriel normé.

Notons que dans le cas d’une application linéaire de R dans R, qui
est toujours continue, la norme n’est autre chose que la valeur absolue
du coefficient angulaire. Des applications voisines pour cette norme sont
donc des applications de coefficients angulaires voisins.

2° Le rapport étant invariant par homothétie, on peut alléger

6. Normes éaquivalentes.

Des normes sur un espace vectoriel E sont dites équivalentes si elles
induisent la méme topologie sur I'espace E ; ceci équivaut au fait que
Papplication identique de E; (E muni de la norme |jz|;) dans E, (E muni
de la norme |z|l;) soit bicontinue. Le résultat précédent permet alors,
Papplication identique étant linéaire, d’énoncer cette propriété sous une
autre forme, Papplication identique de E; dans E, est continue si, et seu-
lement si :

ik ER+ el < K Jlfe
et celle de E, dans E; si, et seulement si :
IKERt |2 < K k. ‘
Done, les deux normes sont équivalentes si, et seulement si : ?‘a;[’!l reste
2

borné par deux nombres fixes, positifs, A et B.

Il résulte de ceci que, si un espace vectoriel E est complet pour une
norme |}, il est complet pour une norme équivalente [xf.

En effet, soit (x,) une suite de Cauchy de E, (E muni de [jzf,) :

N :
Ve AN V= k<
mais :

s — Tllt < B [ty — Zpnflo-
D’ol x, est aussi suite de Cauchy dans E, ; donc elle converge vers x,
c’est-a-dire que :

Y IN n>N = |r,—a <<
et comme :
x, — x|
e, — e < 2%

(z,) converge vers x dans E, (1),

(1) Notons que cette propriété est propre aux espaces vectoriels normés. Nous
avons vu (cf. VII, 2, 3) qu’un ensemble E muni de deux distances définissant la méme
topologie pouvait étre complet pour une de ces distances et non complet pour l’autre.
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7. Espaces vectoriels normés de dimension finie.

Nous savions déja que tous les espaces vectoriels de dimension n
sur R étaient algébriquement isomorphes 4 R Nous allons voir mainte-
nant que tous les espaces vectoriels normés de dimension n sur R sont
homéomorphes entre eux, c’est-a-dire que toutes les normes dont on peut
munir R sont équivalentes entre elles.

i Pour les espaces dq dimens_ion n sur €, on aurait des résultats iden-
tiques et la démonstration serait analogue.

., Montrer que toutes les normes de R* sont équivalentes entre elles,
c’esl montrer que toute topologie dérivant d’une norme est la méme que
la :ropologn; produit de la topologie usuelle sur R, topologie dont on sait
qu’elle dérive de différentes normes, par exemple :

(@, X9y wvy )| = sup |l
1£izn
Remarquons d’abord que sur R, toute norme satisfaisant a floel] == | . |11},
une norme est déterminée par le choix de la norme de 1 ; les différentes
normes sont donc proportionnelles, donc équivalentes.

.. Le théoréme se démontre alors par récurrence sur n. Supposons qu’il
soit vrai pour (n-—1) et, pour Iétablir pour n, comparons dans R” les
voisinages d’un point pour une topologie T dérivant d’une norme quel-
conque d’une part, et pour la topologie produit T, d’autre part. Comme
point, on peut prendre I'origine, ce qui allége Pécriture, sans rien changer
aux résultats, les voisinages des différents points se déduisant les uns
des autres par translation, et ceci pour toutes les normes.

Pour la topologie produit et la norme sup llz)l, une boule est un
. Arden e o Isisn
pavé (parallélépipéde si n=23). R» peut étre considéré comme somme
directe de P~ R—1 et d’un sous-espace D de dimension 1 (figure faite
pour n = 3). Une boule B, de centre O, dans R» pour T, doit contenir un
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voisinage de O dans P pour la topologie induite par T ; mais, d’aprés
Phypothése de récurrence, ce voisinage contient une boule pour la topo-
logie produit, c’est-a-dire un pavé de P. D’autre part, B doit contenir un
intervalle AA’ de D de centre O (car on peut, pour toute norme, trouver
sur une droite passant par O deux points symétriques par rapport 2 O
tels que leur distance a O ait une valeur donnée). Donc, puisque B est
convexe, B contient la partie de E (double pyramide si n==23) limitée
par les vari¢tés affines 4 une dimension définies par A ou A’ et les points
du contour du pavé. Une telle partie contient un pavé de R». Done, toute
boule pour T contient une boule pour T, c’est-a-dire que :
T est moins fine que T,.

Nous allons monirer maintenant que T est plus fine que T, (d’ou il
résultera I'identité des deux topologies).

P~ Rv—1 est complet ; or, si un espace vectoriel est complet pour
une norme, il est complet pour toute norme équivalente et nous avons
supposé toutes les normes équivalentes sur R*—1. Par suite, P est complet,
donc (cf. VII, 2, 4) fermé. Done, R"—P est ouvert pour la topologie T.
Cet ouvert est la réunion de deux ensembles disjoints :

O = 1 (xy, T, .00, T,) 5 X, > 0} O =t (&g, ery ) ; T, < 0}

Tout point de R*-— P est centre d’une boule incluse dans lui, mais
cette boule étant convexe ne peut avoir de points dans O, et dans O, car
elle en aurait dans P (1), donc elle est entiérement incluse dans celui des
deux sous-ensembles ot elle a son centre ; done, O, et O, sont des ouverts
pour T. Il en résulte que toute portion d’espace comprise entre deux
variétés affines paralléles a P, {x; a <z, <Dl est aussi un ouvert,
car on peuf la considérer comme lintersection de deux ouverts obtenus
par translation i partir de O, ethg. Or, une telle portion d’espace est un

ouvert de la topologie produit pr, (Ja, b[), ]a, b[ étant un intervalle de D.

En faisant jouer a chacun des sous-espaces de dimension 1, dont R»
est somme directe, le role que Pon a fait jouer a D dans ce qui précéde,
on montrera de méme que les images réciproques par chacune des pro-
jections des ouverts du sous-espace de dimension 1 correspondant sont
des ouverts de 7. Done, tous les ouverts dont ensemble forme un sys-
téme de générateurs de la topologie T, sont des ouverts de T. Il en
résulte que T est plus fine que T, et la propriété est démontrée.

§ 2. ESPACES ¢/E,F). ESPACES DUALS

Nous avons vu que 'ensemble .2(E,F) des applications linéaires
et continues d’'un espace vectoriel normé E dans un autre F, ayant le
méme corps K des scalaires, avait une structure naturelle d’espace vec-
toriel normé, la norme d’une application / étant définie par :

AL )
Ifll == e ; xEE—10]

(1) En effet, si r&€ 0, (x,, >0) et gy &0, (¥, <« 0), la nitme coordonunée d'un
point du segment xy est de la forme )z, 4 (1 —2) y, avec 0 LA <1 et prend done
une fois la valeur zéro.
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ou, ce qui est équivalent :
Wl = sup @] ; z €E, ol =11 .
Un cas particulier extrémement important est celui o F est le corps
K des scalaires de E. Alors, 2, (E, K) est dit le dual topologique E’ de E ;
c’est un sous-espace vectoriel du dual algébrique E*. (Il arrive que lon

dise, plus briévement, dual, sans préciser lorsqu’il n’y a aucune ambi-
guité sur la nature du dual dont on s’occupe).

Nous démontrerons d’abord dans le cas du dual (topologique) le trés
important théoréme de Hahn-Banach, qui établit la possibilité de pro-
longer & E entier une forme linéaire et continue définie sur un sous-
espace de E, et qui permet, en particulier, de garantir lexistence de
formes linéaires et continues non nulles sur tout espace vectoriel normé.
Aprés quoi, nous Iutiliserons pour ¢étudier dans quelles conditions
LAE, F) est complet.

1. Théoréme de Hahn-Banach. Démonsiration dans le cas réel,

THEOREME DE HAHN-BANACH. — S1 H EST UN SOUS-ESPACE VECTORIEL
DE E, SI f EST UNE FORME LINBAIRE ET CONTINUE SUR H TELLE QUE |f]| = 1,
IL EXISTE SUR E UNE FORME F LINEAIRE ET CONTINUE AVEC IFl==1 pont
LA RESTRICTION A H Est f.

Si F existe, elle est connue sur H. Soit x, € H, et cherchons a défi-
nir F sur le sous-espace engendré par H U [ x,}. Le choix de F(x,)
déterminera F sur tout le sous-espace. Pour que |[F||=1 il faut, et il
suffit, que :

YrE€H ViER [F(x 4 tx)|| < |lx - txy|

Mais, le premier membre de cette inégalité étant une norme dans R, ceci
peut s’écrire, en se rappelant que pour x € H, F(x) = f(x) :

Vr&€H Vi€R [f@) + t Fx,)| < o + i, 1).
Divisons par || les deux membres de Iinégalité :

() + Fe)l <1+ .

Quand z déerit H et ¢ déerit R, -ztc—décrit H ; donc, la condition (1) équi-

vaut a ;

Vx&€H [f(@) + Fx,)| < |lx + z,|
ou encore : ’
Vx&H — @ — |z 4 x| < F(z,) < [z + x| — f(x).

Une condition suffisante pour que l'on puisse choisir F(x,) répon-
dant a la question est que I'inf de [ + x| — f(x) soit supérieur au sup
de -]}a:: + x| — f(x), c’est-a-dire que, quels que soient z; et x, appar-

tenant a4 H :
— @) — ey + x| < — f(x) + | + x|
ou :
fl@g—ax) < ey + x| 4 s + Z,|
or :
f@s — 1) <llep — ]| < [y + ] +- [l + ).

Donc, le choix de F(z,) tel que [F||=1 est possible, F prolongeant alors
f au sous-espace engendré par H U { z, }
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Considérons alors tous les couples (F,, Vo) tels que V; soit un sous-
espace contenant H et F, une forme linéaire et continue, de norme 1,
ayant f pour resiriction a2 H. Cet ensemble est ordonné par la relation :

Fy V) <F, V) <= ( V,cV,
r 3 F: est la restriction de F,av,

Si cette famille posséde une sous-famille totalement ordonnée
U(F, Vi) 1, le couple formé de V=[] V, et de la forme F égale 4 F;

sur chaque V, est un majorant de la sous-famille considérée. L’ensemble
des couples (F;, V) satisfait donc aux hypothéses du theon’ame.de Zorn.
Dong, il posséde un élément maximal ; mais, comme d’aprés ce que
nous avons montré ci-dessus, on peut toujours prolonger la forme F
définie sur un sous-espace, si ce sous-espace n’est pas E tout entier, il en
résulte que I'élément maximal est un couple (F,E), ce qui achéve la
démonstration du théoréme de Hahn-Banach dans le cas réel.

Corollaire. — 11 existe des formes linéaires et continues sur E de
norme donnée |[f|. En effet, si Rz, est un sous-espace de dlmen§19n‘ 1, en
posant pour xr==kx, f(x)=Fk f(x,), on pl}tlent une forme linéaire et
continue sur Rz, de norme [f], si on a choisi f(x,) tel que [fCxo) | ==|fl ]lxD][.
Il n’y a plus qu’a étendre cette forme & I’espace tout entier. Ce meme
raisonnement prouve qu’il existe des formes prenant une valeur donnée
en un point donné.

2. Démonstration dans le cas complexe.

Nous prenons C comme espace d’arrivée, 'espace E de départ étant
un espace vectoriel sur C. Un espace vectoriel sur C est aussi un espace
vectoriel sur R, mais il y a lieu de distinguer entre les formes C-linéaires,
applications linéaires de E dans C, qui satisfont a :

Vi&EC fOx) = (x),
et les formes R-linéaires, applications linéaires de E dans R, qui satisfont
seulement a :
ViE€R fOx) = \f(x).
Soit F une forme C-linéaire ; F(x) € C et peut-étre écrit, en mettant en
évidence partie réelle et partie imaginaire,
F(x) = G(x) -+ i H(z).
On vérifie sans peine que G et H sont des formes R-linéaires, mais elles
ne sont pas indépendantes. En effet, F étant C-linéaire,
F(ir) =i F(x) =i G(x) — H(x),
mais, d’autre part,
F(ix) = G(@ix) 4+ i H@x).
D’oti :
G(ix) = — H(x) ¢h)
H(ix) = G(),
ces deux relations étant d’ailleurs équivalentes.

Réciproquement, étant données deux formes R-linéaires jouissant de
la propriété (1), la forme F telle que
F(x) = G(x) + i H(x)
est C-linéaire.
I1 est immédiat que : Flx + y) =F(®) + F().
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D’autre part, si A= a-if avec a et 8 réels,
FOx) = G(ax) + G(iBx) - i H(ax) -+ i H(igx)
= mG(:c).—w 8 H(x) + ie H(x) -+ i 8 G(x)
=(a-1) [G(x) +-iH@®)].
La dox}née.d’une forme C-linéaire équivaut done a la donnée de deux
formes' thnéalres satisfaisant 4 (1) et, comme H est définie quand G
Pest, équivaut & la donnée d’une forme R-linéaire. 11 y a donc une

bijection
£L£(E,R —> 2(E0©
et cette bijection est un isomorphisme d’espaces vectoriels sur R.

Dans cet isomorphisme, .2,(E,R) correspond a 2 E,C). Nous

allons voir en effet que F est continue si, et seulement si, G est continue
et que |F||=|Gj.

Supposons F continue :

[F@)| < |l [F]
or IG@)| < [F(@)] donc IG@)| < ||| [[F)).
Donc G est continue et
IGIl < |[F]l.

Supposons maintenant G continue ; H Test aussi, donc F aussi. Pour
chercher la norme de F, posons F(x) == ge® . Alors F(e—® x) = o est réel,
donc :

Fle— ) = G(e— ).
D’olr :
[F@)| = |[F(e—" x)| = |G(e— z)| < 1G]] lle— || = |G|. |||l

Mais cette inégalité, vraie pour tout x de E, entraine :
[ < IGI.

En rapprochant du résultat trouvé plus haut, on voit que les deux formes
ont méme norme,

A partir de 12 on voit que le théoréme de Hahn-Banach s’étend au
cas des espaces vectoriels E sur C. Etant donnée une forme [ de norme 1
sur H c E, il lui correspond une forme g de norme 1 sur H, considéré
comme espace vectoriel sur R. Cette forme peut étre prolongée a E tout
entier par une forme G de norme 1 ; a celle-ci correspond la forme F

telle que F(x) = G(x) — i G(ix), également de norme 1, et dont la res-
triction 4 H est bien f.

3. Ceonditions pour que .2,(E,F) soit un espace de Banach.

THEOREME. — £2,E,F) EST COMPLET SI, ET SEULEMENT sI, F EST
COMPLET,
Soient E et F deux espaces vectoriels normés sur C (ou sur R).
1° Supposons F complet et soit f, une suite de Cauchy de C(E,F) :
Ve ING Jym ZN M—fall <.
Nous voulons montrer Pexistence de fE€ £ (EF) telle que :
lim [f,—f]|=0.

Ny
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Soit x € E : Ihypothése entraine que :
VY I @ — @ = — f) @< o —ful I <sl (D).

Donc, pour x fixe, f,(r) est une suite de Cauchy de F qui converge, par
hypothése, vers un élément f(x).

On a ainsi défini une application f dont nous allons démontrer
qu’elle appartient & L£,(E,F) et que [f,} converge vers elle.

a) D’abord, celte application est linéaire car :
fl@ 4 ) = lim f,(x 4 y) =lim [f,(@) + f.(®)].

Or, nous savons que ’application (X, Y). E€F2 —> X+ Y)EF est
continue, ce qui implique que si deux suites (X,) et (Y,) convergent res-
pectivement vers X, et Y,, leur somme converge vers (X, -+ Y,). D’ou :

lim [f@) +f,@] = lim f, (@) + lim f,(@)

et flx+y) = f@@) + f@).
De méme :
fOx) =lim f,(x) = lim A f,(x). ,
Or, nous savons aussi que Papplication \, X)) EC X F —> X &€F

est continue, done, en particulier, que si A est fixe et que si la suite (X,)
converge vers X,, la suite (AX,,) converge vers X,. D’ou1 :

lim X f(x) = A lim f, (x)
et fOx) = i\(x).
b) Cette application est continue,.
Laissons n fixe et faisons tendre m vers 'infini, Pinégalité (1) mon-
tre que :
V> N() [(Ffa — D@ < &[] @).
Cette inégalité, valable pour tout x, montre que (f, — ) est une appli-
cation continue (cf. VIII, 1, 5). Mais alors, f, étant continue, f est aussi
continue comme différence de deux applications continues. Nous pou-
vons conclure :
[ € L,(E, F).
¢) tf,} converge vers f.
L’inégalité (2) peut s’écrire :
Y > N(e) Ifa—1l <
et montre donc que :
lim f,==f.
2° Supposons maintenant que F ne soit pas complet, c’est-a-dire

qu’il existe une suite de Cauchy { y, | de F qui ne converge pas ; nous
allons montrer qu’on peut en déduire I’existence d’une suite de Cauchy

de 2,E,F) qui ne converge pas. ‘
Soit x, € E, fixe, de norme 1. Le théoréme de Hahn-Banach prouve

Pexistence d’une forme ¢, linéaire et continue, de norme 1, (’lé’ﬁnie sur E
et telle que of(x,) == 1. Définissons alors une suite d’éléments de

LAE, F) par :
fn(x) == (P(x) «Yn-
On a:
Ifa@1 = le@)| . llyall < [li]- Iyl
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donc f, est continue avec une norme telle que :

IFall < [yl
mais comme lfi@)l =y, on a |f,]= .l

Le méme raisonnement appliqué a (f,—f,) montre que :

Il en résulte que ! f,, | est bien une suite de Cauchy de 2,E, F) et cette
suite ne converge pas, puisque f,(xr,) n’étant autre que Yy, elle ne
converge pas au point x,.

4. Espaces duals.

En application du théoréme précédent, nous voyons, puisque R ou C
sont complets, que les duals des espaces vectoriels normés sur B ou C

(qui ne sont autres que les espaces 2,E,R) ou £/E,C)) sont des espa-
ces de Banach.

Exercice 57, — 1° Montrer que le dual de 'espace (/1) (cf. VIIL.1.3) des
suites complexes sommables est I'espace (m) des suites complexes bornées.

On remarquera que (/1) posséde une base topologique e, avec €' = a

(symbole de Kronecker, e ;l" désignant le m-iéme terme de lo suite e,) telle
que si a désigne la suite de terme général a” on qit :
n oS
a = lim, }: ave, = :‘Z: ave,.
p==1 P
Si f appartient au dual topologique de (/1) on a :

-]
fla) = E af fle,)
==l
f est déterminée par la donnée de la suite | fle,) } quil s’agit de choisir
convenablement.
2° Trouver le dual de I'espace (c) des suites complexes convergentes.
On pourra utiliser pour base topologique la base précédente & laguelle on
aura adjoint la suite constante et égale a 1.
3° Montrer que 'espace (12) des suites réelles de carré sommable est
isomorphe & son dual.
On utilisera o méme base topologique qu’au 1°. (Il sera commode d’utiliser
le théoréme suivant que I'on commencera par vérifier: Si u, est le terme
général d'une série divergente & termes positifs et S, la somme de ses n

u

premiers termes, la série de terme général v, = T est convergente si o > 1,
£

divergente si a << 1),

Autre exemple de dual. — Soit E = ¢ ([0, 1], R), espace d’applica-~
tions continues qui est un espace vectoriel normé avec :
fl=sup | [f@]; x € [0,1] 1.
Un théoréme célébre de F. Riesz établit que toute forme linéaire et conti-
nue sur ¢ s’exprime par :

1) — jel tdg

olt g est une fonction & variation bornée et ol Yintégrale est I'intégrale
de Stieltjés correspondante.
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Une fonction a variation bornée ¢ est la différence de deux fonctions
croissantes p et 1 ; et on pose, par définition :

1 1 1
/ fdg:f fdpmf fdn.
L 0 0 0

I’intégrale fdp étant définie & partir des sommes :
0
n—1
N 1) [p(x; ) — plx))]
i=o
1
comme Pintégrale j f(x) dx est définie & partir des sommes :
0
n—1
> ) @y —a).
i==0
(Quand la fonction g est continuement dérivable, Pintégrale de Stieltjés
1
n’est pas autre chose que Vintégrale fo)g'(x)dx ).
0

Le théoréme de Riesz (1) précise que :
= Vo(g

Vé (¢), ou variation de la fonction g, étant définie par :
{ n—1

Volg) = sup 2 ’Z l9(x; 1) — g(xy)] %

le sup étant relatif & 'ensemble des découpages du segment [0, 1].

Bipvan. — On peut chercher le dual du dual. On se rappelle que,

dans le cas des duals algébriques, on trouvait dans E** un sous-espace E
isomorphe & E, dont les éléments étaient définis par :

x(x*) = x*(x)
x étant alors I'image de x dans Pisomorphisme en question.
Nous étendrons ce résuliat dans Pexercice suivant :

Exercice 58. — Montrer qu’d tout élément x de E (espace vectoriel normé),

on peut associer une forme linéaire et continue x sur son dual topologique E’
par la condition suivante :

X(x) = x(x).
L’application
XE€E —> xEE
est un isomorphisme algébrique et une isométrie ([];” = |x|) de E sur un

sous-espace E de E” (Il sera nécessaire d'utiliser le théoréme de Hahn-
Banach).

(1) Pour plus de détails concernant Vintégrale de Stieltjés et le théoréme de
Riesz, se reporter & Particle « Théorie de I’intégration », dans la monographie n° 10 de
VEnseignement Mathématique : « Problémes de mesure ».
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En généraNI, E est strictement inclus dans E”. On dit qu’'un espace

est réflexif si E=—E",
. Par exemple, on montre que I'espace (I?) des suites complexes de
puissance péme sommable, espace vectoriel normé oifi la norme est la
racine p°me de la somme, admet pour dual topologique I’espace (I9) avec

1,1
—+ =1
r 3

La symétrie de la relation montre que ces espaces sont réflexifs.

§ 3. FAMILLES SOMMABLES

Dans un espace vectoriel, on peut faire la somme des éléments d’une
partie indexée finie quelconque. La notion que nous allons introduire
doit donner un sens précis a ce qu’on pourrait appeler intuitivement la
somme d’une infinité d’éléments d’un espace vectoriel normé. C’est ce
gu’on attend classiquement de la notion de série, mais il faut noter que

ans cette derniére 'ordre des éléments intervient, si bien que les pro-
priétés d’associativité et de commutativité des sommes finies ne s’éten-
dent pas aux sommes infinies que sont les séries, sauf pour les séries
absolument convergentes de R* ou Cn.

La notion de famille sommable ne contient aucune référence & un
ordre sur I'ensemble des indices de Ia famille : Ia commutativité est done
dans la définition. L’associativité, en un sens trés fort, se démontre dans
le cas le plus général.

La notion a le double avantage : 1° de donner directement le cadre
dans lequel se déroule la théorie des séries absolument convergentes,
alors que I'exposé classique donne une définition faisant intervenir un
ordre sur les termes, pour montrer ensuite que cet ordre n’a rien a voir
dans la question ; 2° de généraliser, de maniére simple et utile, les pro-
priétés des séries commutativement convergentes.

La notion de série ne perd pas pour cela tout intérét, mais c’est une
notion plus fine et plus délicate que celle de famille sommable.

Nous considérons, dans ce qui suit des familles d’éléments d’un
espace vectoriel normé, ce qui correspond & une situation trés fréquente
en Analyse, mais le cadre le plus général pour traiter la question est celui
d’un groupe topologique (les résultats seraient analogues, et les démons-
trations essentiellement les mémes dans leur principe).

1. Définition. Propriétés générales.
Soit une famille d’éléments ! a;; i€ 1} d’un espace vectoriel normé
indexée par I’ensemble I. Pour toute partie finie J de I, posons :
S;=3tla,; i€}
et désignons par ?(I) Iensemble des parties finies de 1. La famille (ap
sera dite sommable, de somme S, si:
Ve 3, € 2/D Vi€ 20D IJodJ, = [S—Sj<e.

On notera indifféremment S — E la,; i€1} = ) g . a;.
]

Notons que cette définition peut s’exprimer en termes de limite.
Lorsque la partie finie J, décrit #?{I), Pensemble des parties finies qui
la contiennent décrit une base de filtre sur PAD [le vide ne lui appar-
tient pas ; elle n’est pas vide et Iintersection de I'ensemble des parties
qui contiennent J, et de I’ensemble des parties qui contiennent J’, est
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Pensemble des parties qui contiennent J, U J’,]. L’ensemble 2(I) étant

ordonné par inclusion, on peut appeler le filtre engendré par cette ba’se,

filire des sections finissantes de »/I) (cf. exercice 8). Dire que la ]famflle

indexée par 1 est sommable de somme S est alors dire que Papplication
J&e »(I) —> §,€E

converge vers S suivant le filtre des sections finissantes de 2 (I).

Le lecteur établira aisément la proposition suivante : soit
ta,; T€1} une famille sommable de somime S.2 d’élemegts de E,
espace vectoriel normé ; soit f une application linéaire et continue de E
dans un espace vectoriel normé F : la famille { f(a,) ; i €1} est somma-

e somme f(S). . .
lgga(rixd l’ensemiigle) des indices est N, la famille recoit le nom de suite
sommable.

On peut rapprocher la définition d’une suite sommable de celle d’une
série convergente.
n
Ve IN nzN —> |8— Z u,| < e

p=1
Mais il convient de noter que cette condition est moins forte que la
condition (1) appliquée 4 la famille { u, ; n € N1, car elle ne fait pas
intervenir toutes les parties finies contenant 'ensemble :

Jo=1p; 1<p<Nj

mais seulement les parties finies de la forme {p ;1< psn} avecnz=N.
La suite des termes d’une série convergente ne constitue donc pas, en
général, une suite sommable.

Remarquons toutefois que, dans le cas particulier important des
familles de réels positifs, il y a identité entre la notion de série conver-
gente et de série dont la suite des termes est sommable. En effet, obser-
vons d’abord que, pour qu’une famille de réels positifs soit sommable, il
est nécessaire (c’est évident) et suffisant que l’gnsem'ble de ses sommes
finies soit borné. En effet, soit une telle famille indexée par I et soit A le
sup de ses sommes finies :

VS EJOE @f(l) A‘—S<SJO<A.

Mais alors :
JDJO = SJ> SJ{) = A—~8< SJ.<A .
et la famille est sommable de somme A. Si Fon cons;dére alors une série

LG e .
de réels positifs convergente, ses sommes Z u, sont bornées et toute
p=1 .
partie finie pouvant étre incluse dans une telle somame Pest aussi. La
famille { u, ; n € N} est donc sommable.

ESPACE VECTORIEL DES FAMILLES SOMMABLES.

i la famille {g;; i€ 1} est sommable de somme A et la famille

i b, -Sli 1EI } est sommable de somme B, la fami‘lle ta; -+ b'i cieEl) ,es't
sommable de somme A -+ B et la famille { Aq; ; i €1}, 1 étant un élé-
ment du corps K sur lequel E est espace vectoriel, est sommable de
somme AA, comine il est aisé de le vérifier. L
L’ensemble < des familles sommables de méme ensemble (’ilnd}~

ces I a done une structure naturelle d’espace vectoriel sur K et I'appli-
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cation qui, 4 la famille, fait correspondre sa somme, est une forme
linéaire sur cet espace vectoriel. 5 est un sous-espace de &7 (I, E).

2. Associativité des familles sommables,

NOUS ALLONS ETABLIR LE RESULTAT SUIVANT : ETANT DONNEE UNE
FAMILLE SOMMABLE {q;; i€ 1} DE SOMME S ET UNE PARTITION DE I EN
SOUS-ENSEMBLE I, AVEC A€ A, SI LES SOUS-FAMILLES ta;; i€1} SsonT

SOMMABLES, DE SOMMES S), ALORS LA FAMILLE { S) ; A& A} EST SOMMA-
BLE DE SOMME S.

Démonstration. — Soit, pour ¢, donné la partie finie J, de I que la
définition des familles sommables lui associe et soit A, © A défini par :

Ao—-'_—-i)\; I)n '-]’0’7552‘g
c’est-a-dire 'ensemble des indices ), tels que la sous-famille correspon-

dante ait des éléments dans J, ; A, est fini puisque J, Pest. Nous allons
démontrer que :

YUE 2(A) UoA, = |S— Z Sill < 2¢
. AEU
autrement dit, que la famille des S est sommable de somme S. Posons
en effet : card U= n, c’est-a-dire qu’il existe n sous-familles I, dont les

indices appartiennent 4 U. Pour chacun de ces n indices 3, on peut dire,
puisque la sous-famille est sommable :

V= aneaam s —la;i€hij<s .

et nous pouvons choisir J, contenant I N J,, de facon que :
LohohnlJ,. (2)
Additionnons membre 4 membre les n inégalités du type (1).

II vient :
o

LSy IS —syl<e
D’ou, a fortiori :
.
25— 2 sce
&y S, &y Sull<e

Mais (2) entraine que J = u J» contient J,, donc :
AEU

IS — Sl =S — N EEU Spll < e
et, par conséquent :

IS— 2 sy <2
rEU

REMARQUE, — 11 faut se garder d’appliquer, consciemment ou non, la réci-
proque qui est fausse. La réunion d’une famille de familles sommables peut
n’étre pas sommable, méme si la famille des sommes est sommable.

On montrera toutefois :

Exercice 59, — Etant donnée une famille | ag;i€l},silh ;A€ A
est une partition finie de |, si chacune des familles {a;; i€ Iy | est som-
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mable de somme S, , la famille {@;: i & I} est sommable et a pour somme
DS ;AEA].

Et, a titre de contre-exemple, dans le cas d’une partition infinie :

Exercice 60. — Construire une fomille U de nombres réels indexés par les
couples (m, n) d'entiers positifs telle que la famille { U, ,; (m, n) &€ N2}
ne soit pas sommable, mais que chacune des familles § Upni n € N soit
sommable de somme S, et que la famille {5, ; m & N} soit sommable.

3. Critére de Cauchy. Familles sommables dans un espace de Banach.

Soit une partie finie K de I, disjointe de J,. On peut appliquer a la
partie finie, J = K U J,, la propriété qui a servi & définir la famille som-
mable :

IS — Syl <e.
Mais on a aussi: |S— Syl <.
Dot : IS5 — Syol| = ISk]] < Ze.

2¢ étant arbitraire, cette propriété s’énonce :
Ve 37, VK& 2(D KNdJ,=¢ = [Sgll<e.
Cette propriété appelée critére de Cauchy, comme Panalogue relatif aux
séries (Ve N n>Nm>N = |§,—S,|<¢
est une condition nécessaire de sommabilité d’une famille.

Elle entraine le corollaire : Une famille sommable ne contient qu’'un
ensemble au plus dénombrable d’éléments non nuls :

card taq;; i€1; ;540 < N,
Donnons-nous en effet une suite décroissante :
815 €05 wevs Gy ooe avec lime, = 0

<par exemple ¢, ==—1—> A chaque ¢,, le critére de Cauchy permet d’asso-
n

cier une partie finie J; qui contient nécessairement tout élément de

norme supérieure 4 s,, car un tel élément qui n’appa}rtiend?ait pas a J}
constituerait & lui seul une partie finie qui contredirait le critére. Il n’y a
donc qu’un nombre fini d’éléments de la famille sommable dont la norme
soit supérieure a ¢, et ceci pour tout n. ) )
I’ensemble des éléments non nuls de la famille sommabl? apparait aloas
comme une réunion dénombrable d’ensembles finis, c’est-a-dire qu’il
est fini ou dénombrable. ) . o

Ce résultat pourrait faire penser qu’on doit se borner a ne considérer
que des familles sommables indexées par des ensembles dénombrables.
Il n’en est rien, car il arrive que on renpontre des ensemblgs' de famil-
les (@) telles que, si J(a) est la partie dénombrable de I qui indexe les
éléments non nuls de (a), J(a) varie avec (a), et que la réunion des J(a)
soit I.

RECIPROQUE DU CRITERE DE CAUcCHY ; celle-ci exige que I'espace soit
complet : SI UNE FAMILLE D’ELEMENTS D'UN ESPACE DE BANACH SATISFAIT
AU CRITERE DE CAUCHY, CETTE FAMILLE EST SOMMABLE,

Démonstration. — Donnons-nous une suite décroissante :
€1 €05 +ees Epy see avec lime, =0
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et a chaque ¢, faisons correspondre la partie J* définie comme précé-
demment. On peut choisir ces parties de facon telle que :
Vn Jic yrtt,
(Si on trouve a priori pour ¢,,; une partie finie qui ne contienne pas J 7
on pourra toujours lui ajouter J7 ce qui donnera une autre partie finie
jouissant de la méme propriété que J ). Dans ce cas, la suite ! Syn
est une suite de Cauchy d’éléments de Pespace, car : ’
Ve iN ey < ¢

donc : Ve 3J; VK€ 2 KnNli=¢ = [Skl<e.
Or, sin>N et m>N, [[S;7 — S;m|| représente la norme de la somme

associée & une partie finie, disjointe de J*, donc est inférieure a «.

La suite {S;7 1, suite de Cauchy d’un espace complet, converge vers
un élément S. II suffit alors de fixer n = N 4 1 et de faire tendre m vers
Pinfini pour voir que :

S — SN+ <e. 1

Soit alors une partie finie J > JYT!. La définition de JY entraine.
puisque J5*! 5 J¥ .
85 — Sy, Tl < ex < e

ce qui, rapproché de (1), donne :

IS — S|l < 2e.
Nous avons donc (¢ étant quelconque) :

Ve 317 VIE€ 2D JoJ) = [S—8§<e

la famille est bien sommable de somme S.

Nous en déduisons d’abord : Dans un espace de Banach, toute partie
d’une famille sommable est sommable.

Soit L I; la famille {a; ; i €L} satisfait au critére de Cauchy ;
en effet, la famille initiale { a; ; i € I} y satisfait ; soit J, la partie finie
associée 4 un ¢ donné ; considérons L,=J, N L qui est fini. Soit alors
HE /(L) ¢ ?(I) une quelconque partie finie disjointe de L, done
de J, En vertu de Phypothése relative 4 la famille initiale ||Su|| < ¢, ce qui
établit que la famille restreinte satisfait au critére, donc est sommable si
elle appartient 4 un espace complet.

REMARQUE : 11 faut bien noter que cette propriété exige que Pespace soit
complet. Prenons par exemple pour famille sommable dans Q la famille indexée
par Z et définie par :

a, =14 et Vns40 an:sgnn‘
‘ n] !
On peut faire une partition de la famille en éléments indexés par les entiers
= 0 et en éléments indexés par les entiers < 0. La premiére sous-famille n’est
pas sommable puisque la somme d’une partie finie différe aussi peu que Pon
veut de (3 + e) qui n’appartient pas 4 Q ; la deuxiéme qui différe aussi peu que
Yon veut de (1 — e) n’est, de méme, pas sommable. Pourtant, la famille entiére
est sommable de somme 4 puisque, pour tout ¢, il existe N tel que, si on consi-
dére la partie finie :

Jo=1In; |n| <N},
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on puisse affirmer :
VYIiold, |8y — 4] < «.

ASSOCIATIVITE DES FAMILLES SOMMABLES DANS UN ESPACE DE BANACH.

— Nous pouvons maintenant, en supposant que nous nous plagions dans
un espace de Banach, compléter le théoréme relatif & Passociativité des
familles sommables : Si une familleiq,; i€ 1} est sommable de
somme S et si on fait encore une partition de la famille en sous-familles
indexées par { I, ; A € A}, nous pourrons, en vertu de ce qui précéde,
conclure, sans qu’il soit besoin d’'une autre hypothése, que chaque
famille { @, ; i€ I,! est sommable et, nous retrouvant alors dans les
hypothéses du théoréme précédemment démontré, que la famille de leurs
sommes est sommable de somme S.

4. Familles absolument sommables.

On appelle ainsi une famille t a; ; i € I | telle que la famille des nor-
mes des q; soit sommable.
@ Si, dans un espace de Banach, une famille est absolument sommable,
elle est sommable.

En effet, dire qu’elle est absolument sommable, c’est dire que :

3
Ye 3J, VK€ 2D KnJ,=g¢g =:>ié*K}IaAI<e-

Or, |8kl <. EEKHa@-][; done, la famille t a; ; { € I} satisfait au critére de
i€
Cauchy et est sommable.

Exercice 61, — Trouver un contre-exemple établissant que cette propriété
n’est pas exacte si I'espace nest pas complet.

Inversement, une famille sommable n’est généralement pas absolu-
ment sommable, mais elle est dans R” ou € ; c’est ce que nous allons
établir maintenant.

® Si une famille t a;; i €1} de nombres réels est sommable, elle est
absolument sommable.

En effet, les sous-familles formées respectivement par les a; positifs
et les a; négatifs sont sommables puisque R est complet. Or, ces deux
familles peuvent étre indexées par I si 'on pose :

at=a, si a,=0 a;=a; si ;<0
=0 si <0 =0 si a>0
on a alors :
a; = af + a7
la;| = ai —ay
La famille | |q;] ; i €1} somme des deux familles sommables { a} | et
{ — a7 1 est donc sommable.
e Si une famille {a;; i €1} de vecteurs de R" est sommable, elle est
absolument sommable.
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Toutes les normes de R~ étant équivalentes (cf. VIIL 1.7), i
de le démontrer pour une quelconqueqdes normes( de R, éi -7, AL sufft

n

x = (a!, 22, .., "), nous prendrons comme norme [l = Z |2?|

qpi sera, ic_i, la plus commode. =
S;lalpa gaénllll%e di a; i} e;t sommable, il en est de méme de la famille
P50 _des p-iémes projections, puisque la projectio
application linéaire et continue. Donc, les qfamillespi ('Lﬁ ;li nE ?sg sl(l)trll%
n
sommables, donc absolument sommables, et la famille ! }: lap|; i€},
3 b . - —1
c’est-a-dire ”‘14”3 I€1}, est aussi sommable, comme sgI—nme (dans Tes-
pacl;al d des familles sommables réelles indexées par I) de familles som-
mables.
La propriété s’étend 4 C, la sommabilité y étant la méme que dans R2n,
11 resulte. de ceci que, dans C en particulier, les notions de suite
sommgl?le, suite absolument sommable, suite dont les termes constituent
une série absolument convergente, se confondent ; [puisqu’il suffit que

la série des modules soit convergent i
Soit sommabie’ gente pour que la famille de ses termes

] 'Exercice, 62. — Soit une série de terme général a, (n € N), ol g, est un
élément d’un espace vectoriel normé E.

. La série est dite commutativement convergente si, quelle que soit la bijec-

tt.on ® fj”e N sur N, la série b, = Qg(n) est convergente. Montrer que la condi-
tion nécessaire et suffisante pour que la série (a,) soit commutativement
convergente est que la famille { g, ; n & N} soit sommable.

Exercice 63. — Si {a;; i€ 1} et | b;; j € J} sont deux familles som-
mables de nombres complexes, la famille | ab;; G, i) €1 X J}| est somma-
ble et a pour somme le produit des sommes.

CHAPITRE IX

ESPACES DE HILBERT

§ 1. RAPPEL DES NOTIONS FONDAMENTALES

1. Définitions.
Rappelons les définitions suivantes données dans le Cours A.P.M. Il
(IX, 6) : Une forme sesquilinéaire est une application
EXE —> C
(z, y) (xly) noté aussi <z, y >
qui satisfait aux conditions suivantes :
a) étre linéaire en

(x + xly) = (@ly) + @ly) Y]
Oxly) = Mzxly) 2)
b) jouir de la symétrie hermitienne, c’est-a-dire vérifier :
(@ly) = {ylx) (3)
Les conditions (3) et (1) entrainent : (zjy + y) = (xy) + (xly) @)
Les conditions (3) et (2) entrainent : (xAy) = Mzly) (5)

Une forme qui jouit des propriétés (4) et (5) est dite semi-linéaire
en y ; une forme linéaire en x et semi-linéaire en y est dite sesquilinéaire.
Une forme qui jouit de 'ensemble de ces cinq propriétés (ensemble dont
Iénoncé est surabondant comme on vient de le voir) est dite sesquili-
néaire-hermitienne. '

La condition (3) entraine que (zjx) est réel. Si 'application

T E€E —> (xlx) €R

est telle que :

VrE E (xfx) = 0
cette application est dite définie positive ou non dégénérée positive.
On peut alors montrer que /(zjx) = [z] jouit des propriétés d’'une norme

(cf. A.P.M. II, exercice 56).

Nous dirons alors :

Un espace préhilbertien complexe est un espace vectoriel sur C sur
lequel est définie une forme sesquilinéaire hermitienne appelée produit
scalaire, telle que le carré scalaire soit une forme définie positive. Si, pour
la norme définie comme racine du carré scalaire, Uespace préhilbertien
est complet, il est qualifié d’espace hilbertien.




- 126 —

R RS .
dont Ozilpgelé)érélsuigr:core Pinégalité de Schwarz (4.P.M. II, exercice 56)

| i | < el
On trouve encore, en écrivant :
@+ylz+y = @la) + 2% @y
@E—ylz—y) = (zlr)y —2 % (xgr}_]—;—((!l}/flz!]l))
que :
e+ Yl + lle— g2 = 2 i + 2 |yJ2.

On peut aussi considérer des es i £

L p : ' paces de Hilbert réels et des es
préhilbertiens réels ,(cf, A.P.M. II, IX, 4). Le produit scalaire y est ggf(;relsi
comme la valeur d’une forme bilinéaire et symétrique associée 4 une

forme quadratique définie positive. La quantité ﬁ%, de valeur abso-
o z||. g

lue inférieur é 3 £ ) g

pae pnicrie etey(.)u ¢gale a 1, est alors appelée cosinus de 1 angle des deux

2. Complétion d’un espace préhilbertien.

. Le complété E (cf. VIIL 1. 2) d’un espace préhilbertien E
voir une structure d’espace de Hilbert, caI; il eIs)t possible ge pxgﬁgflgé? eé;

E le produit scalaire de E avec conservation de ses propriétés.
En effet, nous savons déja que la norme de E se prolonge a E, la

norme de  €E étant la limite de | i i i
o e L < E Stant. la a1, sita, | est l1a suite de points

D’autre part, si x et y sont les limites des suites ! z, |
s etly,}deBE,
on peut remarquer que ! (x,]y,) | est elle-méme une suite de Cauyc%y car :

< ”xn - m” ”yn” ‘{" ”xm””yn - ym“

Or, lly.l| et |x,| sont bornés ; |x, —x,| et — sont inférie ;

Nl 5 n m ars a
arbitraire pour netm supérleu;s anN asse:'{lygrang ;“ (z,y,) est done I;
terme général d’une suite de Cauchy de R ou C. Cette suite converge vers
un nombre que nous noterons (xly).

Il est alors immédiat que |z]|= lim, |lz,]| = lim, (z,|z,) = (z|x
Immédiat aussi, par passage a la limite, que t‘ogges les })ro%rgétés ((s[es):
quilinéarité, symétrie hermitienne) du produit scalaire sur E s’étendent

a la forme (x,y) € E/>\< E — (rly) € C, que cette forme est done
un produit scalaire et E un espace de Hilbert.

§ 2. PROJECTION SUR UN CONVEXE FERME

1. Théoréme de F. Riesz.

ETANT DONNES, DANS UN ESPACE DE HILBERT, UN VECTEUR @ ET UN
ENSEMBLE CONVEXE FERME C, IL EXISTE ¢’ € C UNIQUE TEL QUE
la — || = d(a, C) (cf. VII. 1. 1).

lfiemarquon's que, les translations de I’espace affine respectant les distan-
ces, il suffit d’établir ce théoréme quand a est le zéro de l’espace vectoriel.

— 127 —

Soit donc un convexe fermé C ; si 0 € C, le théoréme est évident. Sup-
posons donc que 0 € C et soit :

d=d0,C)=inf ! |z]|; x€C},
nombre strictement positif.
Considérons alors la boule fermée de centre 0 et de rayon d ¢
(avec ¢ € R+) et considérons son intersection avec C :

A, =C N BO,d-+ e

qui est non vide et convexe fermée, comme intersection de deux convexes
fermés. A. n’est réduit & un point que si C I'est lui-méme, auquel cas le
théoréme est vérifié. Si A. a plus d’un point, soient = et y deux d’entre
eux. On peut écrire :

x
e — gl =2 el + 2 gl — 4 1 =5 |-
Mais A. étant convexe, z 5 Y 1ui appartient, donc _Hf_g__.g.”. est minoré

par d et x— y|P est majoré par :
4(d+e)2—4dd2=4:(c+ 2d),
ce qui signifie que le diametre de 'ensemble A. tend vers zéro avec e.

Mais alors, si on prend une suite de valeurs de ¢, décroissante et de
limite zéro, la famille des ensembles A. qu’elle définit est une suite
décroissante de fermés dont le diamétre tend vers zéro ; en vertu du
théoréme établi en VII. 2. 4, Pintersection de cette famille est un point a’.
Ce point est & une distance de 0 comprise entre d et (d 4 ¢), quel que
soit ¢, donc & une distance d de 0.

Revenant au cas ol a est un point quelconque, nous appellerons,
projection de a sur le convexe C, le point a’ dont on vient d’établir
Pexistence.

Conséquence. — Considérons un autre point de C que nous désignons
par @ -y ; le point  est caractéris¢ par le fait que pour tout y et tout
a +y€C, on ait:

la’ —al| < &’ —a~+ y|.

En élevant au carré les deux membres de cette inégalité stricte, on trouve :

o —af < |la— a + 2 R(@ —aly + [yl
ou 2 R(@—aly + lyl* >0,
mais C étant convexe, cette inégalité doit étre vérifiée par tout point
a’ -2y avec 0 <i<1, ce qui exige:

Vi€ ]0,1] 2 R@—aly + 1y >0.
Ceci n’est possible que si:

R{a’—aly) =0

et, réciproquement, ceci entraine 2R (@ —aly) + lylF> 0.

La condition «®R (@ —al|y) =0 pour tout y tel que a +y<EC>
est donc nécessaire et suffisante pour que a’ soit la projection de a sur C.

Dans le cas d’un espace hilbertien réel, cette condition prend la

forme :
(a’—-—a ( y) > O’

ce qui peut s’exprimer en disant que Pangle du_vecteur aa’ et de tout
vecteur joignant @’ & un point de G est aigu ou droit.
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Exercice 64. — Etant donné un convexe fermé montrer que si @ et b ont
pour projection a’ et b’

o — b7 < flo— b}
2. Projection orthogonale sur une variéié affine fermée.

) Supppsons mainten’ant que le convexe C soit un sous-espace vecto-
riel fermé ou, plus généralement, une variété affine fermée.

Si y appartient au sous-espace vectoriel V paralléle a la variété
(@ + y € C), —y lui appartient aussi (@ — y € C). On doit donc avoir :
R —aly) =0 R@—al(—y) =0,
d’ol1 :
R@—aly =0.
De cela nous allons déduire que le produit scalaire (@’ —a|y) est lui-
méme nul. Posons : '
(@ —aly) = e,
Le produit de y par un complexe appartient encore 4 V ; donc :
(@ —alety) =0,
Or,
(@ —ale’y) = e (@ —aly) =
On en déduit que ¢ = 0.
Le vecteur joignant a & sa projection sur la variété est orthogonal

a tous les vecteurs paralléles a la variété. 11 s’agit bien d’une généralisa-
tion de la notion géométrique de projection orthogonale.

3. Sous-espaces supplémentaires orthogonaux.
§‘>o§t E un espace de Hilbert et V un sous-espace vectoriel fermé.
Considérons un vecteur x €E et z, sa projection sur V ; on écrit :
r—ux, L V

pour exprimer le fait que x -— x, est orthogonal a tous les vecteurs de V.
On peut écrire aussi :

* =z, }+ x, avec x, € V*

en notant V* (ou, plus généralement, A%, si A est une partie quelconque
de E) I'ensemble des éléments de E orthogonaux & tous les éléments de V
(resp. A), conformément & la notation introduite dans le Cours A.P.M. II
(IV. 2 et IX. 2. 3). On a démontré alors que V* (resp. A') était toujours un
sous-espace vectoriel de E [on le retrouve d’ailleurs ici, en remarquant
que (u;|x) =0, (uylx) =0 entraine Ou, + dou, | x) == 0 pour tout
x € A et pour tout couple (uy, u,) d’éléments de A*].

Mais ici nous pouvons ajouter cette précision que A'est un sous-
espace vectoriel fermé. En effet, I'inégalité de Schwarz :

| @) — () | =] (@ —u,v) | <|lu— .|z

prouve que Papplication u —> (ulx) est continue

(puisque | —u,| < — entraine | (ulxr) — (@) | < ).

[l
Un point u, de Al , qui est la limite d’une suite (u,) de points de A L

est alors lui-méme un point de A* car, si pour tout n, (u,|x) =0, alors
lim (u,|x) = (u,jx) = 0.
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Le fait qu’on se trouve dans un espace de Hilbert et que 'on n’y
considére que des sous-espaces vectoriels fermés va nous permettre de
montrer que deux sous-espaces orthogonaux fermés sont supplémentaires
et d’en déduire la réciprocité entre sous-espaces orthogonaux fermés.

On a vu, en effet, que tout x € E pouvait se mettre sous la forme :
xzx,,—}—-l'm :CvEV xu)EVl.

D’autre part, VN V& = {0} car, si x appartient 2 V N V!, il vérifie
(x|x) =0, donc x=0. On peut donc écrire :
E=Va&V,

Si on pose alors W =V* , T'espace E est de méme égal & W & W*.
Les sous-espaces V et W sont supplémentaires d’'un méme sous-espace
et Wt o V ; il en résulte que W' = V. W est dit supplémentaire ortho-
gonal de V. Notons enfin que de la nullité de (x,|xw), on déduit :

] == [l 4 lew .
Pour une partie quelconque A, on peut encore considérer les parties A *,
AM, A (avee AME =AY,

A est un sous-espace vectoriel fermé qui contient A ; c’est le plus
petit car, si H est le plus petit sous-espace vectoriel fermé contenant A,

d’une part, H > A implique HY —-H> Au, et, d’autre part, A gtant
un sous-espace vectoriel fermé qui contient A, A* S H, done H= A%,

§ 3. DUAL TOPOLOGIQUE D’UN ESPACE DE HILBER1

Nous allons démontrer la propriété suivante :

Le dual topologique E’ d’'un espace de Hilbert (réel ou complere) est
isométrique et algébriquement isomorphe & cet espace (en un sens qui va
étre précisé.

Nous avons_déja vu ci-dessus (avec d’autres notations) que I'appli-
cation * ——> (aly,) satisfaisant a:

l(xly& <yl Iz

était une forme linéaire et continue. Sa norme, qui d’aprés cette inéga-
lité est au plus égale a |jy |, vaut exactement |jy,| en vertu de :

(yoiyo) = ”youz-
Nous allons montrer maintenant que tous les éléments de E’ sont de
cette forme. Soit f € E’ une forme linéaire et continue non nulle. Son

—1 . . . »
noyau f(0) est un sous-espace vectoriel de co-dimension 1, fermé, car

Pimage réciproque d’un point de C par une application continue est fer-
mée. Soit H cet hyperplan et K son supplémentaire orthogonal qui est de
dimension 1, donc de la forme {da; A& C} . Pour tout x de E, on a:
T=2u +2x, Tu€H, xx€K
f(@) = flxx).
Or, xx peut étre évalué en fonction de (z|a). En effet :
(z]a) = (xxla) = Qala) = 1 [ja|?.
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D’ol1 :
(zla) et |ja|* étant des scalaires, on peut en déduire :
o @) aN _ (xla) o
1@ = 1) = Tap- @ =G,
a condition de poser :
_ @
llalf®

. Done, a toute forme linéaire et continue sur E, on peut associer un
élément y € E tel que :

Yx f(x) = (x|y).
Il y a donc une bijection entre les éléments de E et ceux de E'.
Cette bijection est une isométrie puisque |f] = |ly|.

Il est facile de vérifier qu’elle respecte la somme. Soient fy, et [y, les
formes associées a y, et y, :
(fyy + fy)@ = @|y1) + @|y2) = @[y1 4 ¥2) = fy,+y, @).
En outre :
Ofy) (@) = Mzxly) = (x[Ay) = f7 ().
La bijection y ——> f, est donc semi-linéaire. On la qualifie
parfois d’anti-isomorphisme. On peut aussi la considérer comme un iso-

morphisme de E sur E’, ce symbole désignant le dual topologique de E,
muni de la structure d’espace vectoriel qu’on a définie dans A.P.M. Il
(IX, 6, 2). Bien entendu, dans le cas d’un espace de Hilbert réel, la bijec-
tion y ——> f, est un isomorphisme ordinaire pour la structure
d’espace vectoriel.

Remarquons la grande analogie de ce qui précéde avec ce que nous

avons fait pour les espaces vectoriels quelconques sur R, sur lesquels .

était définie une forme bilinéaire symétrique (A.P.M., 1, IX, 2, 3), et pour
les espaces vectoriels sur C, sur lesquels était définie une forme sesqui-
linéaire hermitienne (IX, 6, 2). La considération de Papplication
y ——> g, définie exactement comme I’a été, ici, w
avait alors permis d’établir une correspondance entre E et son dual algé-
brique. Cette correspondance était un isomorphisme dans le cas ol E
était de dimension finie n et ol la forme quadratique associée 4 la forme
bilinéaire était de rang n. Mais si la forme quadratique n’était pas de
rang n, il existait des vecteurs non nuls orthogonaux a tous les vecteurs
de Tespace et il en résultait que Papplication y ——> g, n’était pas
injective. D’autre part, dans un espace de dimension infinie, les formes
linéaires du type g, ne sont pas les seules qui existent et I'application
n’était pas surjective. Ici, au contraire, la forme quadratique (x|x) est
définie positive et 'application y ——> f, est injective, et, d’autre
part, sur P'espace E’ des formes continues, elle est également surjective,
comme nous venons de le montrer. Le dual topologique d’un espace de
Hilbert E apparait donc comme un sous-espace, isomorphe a E, du dual
algébrique.

Une conséquence de la possibilité d’identifier E et son dual, au
moyen de lisomorphisme précédent, est la réciprocité entre les sous-
espaces orthogonaux fermés. Dans le cours A.P.M. II, nous n’avons
obtenu cette réciprocité que pour des espaces de dimension finie, entre
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sous-espaces de E et de son dual d’abord, puis entre sous-espaces de E,
aprés avoir procédé a lidentification, au moyen de FPapplication
y ——> g, Le résultat obtenu ici est plus général en ce sens qu’il
s’applique 4 un espace de dimension infinie, moins général en ce sens
qu’il exige que la forme linéaire servant a Iidentification dérive d’une
forme définie positive, alors que, pour les espaces de dimension finie, il
nous avait suffi d’une forme de rang n. Notons enfin que, dans les deux
cas, il s’agit de sous-espaces vectoriels fermés, ceux d'un espace topolo-
gique de dimension finie I'étant toujours, quelle que soit la topologie.

§ 4. FAMILLES ORTHONORMEES
DANS UN ESPACE DE HILBERT

1. Définition. Familles maximales.
Une famille te;,; i€ 1)} est orthonormeée, si elle satisfait a :
Vi lled =1 et is=] = (ele) =0.
Une telle famille est une famille topologiquement libre. En effet, une

suite de vecteurs appartenant au sous-espace vectoriel engendré par

L e i&€I— ti,}]|, cest-a-dire une suite de vecteurs de la forme

D, = 2 Me;, j décrivant une partie finie J, de I — ti, 1, ne peut pas avoir
pour limite e;, car (e |v,), qui est nul pour tout n, devrait, en vertu de la
continuité du produit scalaire, avoir pour limite (e; |e;) qui vaut 1.
Remarquons que ensemble des familles (ou systémes) orthonor-
mées d’un espace de Hilbert, ordonné par inclusion, est inductif. En effet,
un ensemble totalement ordonné de familles orthonormées est majoré
par sa réunion (tous les éléments ont pour norme 1 et, étant donnés deux
¢léments de la réunion, il existe une des familles qui les contient tous les

deux, donc ils sont orthogonaux). .
En vertu du théoréme de Zorn, il existe donc une famille orthonormée

maximale.
Considérons n vecteurs constituant une famille orthonormée. Le

produit scalaire (xle;) = x¢ est appelé coordonnée du vecteur x par rap-
port a e, et x;= x'e; est la composante du vecteur x sur e; Le vecteur
n

Y= — E x, est orthogonal a tous les ¢, car:

=1

Vi (yle) = (xley) — xi(e;]e;) = 0.

Il en résulte que y est orthogonal a tout vecteur du sous-espace vectoriel
n

engendré par les e;. Done, E x; est la projection de x sur ce sous-

i=1
n

espace. D’autre part, y étant, en particulier, orthogonal a Z x; il en
i=1

résulte que :
e =11 X alp+lglr=73, I+ Iyl
i=1

f==1

e = (ejlxie,) = 2 Tilee;) = |i|P.
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D’otr :
lxp = [z + lylp.
=1

Il en résulte que site;; i €1} est une famille orthonormée, pour toute
partie finie J de I, on peut écrire :

2 < e

.
Les sommes ; %J |x?|? sont. pour tout J € ?«(I), majorées par |[z|? et il en

résulte que ces sommes ont un é)lus petit majorant et qu'on peut en
déduire que la famille t (22 ; i €1} est sommable, de somme ce plus
petit majorant.

2. Propriétés des familles maximales.

Ces considérations nous aménent au théoréme suivant :

THEOREME. — LES SIX PROPOSITIONS SUIVANTES, RELATIVES A4 UNE
FAMILLE ORTHONORMEE ! ¢; | D’UN ESPACE DE HILBERT, SONT E£EQUIVA-
LENTES :

(a) t e; 1 est maxrimale.

b (Vi (xle) ==0) = x=0.

(e) Le sous-espace vectoriel fermé engendré par i e;} est E.

D Yz, x estla somme de la famille sommable lx;; i€11.

(e) Vx, |x|p est la somme de la famille sommable ! |[xj? ; i€ 11} .
(€3) Vx,y), (xly) est la somme de la famille sommable

tlyy s i€11 -
@ =Nty ; i€} = Niag; i€1}.
Démonstration :
® (a) = (b),car si} e;} est maximale, il ne peut exister de x non nul
orthogonal a tous les e;.
® (b) => (c). Si le sous-espace vectoriel fermé engendré par les e;

n’était pas E, I'existence d’éléments non nuls dans son supplémentaire
orthogonal contredirait ’hypothése.

® (¢) => (). Soit V le plus petit sous-espace vectoriel engendré par
les e, ; 'hypothése signifie que V=E, c’est-a-dire que, pour tout x € E,
il existe une suite de points de V qui converge vers x, c’est-a-dire que
pour tout e on peut trouver une partie finie J, de I et des scalaires M tels
que :

o GZEJO Mel| < e. )

Mais la quantité |xr— E MeJ| représente la norme du vecteur qui
i€,
joint 4 un point du sous-espace vectoriel H, engendré par l e; ; i€ J, } ,
sous-espace vectoriel fermé, puisque de dimension finie. En vertu du
théoreme de Riesz, la distance d’un point & ce sous-espace admet un
minimum strict qui est la distance du point 4 sa projection sur ce sous-
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espace. §’il existe une famille de ¥, associée a la partie J,, telle que I'on
ait (1), on aura donc, a fortiori, (1) pour la famille o1 M= xf = (x|e;)
et on peut écrire :

A& Ve 3], €2/ [x— igJo x| <e.

Or, siJ o J,, si y, désigne x — igJo x; et si y; désigne x — ; éJ x;,
on a:
Yo=Ut, e 5 *

D’on il résulte que ||y /2 > |ly;[2 et par conséquent [y || > |y
Donc :

YIolJ, e — E Tl < e 2)

€7

C’est dire que la famille | x; } est sommable de somme .

e (d) => (a). En effet, si!e;} n’était pas maximale, il existerait un
élément non nul orthogonal a tous les e; et il ne pourrait étre la somme
de la famille sommable de ses composantes sur les e; qui seraient toutes
nulles.
L’équivalence des quatre premiéres propositions est établie.

® D’autre part, (¢) = (e). Reprenons la démonstration de
¢« (@ = (d)».
Avec les notations introduites, on peut écrire :

YV Ve 1j,€ 2 VIoJ, llgsll < e. (2

mais ceci entraine :
Iyl = et — EEJ 22 < o2, 3

ce qui indique que la famille ! |72 | est sommable de somme [lx|?.
Inversement, (e) => (c), car la condition (3) entraine (2°°) ou (2)
qui signifie que, tout * € E est la limite d’une suite d’éléments de v,

c’est-a-dire que V=E.
® Enfin, (¢) <> (). En effet, de méme que :
Iz + Y|P — e — yi?
4 3

R(x|y) =

on montre sans peine que O (z|y), partie imaginaire du produit sca-
laire (x]y), est donnée par :
i |jix — gl — |liz + Y|P

Q(xly) = 4

11 résulte alors de (e), en vertu de la propriété relative & Paddition des
familles sommables, que (z|y) est la somme de la famille (Taly).
Et, pour passer de @) a (e), il suffit de faire y = x. Toutes les équiva-
lences se trouvent ainsi établies.

Remarquons que la propriété e) admet une réciproque : Si (x%) est une
famille de nombres complexes indexée par ensemble I qui indexe la 'famxlle
orthonormée maximale et si { |i2} est une famille sommable, il existe un
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élément x de V’espace de Hilbert admettant, pour tout 7, 2* comme coordonnée
sur e; (et par conséquent pour norme la racine carrée de la somme de la
famille). En effet, la sommabilité de la famille |} |xi|2}  entraine :

E

Ve 3, €PAD INjy=¢ = |2 =] Z wiel? <,
18 =] i)

donc la sommabilité de la famille | xie, | .

Il y a donc une bijection entre Uensemble des familles {xi; i&€1}, dont
les carrés des modules forment une famille sommable, et Pensemble des vec-
tcursI de Uespace de Hilbert, dont un systéme orthonormé maximal est indexé
par 1.

Cette bijection permet de donner ume structure d’espace de Hilbert &
Pensemble des familles de carré somrmable, en prenant pour valeur du produit
scalaire de deux familles {ai; i€I} e {yi; €I} le nombre

[t X (xiyt; i€ 1} ,|dont Péquivalence (e) <= (), établie ci-dessus, garantit
Pexistence. On pourrait d’ailleurs démontrer directement lexistence de ce
nombre, et en déduire la structure hilbertienne de P’espace des familles de
carré sommable en étendant ce qui a été fait pour I2 dans Pexercice 57.

3. Cardinaux des familles orthonormées maximales.

Dans le cas ol un systéme orthonormé maximal a un nombre fini
d’éléments, il constitue une base (au sens algébrique du terme) de I'es-
pace de Hilbert, puisque c’est une partie libre qui engendre un sous-
espace de dimension finie, donc complet, donc fermé, donc identique &
Pespace entier en vertu de (e). Il en résulte que, si un espace de Hilbert
4 un systéme orthonormé maximal fini, tout autre systéme orthonormsé
maximal aura méme cardinal (car toutes les bases ont méme cardinal) (1),
Reste a savoir si, quand les cardinaux de deux systémes orthonormés
maximaux sont infinis, ces cardinaux sont encore égaux. La réponse est
«oui ».

Pour justifier cette réponse, nous établirons d’abord la propriété
suivante : Etant donné un systéme orthonormé maximal infini d’un
espace hilbertien E, il existe une partie de E dense sur E, de méme cardi-
nal que le systéme.

Rappelons d’abord qu'une partie A < E dense sur E (ou partout

dense) est une partie dont I'adhérence A est E, ce qui, dans un espace
métrique, se traduit par le fait que toute boule contient au moins un
point de A.

Soit donc un_systéme orthonormé maximal'te,; j€ 1} de cardinal
infini a. Considérons la partie :

i
A= j%.} Ve;; J&€ 2D ; WE Q L iQ

(ot I désigne le nombre complexe bien connu),
c’est-a-dire la famille des vecteurs qui sont des combinaisons linéaires
finies de vecteurs du systéme, 2 coordonnées rationnelles complexes.

(1) Un systéme orthonormé maximal d’un espace de Hilbert en est une base
topologique ; on le désigne souvent du nom de « base orthonormée » (ou orthomor-
male). Cette utilisation du mot base ne présente pas de danger sérieux, car ou bien
Pespace est de dimension finie et nous venons de voir qu’une base orthonormée est
une base algébrique, ou bien I’espace est de dimension infinie, et on n’aura alors
pratiquement jamais recours aux bases algébriques.
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Nous allons montrer successivement que A = E et que card A = a.

1° A=E. En effet, d’aprés la propriété (d), pour tout z, €E, il
existe une partie J, telle que |jy; || (notation indiquée ci-dessus) soit infé-
rieure a ..

Or, si =1 E Ve, ; j&€J,1,ona:
o E
— Zol| == Y, M — |2,
e [ “']J”z—l—ie‘] W — |

o
Tout x peut étre approximé par un rationnel M avec une approximation
arbitraire. Si J, a n éléments, il suffira de prendre, pour tout j&€J,,

&
N—xf < —= pour avoir [xr— a2 < 2 <.
= e —

2° Card A = a. En effet, le choix d’'un élément de A est celui d’'une
partie finie et des M correspondants. Une partie finie étant choisie et
ayant n éléments, le choix des M rationnels complexes a lui associer Qst
celui d’'un élément de Q2 dont le cardinal est ¥ ,. Cet ensemble de famil-
les de M peut donc étre indexé par N, et ceci pour toutes les parties finies.
Le choix d’'un élément de A est alors celui d’un élément du produit car-
tésien 2/I) X N, c’est-a-dire, d’aprés la définition du produit de deux
cardinaux et la régle ab = sup (a, b) .

card ?4I) 8, = card ?4D).

Quant &4 P LI), c’est la réunion des ensembles des parties finies a
un élément, a deux éléments.., &4 n éléments... L’ensemble des parties
finies de 1 & n éléments a un cardinal manifestement compris entre a et
a*, donc égal i a. )

L’ensemble de toutes les parties finies est donc formé par une réu-
nion dénombrable d’ensembles de cardinal a. Son cardinal est a®,=a.
Remarquons que si, dans ce raisonnement, nous remplacons a par un
cardinal fini, card /(1) devient un nombre fini et card ? (D). ¥, = 8, ;
si done, un espace de Hilbert a des systémes orthonormés maximaux
finis, il posséde une partie dénombrable partout dense. ]

Démontrons maintenant que tous les systémes orthonormés maxi-
maux d’un espace de Hilbert ont méme cardinal. Soit, dans un espace de
Hilbert, un systéme orthonormé maximal T de cardinal c¢ infini (l{i ques-
tion a déja été réglée dans le cas fini). Les points de T sont 4 une distance

les uns des autres égale & /2 (puisque [d(ei,ff)]2 = |lef? + Jlejz = 2).
Il en résulte que la famille des boules { B(e; ; <l/.22 ; i€ T forme une

famille de parties deux 4 deux disjointes dont chacune contient un
élément de T, donc de E. Tout ensemble dense sur E a done au moins
un point dans chacune de ces boules ; done son cardinal es’g au moins
égal a c. Si donc, E admet un autre systéme orthonormé maximal T, de
cardinal infini ¢, le théoréme précédent appliqué & T" permet d’affirmer
que ¢’ = c. Il suffit d’échanger les roles de T et T pour obtenir ¢ <g,
done ¢’ =c,

§ 5. ESPACES DE HILBERT SATISFAISANT
AU DEUXIEME AXIOME DE DENOMBRABILITE
1. Définition.

Nous avons vu plus haut que si le cardinal des systémes orthonor-
més maximaux était fini ou dénombrable, 'espace possédait une partie
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dénombrable dense sur lui. Pour qualifier un espace topologique ayani
une partie dénombrable dense sur lui, on a d’abord utilisé le terme de
séparable, que I'on rencontre encore et qui survit grace a sa briévets,
mais dont le rapprochement avec « séparé » est assez ficheux, car un
espace séparé peut n’étre pas séparable, et un espace séparable peut
n’étre pas séparé. Beaucoup d’auteurs préférent introduire une propriété
voisine, appelée 2° axiome de dénombrabilité qui s’énonce : lespace
posséde une base dénombrable des ouverts, et qui est équivalente a la
séparabilité dans le cas des espaces méiriques.

Exercice 65, — a) Montrer que le 2° axiome de dénombrabilité implique
la séparabilité.

b) Montrer qu‘un espace métrique séparable vérifie le 2° axiome de dénom-
brabilité.

2. Procédé d’orthogomnalisation de Schmidt.

. Nous allons indiquer maintenant un procédé qui permet, étant don-
née une partie dénombrable partout dense d’un espace de Hilbert, d’en
gxtra}re un systéme dénombrable (ou fini) orthonormé maximal. Ceci
établira en méme temps la réciproque de ce qui précede : tout espace
séparable a des systémes orthonormés maximaux de cardinal inférieur
ou égal 4 ¥, donc de conclure : un espace de Hilbert est séparable si,
et seulement si, le cardinal de ses systémes orthonormés maximauzx est
inférieur ou égal a W,

Soient donc (a;; i € N) une famille dénombrable partout dense
d’¢léments de I'espace de Hilbert E.
Soit a;, I'élément, de plus petit indice, différent de 0.

aii

fls, I
Ensuite, considérons ’élément a,,, de plus petit indice supérieur a i,
et n’appartenant pas au sous-espace engendré par e, et posons :
by =a;, — (a; ley)e,

Posons : e;

puis e 2
2 == e
[162]]
t e, e, 1 est un systéme orthonormsé.
On prend alors I'élément a;,, de plus petit indice supérieur a i., et n’ap-
partenant pas au sous-espace engendré par e; et e,. Posons :

. b
by = a;, — (ai3 le)e; — (‘1@3[62)92, puls e;= 2

[1bs]
i eq, €9, €3} est un systéme orthonormé.
Et ainsi de suite. Ayant obtenu un systéme orthonormé de n éléments
{ ey, eq, ..., €, | , Oon prendra a; 1 élément de plus petit indice supérieur
n

4 i, et n’appartenant pas au sous-espace engendré par (ey, €y ..., €,) et
n

bn—}—l X
1B 41l

Le processus s’interrompra si on ne trouve plus de vecteur a;, hors
du sous-espace engendré par les e; déja choisis, ou se continuera indéfi-
niment. Dans le premier cas, on aura construit un systéme orthonormé

— N\ ~ : _
on posera by =a; . — 3 (ai“l}e')e@, puis e, ;=
i=1
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fini ; dans le deuxidme, un systéme orthonormé de cardinal ¥ ,. Dans
les deux cas ce systéme sera maximal, car tout vecteur q; finit par appar-
tenir au sous-espace engendré par les e;, donc ce sous-espace inclut celui
engendré par les a, donc son adhérence est E.

RemMARQUE I : On obtiendrait exactement dans les mémes conditions une
famille orthonormée maximale en partant d’une famille { a;} , non plus dense
dans E, mais qui engendre un sous-espace vectoriel dense dans E. Une telle
famille est alors dite totale. C’est dans cette situation qu’est le plus fréquem-
ment appliqué dans la pratique le procédé de Schmidt, en substituant dans
tous les cas & { @;} une base algébrique, ou méme topologique, du sous-espace
qu’elle engendre.

Remargue II: Revenant sur une remarque faite plus haut dans le cas
général, nous voyons quwa chaque systéme orthonormé maximal d’un espace
de Hilbert séparable correspond un isomorphisme de cet espace sur Iespace

@0

(12) des suites de carré sommable, muni du produit scalaire (z|y) =2xnyn:
1

Tout espace de Hilbert séparable est isomorphe a (I%).

3. Exemple.

L’espace €( [0,2x], C) des fonctions continues & valeurs complexes
avec pour produit scalaire :

(i) — fo "0 gt

et sa partie ¢( [0,2x], R) olt le produit scalaire est :
2%

flg) = , [t .gH)dt

sont des espaces préhilbertiens respectivement sur C et sur R, comme
il est aisé de le vérifier.
La sesquilinéarité et la symétrie hermitienne du produit scalaire

i [2n
sont évidentes ; le fait que [f} ::.\/ f Ifizdt soit positive ou nulle
0

2n
aussi ; enfin, [f] .::\/f Iflzdt ne peut étre nulle que si f est nulle :
0

une fonction continue différente de zéro en un point P'étant nécessai-
rement sur un intervalle entourant ce point.

Quant au fait que cet espace soit seulement préhilbertien, on peut le véri-
fier & ’aide du contre-exemple suivant : soit la suite {f,} définie par

falx) = inf(l‘l, ™ 711)

@ C(’est une suile de Cauchy pour la norme choisie. En effet, pour tout

m>n:
1 1
. 1 PR 3
[fa— il <f (x7 y—m2dx <f (724 ) dr= —
0 0 n2
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® D’autre part, une felle suite ne peut converger vers une fonction f conti-
nue sur [0, 27:]..En effet, §’il existait une telle limite f (& valeurs réelles on
complexes), et si, pour une valeur z, de ]0,2z], on avait

f(x) 5 2,

. 1 2r
toutes les fonctions f, (avec n > x,—;) seraient telles que [ () — fl@) |2 dx

2 <0
13

serait minorée par le nombre [ |fa(@) — f(x)|2 dx, nombre fixe indépendant
«/ X,

de n et strictement positif puisque f, =% f.

Done, pour tout = &€ 10, 2x], f devrait vérifier flx,) = xo—;, il serait alors
impossible d’attribuer 4 f(0) une valeur telle que [ soit continue sur [0, 2x].

La suite {f,! n’a donc pas de limite dans ¢ ([0, 2x], C).

Le complété de ¢ , muni de cette norme, est désigné par L [0, 2x].

Le complété de ¢ ( [0,2x],R) est I’espace hilbertien réel Lx [0, 2=].
Indiquons d’abord un systéme orthonormé maximal de ce dernier espace

(dgnt l’existencg montrera que cet espace est séparable). 11 est facile de
voir que la famille

t1} U tcosnz, sinnx; n €N} ¢))]
est formée d’éléments deux a deux orthogonaux et que la famille

(1>u{1 1

U= cosnx, — sinnr; nE€N (2)

WV2=) (V= V=

est orthonormée.
D’autre part, on peut démontrer que cette famille est maximale (1),

Si I'on considére alors une fonction continue f, ses produits scalaires
avec les éléments du systéme orthonormé ont pour valeur :

2%

- \/nﬁ;‘/o flxdz

2n 1 2r
f(x) cos nx dx By =" f(x) sin nx dx

VrJo VzJo
et ses composantes sur ces éléments ont donc pour expression :
a,, a;cos x, by sinx, ..., a, cos nx, b, sin nx ...

%o

VR#O Oy ==

(1) La démonstration repose sur le théoréme suivant que nous ne démontrerons
pas : «La famille A des polyndmes en sinz et cosx est une partie dense de
€ ([0,2r],R), muni de la norme de la <« convergence uniforme », ce qui signifie
que toute fonction continue réelle f peut étre approximée par un polyndéme P en sinx
et cosx de facon telle que V¥V ¢, ¥ x & [0, 2 nl,lf(x) —P@)| < ¢

Ceci entraine \///(2] [f—Pl2 de < ¢ V 27, done que la famille des polynémes
est également dense sur © muni de la présente norme et comme © est dense sur L2
cette famille est dense sur L? (en effet, adh 12 A>adh A= @ ce qui entraine
adh 12(adh {2 A) = adh ;2 A > adh 2@ =L%; d’olt adh 2 A=1L2).

Mais la formule de Moivre montre que tout polyndmes en sinx et cosx est une
combinaison linéaire finie des éléments de (1) donec appartient au sous-espace vee-

toriel engendré par (1) done par (2). Autrement dit, ’adhérence de ce sous-espace
est L2 et (2) est une famille maximale (propriété (¢) des familles maximales).
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avec :
1 P 1 2%
Ay = f(x)dz, Vn+#0, a,=— f@) cos nx dz,
2z /o T Jo
1 2
b, = — f(x) sin nx dz.
bid 0

Ces derniers nombres sont les coefficients de Fourier de la fonction et la
propriété (d) des systémes orthonormés maximaux s’énonce alors :
% n n
lim Y |f(@) — Y, a,cos nx + b, sin z2dxr=0.
0

N300 0 o

On arrive ainsi & une représentation valable pour toute fonction conti-
nue (alors que la série de terme général a, cos nx -+ b, sin nx ne converge,
ni uniformément, ni simplement, vers f(xr) pour une fonction continue
quelconque). En outre, si f est la fonction du temps qui représente
Pamplitnde d’'un phénomeéne vibratoire, I'intégrale du carré de cette
fonction représente, a un coefficient numérique prés, I’énergie transpor-
tée. Approximer une fonction suivant la norme ci-dessus, c’est done
négliger les termes de faible énergie. D’ol1 le double intérét de considérer
que la représentation d’une fonction continue par sa série de Fourier
est faite dans L? : du point de vue mathématique, la représentation est
toujours possible, car la série est toujours convergente ; du point de vue
physique, approximation a un sens expérimental.

I1 est immédiat de montrer (par exemple, & partir de ce qui précéde)

que, dans L¢ [0, 2x], la suite { e : n €Z} dont lindexation naturelle
est faite, cette fois par Z et non par N, est un systéme orthonormé
maximal.

Un autre exemple célébre de systéme orthonormé maximal est la
famille des polynémes de Legendre pour Vespace Ly [—1, 4 1], et on
peut la déduire par le procédé de Schmidt de la suite 1,x,.., 2", qui
est totale, car V'espace qu’elle engendre est celui des polyndmes R[x]
qui est dense dans o ([— 1,4 1], R) pour la norme de la convergence
uniforme (|fl=sup t |[f(x)|}; —1<x<1) en vertu du théoréme de
Weierstrass, et donc a fortiori pour la norme de L2,

Exercice 66. — Soit H un espace hilbertien complexe et soit (e, ; n &€ N)
une base orthonormée de cet espace.

Soit (\» ; n &€ N) une suite de nombres complexes non nuls, non nécessai-
rement deux & deux distincts et on suppose que la suite ([A"}) décrolt (au sens
large) et tend vers zéro.

1° Montrer qu’il existe une application lindaire continue A de H dans lui-
méme et une seule telle que

Yn&N Ale,) = dne,.
Quelle est la norme de A ? son noyau ? ses valeurs propres? Quel est le
sous-espace propre associé & une valeur propre p. de A?

2° Soit X un nombre complexe. On demiande d’étudier pour y donné dans
H, les solutions de l'équation :

AlX) —Ax =y (E).

Montrer qu’on est amené a distinguer les trois cas:
a) A différent de zéro et de chacun des A2
b) A égal & un des A2
c) A=0.
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3° Résoudre (E) dans le cas a). Déduire du résultat que dans le cas
A 5 0 et, pour tout n, As& A%, 'application A — X! (I désignant l'identité
sur H) admet une application réciproque, linéaire et continue, dont on préci-
sera la norme.

4° Résoudre et discuter (E) dans le cas b).

5° Résoudre et discuter (E) dans le cas c). On donnera une condition
nécessaire et suffisante pour que (E) ait une solution ; puis on montrera qu’il
existe effectivement des y € H tels que (E) n’qit pas de solution.

Montrer que, pour tout M > 0, il existe des y € H tels que ]| < 1 et
que (E) it une solution unique de norme supérieure a M,

Peut-on trouver une application linéaire et continue B de H dans [ui-méme
telle que BoA soit I'application identique ?

Exercice 67. — Soit H un espace de Hilbert. On note (xly) le produit
hermitien de deux vecteurs x et y. On désigne par £ (H) I‘ensemble des
applications linéaires et continues de H dans H, par T, I'image de x € H par
T & L2(H) et par TS le composé ToS de deux éléments S et T de L(H).

1° Montrer qu’a toute application T €& O(H) correspond une application
T* & L£(H) et une seule telle que, pour tout couple (x, y) de vecteurs de
H, on ait:

x|Ty) = (T*x|y).
Montrer que : (T*)* = T.
Comparer |[T|] et [T
Montrer que si T et S appartiennent & L(H) et XA & €
(T + S)* = T* 4 §*
QT)* = AT*
(TS)* = S*T*,

2° On considére un sous-espace fermé V et on désigne par P, I"application
qui & x €& H fait correspondre sa projection orthogonale x, sur V. Montrer
que P, € L(H) et quion a:

”PH < P2 =P, Py =P,
P est appelé le projecteur relatif au sous-espace fermé V.

3° On considére une application T €& 2(H) telle que :

T2 =T T =T, (1).

Montrer que si V est le sous-espace fermé de H engendré par T(H) on o
T = P, autrement dit les conditions (1) sont nécessaires et suffisantes pour
que T soit un projecteur.

Montrer que si | est 'application identique de H sur H, |l — T) est aussi
un projecteur. A quel sous-espace fermé est-il relatif ? :

Montrer que I'on peut déduire directement des conditions (1) :

[[Tx[2 = (T x|x) et [[Tx]] < X}

4% Si P, et Py sont les projecteurs relatifs aux sous-espaces fermés
V et W respectivement, montrer que les trois propriétés suivantes sont équi-~
valentes :

(a) Vaw,
(b) PPy = PgP, = P,
(c) Vx&H Py < [[Pewx|).

5° Montrer que si P, et Py, sont des projecteurs P_Pyen est un si, et seu-
lement si, PP = PLP,.

Que peut-on dire des sous-espaces fermés auxquels sont relatifs P_, P et
P Py?
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6° Py, Py, .. PVn étant des projecteurs, montrer que si
Py, 4+ Py, + .. + P"’n en est un
Py x| + [Po, X2 + o 4 [Py < [P
En déduire que Py, + Py, -+ ... + Py est un projecteur si, et seulement

si, P"’i Py. = 0 pour tout couple d'indices i, j avec i=& j.

Que pejut-on dire alors des sous-espaces Vy, Vy, ..., V,, ?

A quel sous-espace Py, + Py, + ... P, est-il relatif ?

7° Montrer que si P, et Py sont des projecteurs Py— P, en est un si, et
seulement si, PP, = P P, = P .

Que peut-on dire des sous-espaces fermés auxquels sont relatifs Py, P et
P,—P,?




CaAPITRE X

ESPACES FONCTIONNELS

§ 1. TOPOLOGIES SUR L’ENSEMBLE 7 (E,F) DES APPLICATIONS
D’UN ENSEMBLE E DANS UN ESPACE METRIQUE F

Nous allons, dans ce qui va suivre, étudier certaines topologies dont
on peut munir les espaces fonctionnels 7 (E, F) dans le cas olt F est un
espace métrique.

1. Deux modes classiques de convergence des suites de fonctions réelles de
variables réelles.

Historiquement c’est d’abord, dans le cas o F=R et ol ECR
quon a été amené a étudier cette question et d’abord sous la forme sui-
vante : chercher & définir la limite d’une suite de fonctions réelles de
variables réelles.

Une premiére définition qui vient a lesprit est celle, dite de la
convergence simple: {f,} définie sur [a, b], converge vers f si,
pour tout x € [a, b], la suite numérique f,(x) a une limite f(x), soit:

Ve Vz € [a,b] 3 Nz, €) ¥V n>N If(@) — fu(@)] < e

Une autre définition vient tout aussi naturellement & Pesprit si I'on
songe au graphe des applications : une application ¢ sera voisine d’une
application f si le graphe de ¢ est dans la bande comprise entre les gra-
phes de f—e¢ et f 4 &; ce qui donne pour la convergence vers f de la
suite {f,} la définition suivante :

Ve 3N Va>N Va€[a,b] [f@ —f)]<s

Il est clair qu’une suite qui converge au
au deuxiéme sens converge au premier, mais
la réciproque est fausse comme le prouve
Iexemple suivant :

Soit f, définie sur [0, 1] par le graphe ci-contre.
Quand n tend vers Pinfini, {f,} a pour limite
au premier sens la fonction nulle sur [0, 1],
mais n’a aucune limite au second sens.
Le second mode de convergence, introduit
ar Weierstrass, est appelé convergence uni-
4 orme, le mot « uniforme » soulignant ici le
fait que le N de la définition est indépendant

h 4
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de x. Bien que se présentant chacun de facon « naturelle », les deux
modes de convergence ont des propriétés différentes et doivent éire soi-
gneusement distingués.

Nous allons, dans la suite, chercher & quelle structure de 7 (E, F)
ils correspondent et étudier des modes de convergence plus généraux dont
ils sont les cas extrémes.

2. Structure métrique de la convergence uniforme.

~ Nous commencons par I’étude de la convergence uniforme. Plus
généralement que dans ce qui précéde, étant donné E quelconque et F
métrique, sur I'espace 7 (E, F) (espace dont, dans la pratique, on ne
considére généralement que des parties), nous pourrons définir la dis-
tance suivante :
d(f, g) = sup { d(f(x),gx)) ; € E}.

Il est aisé de vérifier que d jouit bien des propriétés d’une distance, sous
la seule réserve d’admettre que cette distance est & valeurs dans R+, car
elle peut étre infinie. La convergence d’une suite { f,} de 7 (E, F), muni
de cette distance, vers un élément f, s’écrit :

Ye aN ¥Yn>N dlf., ) <
ou :

Ve iN ¥Yn>N Yz €E d (f (o), f(x)) < e.

Si F =R, d(f,(x), f(x)) = |f,(x) — f(x)|, c’est bien la convergence uni-
forme définie ci-dessus.

La structure sur 7 (E, F) qui correspond & ce mode de convergence
est donc une structure d’espace métrique. On s’y référera en parlant de
la métrique de la convergence uniforme, et la topologie correspondante
sera aussi appelée topologie de la convergence uniforme.

On peut montrer que, pour cette distance, 7 (E, F) est complet si, et
seulement si, F est complet.

Supposons F complet et soit ! f, ! une suite de Cauchy de ¥ .L’hypothése
Ve IN Yn>N, m>N d(fy, fm) = sup Ld([f (), [(@) } < ¢
entraine que, pour tout z, { f,(x) | soit une suite de Cauchy de F, donc
que | f,(x) } converge vers f(x) telle que :

Y Vn>N d(f, (), f(@) <«
t f» | converge donc vers f.

Inversement, supposons qu’il existe dans F une suite de Cauchy
{ 7,1 qui ne converge pas. Considérons la suite de Cauchy {f,}de &
constituée des applications constantes: Vx&E f, (@) =y, Elle ne
peut pas converger.

Une partie intéressante de 7 (E, F) est le sous-espace B (E,F) des
applications bornées.

On dira que f est bornée si le diametre 3(f(E)) est fini :

sup Ld(f(@), f@) ; (x,y) € E X E} < .
Alors B (E, F) est fermé dans ¥ (E, F). En effet, soit une suite (f,) de
fonetions bornées :
Yn 3A, Vx&€E, Vy<€E d{f, (), f.() < A,.

Soit f 1a limite d’une telle suite, on peut affirmer :
Ve aN YrEE d(fx(@), f(x)) < .
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Soit alors a évaluer 3(f(E)).
Ve€E d(f(x), f(y) <d({f@), fn @) + d(fs @, fx @) + difx @), fy))
< AN+ 2
done, f € B(E, F), ce qui prouve que ce sous-ensemble est fermé. B est
donc complet si F est complet (cf. VII, 2, 4) et seulement si F est complet.
(Si F ne P'était pas, c’est-a-dire si une suite de Cauchy ty,} de F ne
convergeait pas, les fonctions constantes f, de valeurs respectives y,

sont bornées et constitueraient une suite de Cauchy de B (E, F) qui ne
convergerait pas).

3. Struciure de la convergence uniforme sur une famille de parties.

Soit A < E. On peut considérer pour tout couple (f, g) I'élément
de R+,
exf, g = sup Ld(f(x),9(x) ; c € A}
L’application e, est un écart.
A une famille 5 de parties de E, on peut alors faire correspondre une
famille d’écarts et considérer la topologie définie par cette famille
d’écarts.
On sait (cf. exercice 17) qu’on obtient une famille de générateurs de la
topologie avec la famille des boules :
BA,f,)=1g; esf,9) <1}
et une base des ouverts de la topologie avec la famille des pseudo-boules :
Vi, I, n=1g;es(f,g <r;i&€J}
famille obtenue en faisant décrire ¥ par f; R+ — (0} par r et par J
I'ensemble ? (I) des parties finies de I'ensemble I qui indexe les élé-
ments A de d.
On voit tout de suite que si &; et o, sont deux familles de parties de E,
telles que o; D d,, si T et T, sont les topologies correspondantes, la
famille des ouverts de T, contient tous les ouverts de T,. Done :
g1 D &y = Ty plus fine que T, (¢8)
Remarquons, d’autre part, que e, (f,9) <r pour tout A; tel que

i€ Jéquivaut a ep(f,9) <ravec B=U1A;: i€J}. On ne change
donc pas la topologie ainsi définie si on ajoute a4 I'ensemble & les
réunions finies d’ensembles appartenant déja a o .

Remarquons aussi que A > A’ entraine B(A,f,r) < B(A',f,r), ce
qui signifie qu’on ne change pas la topologie en supprimant de J, ou en
lui ajoutant, les ensembles qui sont inclus dans d’autres ensembles
appartenant aussi & § (puisque ces « petits » ensembles n’introduiraient
que des voisinages déja introduits par 'ensemble « plus gros »).

Les remarques précédentes conduisent a considérer comme famil-
les J des familles saturées, c’est-a-dire des familles qui contiennent
toutes les parties des ensembles qu’elles conliennent el toutes les
réunions finies de ces ensembles. A deux familles saturées différentes
correspondent deux topologies différentes : en effet, si &, et J, sont
deux familles saturées distinctes, ¢’est qu’il existe au moins un ensem-
ble A dans J, (par exemple) qui n’appartient pas & o, ; parmi les géné-
rateurs de la topologie T, il y aura donc les boules B(A, f, r) qui ne font
gas partie de la famille des ouverts de T,. Il y a donc une correspondance

ijective entre les topologies du type considéré et les familles saturées
qui les engendrent. Il en résulte que I'implication (1) peut étre inversée si
J 4, et I, sont des familles saturées.
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Il résulte de (1) que la plus fine de toutes les topologies de cette nature
est obtenue avec ¢ = 2 (E). Or, dans ? (E), il y a E et I’écart relatif A E

n’est auire que la distance précédemment définie, et cette topologie est
celle de la convergence uniforme.

Cherchons, & Popposé, la moins fine des topologies séparées parmi
les lopologies de la famille. L’axiome de séparation, appliquée 4 une topo-
l(:gu; définie par une famille d’écarts, exige que, pour tout couple (z, y)
d e.lements .dlstmcts de E, il existe un indice i pour lequel efx, y) 54 0, ce
qui donne ici :

Vi, g F+#9 A ey, 9 >0.

Mais ceci exige qu’il y ait un écart non nul pour deux applications qui
coincident, sauf en un point de E, donc qu’il existe un A comprenant ce
point, donc que :

UlA;AE€E 51 =E

et cette condition est manifestement suffisante pour que la topologie soit
séparée.

Il en résulte que la moins fine des topologies séparées peut étre
obtenue en prenant pour J la famille des points de E. La famille saturée
correspondante est la famille ?.E). Une famille de générateurs des
ouverts de la topologie est alors constituée des boules :

Bf,z,r)=1tg; df@), g@) < ri

et une base des voisinages de f est la famille :
V(f, 21, X9y oy 2, 1) = L g 5 d(f(xy), gx)) <r; i€i{1,2,.,p}t}.
(Pour E = F = R, une fonction appartenant & un tel voisinage de f est

une fonction dont le graphe rencontre chacun des p segments
B;B’;, ByB', ..., B,B’,, centrés sur le graphe de f et de longueur 2r).

- g;
B, T
/\"‘i o
18,
18,
X, e >
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Cherchons ce que signifie converger vers f, pour une suite {f,}
de ¥ muni de cette topologie. Ceci signifie : pour tout voisinage de f, il
existe N, tel que, pour tout n > N, f, appartienne au voisinage, et il suffit
que éa Fropmété soit vérifiée pour les éléments de la base des voisina-
ges de f.

fn converge vers [, signifie donc :
Vr Vix,.,0, 1 €2(E) 3IN Vn>N [, €V({, xy .., 2, 1) 1)

ou encore :
Vr V iz, ., €2(E) AN Va>N df@), f,@) <r

(l = 1, 2, . p).

Mais cette condition entraine, en particulier :
Vr Vz AN, ¥Yn>N, d(f(x), f.(x)) < r. (2

Et, réciproquement, si (2) est vérifiée, (1) I’est, car il suffit de pren-
dre pour N le sup des N, relatifs aux points x,,..,x,. Done, !f,!
converge vers [ équivaut & la condition (2). Or, celle-ci exprime que
t f, } converge vers f au sens de la convergence simple. Pour cette rai-
son, cette topologie est appelée topologie de la convergence simple.

Nous pouvons donc conclure :
De toutes les topologies définies sur 7 (E, F) par une famille d’écarts liée

a une famille de parties de E, la plus fine est celle de la convergence uni-
forme et la moins fine des séparées est celle de la convergence simple (1),

Entre ces deux topologies extrémes, il y en a d’autres qui sont uti-
lisées, en particulier celle-ci : E étant un espace topologique, on prend
pour famille & la famille des parties compactes ou, ce qui revient au
méme, la famille saturée déduite de cette famille. Cette famille saturée
est obtenue en prenant la famille des sous-ensembles des parties compac-
tes 2, La topologie définie par cette famille est appelée topologie de la
convergence compacte. Cette topologie est surtout utilisée dans le cas
ot E est localement compact.

Un exemple de convergence suivant cette topologie nous et fourni
par les séries entiéres dans le domaine D, intérieur de leur cercle de
convergence ([z] < R). On sait qu’une telle série converge uniformément
vers sa somme sur tout disque intérieur au cercle de convergence et on
peut montrer qu’elle converge uniformément sur toute partie compacte
du disque ouvert D.

En effet, soit K © D un tel compact. L’application :
z&€K —> |[z]€R+

étant continue et définie sur un compact, a un maximum fini qu’elle
atteint. Si M est ce maximum (M est nécessairement plus petit que R), il
en résulte que K est inclus dans le disque fermé de centre O et de

(1) Remarquons que, de méme que la donnée d’une distance définit une structure
métrique plus riche qu’une topologie, la donnée d’une famille d’écarts définit une
structure plus riche gqu’une topologie et qui est appelée structure uniforme. Mais
nous nous contenterons ici d’aborder 1’étude de la topologie qui lui est associée.

(2) Notons une propriété de ces sous-ensembles. Si E est séparé leur adhérence
est compacte. En effet, un compact K d’un espace séparé est fermé. Donc :

AcK = AcEK=EK

Il en résulte que A, partie fermée d’un espace compact est compacte. Un tel ensemble
dont P’adhérence est compacte est dit relativement compact.
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rayon M (|z| < M) qui est compact. La série est done uniformément
convergente sur ce disque et par conséquent sur K. Une série entiére
converge donc vers sa somme selon la convergence compacte sur le dis-
que ouvert limité par son cercle de convergence.

4. Topologie de la convergence simple et topologie produit.

Revenons a la convergence simple. La topologie de la convergence

simple sur 7(E, F) est la topologie produit de xQE F,.

f S "o
| / e
F f
£ x

Considérons I'espace xg!E F,, produit cartésien indexé par E d’une

infinité de répliques de I’espace F. La donnée d’un élément de cet espace
équivaut 4 la donnée d’un élément de 7 (E, F), On sait que la topologie

sur xgE F, définie comme topologie produit de la topologie sur F

admet une base des ouverts constituée des ensembles :

xég-,r Fy X 05 X ... X O,

ol J est une partie finie { 2, ..., x, } , et Oy, Oy, ..., O, des ouverts respec-
tifs de E, , E; , .., E, ; et qu'on obtient une base des voisinages d’une

fonction f, pour cette topologie, en faisant écrire a ! xy, ..., x, | 'ensem-
ble des parties finies de E, et a O;, Oy, ..., O, 'ensemble des boules de
centre f(x,), f(x2), ..., f(x,). Les voisinages de f pour cette topologie pro-
duit sont donc les mémes que pour la topologie de la convergence simple.

La topologie de la convergence simple est donc la topologie pro-

duit ,’L‘QE F,. 11 résulte alors du théoréme de Tychonov que, si F est

compact, 7 (E, F) est compact pour la convergence simple et on en déduit

que ¥ (E,F) ne peut pas étre compact pour les topologies strictement
plus fines, en particulier pour la topologie de la convergence uniforme.

Exercice 68. — Soit E un espace de Banach sur € et son dual E' qui est

un espace de Banach pour la topologie de la norme et soit E < E” isomorphe
et isométrique & E (notations du chapitre précédent).
On munit souvent E’ de la topologie dite « faible » qui est définie comme
la moins fine des topologies qui rendent continues toutes les formes &.
Montrer que cette topologie n’est autre que lo topologie sur E' de la
convergence simple sur E.
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En déduire que la boule unité fermée de E’ (c’est-a-dire I'ensemble des
applications de norme inférieure ou égale & 1) est compacte pour la topologie
faible.

§2. CAS OU E EST UN ESPACE TOPOLOGIQUE

Tout ce qui précéde était valable sans que E soit muni d’aucune
structure. Supposons maintenant que E soit un espace topologique et
supposons toujours F métrique. On peut considérer 'ensemble des appli-
cations continues € (E,F) < F(E, F) et considérer les topologies indui-
tes sur cet ensemble par celles qu’on vient de définir.

1. ¢ (E, F) est-il fermé dans 7 (E,F) ?

La premiére question qui se pose est de savoir si € est fermé, ce qui
exige que toute limite de suite de fonctions continues soit continue (et
équivaut a cette propriété dans le cas ot ¥ est métrique).

Pour la topologie de la convergence uniforme, la réponse est posi-
tive. En effet, on peut écrire, en tout point x, € E :

Ve aN A\ & d(fx(x), f(x)) < ¢
et Ve ive v, VeEV d(fx@), fx(®,) < s.
Doit: Ve Iver(x) VeV d(f(@), f(xy) < 3e.

Nous concluons donc : Une limite uniforme de fonctions continues est
continue, (limite uniforme signifiant limite selon la convergence uni-
forme), ou, ce qui est équivalent : C(E, F) est fermé dans 7 (E, F) muni
de la topologie de la convergence uniforme.

Remarquons en outre que, si F est complet, on peut déduire de ce
qui précede :
F complet = Z(E,F) complet = ¢€(E,F) complet.

Autrement dit : toutle suite de Cauchy de ¢ (E, F), muni de Ia topologie
de la convergence uniforme, converge vers une fonction continue si F
est complet.

Exercice 69. — Soient X et Y deux espaces métriques. On désigne par
Bla, r) la boule de centre a et de rayon r d'un des espaces, par 3(A) le
diamétre de la partie A d'un des espaces.

Etant donnée une opplication f de X dans Y, on pose, pour o0 € X :

wlf;a) = inf3 (f(B(O, r)
r>o
(borne inférieure des diamétres des i;ages par f des boules ouvertes de
centre a) ; o(f; a) est donc un réel 2 0 ou + <.

1° Que signifie la condition w(f;a) = 07?

2° On suppose que w(f; @) < + oo. Montrer que pour tout ¢ >0 il existe
7 > 0 tel que l'on ait:

olf ; x) < wlf;a) + ¢
pour tout x & Bla, ). Enoncer ce résultat en termes de semi-continuité
pour w(f, x). (Voir le texte de I'exercice 47).
3° Soit g une autre application de X dans Y, telle que :

sup d(f(x), glx)) < e (e > 0)

2&=X
Soit A un sous-ensemble de X ; comparer les diomeétres des images f(A) et
g(A) de A dans Y. Comparer (pour x € X) les nombres o(f; x) et w(g; x).
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Que peut-on dire de »(f; x), considéré comme fonction de f?

4° Soit k un nombre réel = 0. Montrer que I'ensemble des applications
f de X dans Y satisfaisant & la relation

Vx& X olf, x) <k
est fermé dans 'espace F (X, YY) de toutes les applications de X dans Y muni

de la topologie de la convergence uniforme. De quel théoréme classique, cette
propriété est-elle une généralisation ?

Pour la topologie de la convergence compacte, C (E, F) est encore
fermé, si E est localement compact.

Soit, en effet, f € ¢ . Etudions cette fonction au voisinage d’un
point quelconque z, &€ E. Ce point admet un voisinage compact K.

L’hypothése f € ¢ veut dire :
vveE v dg€e gEV
mais, vu la définition de la convergence compacte, ceci implique, en par-
ticulier :
VeER+ — 10} dg&Ec ex(f,9) <
c’est-a-~dire : VeE K d(f(x), g(x)) < .

5i nous considérons alors les restrictions 4 K de f et des fonctions g pré-
cédentes, ce que nous venons d’écrire signifie que la restriction de f
appartient &4 'adhérence de ¢ (K, F), dans ¥ (K, F), muni de la topologie
de la convergence uniforme, donc & ¢ (K, F) lui-méme, puisqu’il est
fermé dans & (K, F). Ceci implique, en particulier, que [ est continue
en x, Donc, f est continue sur E et ¢ (E, F) est fermé.

Un exemple de ce fait nous est fourni par la somme d’une série
entiére qui est continue sur tout le disque ouvert limité par le cercie de
convergence. C’est bien une limite, pour la convergence compacte, de
fonctions continues, sur un espace localement compact (les sommes s,),
donc une fonction continue.

P Inversement, il est facile de
voir que ¢ (E, F) r’est pas
fermé dans 7 (E, F) muni de
la topologie de la convergence
simple. Donnons le contre-
exemple suivant : E=[0,1] ;
F=R. Considérons la suite
des fonctions f, définies par
le graphe ci-contre. Il est
clair que, pour tout n, f, est
continue et qu’au sens de la
convergence simple, f, conver-
ge vers f égale & 1 sur

1 1
[0,5[ et sur ] 3 1,]

i U S

B G e o e o v o o o1 o
NA

S
o

. s s 1
et égale & zéro pour x == 5
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2. Compacité des sous-espaces de C (E, F).

Si F est compact, 7(E, F) est compact pour la topologie de la conver-
gence simple. Ses parties compactes sont ses parties fermées. En vertu
de ce qui précéde, € (E, F) n’est donc pas compact ; il ne P'est a fortiori
pas pour les topologies plus fines et, en particulier, pour celle de la
convergence uniforme.

Il est alors naturel de chercher une caractérisation des parties
compactes de C , muni, par exemple, de la topologie de la convergence
uniforme. C’est & cette question que répond le théoréme suivant, que nous
n’énoncons pas sous sa forme la plus générale.

THEOREME D’AscorLl. — SoIENT E ET F, DEUX ESPACES METRIQUES
c¢oMPACTS. UNE PARTIE ¢ < C(E,F) A UNE ADHERENCE COMPACTE POUR
LA TOPOLOGIE DE LA CONVERGENCE UNIFORME SI, ET SEULEMENT SI, C’EST
UNE PARTIE EQUICONTINUE.

Pour donner la définition de Péquicontinuité d’une famille de fonc-
tions, nous allons repartir de la définition de la continuité en un point
d’une fonction, pour situer les diverses continuités les unes par rapport
aux autres.

Soit 7 une famille de fonctions continues de E métrique, dans F métri-
gue. On peut affirmer :

Ve Vi€ VYV, €E ER) dlx,z,) <n = d{f(x), f(x,)) < e.
D’aprés cet énoncé, v dépend de ¢, de f et de x,.

Dire que la famille ¢ est équicontinue en x,, c’est dire que I'on peut
choisir v indépendant de f, ce qui donne I’énoncé :

Ve Vx, 3 Viee dax)<n = df@), @) <.

Dire que chaque fonction [ est uniformément continue, c’est dire
que, pour chaque f, = peut étre choisi indépendant de x,, ce qui donne :

\L vf ER) Vz, dx,z)<n = d{f@),f(x,)) <e.

Une notion plus forte est celle d'une famille uniformément équi-
continue, pour laquelle n peut étre choisi indépendant de x, et de f. On
a alors :

Ve dq  Vax vf d(x, ) <n = d({f@), f(x,) <e.
Si E est métrique compact, on démontre qu'une famille de fonctions
équicontinues en tout point est uniformément équicontinue, exactement
comme on démontre qu'une fonction continue en tout point d'un espace
métrique compact y est uniformément continue (cf. VII, 4, 3).

Dans ce cas, on pourra donc parler de famille équicontinue, sans
préciser davantage.

Démonstration du théoréme d’Ascoli.

Soit ¢ wune partie compacte de € (E, F). Un nombre et € R+ — 1 0}
étant fixé, la famille des boules de cenire f et de rayon ¢ constitue, quand
f décrit ¢, un recouvrement ouvert de ¢. On. peut en extraire le recou-
vrement fini { B(f,¢) ; 1<i<n}, ce qui signifie que toute fonction
f € ¢ peut étre approchée 4 moins de ¢ prés par I'une des fonctions f; :

Vr&€E d(f(x), fix)) < s.
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Mais f; étant uniformément continue, puisque continue sur E compact,
Ve o 3w dz,y) <m = d{fx), fy) <e.
11 suffit alors d’appliquer I'inégalité triangulaire pour en déduire :
dx,y) <=n = d({f@), f@) < 3e.

Soit alors w ’inf des n nombres v; ainsi introduits ; on peut dire :
Ve 39 Vf€c Vix,p €E2 dx,y)<n = df@),f@) <3e
ce qui établit que ¢ est une famille équicontinue.

Si maintenant ¢ est une partie d’adhérence compacte, nous venons
d’établir que ¢ est équicontinue. Il en résulte immédiatement que ¢
Pest aussi.

Soit, réciproquement, ¢ équicontinue. Remarquons d’abord que son
adhérence Vest aussi. En effet, ’hypotheése s’écrit :

Ve v VfE€¢ Vg, €E2 dx,y) <n = d(f@,f®)) <=

Soit gE€7¢ .
Ya fE€c dif, g <o,

donc :

d{f@,g@) <o , df@,gp) <o.
L’inégalité triangulaire donne alors :

d(9@), 9(y)) <&+ 2

Cette inégalité est obtenue quel que soit , ce qui exige :
On peut donc conclure :
Ve 39 VgE&€C Ve, €E da,y) <vn = dg@,.9@) S5
donc a Péquicontinuité de ¢ .

Soit donc ¢ une partie équicontinue fermée dont nous allons cher-
cher & établir la compacité. Pour montrer qu’une partie fermée d’un
espace métrique est compacte, il suffit (cf. VII, 4, 2) de montrer que, de
toute suite d’éléments de cette partie, on peut exiraire une sous-suite
convergente ; et, comme C (E, F) est complet (puisque F est compact

donc complet), tout revient & montrer que d’une suite {f,t de ¢ on
peut extraire une suite de Cauchy.

Soit donc ! f,} une telle suite qui, par hypothése, satisfait & :
Ve 3dv Vn V(xy €E2 dz,y) < = d(f@), (1)) <e.

La famille des boules B(x, 7) constitue un recouvrement ouvert de E
dont on peut extraire le recouvrement fini { B(x; ) ; 1<i<p}. Soient
alors deux fonctions f, et f,’ de la suite et x quelconque dans E. Cet z
appartient & une des boules précédentes, soit, pour ﬁx\_er‘ les_ idées, 'celle
de centre z; ; on a alors (toujours en vertu de I'inégalité triangulaire) :

d (1@, [ @) < 28+ d(fulx), fu' (X)) 1.

Considérons alors la suite ! f,(x;)} qui est une suite d’éléments
de F, espace compact. On peut en extraire une sous-suite { ()} qui
soit une suite de Cauchy, qui est donc telle que pour g et ¢’ assez grands
d (fx1), fo(x)) <. On me garde que les éléments vérifiant cette iné-
galité et on considére la sous-suite des fonctions correspondantes. On
procéde de méme a partir de cette sous-suite et de ses valeurs pour
et on en extrait une autre sous-suite telle que deux quelconques de ses

— 153 —

éléments difféerent de moins de ¢ en x; et x, ; ...et ainsi de suite... Fina-
lement, aprés p opérations, on aura obtenu une sous-suite {fl} de
fonctions telles que : ,
viei1,2,..,p} Vo Vro dfix), fi@)) <.
Il résulte alors de (1) que:
Ve€E Vn Vo dfi@,fL @) < 3.

Autrement dit, on a extrait de {f,} une sous-suite {f}!} telle que :

Vo Vr o d{fr. fr) < 3e

1
Pour &, prenons 6 Nous avons donc la suite { f} | de diamétre < é

Ayant obtenu cette suite, on procéde sur elle comme on l'a fait sur tf, !

. 1 . . .
en prenant cette fois e = m; on obtient une suite | fﬁ% de diamétre

<%z ...et ainsi de suite. On construit ainsi une suite de suites extraites
les unes des autres, la suite { f%1 obtenue aprés avoir appliqué k fois

34 N 1
le procédé ayant un diameétre <g-.

Considérons alors la suite {f5} ou suite diagonale constituée en
prenant dans chaque suite ’élément dont le rang dans la suite est égal
au rang de la suite. C’est une suite extraite de la suite primitive { f, 1 et

c’est une suite de Cauchy puisque pour n et m supérieurs & N, f et fm

: ; . L 1
appartiennent & une suite de diametre <3§-

On a donc finalement extrait de {f,} une suite de Cauchy et ¢ est
compact.

ReMARQUE : La démonstration précédente reste valable si on remplace
Phypothése «F compact» par: «F est complet et pour tout point z &€ E
Pensemble ¢ (x) des valeurs prises en x par les fonctions de ¢ est une partie
relativement compacte de F.»

Variante de la démonstration précédente.

La démonstration de la réciproque donnée ci-dessus a été longtemps
classique. Une présentation plus moderne (et plus puissante, car elle
permettrait de restreindre les hypothéses utilisées ici) s’obtient en utili-
sant le théoréme de Tychonov au lien de procéder a l'extraction de la
suite diagonale.

Les étapes de cette démonstration sont les suivantes :

a) L’espace produit xg} F,= % (E,F) est compact en vertu du

théoréme de Tychonov. (Il en est de méme de x‘;TE &(x), si ¢(x), ensemble
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des valeurs prises en x par les fonctions de la famille ¢, est relativement
compact en F).

b) La topologie produit est celle de la convergence simple (cf. X,
1, 4) et non celle de la convergence uniforme, mais, sur une partie équi-
continue ¢, la topologie de la convergence simple T, et celle de la conver-
gence uniforme €T, de ¥(E,F) induisent la méme topologie.

Il suffit pour s’en convaincre d’adapter la démonstration du théo-
réme direct, dont on peut ainsi résumer Pesprit : pour que la distance
de deux fonctions de ¢ soit petite, il suffit que ces deux fonctions pren~
nent des valeurs assez voisines en un nombre fini de points assez rap-
prochés les uns des autres sur le compact E. De maniére précise : toute
boule B(f,r) dans ¢ (voisinage de f pour T,) contient le voisinage

V(f ; x4, ..., xp s B) de f dans ¢ pour<,, si 'on choisit h x—g , et siles
Zy, ..., X, sont les centres de boules de rayon ¢ constituant un recouvre-
ment fini de E, ¢ étant choisi tel que d(x, y) < o implique, pour toute

fonetion f de ¢, d(f(x), f@)) <%—.

¢) Enfin, Padhérence Es de ¢ dans 7(E, F) muni de T, est égale a
Padhérence ¢, de ¢ dans F(E, F) muni de T,, et donc aussi & celle de ¢
dans ¢ (E, F) qui, pour la topologie T,, est fermé dans (E, F).

On a, en effet,¢, o ¢, en vertu de la finesse relative des deux topo-
logies. Soit, d’autre part, g € . Six et y sont deux points de E et ¢ un
réel positif, il existe f & ¢ telle que

d(f(z), g(x)) < = dif@, g@) < e.
L’équicontinuité de ¢ sur le compact E s’exprime par
Vi€c Ve dn diz,y) <n => d{f@), @) <

On en déduit

dx,y) <n = dg®),g@®) < s+ 2,
d’ot1, o étant arbitraire

dz,y) <n = d(g®),gy) <.
ga est donc équicontinue aussi, et du raisonnement de b) on déduit immé-
diatement que g € ¢,, (toute boule de centre g contient un voisinage de g
pour T,, qui contient un élément de ¢). On a donc €, C Ey Aol €, = &,

Or, é; est fermée dans le compact #(E, F) (ou J;!E Z;), et est done

compacte. ¢, muni de la topologie de la convergence uniforme est donc,
en vertu de b, aussi compacte.

3. Exemple d’application du théoréme d’Ascoli.

Celui-ci permet d’établir un important théoréme d’existence des
solutions des équations différentielles :

THECREME DE PEANO. — ETANT DONNEE L’EQUATION DIFFERENTIELLE
y = f(x, y) ol f EST UNE FONCTION DEFINIE ET CONTINUE DANS UN DOMAINE
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D (OUVERT CONNEXE) INCLUS DANS R2, POUR TOUT POINT M,(Z, Y,) DE D,
IL EXISTE AU MOINS UNE SOLUTION DE L’EQUATION DEFINIE AU VOISINAGE
DE X, ET VERIFIANT ¥, = f(x,).

Soit M, et soit V < D un voisinage compact de M,. Soit H le sup de
f(z,y) dans ce voisinage. Au point M,, tragons les droites de pente = H

elles définissent quatre angles dont deux contiennent la droite de pente
f(x,, y,). Soit A le plus grand ensemble inclus dans ces angles et dans v
et limité par des paralléles & Oy, d’abcisses a et b.

Nous allons montrer Pexistence d’une solution de I'équation diffé-
rentielle définie sur [a, b] et passant par M,. Pour ce faire, tracons un
segment MM, de pente f(x,,y,), M; étant choisi tel que, sur MM, f
différe de f(x,, §,) de moins de ¢, nombre fixé. En M, tracons un segment
M;M, de pente f(z;,y;), M, étant choisi tel que sur M;M,, [ differe Qe
f(x1, y) de moins de ¢ et ainsi de suite... ; ayant obtenu une ligne brisée
M,...M,, on tracera M, M, , de pente [(x,, ¥,), M, étant choisi tel que
sur M, M, 4, f différe de f(x,, y,) de moins de . On procéde de la méme
facon de I'autre coté de M,.

On a ainsi défini au voisinage de =z, une fonction continue
x —> (x), par son graphe qui est la ligne brisée MM;....M,....., qui
est incluse dans A.

Remarquons d’abord que le procédé permet de définir ¢ sur [a, b],
¢’est-a-dire que Pon peut choisir la suite (x,) de telle sorte qu’elle ne
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converge pas vers un nombre inférieur 2 b quand p tend vers Pinfini. En
effet, f est uniformément continue sur le compact V; donce :

le—x| < 7 :
In pyi<ay = M@y —f@pi<e
ce qui montre que pour tout p, |xr,,, —x,| peut étre choisi au moins
égal a4 v, donc qu’on atteindra b (par exemple) en N < —% -+ 1 seg-

ments au plus. k

, . Remarquons ensuite qu’en tout point M,, la fonction ¢ admet une
dérivée a droite qui est f(x,, y,) = f( x,, ¥(x,) ) . Et, en tout point d’abs-
cisse = &€ Jx,, x, [, la fonction ¢ admet pour dérivée f(x, ¢(z,)).

Si donc on intégre la fonction en escalier qui vaut pour tout p :
[( %y, () ) sur [x, x,.,[, P'intégrale de cette fonction ena'e T, et x gst
égale & §(xr) — Y(x,). Mais, du fait de la construction de ¢, pour tout
TE [xy, Ty 4] ¢

flap, W) = f(x, ¥(x)) + cMx) avee |[Mx)| < 1,

31‘1 A est une fonction continue. La fonction ¢ définie sur [a, b] vérifie
onc :

¢(x)=yo+j il f,¢(t))dt+sfx M) dt

=Y, +f [T dt 4 o(x — x,) ulx)
avec ju(®)] < 1.

A chaque réel « on peut ainsi faire correspondre une fonction (notons-
la ¢.) et définir ainsi une famille de fonctions ¢. qui est équicontinue
sur le compact A, car:

un vx VIL" \Pa (x) - kpa.(x') < H
mx — > 1.

Il en résulte que la famille des fonctions ¢. a une adhérence compacte,
donc que, de toute suite, on peut exiraire une suite convergente. Soit
alors une suite de fonctions ¢y, do, ..., §y, ... définies par une suite
€15 825 .oy &y, ... décTOISSANte et tendant vers zéro.

Qn en extrait une sous-suite ¥y, Wy, ..., ¥y, ... qui converge vers une
fonction ¥ qui est continue, comme limite uniforme de fonctions conti-
nues :

A N VE>N @ —Wl<y
ou vz [¥(x) — ¥ (o] < 1.

On peut alors écrire, pour tout x € [a, b] :

vot| P w®) dt—¥@] <| @ —F@I+ @,

X

!y°+./x [, %(1)) dl‘“‘l"k(x)H—ij ’ flt, w@®) df—-f (f 1, 9(®)) di]

Lo
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Le premier terme de cette somme est majoré par 4 si k>N, le
deuxiéme Pest, en vertu de ce qui a été montré pour toute fonction ¢,
par ey|/x —x,| ; quant au troisiéme, c’est la valeur absolue de :

| vy —pw) a

Mais f étant uniformément continue sur le compact A, (x,yy) et (x, yo)
étant deux points de A :
A4 v i —yl<n = |[f@y) — [y <t
dong¢, en rapprochant de (1) :
A\ 44 dN VYk>N Vt&E [z, x] [T — T (D] < =,
done |f(t, W(H)) —[f(§Tu®))]| <C.

Le troisiéme terme de la somme (2) est alors majoré par :
Z‘JZ . mol

Finalement :
iyo"!‘f flL,w@d)) dt —W(@)| < n 4 |lx—2x] & + [ — X[ ¢

Or, on peut choisir k pour que =, { et &, soient arbitrairement petits.
On a done :

W) = g, + f 16, w) ) dt

Done W est une solution de Péquation différentielle définie sur
[a, b] ; son graphe qui passe par M, est tout entier situé dans A.

Le théoréme d’Ascoli joue un rdle trés important en Analyse, ol
comme dans la démonstration précédente, il est un auxiliaire tres puis-
sant dans la recherche de théorémes d’existence : la théorie des familles
« normales » de fonctions analytiques de P. Montel en a été un des
premiers exemples.

4. Autres topologies d’espaces fonctionnels.

Les topologies définies dans ce chapitre sur I'ensemble 7 (E,F) ou
certaines de ses parties ne sont pas les seules que I'on puisse imaginer,
ni les seules qu’on envisage effectivement. En particulier, la définition
d’une intégrale pour certaines fonctions définies sur E (ou, ce qui revient
an méme, la définition d’'une mesure sur E) permet de définir d’autres
topologies.

Nous avons déja vu sur € ([0,1],R) la structure préhilbertienne

1
associée au produit scalaire f fgdxr et 4 la norme associée
0

1
\/ f f2dx, mais on peut sur le méme espace définir d’autres normes
0

telles que :

1 P &4
» i
fg 7l dx, \/jm dz @>1)

a’

On utilise, dans ces divers cas, les expressions de convergence en
moyenne, en moyenne quadratique, en moyenne d’ordre p. € n’est pas
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LU0, 1, B 1[0, 1], R), L#([0, 1], B)

s .
q L’introduction de ces espaces a amené I'introduction d’autres modes
si?n cclmvergence, que nous nous contenterons ici de citer : convergence
eng e presque partout, convergence uniforme presque partout, conver-
Ig)arti?: u;iuir:rs%lzle; Su?;ff[)hrm’ e, cgnvergef)lcg en mesure qui interviennent en
\ éorie des probabilités, o, par exemple, 1
a conver-
gence en mesure y prend le nom de convergence en prohal?ili%é.

Exercice 70. — On veut compare i |

Exe . parer la finesse de certaines des logi

précédemment définies sur € ([0, 1], R). fopolegtes

o .
o lto pgll\on.tre; qxize la topologie de la convergence uniforme est plus fire que
ogie de la convergence en moyenne d’ordre =

Est-elle strictement plus fine ? P (pour tout p= 1.

2° Montrer au moyen de deux contre-exemples que la topologie de la

convergence simple et la topologie de la convergence en moyenne d'ordre p ne
sont pas comparables.

SOLUTION DES EXERCICES

Exercice 1.

L’énoncé signifie que si I'ensemble des décimales de rang impair
de x est périodique a partir d'un certain rang, ¢(x) est le nombre qui
admet pour développement décimal illimité celui formé de toutes les
décimales de rang pair situées & la droite du rang o1 a commencé la
périodicité. Par exemple, si :

x, = 8,435762546950635...

[N

o(x,) = 7,24903...

Ceci dit, soient x; et x, deux valeurs quelconques de YO, 10{. Soit y un
nombre quelconque de [0,10[ donné par son développement décimal.

Si 1a différence entre x, et r, est superieure afﬁi un nombre compris

entre x; et x, aura un développement arbitraire & partir de la (k - 1)éme
décimale. Nous pourrons alors choisir les k premiers chiffres de son
développement de telle fagon qu’il soit compris entre x; et x,, puis
choisir les décimales suivantes de maniére que la suite des décimales de
rang impair soit périodique et que la suite des décimales de rang pair
reconstitue le développement de y. Le nombre § ainsi choisi sera tel
que : @) = y. Il en resulte que :
1° quand x décrit I'intervalle a5, T2, ¢(x) prend, entre autres, toutes les
valeurs de Jo(xy), o(@)[ 5 (@) satisferait donc a la premiére définition
envisagee.
2° si petit soit 4, on peut trouver r€] x,— m, T, + 0l tel que ¢(x) soit
un nombre arbitraire y de [0, 10[, ce qui peut, si I'on pose :
l@(xg) — !]l == &

s’écrire :

3¢ VqER+—10) Iz €le,—nx+al  [o@) —o@)| =2
ce qui est la négation de la continuité au point x, de la fonction ¢.

Exemple. — Si x, est la valeur ci-dessus, nous pourrons trouver x
tel que :
1
e — x| < 75z €t @ ==
Nous prendrons : x = 8,43576...23212412529...
A

A est constitué par les premiéres décimales de x, au nombre de k
ou de (k--1) suivant que k est pair ou impair, de facon a ce que les
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rangs des chiffres de = soient pairs et les rangs des 2 impai .

4 X airs., Bi
Ie)lggél(‘liiléh % 12;;)1?055(1%% 2, on p{)urralt metire n’inglporte quel gpl‘oupemeir;
A » Sau » 0), car alors la périodicité : i
tot et ¢(z) ne serait pas =. périodicité aurait commencé plis

Exercice 2.

Soient A et B les valeurs prises par la dérivée d ’
e [ en deux pomnts
Zy et x; de [a, b] ; supposons A < B et soit C tel que A <fC< B. Soil‘z s un

Eﬁrggx(;e.positif inférieur 4 (C— A) et & (B — C). 11 existe un nombre h

(x; + h) — :
flx, 4 2 f(xy) <Ade et f(xz)%i(xQ_h)>B__s
L’application x —> @+ —f@

h
est continue ; elle prend en x; une valeur inférieure & A p
; elle . , en (x, — h
unee valeur superieure a (B—z¢). Elle prend donc, «pj;; une( izaleur
*Einis]alrg flzé;-;; (I; e[,f}adva;eur C (ftl en vlertu Cu théoréme des accroissements
e rend la valeur i 2
Tt tn ety 5] xpz 3 pour un point appartenant a

La fonction définie sur [—1, 4 1] par :

y(0) =0 et pour x40 y(x) = 22 sin 1
est dérivable en tout point et sa dérivée n’est pas continuexpour x =10,
Exercice 3.
1° Y€ E e(x, x) =0, la relation % est réflexive.

symétriq‘flg,c’ PDEE, exy)=0 => e(y,x)=0, la relation R est

V(Jc,yz)EEs, e(w,y)::(} et e(y,2) =0 = <
done e(x, #) = 0. La relation o est tzan)sitive. e(x,z) <040

2° Soit :
g r=1ly;exy =0 EE/,
( =1y ;e y)=0] EE/R.
Alors : Vy€z et VyEy:
ey, ¥) < e(y, x) + e(x, ) + e@, ) = e(x, x).
Mais on montrerait de méme : ez, ) < ely, y).
11 en résulte : e(x, ) = e(y, y)
et on peut alors poser :
. d(zx, ¥) = e(z, ).
‘application d de E/® dans R ainsi définie est bien une distan
elle vérifie la propriété de symétrie et linégalité tri i Verifie
Péeart d’autr]z pgrt : ymetrie et I'inégalité triangulaire que vérifie
diz, ) =0 = e@,ao)=0 = r&r => z—uz.
Exercice 4.

3 est bien un réel positif, car c’est le sup de deux réels positif
. €5t bilen : S.
3 satisfait évidemment Ig Paxiome de vsymétrline. D’autre part, pa(a:, 7,
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sup de deux réels positifs, ne peut étre nul que si tous deux sont nuls.

done :

Enfin, 3 satisfait & I'inégalité triangulaire, car x, y, z étant trois points
quelconques de Pespace métrique :
3z, z) = sup [d(x, z), d(z, ) ].

Or :

d(z, z) < d(z, y) -+ d(y, z) < 8z, y) + 3y, 2),

d(z, ) < d(z,y) + d(y, ) <3z, y) + 3y, 2).
Dot :

sup [d(x, 2), d(z, )] < ¥x, y) + 37, 2).

Ce qui établit I'inégalité triangulaire.

Exercice 5.

Soit O un ouvert au sens indiqué dans le cours. Soit x € O quelcon-
que. II est, d’apres la définition, centre d’une boule incluse dans O. Soit U
Punion de toutes les boules ainsi associées & chaque point de O. Par cons-
truction, U < O, mais, puisque U contient aussi tous les points de O,
U 2 0, donc U= 0 et O est une réunion de boules.

Soit, réciproquement, une réunion de boules. Une boule est un ouvert
et une réunion d’ouverts est un ouvert.

Exercice 6.

Remarquons d’abord que la boule de la droite réelle de centre x, et
de rayon r est lintervalle Jx,—r,x, 4 r[.
Soit O un ouvert de la droite réelle et soit x, €& O. Cherchons tous les
points du complémentaire de O qui sont & droite de x,. Ou bien il n’y en a
pas, ce qui signifierait que la demi-droite [z, -} [ appartient & O ; ou
bien il y en a et leur ensemble, minoré par x,, admet une borne infé-
rieure I. Si ! appartenait a O, I devrait éitre centre d’une boule incluse
dans O, c’est-a-dire d’un intervalle ouvert inclus dans O ; ceci serait en
contradiction avec le fait qu’entre I et I 4 ¢, il y a, si petit que soit ¢, des

éléments du complémentaire, done ! € ( O.

11 en résulte, puisque ! est le plus petit élément du complémentaire
supérieur a4 x,, quon peut affirmer :
[, I[ = O et 1€ 0.

En raisonnant de la méme facon & gauche de x,, on montrerait, de
méme, que O inclut ou toute la demi-droite ]— o, x,] ou un semi-segment
17, z,], sans contenir I'. L’ouvert O inclut donc lintervalle ]7,I[ et tous
ses autres points seront & droite de I ou & gauche de 7.

On a donc démontré que tout point de O appartient & un intervalle
ouvert inclus dans O et disjoint de toute autre partie de O, cet intervalle
pouvant, éventuellement, éire une demi-droite ou la droite tout entiére.
On peut donc conclure que O est la réunion d’intervalles deux a deux
disjoints.

Reste 4 montrer que le cardinal de la famille de ces intervalles est
au plus 8 .

On sait (cf. A.P.M. I) qu'a Vintérieur de tout intervalle ]a, B[ de la
droite réelle, on peut choisir un rationnel. On peut donc définir une
injection de I'ensemble des intervalles dont la réunion constitue O dans
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Pensemble des rationnels. Par définition de P'inégalité entre nombres
cardinaug, il en résulte que le cardinal de Pensemble des intervalles est
inférieur ou égal 4 celui des rationnels, c’est-a-dire & ¥ .

Exercice 7.

Soient d’abord %, et B, deux bases d’un filtre 7 ; tout élément B,
de 9, appartient & F puisque “¥; < F; dong, on peut dire, en vertu de la
définition des bases, appliquée & 3, et & B, considéré comme élément du
filtre :

VB, € %, 1B, € U, B, ¢ B,. 1
On montrerait de la méme fagon, en intervertissant les roles de 5, et
B4 dans le raisonnement :

VB, € B, 1B, € B B; < B.. 2)

Réciproquement, soient deux ensembles %, et 9, de parties de E
satistaisant a (1), (2) et aux axiomes des bases de filire. Pour que F
appartienne au filtre 7; engendré par 9, il faut, et il suffit, qu’il
contienne un élément B, de %, :

Fe 53 < 1B, €%, F o B,.
Mais (1) entraine F D B,, donc F € % si %, est le filtre engendré par
By Dol :
FEy, = FE&E %,
On montrerait de méme Pimplication inverse ; les deux filtres sont les
mémes el les bases sont équivalentes.

Ezxercice 8.
Une section finissante s d’un ensemble ordonné E est définie par la

condition :
Ve&Es y>x —> yE&Es.

Voyons 4 quelles conditions I’ensemble B des sections finissantes de E
satisfait aux axiomes (B;) et (By) des bases de filtres. Dés P'instant que E
posséde au moins un élément, il posséde au moins la section finissante
réduite a cet élément ; done, WV s« ¢. Comme, d’autre part, on ne consi-
dére que les sections finissantes non vides, ¢ € 3. L’axiome (B,) est donc
vérifié. L’intersection de deux sections finissantes, si elle n’est pas vide,
est une section finissante. Pour que (B,) soit vérifié, il est donc nécessaire
etdsufﬁsant que Pintersection de deux sections finissanles ne soit jamais
pide.

Cette condition peut étre mise sous une forme équivalente :

Parmi les sections finissantes de E, on trouve celles formées de I'en-
semble des majorants d’'un élément de E. Pour que I'ensemble de deux
telles sections finissantes 8, ={x > x; | et s, = 1 & > x, | ait une inter-
section non vide, il faut que x; et x, possédent des majorants communs.

Réciproquement, si E est tel que tout couple (z;, x,) d’éléments de E
posséde des majorants communs, deux sections finissantes non vides
quelconqgues s et 8’ contiennent chacune au moins un élément, soient x
et 2 respectivement ; les majorants communs a4 x et x’ appartiennent a
s N s’ qui n’est donc pas vide.

Nous pouvons conclure : Pour que Pensemble des sections finissan-
tes de Pensemble ordonné E forme une base de filtre sur E, il faut, et il

s
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suffit, que Pordre sur E soit tel que tout couple d’éléments de E posséde
au moins un majorant.

Remarquons que tout demi-treillis (ensemble ordonné sur lequel
tout couple d’éléments posséde un sup) satisfait a cette condition et en
particulier tout ensemble totalement ordonné. Mais le fait d’étre un demi-
treillis n’est pas nécessaire.

Remarquons encore que si nous considérons Iensemble 9 dont
chaque élément est Pensemble s, des majorants de x € E, cet ensem-
ble 9 est inclus dans B.

11 est done tel que :
Vs, &€ & ds €5 s == 8,. 1

Il satisfait aux axiomes des bases de filtre dans le cas oli % y satisfait.
Enfin, il est tel que :

Vs&E B s, €’ s, C S. @
(puisqu’il suffit pour cela de prendre x &€ s).

Les conditions (1) et (2) montrent, en vertu de I'exercice précédent, que
B’ forme une base équivalente & %, plus « économique » que 3.

Exercice 9.
Soit la formule :
A=lz; A€ V@)
Le complémentaire du premier membre est :
(A =(a.

Le complémentaire du deuxiéme membre est :

A=la; AG€Y@1. )
Or:
A€y @) <> VVEY (@ VcA
<= vvev@ VN A=y
<> x€adh (A.
Donc :
A'=adh (A.
et :
(A = adh (A.

( A étant une partie arbitraire de E, on a bien démontré I'identité de
Padhérence et de la fermeture.

Exercice 10.
a) Par dualité :
1° Partons de 'implication :
AcB = AcB
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et écrivons un équivalent de chaque membre en faisant intervenir les
complémentaires A’ et B’ de A et B respectivement. Il vient :

ADB = A>5SB.
2° Partons de la formule :
AUB=AUB

et cherchons les complémentaires des deux membres :
o O

/_\\\ /‘-\\
(AnB= (AUB)=A"NP
(AuB=(An(B=An¥
d’ot :
///‘2.\\ o o
ANB=ANDB.
3° De méme si on part de:
ANBcANB
//—“-\
on trouve comme complémentaire du premier membre A’ U B’ et comme
< Q
complémentaire du deuxiéme A’ U B’. D’ot1 :

/"‘O—\ o Y
AUB DA UDB.
b) Directement :
1° B plus grand ouvert contenu dans B’, 'est dans A’ qui inclut B,

il est donc inclus dans le plus grand ouvert inclus dans A"

o 8
2° A’ est un ouvert inclus dans A’, B’ est un ouvert inclus dans B’ ;
leur intersection est donc un ouvert contenu dans A’ N B, donc dans
O 0

/‘\\ . i A /""\\
A’ N B. Mais, réciproquement, A’ N B’ est un ouvert contenu dans
A’ N B, done dans A’ ; il est donc contenu dans A’ ; pour la méme rai-

son, il est contenu dans B’ ; il 'est donc dans A’ N B’ ; P’égalité est
établie.

/O‘\\
3° A’ U B’ est le plus grand ouvert contenu dans A’ U B’ ; il contient
donec tout ouvert contenu dans A’ U B’ et en particulier A et 103’; il
contient donc A’ U B,

Exercice 11.

_ Considérons la partie A du plan représentée ci-dessous, les contours
pointillés ne lui appartenant pas. On trouve successivement :

|

A A

w
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o —

Ces cing ensembles sont distincts, mais A=A et A=A,

Considérons alors 'ensemble B formé de tous les points & coordon-
nées rationnelles d’un ecarré (cotés exclus). On trouve a partir de B les
ensembles suivants (les régions hachurées sont considérées comme I'en-
semble de tous leurs points ; les régions sablées comme lensemble de
leurs points a coordonnées rationnelles) :

B3¢ & B4

tt]

On a donc : B e B et _§¢ B.
Il suffit alors de prendre comme ensemble C P'union de A et de B dis-

posés de telle sorte que A N B=¢ pour que les sept ensembles relatifs
a C, qui sont tous, dans ce cas, 'union des ensembles correspondants
relatifs 4 A et B soient distincts.

Exercice 12. o
1° A fermé = A=A = AN(AcA
Réciproquement, soit A tel que :

AN (AcA quiéquivaut 2 An (AcA
Quel que soit x € A, ou bien 2 € ( A, et, en vertu de hypothése, x € A,

ou bien x € A, et comme A C A, x appartient encore & A. Donc :
TEA = zE€A

Cest-a-dire que A = A et A est fermé.

2° Soit A’ le complémentaire de A. Remarquons que :

frontiére de A = A N A’ = frontitre de A"
L’équivalence du 1° peut s’écrire :
A’ ouvert <= frontiére de A’ incluse dans ( A".
<=> frontiére de A’ disjointe de A’

Exercice 13.

A est ouvert pour la topologie induite, il est donc nécessaire qu’il
soit ouvert dans E. La condition est suffisante, puisqu’un ouvert de A
est Pintersection d’un ouvert de E avec A et sera alors un ouvert de E.
Raisonnement identique pour <« fermé ».

Exercice 14.
Comparer les intérieurs revient 4 comparer les ensembles Op et
0% des ouverts inclus dans B pour chacune des topologies. Or, si un
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ouvert, pour T, est inclus dans B, il est aussi inclus dans A, donc est
un ouvert pour Ta.
D’ou :
OB - OB
2 A
Or, int zB étant la réunion de tous les éléments de Og est donc bien
inclus dans int ,B, qui est la réunion de tous les éléments de G%.
2° Précisons d’?bord qu'un fermé pour Ta est le complémentaire,
par rapport & A fit{n ouvert ; c’est donc l'intersection de A et d’un
fermé pour T. Ceci dit, un fermé pour <Ta qui inclut B est 'intersection
avec A d’un fermé pour T qui inclut B.
Les fermés qui servent a définir adh ,B sont donc les intersections

avec A de ceux qui servent & définir adh zB. Si # représente I'ensemble
des fermés de E (pour T)ona:

adhgB= [ IFE€ 7 ;F o B} adh ,B= [JIFNA;FE7F > Bl
mais en vertu des propriétés de l'intersection de deuxiéme ensemble est :

adh ,B=AN[] {tFE€7%; F>B}I
d’olt :
Représentons les différents ensembles, intervenant dans cet exercice, sur
Pexemple suivant :
A : sablé et comprenant les bords tracés en traits pleins ;
B : hachuré et comprenant ses bords tracés en traits pleins ;
E : le plan muni de sa topologie usuelle.

) < V)

2dh B adhy B
int, int

Exercice 15.

Pour que tout élément de F: soit élément de 7y, il faul que :
V€% 3B €%, B, c F,.
Les éléments B; de B, figurant parmi les éléments F; de 71, cette
condition comprend la condition :

V Bl e (781 3 B2 E %2 B2 (e Bl' (1)-
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La condition ainsi trouvée est suffisante car si F; € 75, il existe
B; &€ Y, telle que B; <« F; donc :
B, €%, B, B, cF,.
et comme B est élément de F» on a bien montré que F., appartenait
a o
La condition (1) étant réalisée, supposons que linclusion %1 C Fa
soit stricte ; ceci signifie :

1F. €% F. &€ 7,
c’est-a-dire :
IR €% v B, € % B, € F..
F. contenant un élément By de e, cette condition entraine a fortiori :
1B, €%, Y B, €%, B, &€ B,. 2).

Réciproquement, si (2) est vérifié, 'élément By de 7; n’appartient
pas & % et linclusion 71 < 72 est stricte.

Remarque. — Ces conditions (1) et (2) peuvent naturellement étre
appliquées & % et 7, eux-mémes, considérés comme leurs propres bases.

Exercice 16.

1) L’intersection d’une famille finie de demi-droites Ja; - [,
(i€ 1), est la demi-droite ]b, 4 oo, si b=sup ta;; i€1}. Il en
résulte, en utilisant les notations du cours que ¢1= ¢. Une réunion
de demi-droites ]b;, 4 [, (j&J; J ensemble fini ou infini d’indices),
est la demi-droite Jc¢, 4 «[, avec c=inf i b;; j&€J1}, si I'ensemble

{ b; 1 est borné. Clest la droite tout entiére si cet ensemble n’est pas
borné. On a donec Go= ¢ U (R,
2) Raisonnement analogue dans le cas des demi-droites.
]—"' 0, (Z[

3) Une intersection finie de demi-droites est, en vertu de ce qui
précéde lintersection de deux demi-droites appartenant 4 chacune des
deux familles ; cette intersection est vide ou bien est un intervalle
ouvert. L’ensemble @; est donc I'ensemble des intervalles ouverts de
la droite. IL’ensemble @ est done I'ensemble des réunions d’intervalles ;
on sait qu’il est constitué de 'ensemble des réunions d’intervalles dis-
joints et on retrouve la topologie usuelle de R.

4) On trouve ¢ = ¢ comme au 1), mais I'inf d’un ensemble borné
de rationnels est un réel, généralement non rationnel done @s est
Pensemble des demi-droites Ja, - « [, oli a décrit R. La topologie 4) est
donc la méme que la topologie 1). '
hemarquons que ensemble des ouverts obtenu & partir de I'ensemble

, du 4) étant le méme que celui obtenu a partir du ¢, du 1), le g
du 4) fournit une auire base des ouverts de la topologie 1) (base incluse
dans la premiére).

5) Méme raisonnement. La topologie est identique 2 la topologie 2).

3

6) Les réunions infinies d’intervalles ouverts a extrémités ration-
nelles sont des intervalles & extrémités réelles ; la topologie 6) est la
méme que la topologie 3) dont nous venons de trouver une base moins
riche.

Nous ne retenons donc que les trois topologies 1), 2), 3), la troisiéme
étant la topologie usuelle.
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Applications continues. — Appelons Ry, Ry, R; I'espace R muni
respectivement des topologies 1), 2), 3). Nous devons examiner ce qu’est
chacune des neuf familles d’applications continues de R; dans R,,
de R, dans R,, ... etc... Une application continue de R; dans R; est conti-
nue au sens usuel du mot.

® Applicatiorgs coniinues de R; dans R,. Soit a quelconque et son
image f(a) ; Youvert ]f(a), 4 [, doit avoir pour image réciproque une
demi-droite ]b, 4 «[, qui ne doit pas contenir a, donc avec b= a :

?]f(a),-{—oo[ = ]1b,} o[ avec b=a

Mais ceci entraine :

Yr<b fx) & 1f(@), 4 o]
r<b = f@ <fla)

r<a = f@ <fla)

L’application f doit étre croissante. Examinons si cette condition
est suffisante. Si a est une valeur quelconque ou f est continue au sens
ordinaire du mot, Pimage réciproque de ]f(a), + o[ sera Ja, f-o[;
mais supposons qu’en a, la fonction f soit discontinue, elle a une limite

ou encore :

donc :

vl /
0 3
e |
I
{
|
|
|
[o]

4 gauche [, une limite & droite I'. L’image réciproque de ]b, 4 «[, pour
tout b tel que fla) <Sb <l est Ja,-+ [ ; mais 'image réciproque de
1b, 4 o[, pour b tel que I<b < f(a) est [a, + «[ et n’est donc pas
un ouvert. Pour que l'application f soit continue de R, dans R, il est
donc nécessaire que f(a) = [, c’est-a-dire que f soit continue & gauche
au sens usuel du mot; et le raisonnement précédent montire que
Pensemble de la condition f croissante et de cette nouvelle condition est
suffisant.

Les applications continues de R, dans R, sont celles qui sont croissantes
et continues & gauche (au sens usuel du mot).

® Par des raisonnements analogues, on trouve que les applications
continues :

de R, dans R, sont celles qui sont croissanies et continues & droite.
de R, dans R, sont celles qui sont décroissantes et confinues & gauche.
de R, dans R, sont celles qui sont décroissanies et continues a droite,

® Les applications continues de R; (resp. R,) dans R; doivent étre
cor}tlnues’ au sens de la topologie de R; (resp. R,) dans R, et dans R,
puisque Pensemble des ouverts de R; contient ceux des ouverts de R; et
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de R,. Ces applications doivent étre a la fois croissantes et décroissantes.
Elles sont donc constantes. Réciproquement, une application constante
(V x, f(x) = a) est bien continue de R, dans R;, puisque l'image réci-
proque d’un ouvert de R, qui contient a sera R, tout entier, et celle d’un
ouvert qui ne contient pas a sera le vide. Donc :

les applications continues de R, dans R; sont les applicalions constantes.
les applications continues de R, dans R; sont les applications constantes,

Remarque. — Ce résultat peut étre retrouvé directement. Soient
a et b (a < b) deux éléments quelconques de R;, f(a) et f(b) leurs images.
L’image réciproque d’un intervalle ouvert contenant f(a) et ne contenant
pas f(b) doit étre une demi-droite ]¢, 4+ «[ contenant a et ne contenant
pas b, ce qui est impossible. Il est donc nécessaire que f(a) = f(b).

Restent a étudier les applications continues de R; dans R, et dans
R,. Pour qu’une application de R, dans R, soit continue en x,, il faut
et il suffit que tout voisinage de f(x,) contienne I'image d’un voisinage
de z,, c'est-A-dire, que pour toute demi-droite ]b, 4 [, avec b < f(xg,
il existe un intervalle |x,—1, %, - 7[ dont I'image soit incluse dans

1b, + o :
Vb < f(x,) 3y Jr—z|<n = f@®>0b
ou encore :
Ye>0 dq lt—x] < = f@ > f(x,) —e.

Une fonction qui satisfait 4 cette condition est semi-continue inférieu-
rement.

Pour qu'une application de Ry dans R, soit continue, on trouvera de
méme la condition :

Ve ERY le—x| < = [@ <[f(@x)+ e

Les applications continues de :
R, dans R, sont les applications semi-continues inférieurement ;
R, dans R, sont les applications semi-continues supérieurement.

Exercice 17.

En chaque point z de E, considérons Iintersection des boules rela-
tives & un méme rayon r € R+ — {0} et 4 une famille finie d’écarts
e, (i décrit une partie finie J de I). Appelons cet élément pseudo-boule,
notons-le :

Blx, J, 1)
et appelons 7 la famille de pseudo-boules obtenues quand x décrit E,
r décrit R+ — 101 et J ensemble des parties finies de I.

Tout élément de 93 est un ouvert de T, puisque c’est une intersec-
tion finie d’ouverts. Pour monirer que 9 est une base des ouverts de T,
il suffit donc de montrer que tout ouvert de T est une réunion d’élé-
ments de B.

Or, tout ouvert de T est une réunion d’ensembles U, eux-mémes
intersections finies de boules. Soit U un tel ensemble. I1 est défini par
Yensemble J des indices des écarts, par Pensemble des centres pour cha-

ue indice i € J et par 'ensemble des rayons pour chaque centre et pour
chaque indice. Soit  un point de U. Ce point appartenant a une boule
relative 4 I’écart e; est centre d’'une autre boule B(z, e, ry), relative a cet
écart et incluse dans la précédente, donc dans U. Il en est de méme pour
tous les ¢; (i € J) ; x est donc centre de la pseudo-boule :

B(x, J, ¢)
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si o représente inf { r; ; i € J | , nombre positif, puisque J est fini. Cette

pseudo-boule est incluse dans U.

Tout point de U appartient donc 4 un élément de 9% inclus dans U. I
en résulte que U est une réunion d’éléments de % : et un ouvert de <,
réunion d’éléments tels que U est aussi une réunion d’éléments de .

Supposons maintenant que I soit fini ; et définissons I’écart e par :
e(x,y) ==sup lefz,y) ; i€}
nombre qui existe puisque I est fini. C’est un écart, les deux premiers
axiomes se vérifiant immédiatement et P'inégalité triangulaire résultant
de ce que :
e(x, z) = sup tefx,z) | <sup tefla,y)+ ey, z)}
Ssup tefx,y)t +sup lely,2) | =e(x,y) 4 ey, 2).

D’autre part, la boule relative a cet écart et au rayon r, soit B(z, e, r),

coincide avec la pseudo-boule B(I, x, r) définie précédemment, car :

e ﬂ Bleyx,r) <> VIi€1 efr,y)<r <> suplefx, )} <r
iel

<= y € Ble,z, ).

Tout point d’un ensemble U est donc centre d’une boule relative &
Pécart e incluse dans U et ces boules forment une base de la topologie .

On aurait pu aussi bien utiliser les écarts :

>

J— e R
e(x, y) = - elz, y)
ou :

e(x, y) = %/ ; %I (e)?(x, y).

Exercice 18.

Soit f un des homéomorphismes cherchés, et trois points a, b, ¢, avee
a<b<ec, de [0,1], et o, B, y les valeurs de f en ces points, distinctes
puisque f est bijective. Supposons que § n’appartienne pas a Pintervalle
la, y[. La fonction f, étant continue, prendrait au moins deux fois les
valeurs comprises entre 8 et le plus proche des deux nombres « et v, ce
qui est absurde. f doit donc étre monotone,.

Inversement, une application monotone et continue de [0,1] sur
[0,1] a une réciproque continue et est bien un homéomorphisme de
[0,1] sur lui-méme.

Exercice 19.

Admettons que Papplication de (E; X Ey)? dans R+ vérifie bien les
propriétés d’une distance. Soit T la topologie qu’elle définit, T la topo-
logie produit. Montrer que T et T coincident revient & montrer, par
exemple, que, pour tout x de E, les filtres des voisinages V¥ (x) et V' (x)
pour chacune des topologies sont les mémes, c’est-a-dire que tout élé-
ment de V(x) inclut un élément de V' (x) et réciproquement. La topo-
logie T étant définie par ces boules B, et T par la base de ses ouverts :
{0 X 0;;0,€ 0, 0, € 0,1, il faut que tout O, X O, contenant z
contienne une boule de centre x et que toute boule de centre = contienne
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un ouvert qui contient x. Cette double condition est nécessaire et suffi-
sante (cf. exercice 15). Notons que ce type Qe ragsox}n’ement’ peu’g aussi
s’interpréter comme démonstration de la bicontinuité de I'application
identique (cf. 111, 4, 2).

Pour chacune des distances d proposées nous devrons donc :
1° vérifier qu’il s’agit d’'une distance ;
2° vérifier la double condition précédente.

® CAS a) : d(x, y) _ di(xl, yl) + dz(xz, yz).
Premiére partie : d est une distance.
di(xy, y) =0 <> =11 —
D day =0 <> (=) T AT < a=y
. dy(xy, yy) = dy(y1, 1)
) dex,y) =@ puisave | G G = di .
3) Comparons d(z, z) = di(xy, 21) + do(xs, 22) et
d(x, y) + d(y, z) = dy(xy, §1) -+ da2(Xa, Yo) -+ di(yq, zy) - do(ys, 22). .
L’inégalité triangulaire appliquée & d; et 4 d, entraine que la deuxiéme
somme est supérieure 4 la premiére.
Done d est une distance.

Deuxiéme partie. ‘
Tout ouvert O; X O, de la topologie produit contenant le point

(x;, x,) contient B, X B,, B; étant une boule de E; pour d,, soit

B(x,, r,) et B, une boule de E, pour d; soit B(xy, rsy). )

B, X B, contient la boule B((xy, x») ; inf (ry, ry)) pour la distance que

nous étudions. Et wune boule B((x1, x»),9)) pour cette distance

contient Pouvert B <x1, %) X B <x2, %) .

® CAS b) M d(x, g) = Sup % dl(xl, yl)’ dz(xg, yz) i B
Premiére partie : d est une distance.
Ddx,p)=0 <> =y
3) Comparons d(z, z) et
d(x, p)+d(y, 2) = sup ((dy(x;, y1), do(s, y2)) + sup (dl(yl, 1), dx(Yo, 22>)
La somme des sup est supérieure ou égale au sup des sommes donc :
d(x, y) -+ d(y, z) = d(z, 2).

Mémes démonstrations qu’au a).

Deuxiéme partie. '
Cette fois B; X B,, défini comme au a, contient la  boule

B((xl, xo), inf (r, ry)) et B ((xl, 2), g) contient Pouvert

‘ By, ¢) X B, 0)-
® Casoc):
Premiére partie.

;% ggx, v g - g(y ) =Y i Méme démonstration qu’au a).
x’ y = 2 /

3) Pour comparer d(z,z) et d(x,y) 4 d(y,z), comparons leurs
carrés : L :
A = [dy(xy, 2112 + do(@s, 2512 et B = [d(z, ) + d(y, 2) |3, c’est-a-dire
B = [di(xy, y) ]2 4 [da(xs, y2) 12

+ [di(yss 2012 + [da(ye, 22) 12 + 2d(, y) . d(y, 2).
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Or, A< A’ avee :
A’ = [dy(xy, yy) + A1, 212 + [do(xs, yo) + do(Ys, 25) 12,

di( Xy, Y1) = oy dy(yy, 21) = By,
dy(xy, Yo) = o dy(Yss 22) = Bo.

A7 = i 6] o5 + B3 + 20481 + 208
Comiparer A’ & B revient a4 comparer :
afy + 2By, et d(z,y) d(y,z). Pour comparer ces quantités positives,
comparons leurs carrés :

(2ay 4 @B2)? et {of 4 o) (B] + 63)

Il’ est immédiat que la deuxiéme est plus grande que la premiére (c’est
d’ailleurs un cas particulier trés simple de I'inégalité de Schwarz), donc
B> A’2 A et Iinégalité triangulaire est encore vérifiée.

soit, en posant

Deuxiéme partie.
B, X B, contient la boule B( (X1, Z2), Inf (74, r2)), et la boule

B((x;, x5), ¢) contient 'ouvert B, < x4, —%;) X By (.xg, ~OT“ .
V2 Va2

Exercice 20,

d
1° a) 3= —— est une distance.

11 d
En effet :
D 3z, =0 <= da,g) =0 <> z=y.
2) ¥z, y) =3y, x) puisque d(x,y) = d(y, x).
3) Inégalité triangulaire. Soit & comparer 3(z, z) et 3(x, y) + 3(y, 2).

Remarquons d’abord que l’application X ——> étant crois-

1+X
santeA dan_s ],0, —f-’oo}:, si d(x, z) est inférieure soit & d(z, 1), soit & d(y, 2),
la méme inégalité est vérifiée par les 3 correspondants et P'inégalité est
démontrée. Soit donc le cas ol d(x, 2) = d(x, y) et d(x, z) > d(y, z). Dans

ce cas ¢
8, y) + 3y, z) = d(xl"lﬁ ;:(Z‘lg’ 2

et I'inégalité est encore vérifide.

d(x, z)
1 -+ dx, 2)

>

= 3(x, z)

b) COMPARAISON DES TOPOLOGIES DEFINIES PAR d ET O.

) Une boule B;(x,r) relative & la distance 5 est P’ensemble des
points g tels que :
d(x, y)

1+ dx, y)

(Sir =1, la boule B; (x,r) est E tout entier, puisque 3 est toujours infé-
rieur a 1).

L’inégalité (1) équivaut a :

3z, y) = <r<i 1

dx, 1) < ——.
1—r
— I

étant positif, la boule B; (x, r) coincide avec la boule Bd(x, I r )
—r
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Pour tout z, les deux topologies ont donc le méme ensemble de boules de
centre x (sauf E qui est une boule B; et n’est pas une boule By, mais est
toutefois un ouvert).

&

On

oIn

2° Observons d’abord que la série de terme général est majorée

par celle de terme—%—n«, série convergente de somme 1 ; 3 est donc bien un
nombre réel positif.
dzx,y) =0 <= Vn 3, =0 <> x=y
3z, y) = 8y, x) puisque Vn, 3,(x, y) = 3,(y, ©).
Enfin :

i<} X 90 an : 2 an : Sn ’ AT ik
e, ) 4 3@ D) = O 8"(2‘2 2N (gnZ) BRSRIC: 9 —2§—n W, 2)
=1

n==1 n=1

o

3,(x, z
<X (zn > — i)
n=1
5 est bien une distance sur E. Appelons T la topologie d’espace métrique
qu’elle définit.

Soit ' la topologie produit. Une base des ouverts de la topologie
T; sur 'espace E,, définie par la distance 3; étant fournie par les boules B,
relatives & cette distance, on obtient conformément a la théorie générale
(voir III, 3, 2), une base des ouveris de T en prenant Tensemble des
parties de E de la forme

— 11 B | | g

0= BX jen-1™
I décrivant Pensemble des parties finies de N, les rayons des boules
décrivant R+ — { 0} et leurs centres décrivant respectivement chaque

Pour montrer que T et T coincident, nous nous trouvons dans la
méme situation que dans Pexercice précédent et devons montrer que
tout ensemble U de la base des ouverts de T qui contient x, contient
une boule B:(x, r) de T et que toute boule B;(x, r) contient un ouvert U
qui contient x.

Soit un ouvert :

0= Bil (Eil 91) >< Biﬁ (E‘.Q 92) il Bin (Ein’ Qn) >< iE‘ KQI'_I Ei
déterminé par le choix de I == { iy, iy ... i, } , des n centres et des n rayons.
Soit £ =tz } , (k € N), un point de U (x:, appartient & By, ; z;, & Bi, s
v Tip 2 Biy; les autres x;, étant quelconques dans I'espace E; correspon-
dant). x;, est donc le centre d’une boule B:, (xi ,ry) incluse dans
Bi, (Ei,» 01)» s Liy €st le centre d’une boule Bi, (Ziy, I'y) incluse dans

Bin (Ei;n 9n)~
Posons alors :
/ 21’ .
r=inf|= i€ 1]
i J
et considérons la boule B;(z, r) de centre x et de rayon r. Cette boule est
incluse dans U. 11 est en effet évident que, pour que la somme de la série



http:dl~>tmJ.ce

— 174 —

fiéfi’n.issanft 3(z, y) soit inférieure a r, il faut que chacun des termes soit
inférieur & r, donc en particulier :

vViel «Si(—"%—y--}— <r
ce qui entraine : 3.y, yo) < 1y
’Soit . yi E Bi'
Réciproquement, soit une boule B,(x,0) =1y ;8x,y) <ol et soit
n, tel que :
2n0 < 4 < 2n“-——1

| 1
La boule B5<:c, ~270~> est incluse & lintérieur de la précédente. Or, on peut

rendre 3(x, y) inférieur a oT en choisissant les distances 3,(x,, y,) de

la fagon suivante : on ne précise rien pour les indices n=>n,4 2 et
pour les n, -+ 1 premiers indices, on choisit :

81»(337»’ y%) (no -+ 1)2m +1 ) T 1
5 < 1 cest-a-dire 3,(x,, y,) < m Dn—my—1
On aura alors, en effet :
3 3@ ) s, g 2 3, (T Un)
3= Y gl g 3 e
n=1 n=1 n=ny-2
1 1 1
< (n,-+1) (n, I D)2t 1 -+ S > 1
2
1 1 1

= Gnti T ot om
Or, I'ensemble des éléments y qui satisfont & ces conditions constitue un

ensemble inclus dans Ba<x, '2171—)’ et qui est :

T B 2o )% [ B
n=1 o + n==n;-+2

c’est-a-dire un ensemble U.

Exercice 21.

Par définition de la topologie produit, p; et p, sont continues ; la
composée de deux applications continues étant continue,

of

f continue = g;of % continues

Réciproquement, supposons que pjof et pyof soient continues.

Iﬁ’imagg réciproque (p;of) —1(0;) d’'un ouvert O, de E; est un ouvert de
; mais :

—1 —1
(Prop=10D =1 [ pr(Oy))

iy * . s ? ”1
L’hypothése signifie que P'image réciproque par f de p;(0;) pour tout
1

O, € 01 est un ouvert de F. De méme, I'image réciproque par [ de ;2(02),
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pour tout O, € O,, est un ouvert de F. Mais 'image réciproque d’une
intersection est lintersection des images réciproques. Donc :

1y —1 —1
1 p0y) 1 ps0w)
est un ouvert de F pour tout O; € 0, et tout O, € O,.
—1 —1
Or: {p(0) N ps(0y); O, € O,, O, € 0,1} constitue une base des
ouverts de E; X E, ; f est donc continue.

Soient ¢; et ¢y les homéomorphismes de E, sur E’; et E; sur E,. A tout
(x5, o) € E; X E,, faisons correspondre (x4, ¥,) € E'; X E’, avec:

'y = ¢;(x1), *'s = go(x) conformément au schéma suivant. L’applica-
tion f ainsi définie est bijective. Montrons qu’elle est bicontinue. Pour

4«'1:1——:%7%35’1 3

y ¢

(0, * (o3, ;)
I \x, P2 x;ﬂ"z

que f, application de F = E; X E, dans E’; X E’; soit continue, il suffit
d’aprés ce qui précéde que p’jof et p’sof solent continues. Mais :

piof = 91°p1 et paof = ¢z0Ps.
Or, ¢, (resp. ¢,) est continue par hypothése et p; (resp. py) I'est par défi-
nition de la topologie produit, donc f est continue. On montrera de fagon
analogue que f—1 Pest aussi.

Exercice 22.

L. —1°3f,9)=0 <> f=g¢g
8(f, 9) =239, -

Appelons «,a”,a”, b, b", b, ¢, c’,c” les images de a, b, ¢ respective-
ment par f, g9, h :
3(f, @) + 8(g, h) = sup (a’a”, b’b", c’c”) 4-sup (a"a”, b"b”, c"¢")

= sup (@a” -+ a"a”, b’b” + b"b”, c'c” - ")

= sup (@a”, b'b”, c’e”) = ¥f, h)
3 est donc bien une distance.

2° Soit une isométrie directe f.
Cette isométrie peut étre décomposée en une translation qui transforme a
en @, b en 8, ¢ en «, et un point arbitraire m en u, suivie d’une rotation
de centre a qui tranforme 8 en b, « en ¢’ et u en m’. Si on désigne par e
I'identité, nous avons :
(e, [) = sup (aa’, bV, cc’).
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D’autre part :
d(m, f(m)) = mm’ < my. 4 pm’

— aa + b P&
a4 b b

= qa’ -}- ¥’ ma
ba

// \\
- 1
] 3
&“ﬁmmg%gﬁw-ib‘
\\ \\\
\\ = ™ -~
N
\ /'
A Y -
\\,’
mi
Or : B0’ < Bb + bV = aa’ |- bb.
D’ot : mm’ < aa’ F bbby M < ma
—+ (aa’ 4 bb) ba <¥e, . {142 ba )"
Done : d(m, f(m)) < ).3(e, D,

A étant un coefficient positif qui ¢ i
dépend pas da . P qui ne dépend que du point m (et ne

Plus généralement, si f et g sont deux isométries de méme nature :
—1
» d(g(m), f(m)) = d(m, gof(m)),

puisque gr1 est une isométrie qui ne change pas la distance.

Puisque gof est une isométrie positive :

1 -
d(m, go(m)) <.5(e, g .f) = 1.5(g, ).
Donc :

d(g(m), f(m)) < 1.3(g, ),
A ne dépendant que de m.

3° Il rexiste pas d’isométries négatives au voisinage de Ui ité
c’est-a-dire qu’il existe e € R+ — {0 %gtel qu’il n’existe 5;)as %’;Iisgéllggfé
négative g pour laquelle 3(e, g) < . En effet, une isométrie négative peut
toujours étre décomposée en la symétrie par rapport & ab qui trans-
f?rme ¢ en ¢, suivie d’'une isométrie directe qui transforme a en «’, b en
b’ et ¢, en c'. Pour que 3(e, g) soit inférieur 4 e, il faudrait : '

aa’ < & et bbb < 5.

Mais si on désigne par h la distance de ¢ au coté ab
¢’ > ey — =2 h — ¢,
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Or, en appliquant le résultat trouvé dans 2) :
¢ < aa’ +- (aa’ 4 bb) 2% < a<1 + 2%) — ke

ba

k étant un nombre fixe.
D’otr : cc’ > 2h — k.
h et k étant fixes, il est clair qu’on ne peut, pour tout ¢, avoir cc’ < e.

I1 en résulte qu’il existe un voisinage d’une application f dans lequel
il i’y a que des applications de méme nature.

-1

En effet : 3(f,9) <e¢ <> 3(e,fog) << et nous venons de voir qu’il
existait ¢ € R+ tel que cette inégalité ne puisse éire satisfaite que par
—1
f og positive donc f et g de méme nature. Cela signifie que toute isométrie
positive (resp. négative) posséde un voisinage ou il n’y a que
des isométries positives (resp. négatives). Donc, Iensemble P
des isométries positives et celui, N, des isométries négatives sont voisi-
nages de tous leurs points ; ce sont deux ouverts et ils sont complémen-
taires, donc ils sont aussi fermés.

4° Nous devons montrer que 'application :
9 €EG? —> fog 1 &€G

est continue.

(Dans ce qui suit, pour alléger P'écriture, nous écrirons fg au lieu de fog).
Soit (f,, g,) € G2 et soit donc a4 montrer que 'on peut choisir f suffisam-
ment voisin de f, et g suffisamment voisin de g, pour que 3(f,g,~%, fg—")
soit inférieur a4 « donné. En vertu de ce qui a été montré ci-dessus, nous
ne considérerons que f et g respectivement de méme nature que f, et g,.

Ona:
8(fogo’—l’ fg__l) é(‘s(fogo'—l’ fgo_"l) + S(fgo~19 fg—"l) ¢))
Ouvrons alors une parenthése pour voir comment la multiplication
par une méme isométrie modifie la distance de deux isométries. On a
déja utilisé le résultat évident :
Vh  Vf Vg 3(hf, hg) = 3(f, 9.
Comparons maintenant 3(f,g) et 3(fh, gh).
3(fh, gh) = sup [d(f(h(a)), g(h(@))), d(f(h(b)), d(f(h(c)), g(h(c))]
or, d(f(h{a)), gth(a)) <1.3(f,9), X dépendant de h(a), mais ni de f, ni
de g, pourvu que f et g soient de méme nature.

De méme :
d[f(h(b)), g(h(D))] < ¥.3(f, 9),
d[f(h(c)), gth(c))] < \".3(f, g).
D’otr :
8(fh, gh) < p.3(f, @) avec p==sup O, ¥, 1").
Donc :
si [ et g sont de méme nature,

Vh 3(fh, gh) <p.3(f, 9)
u ne dépendant que de h.

Ceci étant, le premier terme de (1) est inférieur & uw.3(f, f), r ne
dépendant que de g,, puisque f et f, sont de méme nature ; le deuxiéme
terme est égal & 3(g,~%, g~ D).

Or g, gb) = 3(gg,~ 1, e) = v.3(gg,),
v ne dépendant que de g, puisque gg,~! et e sont de méme nature.
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Donec :
a(fogowl’ fg_—l) < E"'S(foa f) +v.8(g, 9.

I suffit de prendre 3(f, ) < 58- et g, 9 < 2i pour avoir
8 v

8.9, fg—1) < e L’application est bien continue.

5° Nous savons que, dans un groupe topologique, les voisinages
d’un élément h se déduisent des voisinages de l'origine par les transla-
tions a droite et & gauche relatives a h (f —> fh et f —> hf).
(Nous avons méme vu, dans la question précédente, que, dans le cas par-
ticulier de ce groupe, les translations a gauche (f ——=> hf) étaient
non seulement des homéomorphismes, mais aussi des isométries). Pour
comparer les topologies définies sur G par la distance 3 (définie a partir
des trois points a, b, ¢) et par une distance 3; (définie & partir de trois
points a;, by, ¢y), il suffit donc de comparer les voisinages de e pour ces
deux distances.

Soit un voisinage de e, pour 3, suffisamment petit pour ne contenir
que des isométries positives, et f un de ses éléments. Le résultat de 2°
nous montre que :

d ( a, fla) ) < .3,

d ( by, f(b1) ) <u.3(e, )

d { c1, fler) ) < v.3e, f)
d’oti : 3i(e, ) < k.3(e, ),

k désignant le plus grand des trois nombres 2, u, v, et étant donc un réel
dépendant de (a1, b1, ¢1) mais non de f. Il en résulte que toute boule
pour 3, de cenire e, de rayon r, contient la boule pour 31, de centre e, de
r
k
Pidentité des deux topologies est bien établie.

rayon - . Comme les roles des deux triplets de points sont symétriques,

D’autre part, si ’'on remplace dans le plan la distance d par une autre
des distances définies en I, 2, 2, soit d’, on a vu (exercice 19) que toute
boule du plan relative 4 la distance d et de rayon ¢ contient une boule
de méme centre relative 4 la distance d’ et ayant un rayon <. Il en résulte
que la boule B(e, ¢) de G pour la distance 3 associée a d, et qui est 'ensem-
ble des isométries f vérifiant :

dia,fla)) <e d(b,f(b) <e  dlc, flc)) <e
contient I’ensemble des isométries [ vérifiant :

d(a fla) <¢ d (b, fb)) << d(c, fle)) <<
qui est la boule B(e, ¢') pour la distance ¥ associée a d'.

Comme on peut encore échanger les roles de d et d’, I'identité des
topologies est encore établie.

6° Considérons le sous-groupe T des translations et soit un point
du complémentaire de T dans P, c’est-a-dire une rotation r, de centre o
et d’angle 0% 2kx. Cherchons si dans une boule de G, de centre r, de
rayon s, il peut y avoir une translation ¢ ; il faudrait 3(¢, r) < «. Or, nous
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savons que d (t(w), r(w) ) < A8, r), et comme d ( Hw), I‘((u)) est l'ampli-
tude [ de la translation, il faudrait :

I<de ®n
A étant fixe quand o est choisi.

. Mais, d’autre part, il faudrait a’a” < ¢, si @’ et a” sont respectivement
les images de a par { et par r.

Or, aa” > aa” — aa’ = 2a o sin ;—— i
11 faudrait done :

]
2a » sin é——-—l<s
fH
l>2<»asin§———s @)

Il est clair que o, 6 et A étant fixés, (1) et (2) ne sont pas compatibles
pour tout «. Tout point du complémentaire de T dans P posséde donc un
voisinage inclus dans ce complémentaire ; ce complémentaire est ouvert
et T est fermé.

De méme, considérons le groupe R, des rotations de centre O fixe
et soit un point du complémentaire dans P de R,, c¢’est-a-dire une iso-
métrie positive f qui ne laisse pas O invariant. Cherchons si dans une
boule de centre f, de rayon ¢, il peut y avoir une rotation r de centre O.

11 faudrait 3(r, f) < ¢ ; done d (r(O), Ji(8)] |PS ie, A étant fixé quand O est

fixé. Mais d (r(0), f(0))= 00, si O’ est 'image de O par f ; OO’ étant

fixe, il existe ¢ tel que OO’ ne soit pas inférieur & ie. Nous concluons
comme précédemment que P— R, est ouvert et que R, est fermé.

II. 1° L’ensemble des translations est un sous-groupe invariant de
G (cf. A.P.M.1, p. 41). Si s est une translation, il existe donc toujours une
translation s’ telle que §'0¢ = gos. On en déduit :

8 == q;osoqp"'l,
Dot s'(w) = ¢[s(w)], c'est-d-dire s'=o(s) ou s=¢(s").
2° Evident.

3° La distance de deux isométries, I'une positive d’angle 6, Pautre
négative de parameétre 6:, est minorée par :

|cos 6 — cos 01| |- |sin 6 4 sin 61 --[sin 6 — sin 6:] -~ |cos 6 4 cos 61].

Si Pon considére les deux points du cercle de rayon 1 et d’abscisses
0 et 01, [cos 6 — cos 01| -} |sin 6 — sin 6:| majore la longueur de la corde,
et |sin 6 - sin 61| -}~ |cos 6 -} cos 8:| majore le double de 'apothéme. Leur
somme majore donc le diamétre du cercle. La quantité considérée est
donc au moins égale a 2, et comme elle vaut 2 pour 6==10;, 2 en est le
plus grand minorant.

Dans G, une boule de rayon inférieur 4 2 ne contient donc que des
isométries de méme nature que son centre, P et son complémentaire sont
done tous deux ouverts, c’est-a-dire aussi tous deux fermés.
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4° Que S donne une distance sur P et une distance sur N est évident.
De |cos 6 —cos x| 4 [sin§—sin<| < 26 — 7]
résulte immédiatement qu’une boule, de rayon inférieur a 2, pour d,
contient une boule de méme centre pour 3.

Inversement, si |cos 8 —cos«<| -} |sin®—sin<| <h <1, la corde
de Tare (6—=+) du cercle de rayon 1 est inférieure &4 2 h et on a

|6 — | < =h, ce qui prouve que toute boule de rayon assez petit pour 3
contient une boule pour d.

Tout élément de G a donc méme filtre de voisinages pour les deux
topologies.

5° Soient f,=1,09, et g,= s,0d, deux éléments de G et f==fog,
g ==soq deux éléments respectivement voisins de f, et g, (¢ caractérisée
par 6 et  par ).

Etudions d(fog—1, f,og,~1). Pour cela, mettons fog—? sous la forme
uoy, u translation, y transformation orthogonale de Tw.

Or, fog—! = togoy—los—1, ce qui, en vertu du résultat de 1°, vaut:
tos’ogod=l == (f -} §)ogod~1 avec § = gog—1(s—1).

Autrement dit, le vecteur s’ est déduit du vecteur — s par la rotation
d’angle (6 — 7).

On a:

3(feg—1, foogo—l) =t + & — &, 4 )| + 16 —1 — 0+ 'VOE
St —tof] + [l — %ofl + |7 — 70| 4+ [0—10].

Or, application qui au vecteur s et a I'angle (6 — 1) =¢ fait cor-
respondre le vecteur déduit de — s par la rotation de Tw d’angle ¢ est
continue en (s,¢). On aura donc || —s'|] aussi petit qu’on voudra a
condition que [s—s,| -+ |s—so,| le soit. On aura donc finalement

8(fog—1, foog,—1) aussi petit que 'on voudra, dés que 3(f,f,) et (g, g,)
seront assez petits.

6° Pour définir une des distances définies en I, nous choisissons le
triplet constitué de » et des points de coordonnées (0,1) et (1,0) par
rapport au repére de Tw. Comme on a montré (en I, 6°) que 'on pouvait
prendre dans le plan une quelconque des distances équivalentes a la
distance euclidienne, nous choisirons ici la plus commode pour le but
visé : la somme des valeurs absolues des différences des coordonnées par
rapport au repére de Tw, et nous appellerons 3; la distance correspon-
dante sur G.

Si x et y sont les coordonnées d’un vecteur i, la distance 3; de deux
isométries directes, f et f’, (un calcul analogue peut étre fait pour deux
isométries inverses) sera le plus grand des trois nombres :

T —2| 4 [y —y| , ,
x—x -+ cos 06— cos ¥ + |y — y + sin 0-—sin &'
z— 2’ — sin 8 -}- sin ¢'| + |y — y’ + cos 6 —cos ¢|.

Si Pon désigne par 3u, celle qui a été utilisée en II sous le nom de 3,
on a évidemment 8 < 28y, et inversement, il est clair que si 5, f) < s,
on a |cos0—cos®| < 2¢ et [sinb—sin | < 2:. Dot [0— 0| < 4ns et
su(f, ) < (1 4 4m)e, d’oir il résulte, comme en II, 4°, que 3 et 8u condui-
sent 4 la méme topologie.

Exercice 23.

Le fait que Pon ait une distance et qu’elle définisse une topologie
compatible avec Paddition est évident.
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Pour la multiplication, il suffit de remarquer que :

S| S (e — e

ik J

2

i,j,k

est majoré par :

(whpf —ie])

et a fortiori par :
i k /k !k 1 j 1 i
3, [ellef— 4]+ 3 [l —
i,k i.J.k
et que Pensemble des coefficients des matrices appartenant & une boule
ayant pour centre une matrice donnée est borné.

Exercice 24.

Soit C un convexe d’un espace vectoriel topologique E. Soient x et y
deux points quelconques de C et soit Qx4+ uy) avec A4u=1 (A et u
positifs fixes) un barycentre positif quelconque de ces points dont nous
désirons montrer qu’il appartient aussi a C.

Considérons 'application f définie par :

[ @ y) =iz + uy,
qui est continue, par définition des espaces vectoriels topologiques. Soit

V un voisinage de (\x + uy). Son image réciproque par f contient un voi-
sinage de (x, y). Un tel voisinage contient un voisinage de la forme :
VXV, avec V, €Y@ et V,E€V@.
D’aprés Phypothése V, et V, rencontrent C. On peut donc trouver dans
V, X V, un élément (x;, y,), oit &, et y; sont des points de C et :
f@yy) =22, +py €V,
Mais (Ax; -+ 1y,), barycentre positif de deux points de C appartient a C.

Donc tout voisinage V de Az + uy rencontre C, ce que I'on voulait démon-
trer.

Exercice 25.
1° Nous devons montrer que les applications :
f:E2 —> E t :
@,y —> xz—y o, ) —> iz
sont continues.

a) Pour la premiére, soit (xy, y,) un élément de E2. Pour que f soit
continue en ce point, il faut et il suffit que :

Ve 37 d( @y, @ y)) <1 = da—y, 2—Yo) <e.

Or :
dx —y, To—Yo) =t —y— (@ — Yo)|| < & —Zol| + ¥ — Yoll
\ fle — xol| <
sera inférieur 4 s si : )
Hy —yoll <

oo

Dol @
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¢’est-a-dire pour d ((:c, ), (a, yo))< " =% si 'on prend pour distance
sur E2:

d(‘(:v, ), (@, !10)) == sup (“x — Zolplly — yoﬂ)
distance dont on a montré (cf. exercice 19) qu’elle était une de celles qui
définissaient la topologie produit.

b} Soi_t (s 4) un élément de C X E. Pour que ¢ soit continue en
ce point, il faut et il suffit que Pon puisse trouver un voisinage de
(%, %o) tel que, pour tout (), x) appartenant a ce voisinage :

d(lx, )\oxo) <.
Or:
dQx, Agy) == [ — x9) + 9. (A — 1))

Lo LS e — 2]l 4 [oll-|X — ol

sera inférieure & & si,

A — — — —

en choisissant A, fixe tel que [A;] > |2,
donc si :

| [h— o < inf (Elfi?ﬂl" ) Iy —~101>

€
HJC x()” < 2])\1| °
L’ensemble des (A, x) satisfaisant & ces deux inégalités est bien le produit
de deux boules relatives & chacune des deux topologies sur C et sur E,
donc un ouvert de C X E, c’est-a-dire un voisinage de (A, o).

2° Ne supposons plus connue la topologie sur C et considérons la
restriction de ¢ & une coupe de C X E oll = e,, en désignant par e; un
vecteur de norme 1 (on peut toujours trouver un tel vecteur en divisant
par sa norme un vecteur quelconque non nul). Cette restriction de ¢ fait
correspondre Xe; a (), e,). Elle doit étre continue. Pour qu’il en soit ainsi,
au point (%, e;) il faut que, pour tout ¢ positif, 'ensemble des couples
(%, ;) pour lesquels d(iey, Mje;) < e, soit un voisinage de Xee;. Or,
d(eq, 2oe1) = [A—2%y|. Cet ensemble est donc I'ensemble :

tlep, M h—2l < et

D’autre part, la topologie sur la coupe étant induite par la topologie
produit, un voisinage de (X, ¢;) est un ensemble {(e; 1)}, olt A décrit
un voisinage de ), pour la topologie cherchée. Pour que lapplication
¢ soit continue, il est donc nécessaire que I'ensemble des i tels que
A — 29| < & soit un voisinage de A, pour la topologie cherchée. La topo-
logie usuelle, définie par la distance, répond bien a la question, Pensemble
{15 |A—2%] < el étant alors une boule, done un voisinage. Toute autre
topologie répondant & la question admet en tout point ), un voisinage
inclus dans cette boule. Son filire des voisinages est donc plus fin que
celui de la topologie usuelle.

Exercice 26.
Dans chaque cas, il faut montrer :

1° qu’il existe une bijection entre les classes d’équivalence, modulo
la relation ‘% envisagée, des ensembles a), b) ou ¢) et un élément de S, ;
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2° montrer que par cette bijection et la bijection réciproque I'image
de tout ouvert d’un des espaces est un ouvert de Pautre.

® Cas a). La bijection, évidente, fait correspondre une droite issue du
cenire de la sphere (élément de P, (R)) et 'ensemble des deux points ot1
elle perce la sphére (élément de S,/ ®). Sp/ ® étant muni de la topologie
quotient, déduite de la topologie induite sur la sphére par la topologie
usuelle de R?, les ouverts de S,/® admettent pour base ’ensemble des
intérieurs des couples de cercles diamétralement opposés sur la sphére.
Tout ouvert de cette base a pour image, dans la bijection, I'intérieur d’un
cone de révolution de somment O, donc un ouvert de P,(R). Réciproque-
ment, tout intérieur de tel coéne (dont ’ensemble forme une base des
ouverts de Py(R)) a pour image I'intérieur d’un couple de cercles de S,,
donc un ouvert de S,/%.

® Cas b). On a encore une bijection évidente entre une droite issue de O
et le point ot elle perce la demi-sphére X si elle n’est pas dans le plan du
cercle limite C, le couple des points oi1 elle la perce si elle est dans le
plan de C. Il y a donc bijection entre Py(R) et /% .

Les ouverts de /% sont les images par P'application canonique,
soit des ouverts de £ qui n’ont pas de points communs avee C, soit de
ceux qui ont en commun avec C les intérieurs de deux arcs de cercle
diamétralement (g)posés.. On obtiendra une base de ces ouverts en pre-
nant 'ensemble des images par Papplication canonique des ensembles
suivants : :

1° intérieurs des cercles situés tout entiers dans I ;

2° ensembles obtenus a partir d’'un cercle coupant C comme la réu-
nion de la portion de 'intérieur de ce cercle située dans X et de Ia symé-

trigue par rapport & O de la portion de cet intérieur situé dans C ou
dans la demi-sphére complémentaire de 3.

Or cette base des ouverts est précisément I'image par la bijection
de la base des ouverts de Py(R).

@ Cas ¢). La demi-sphére ¥ est en correspondance bijective, par projec-
tion orthogonale, avec le disque fermé D limité par C, les points identifiés
de T correspondant aux points identifiés de C. Il y a donc correspondance
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bijective entre T/ ® et D/%’, si on appelle %’ la relation d’équivalence
sur D, donc entre Po(R) et D/%’. Le disque fermé D étant muni de la
topologie induite par la topologie usuelle du plan, les ouverts de D/%'
sont les images par l’apglication canonique des ouverts du plan qui sont
entiérement intérieurs 2 D ou qui coupent C selon des arcs diamétrale-
ment opposés. On peut prendre pour base de ces ouverts les ensembles
obtenus en projetant ceux de la base des ouverts de /%. Cette base des
ouverts de D/R’ sera donc I'image par la bijection de celle de Py(R).

Exercice 27.

Il'y a une bijection évidente entre un cercle passant par O et I'en-
semble des droites issues de O (et privées de O), a4 condition de faire
correspondre 4 O la tangente au cercle en O.

Une base des ouverts de la topologie induite sur la droite projective
par la topologie du plan projectif est formée des intérieurs des angles
de sommet O (considérés comme ensemble de droites). L’image de cette
base par la bijection précédente est formée par ’ensemble des arcs ouverts
du cercle, donc par une base des ouverts de la topologie usuelle du cer-
cle. L’homéomorphie est donc établie.

Exercice 28.

—1
Soit la famille W=t f(F") ; F* € 7'} . Pour que cette famille puisse
étre une base de filtre, il faut qu’elle ne contienne pas le vide. La condi-
tion :
YVFFEers FNfE*XF
est donc nécessaire.
Cette condition étant remplie, % ne contient pas le vide et n’est pas
vide. Par ailleurs :

—1 —1
BE€»,BE€¥ — M &7 AF, €7 fF) =B, [f(F) =B,
Or, d’aprés les propriétés des applications réciproques :

—1 —1 —1

f(Fli) n f(Flz) = f(F’i N F’g) e 5] s
donc 9 satisfait aux axiomes de base de filtre.

Remarquons que % n’est pas un filtre malgré la vérification des
deuxidme et troisi¢éme axiomes des filtres, car si B&€ % et G o B, G peut
ne pas éire image réciproque d’un élément de .

2° 93, est une base de filtre puisque c’est I'image réciproque de la
base de filtre f( ) qui satisfait évidemment 4 la condition précédente :

—1
By="{fof(B); BE B},
—t
or fof(B) o B, donc
VB, € ¥ i1BE€ B B c B,
done, si Pon désigne par 7 et 7, les filtres respectivement eingen(f{rés
par B et By, le filtre 7 est moins fin que le filtre 7 . De méme, si le

-1
filire de base 93’ satisfait & la condition du 1°, f(8’) est une base de filtre
sur E et son image est une base de filtre :

—1
B,=1fof(B); BE W1,
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. 1
mais fof(B) ¢ B’ ; done,
-1
VB € % AB) =fof(B) < B".

® » Y g0 “1
Quand 9 satisfait 4 1a condition du 1°, fof(¥) est base d’un filtre
plus fin que celui engendré par %

Exercice 29.

_1° Sion prend E=N, pour 7 le filire de Fréchet et pour f Pappli-
cation n —> u,, de N dans R, lim sup gf et lim inf - f ne sont autres que
lim u, et lim u, La démonstration donnée en A.P.M.I du fait que
lim u, =2 lim u, se généralise immédiatement : soient a — lim sup; f et
b=1IUm inf ; f et soit & comparer sup f(F;) et inf f(F,), F, et F, étant deux
éléments quelconques du filtre 7. Considérons Fe=F, NF,:

inf f(Fy) <inf f(F3) <sup [(Fy) < sup f(Fy).
11 en résulte que tous les sup f(F) sont majorants de tous les izz‘ f(),
T

donc la borne inférieure des sup est au moins égale 4 1a borne superieure
des inf. Soit :

b<a.
Cette démonstration est valable que a et b soient finies ou infinies,

. Dans le cas ot b==qa et ol ce nombre est fini, la définition de
lim sup f permet d’écrire :

Ve IF, € 7 sup f(F) <a-+t e
et celle de lim inf of :
Ve FF. € F inf f(Fy) >a—-s.
Done :
Ve dF;3=F, NF, €% a—-:<inf f(Fy Ssup f(Fg) <a- ¢
ou f(Fy) < Ja—-s, a + ¢l.
Les intervalles Ja —¢, a 4+ ¢[ décrivant une base des voisinages de

a, ceci exprime que le filtre image de 7 par f est plus fin que celui des
voisinages de a, autrement dit que f tend vers a suivant le filtre 7 .

Si a=b= 4 =, le fait que sup !inf f(F)} =+ « se traduit par
Fes

VA 3IF, €7 inf f(F) > A
ou f(F) < JA, ],

JA, 4 «] décrivant une base des voisinages de 4 «, on a encore montré
que f tend vers -}- « suivant le filtre ¥ . La démonstration serait évidem-
ment la méme pour le cas a =b = — .

Réciproquement, si f tend vers a suivant le filire % on a, dans le cas
oli a est finie :

Ve IFE€ 7 fF)cla—e, a-tef,
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ce qui entraine :
sup f(F) <a-|e dou ig sup f(F) <a
Fe 7

Ve IFE€E 7
inf f(F) >a—e¢ dou supinf f(F) >a,
Fe 7

d’ott I'égalité des deux limites.

Et dans le cas oll a est -} o :

VA IF€ 9 fF) c JA + =],
ce qui entraine :

VA 3dFE€ 7 inff(F)>A dou supinff(F)=w,
d’otr encore I’égalité des deux limites.

Les deux limites inférieure et supérieure de f suivant le filire 7 sont
égales si, et seulement si, f tend vers ceite limite commune suivant le
filtre 7 .

Si, en particulier, ¥= (x,), et si les deux limites M(f,x,) et
m(f, x,) sont égales, on aura M = m = f(z,), puisque f(z,), qui appartient
a tous les f(F), est, dans le cas général, compris entre ces deux limites.
L’égalité de M(f, x,) et m(f, x,) caraciérise donc les fonctions [ continues
en x, puisqu’elle caractérise les fonctions f qui tendent vers f(z,
le filtre des voisinages de x,.

2° Soit a==1lim sup [ et soit [ une valeur d’adhérence de f suivant

F
le filire ¥ .
Ve VF&Ee 5 f(F)n]l——ws,l—-}—s{%ﬁ,

done Ve VFE7 sup fF) >l —c,
donc Ve a=inf supfF) =1—s.
FE7

Ceci exige :
azl

a est donc un majorant de I'ensemble des valeurs d’adhérence.
D’autre part, a est lui-méme valeur d’adhérence. En effet, si a est fini,
la définition de lim sup f montre que :

F

Ve IF, €7 a<sup f(F,) <a-c¢,
et 1a définition de sup f(F,) montre que :

Ve JrxE€F, f(x) > sup f(F,) — ¢ donc f(x) € Ja—¢,a+ ¢[.
D’olr :

Ve E F, fE) N Ja—e,a-+ e[ +¢.
Or, si on considére un élément F du filtre 7 inclus dans F,,

sup f(F) < sup f(F,) < a-s,

done :

Ve VYFcF, fE N Ja—ea-+ e[ =4
Mais si on considére un élément F’ de ¥ quelconque, son intersection
avec F, est incluse dans F, et f(F") N Ja—e, a - ¢[ est, a fortiori, non
vide. Finalement :

Ve VFE7 fE) ﬂ]a——-s,a—}—'s[#:gz}. . .
Ja —s, a -+ s[ décrivant une base des voisinages de a, ceci exprime que

) suivant
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a est valeur d’adhérence de f suivant 7 . Dans le cas oul a est infini, on a
immeédiatement :

viFe s sup f(F) == -}- .
Dot :
VA VFE7 fF) NTA, 4 wo]s=g,
ce qui démontre encore que 4 « est valeur d’adhérence.

. Dans tous les cas, a est la plus grande des valeurs d’adhérence. On
démontre de la méme fagon que b est la plus petite.

3° Si ' estplusfinque Falors {(F;FE€32 |c{F;FFE 7},

Done tsupf(F) ; FE€7% o tsupf(F); e 51,
d’ott lim sup ¢f <lim sup 5f.
De méme lim inf of 2 lim inf +f.

En particulier, si 7 et & sont les filtres des voisinages d’'un méme
point x de E pour des topologies différentes, on voit que la plus grande
des limites supérieures est obtenue pour la topologie la moins fine. En
particulier, la plus grande de toutes les limites supérieures est obtenue
pour la topologie grossiére et la plus petite pour la topologie discréte.

Si E est muni de la topologie discréte, pour z, €E quelconque,
parmi les éléments de v (x,), il ya {x,}, donc :

lim sup f = lim inf f = f(x,),
Wzo) Vo)
et f est continue en =z,

Au contraire, si E est muni de la topologie grossiére, le seul élément
de V(x,) est E et :
lim sup f = sup f(E),
V(o)
lim inf f=inf f(E).
CV(f’co)

Pour que f soit continue, il est donc nécessaire et suffisant que f
soit constante sur E.

Exercice 30.

Supposons que f: E ——> F prenne deux valeurs distinctes a et b.
En vertu de (T,), un des deux points, a pour fixer les idées, posséde un

—1

voisinage V qui ne contient pas b. Mais f(V), qui n’est pas vide, ne peut
étre que E tout entier et alors f(E), qui devrait éitre inclus dans V, ne
pourrait pas contenir b ; il y aurait contradiction. (Ce résultat généralise
celui vu dans Pexercice 29 dans le cas ou F était R).

Exercice 31.

__1° Sias%b,

tal fermé —=> E-—1i{al ouvert => E— tal &€ v().
Deméme E— (b}l € V(a).
Donc (T,) est vérifié.
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Réciproquement, si (T,) est vérifié :
Vbs<a AV eE p(b) a€V.
Mais ceci implique E— {a! &€ v (b) ; 'ensemble E— {a} étant voi-
sinage de tous ses points est ouvert ; donc ta} est fermé.
2° Si Tintersection des voisinages de a contenait b, distinct de a,
(Ty) ne pourrait pas étre vérifié pour a et b; donc (T,) entraine que
Pintersection des voisinages de a soit réduite 3 {a}.
Réciproquement, si Pintersection des voisinages de a est réduite a
tal etsibs4aq,ilyaau moins un voisinage de a qui ne contient pas b,
et on montrerait de méme qu’il existe un voisinage de b qui ne contient
pas a.

Exercice 32.

1° Nous allons montrer que A’, ensemble dérivé de A, est fermé en

montrant qu’il coincide avec son adhérence A’. Soit donc = € A’ et soit
V un voisinage quelconque de x. Par définition de Padhérence, ce voisi-
nage de x rencontre A’ et contient un ouvert O qui rencontre aussi A"
On peut donce dire :

Ja€QcVeE Y a € A,
L’ouvert O, contenant a, est voisinage de a ; mais, du fait de (Ty),
il existe un autre voisinage W de a qui ne contient pas x ; considérons
WNO=V; V& (a) et d’aprés la définition de A’ :
V' N As<g.
Ce qui implique, puisque Vo V' :
VN As=g,
et, puisque V' ne contient pas x :
V—izi) N As4g.
C’est dire que z est point d’accumulation de A. On a donc montré que :
TEAN = €A,
donc que A’ est fermé.
2° Si A est fermé, A=A ; or A contient A’ car tout point d’accu-
mulation est point adhérent ; donc A contient A’ R_e:giproquement, soit
un ensemble A contenant son dérivé A’, et soit ® € A ; ou bien, x € A,
ou bien = € A ; dans ce deuxiéme cas, x serait un point adhérent n’appar-
tenant pas &4 I'ensemble, donc un point de A’; mais comme A’ A, il y
aurait contradiction. Done :
TEA = zxEA,

cest-a-dire que A = A et A est fermé.

Exercice 33.

Si un espace E satisfait a (T,), tout é)o‘int d’accumulation I d’'un
ensemble A c E est tel qu'il y a une infinit¢ de points de A 4 lilntemeur
de tout voisinage de I. En effet, dans un voisinage V1. e ), il yaun
point x; de A distinct de I ; Paxiome (T;) permet d’envisager un voisinage
V, € (D) qui ne contient pas x; et est contenu dans Yl (nous le cons-
truirons, comme dans P'exercice précédent, par intersection de V; et d’un
voisinage quelconque ne contenant pas V,) ; le voisinage V, rencontre A

— 189 —

en un point x, distinct de 1 et ainsi de suite... ; quand on aura trouvé =z,
contenu dans V, c V; et dans A, on prendra un voisinage V, ., < V,
et ne contenant pas x, ..., x, qui rencontrera A en x,_, distinct de I..

Pour ensemble A, prenons alors I’ensemble Tu,, s nE N} des
valeurs d’une suite. Le raisonnement précédent montre qu’il y a une
infinité d’éléments u, dans tout voisinage de A, donc que pour tout n,,
I'ensemble tu,; n>n,} rencontre % (I), donc que I est valeur d’adhé-
rence de la suite. Si maintenant I est, par hypothése, point adhérent a
la suite, ou bien [ est un point de la suite, ou bien c’est un point d’accu-
mulation.

Un point adhérent 4 ’ensemble — valeur d adhel:;? ce de la suite

des valeurs d’une suite est T point de la suite.

Exercice 34.

Si la topologie T'; est plus fine que T; et si T, satisfait & (T,), il est
évident que Ty y satisfait puisque les voisinages suivant T, sont voisi-
nages suivant .

Si T, n’est pas séparée c’est que, pour un couple (a, b) d’éléments
distincts de E, il n’existe pas de couples disjoints V&€ Vv (a) et V' &€ v (b).
Si T, est moins fine que T,, les filtres V(a) et 9(b) sont moins fins
que V(a) et V(b), il sera a fortiori impossible d’y trouver des éléments
disjoints.

Exercice 35.

Soient a et b distincts appartenant & A.
Tg séparée —> IV E Y (a) IV & V() VNVe=4g
Ceci entraine évidemment :
VnANWVNA =4
donc T, est séparée.

Exercice 36.

1° Pour que la topologie soit séparée, il faut que, quels que soient
x et y distincts, il existe des voisinages respectifs disjoints de ces deux
points. Mais ces voisinages contiennent respectivement des boules de
centre x et y. Il est donc nécessaire qu’il existe de telles boules disjointes.
Or, si e n’est pas une distance et si x et y sont tels que e(x, y) = 0, toute
boule de centre x contient y. Il est donc nécessaire que e soit une distance.

2° Sila condition posée est réalisée, les boules de centre x et y
e, y)

2

Réciproquement, si la topologie est séparée, il existe des éléments
appartenant 4 une base des ouverts, contenant respectivement x et y et
disjoints. Or, on a vu (exercice 17) qu’on pouvait prendre pour base des
ouverts Pensemble des pseudo-boules B(J, z,r). L’hypothése (la topo-
logie T est séparée) exige donc :

3J et J’ parties finies de I, ar >0, 1r >0,
BlJ,z, ) N BW,y, 1) =4¢.

sont disjointes. (Ty) est vérifié.

respectivement et de rayon
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Considérons alors la partie finie (J U J) c I :

BJ UJ,z,r) <« BJ, 1),

BU UJ,y, ) < B,y ),
done BUUJ,z,r) NBU U J,y,r)=¢ 1.
S_1 pour tous les indices i € J U J’ on avait ez, y) = 0, (1) serait impos-
sible. I1 existe donc au moins un indice i tel que ez, y) 5= 0.

Exercice 37.

- Supposons que E soit séparé et soit (a;, a,) avec a; %= a, un point du
;:aolmplementalre de la diagonale. Il existe deux ouverts O, et O, de E,
els que :

a; < 01, as — 02 et 01 n 02 = .

A
:;/
.
% %
=
Y
_-_-_____./ _..-é;L..-..
a %
e 1%7/_/1/_‘”_;24‘*_
A L1
A s
g
L1
n_ o .
a, a, -
L’ensemble X, %) ; 1, €0,; 2, €0,}

—1 —1
est un ouvert de (E X E) puisque c’est pri(0;) N pry(0,). Il contient
(ay, ag} et son intersection avec la diagonale est vide. Donc (a,, a,) appar-
tient 2 un ouvert inclus dans le complémentaire de la diagonale. Ce
complémentaire est ouvert et la diagonale est fermée.

. _Réciproquement, supposons la diagonale fermée. Soient a; et a,
distincts de E. Considérons le point (a;, a;) de (E X E) qui appartient
au complémentaire de la diagonale ; ce point appartient & un ouvert dont
gmtersect;on avec la diagonale est vide, donc a un élément de la base

es ouverts

—1 —1
] pri(0y) N pry(0,) aveec a; € 0;, a, €0,
dont Pintersection avec la diagonale est vide. Ceci n’est possible que si
01 ﬂ 02 = ¢.
La topologie sur E est séparée.
Exercice 38.
Supposons que tout point admette une base de voisinages fermés.

Soit « un point et F € x un fermé. Le complémentaire (F de F est un
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voisinage de z. Il contient un fermé F, appartenant aussi & < (x), dont
le complémentaire (F1 est un ouvert et

(ForF, = Fc(F, = (F €9@.
Puisque F; € 9 (x), Paxiome (T;) est vérifié pour x et F, par F, et (Fl.

Réciproquement, supposons I'axiome (T;) vérifié et soit x € E et un
voisinage ouvert V &€ 9 (x) ; son complémentaire (V est fermé. En

appliquant (T;) 4 z et 2 (V, on en déduit Pexistence d’'un voisinage

We (C AY ) et d’'un voisinage V' € v (x) disjoints. Il existe un ouvert
O tel que :
wo0o (v etve(w.

Il en résulte :
(wc(ocv evec(o

donc V contient le fermé CO ; alors (O, contenant V', est bien voisinage

de x. Tout voisinage ouvert V &€ % (z) contient un voisinage fermé. Si V

n’est pas ouvert, il contient un voisinage ouvert auquel s’appliquera le
raisonnement précédent. Tout point  admet bien une base de voisinages
fermés.

Exercice 39.

1°a [} 19 ; AER} est Pensemble des z tels que f(x) soit

inférieur 2 tout réel ; cet ensemble est donc vide. L’union des mémes
sous-ensembles est I'ensemble des x tels que f(x) posséde dans R un

majorant ; c’est donc X tout entier. Enfin, U {9, A<ul estlen-
semble des z tels que f(x) soit inférieur & p ; c’est donc 9 (f,w).

b) Si on remplace R par une partie E partout dense (pour E on pour-
rait prendre Q, par exemple), tout réel est majoré par des élément_s AEE,
donc le premier ensemble considéré est toujours vide, et le deuxiéme est
toujours X. D’autre part, il reste évident que :

S fid st s < AEEL Clo (fw) .
D’autre part, si * € 9(f, ), cest que f(x) < p; mais E étant partout
dense, il existe A, compris entre f(z) et u et x appartient a g, done
a U t9(f,V); A<u VE€E. Linclusion (1) peut donc étre remplacée
par Pégalité.

2° Pour que 'application f de X dans R soit telle que, pour tout 2,
on ait 9 (f,») = F;, il faut et il suffit que :

zEF), <> [f@<>

ou (z€F, = [@ <}
|z EF, = [f@ =) @.
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Pour définir f(z), cherchons donc & quel ensemble de parties F,

appartient un x donné de X. En vertu de la deuxiéme hypothése sur les
F,, il existe de telles parties et en vertu de la troisi¢me, si x appartient

aF, ,il appartient a F, pour tout %, > ; il appartient donc a tous
les ensembles d’une famille | F% } , olt u décrit une section finissante de R.

Cette section finissante est ouverte car, si elle possédait un plus petit

élément 1,, x appartiendrait & F, sans appartenir 4 aucun Fg avec

u < Ay, ce qui contredirait la troisiéme propriété. Donc x appartient & F

pour tous les p. de la section finissante ouverte définie par un réel 2, :

Y>3, rE€ FH .

On doit donc avoir, pour que soit vérifiée la premieére ligne de (2) :
V> f@) <p, dome f(x) <A,

et, puisque = n’appartient pas a F, , pour que soit vérifiée la deuxiéme

ligne : f(x) = A, ’

Done flx) =2,

L’application f cherchée est parfaitement définie ; elle fail corres-
pondre a tout x € X, le réel que définit la section finissante des indices
des parties auxquelles cet x appartient, c’est-a-dire qu'on aura [(r) =2,
si, et seulement si, x appartient 4 toutes les parties d’indices strictement
supérieurs a ), sans appartenir & la partie F, , ce qu’on peut exprimer
par:

f@) =2 < z€ ) LF, ; u<Ml—F,.
3° A tout A réel, on peut associer p, appartenant 4 E avec p; <2, et
il est clair, puisque p <p; => H%L c H;L, , que
F cH .
[ ]
Done :
NiF, ;2€r) ] tH, 5 p<); AER]

cniHF;pEEE=¢.
D’autre part :
U %UsH\u;geE,p,<m§=Uin;;»éE;:X.
‘&R
Enfin, cherchons :
UtF,sa<ut. |
cest U §U§Hp.;p.<7\§% qui est égal & |JUH ; w<uol, car

Ao

pour tout p < u, on peut trouver un réel compris entre p et p,. D’ol1 :
UtF, 5 A <wol ==FF .

4° 9 (f, N =?1( [A, + «[), image réciproque d’un fermé de R par une

—1
application continue est un fermé. Elle contient 9 ;) = (A + D),
donc contient le plus petit fermé qui contient ce deuxiéme ensemble,

c’est-a-dire 9 (f, 1.
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€ 9(f,)— I N.

Or, €I (f, N => f@@ <
Et x €& 9 (f,)) entraine déja x € 9 (f,2), donc f(x) =1, d’our: f(x) =21,
mais, en outre, dire que = n’appartient pas a 'adhérence de 9 (f, }) signi-
fie qu’il existe un voisinage de x o1 il n’y a pas de points de 9 (f, d),
c’est-a-dire ol il n’y a pas de x tels que f(x) < A Si x n’est pas isolé, il
y a des points y dans ce voisinage mais pour eux f(y) = . En d’autres
termes, x est un minimum local de Uapplication f, qui y prend la valeur .

5° La relation d’inclusion forte est transitive (Ac B et B c C

A e ) . 2 2 e e e
entrainent A < C), mais elle n’est, en général, pas réflexive, car A C A
ne peut étre vérifié que si A est ouvert et fermé.

Enfin, AcB e BcaA, quientrainent AcBcBca,
exigent que les ensembles A et B soient confondus et vérifient la condi-
tion d’étre en méme temps ouverts et fermés.

6° Supposons [ continue. Nous venons de voir que :
EEANESIEN(RN)
mais, sip> 2, g, < 3¢ w,

d’ols 9. N < 9, w.
Or, 9 (f,p) est un ouvert. Done :

g (f: N cca Q(f, P~)-

Etudions la réciproque. Montrer que l’application est continue
revient & montrer que tout élément ]}, p[ de la base des ouverts de R a
pour image réciproque par { un ouvert.

—1 —
Or: QD= 9w —9FN
Q(fyi"*): Ui g(f:“) ca<<ul.

Mais, pour tout a < p, il existe B tel que « < < p, et ’hypothése permet
d’affirmer :

I

—
9(f,e) c 9(f,a) c 9, B < 9,8 < 9w,
donce :

UiQ(f,a);a<p.%CUi§z]:j{5\);B<u¥C 9 (f,w.

Le premier et le troisiéme des ensembles ci-dessus étant égaux, les
trois le sont ; le second est une réunion d’ouverts, il est donc ouvert, et
9 (f, w) Vest aussi.

Etudions de méme :
9KV =N19F & ; e>2r}.
Pour tout « > A, il existe B tel que A< B <o et
-
s, nc o, <9, cafa <9,
donc :
SEHNCNIIFE; s>r a9 e a>Al.
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L’égalité des premiers et troisiémes termes entraine encore Pégalité
des trois ; le second est une intersection de fermsés, il est fermé et G »

1

Pest aussi. ’L’ensemble f(JA, w[), intersection d’un ouvert et du complé-

mentaire d’'un fermé, est ouvert. L’application f est continue.

bl 7° Comparons, pour ) et p. réels quelconques avec A < p, les ensem-
es :

Fo=o0fn=[ tH;v<M}

A

et F&LZQ(f’I"'):U{Hv;V<Mi'

Entre A et p. on peut trouver deux éléments v, et v, de E, partout dense
sur R. On aura :

A<y <ve<u et FxcH cH cF,
a s . Vl V~2 PL

ce qui impliquera :
F,cH e H cF.

Y2 [
L’hypothése permet alors d’écrire :
H cH,
donc F ccF. .
> e

En vertu du 6°, cette condition réalisée pour tout couple A, p est
suffisante pour que f soit continue.

8° Supposons 'espace X normal et soit F < O X ; appliquons
Ihypothése de normalité & F et & ((O. Il existe deux voisinages ouverts
disjoints U et U’ de F et (O, respectivement, c’est-a-dire que L'on a les
inclusions :
FcUc (Uco.

Or, (U’ est fermé ; donc il contient U et on a :

FcUcUco.

Réciproquement, supposons cette propriété vérifiée et soient deux
fermés disjoints A et B de X. Appliquons P’hypothése 2 A et & { B. I1
existe U tel que :

AcUcUc (B
Mais ceci implique :
(UosB.
U est un voisinage ouvert de A ; { U= C U est un voisinage ouvert de
B; U et ( U sont disjoints ; X est normal. Si, dans un espace normal,
O, est fortement contenu dans O,, c’est que :
0, < O,.
La propriété que nous avons démontrée permet d’affirmer Pexistence
de U ouvert : :
0,cUcUcO,
Or U=U donc O, ccU cc 0..
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9° La famille H(\) vérifie évidemment la propriété d’intersection
vide et de réunion égale & X. Voyons si elle vérifie :
w <pz = H@p) cc Hlwp).

H(yy) = ¢ H(yy) = ¢
a) Si opy<pe<O0: e g ¢

H(Mz) =3 H(!Lz) =g
B) Si pi<me=0: H)=A4A Hp,) = A g c A.
c) Si[.l.1=0<p.2<1, 0“0<$&1<}L2<1, 0u0<pl<92=1.

w; et o, étant des nombres diadiques, les H{y;) et H(pp) correspon-
dants ont éié construits de fagon & ce que la propriété soit vérifiée.

He)= (B Heo=(B) -

d Sip=1<ups: e (Bcx
H(p,) =X H{,) =X /
_ HG) =X Hep =X
8)811<UI<U2: /o\ X c X.
H(}‘az) =X H(p,) =X )

En vertu du 7°, il existe donc une application continue de X dans
R définie comme au 2°. Il nous reste & trouver la valeur que prend cette
application sur A et sur B. Nous savons que :

f) =0 <> xeﬂiF%;u>0§~«Fo.
Mais F(,::U tH ;v<<0l=4¢g
et, pour tout u >0, FM=UiHv;v<p.§DHO=A,

donc : ﬂiFM;y,>O}:>A,
et flA) =10},
Nous avons, de méme :
f@) =1 < xéﬂiF?;y.>1§——F1,
avec : F1=U§H9;p.<1§cH1:(B

niFP;p.>1¥=X.
Donc I'ensemble des & pour lesquels f(x) =1 est X —F; avec F; ( B.
11 contient donec X — (B =B, donc: fB)=11}.

10° Remarquons d’abord que Vx € O, il existe bien une applica-
tion g, continue telle que g,(x) =1 et g,( (0) == 0, du fait que X satis-

fait 4 'axiome des espaces complétement réguliers.

Soit s le sup de ces applications dans ¢ (X, R). Par hypothése, ce sup
existe puisque l'ensemble des applications est borné. L’application
qui vaudrait 1 sur tout X serait un majorant des g, et serait continue ;
c’est donc un majorant de s. Il en résulte que Vy €X, s(y) <1. Or, en
tout point y de O, il 1y a une des fonctions ¢ qui vaut 1 ; done s(y) doit

étre au moins égal &
Vy&€O0 s(y) = 1.
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Examinons maintenant ce que doit étre s(y) pour y € 0.
VVeEe vy Iz€V z€ 0,
done : vve vy dz€V s(z) =1,
s devant étre continue ceci exige que s(y) = 1.
On a done : Vy€6 s(y) =1,

Examinons enfin ce que doit étre s(y) pour y € (?T En vertu de
Paxiome de régularité compléte, il existe une application continue de X

dans» R qui vaut 1 sur Oet0 pour y. Or, cette fonction est un majorant
des g,. Donc elle majore leur sup et s(y) ne peut étre que nul. On a donc :

Vy65 s(y) =1 Vy& Cﬁ s(y) = 0.

Or, s est continue. L’image réciproque par s d’un voisinage ouvert

de 1 ne contenant pas zéro est O ; on en conclut que O est ouvert. Dans
X, I'adhérence de tout ouvert O est un ouvert.

Exercice 40.

Soit un recouvrement ouvert de Pensemble {xz,; n€N} U izxt.
Ce recouvrement comprend un voisinage V de z. Or Phypothése signifie

que :
VVe v AN n>N = g, &€V,

Il y a donc au plus n points de I’ensemble situés hors de V et il suffit

d’adjoindre & V des ouverts du recouvrement qui les contiennent pour

extraire du recouvrement donné un recouvrement comprenant au plus
(N -+ 1) ouverts.

Exercice 41.

1) Un élément de ’ensemble produit est un couple (z, i) formé d’un
réel x et d’'un indice i qui ne peut prendre que 'une ou Pautre de deux
valeurs, 1 et 2 par exemple. Soit, pour fixer les idées, un point (z, 1). On
sait qu’on obtient une base de ses voisinages, pour la topologie produit,

£ kN
A} L4

D, a ac b
i
|
]
i
3

D,

£ S
A ) L4
a @ b

en prenant 'ensemble des produits cartésiens des éléments de la base
des voisinages de x € R et des éléments de la base des voisinages de 1.
Or, le seul voisinage de 1 est ’ensemble {1, 2} puisque c’est le seul
ouvert non vide pour la topologie grossiére. Donc une base des voisinages
de (x, 1) est formée des ensembles :

Ja, b X 11,21, tels que a < x < b,

c’est-a-dire des ensembles réunions des deux intervalles ]a, b[ des droites
D1 et Dg.

Les deux points (x, 1) et (x, 2) ont donc méme base de voisinages et
I’espace ne peut pas satisfaire a I’axiome (T,) (ni méme a I'axiome (T,)).
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2) Le point (a,1), qui fait partie du sous-ensemble envisagé par
I’énoncé et représenté ci-contre, a les mémes voisinages que le point (a, 2)

b

2
L]

D2

i R ¥

Da

Q

qui, lui, n’en fait pas partie. Ce sous-ensemble est donc homéomorphe au
segment [a, b] de D, et est, par suite, compact.

3) Soient le sous-ensemble précédent et celui formé de (a, 2) et du
semi-segment [c, a[ de D;.

De

k3

Ds } -3}
<

C

La réunion de ces deux sous-espaces n’est pas séparée puisque
(a, 1) et (a, 2) ont mémes voisinages.

La réunion des deux compacts envisagés est non séparée, donc non
compacte.

4) Soient encore le sous-ensemble considéré au 2) et I’ensemble
formé de [c, d[ de Dy et du point (d, 1) avec c <a <d<b.

c f' c} :b De
P D,
a d

L’intersection des deux sous-ensembles est formée de Iouvert
Ja, d[ de D,, qui n’est pas compact (il est séparé, mais ne satisfait pas
a Paxiome (Cy)). ’ ’

Notons que la réunion de ces deux sous-ensembles n’est pas séparée
et fournit une autre solution de 3).

Exercice 42.

Soient E et E’ deux espaces compacts et un recouvrement ouvert %
de E X E. Tout ouvert de E X E’ étant la ré}lmon d’ouvqrts de lfx forme
0O X O’ (O ouvert de E, O’ ouvert de E), il existe une famille % d ouvgrtrs
de cette forme qui constitue aussi un recouvrement ouvert de E X E et
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qui est telle que tout élément de U est inclus dans au moins un élément
de ‘®. Supposons que nous ayons montré que, de la famille %, on peut
extraire un recouvrement fini de E X E’; en remplacant chaqlie oulx)rert
de % par un ouvert de ® qui le contient, on obtiendra un recouvrement
ouvert fini extrait de ®. Pour montrer que E X E’ est compact, on peut
g’(:;nxfe s;a coi?ltensffr de montrer que de tout recouvrement ouvert formé
ey amille d’ensembles O X O’, on peut extraire un recouvrement

Soit donc un recouvrement % de E X E’ formés d’ ris ’
Conmdérons’ la coupe de E X E’ correspon>(§ant a l’élémilg’:l ZcefiZS ISJ) éegé
2225& Iflle(y)llxlleomorphe a E’te&t compacte. La coupe des éléments de % en

n recouvremen ; i

fini qui est constitué par lesoggs;fas’ ggs%%leeﬁls ?xtralre un reconvrement

0, X 07,0% X0% ., 0% X 0" @,
les ouverts O! , o, .., O} contenant tous x. Considérons alors :
w,=0L NO0%Z n..Nno"

1
i

S U |

i
'
1
{
!
i
|
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E
la partie hachurée représente o, X E’

C’est un ouvert qui contient i i
vremant o m ot q x et la famille (1) constitue un recou-

A chaque point x de E on peut associer aussi un ouvert ,.

, .
‘ L’ensemble de ces o, constitue, quand x décrit E, un recouvrement
de E. On peut en extraire un recouvrement fini :

g, Wy e ®
23 Bz 3 0 wpg
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et | ©g X E, 0, XE .., @, w B’ constitue un recouvrement ouvert

de E X E’. Chaque élément de ce recouvrement admettant lui-méme un
recouvrement fini du type (1) extrait de U, la réunion de ces recouvre-

ments est un recouvrement de E X E’ fini et extrait de .

Exercice 43.

Soit E = [ | E; (i € I), un espace localement compact et soit a = (ay)
un point de E. Il posséde un voisinage compact ; ce voisinage contient
un élément de la base des ouverts de E, soit :

0= ﬂOjX TTE':,
i€l i€1—J

0, étant, pour tout j, un ouvert de E; et J étant une partie finie de
Pensemble des indices I. Le voisinage compact se projette suivant un
compact sur chaque espace facteur, ce compact incluant la projection de
0. Or cette projection est Pouvert O, pour chaque E, et est I’espace tout
entier pour chaque E;. Il en résulte que tous les Ifi (A= (I—1J)) sont
compacts et que, dans chaque E; (j €J), a; posséde un voisinage
compact. Tout point de E; pour tout j, étant projection d’un point de
qui posséde un voisinage compact, tout point de E; posséde un voisinage
compact et E; est localement compact.

Réciproquement, supposons E,; localement compact pour {€J (J
partie finie gle Pensemble I des indices), et supposons E; compact pour
i€ (1—J). Soit a = (a) un point de || E.

Pour tout i € J, a; posséde un voisinage compact C; (C; est un
compact qui contient un ouvert O; contenant a;).

L’ensemble
T7C X 17 E;
T —} ied—J0

est un voisinage de a puisqu’il contient Pouvert :

TT0: X 1T E;
iedJ ie(d—I

et il est compact puisque c’est un produit d’espaces compacts. Tout point

de E = [TE; posséde donc un voisinage compact. D’autre part E, produit
d’espaces séparés est séparé, donc E ‘est localement compact.

Exercice 44.

Soit un point a d’un espace E localement compact. Le point a pos-
séde un voisinage compact K. On sait qu'un espace compact est régulier
ot nous avons vu (ex. 38) que I'axiome de régularité (T3) entrainait le
fait que tout point de I'espace possédait une base de voisinages fermés ;

a posséde done, dans K, une base de voisinages fermés et, comme les
arties fermées d’un espace compact sont compactes, a posséde, dans K,
une base de voisinages compacts. ) o
Montrons qu’il en posséde aussl une dans E. Si V est un voisinage
de a dans E, K 1 V est un autre voisinage de a dans E ou dans K ; comme
voisinage dans K, il contient un voisinage compact C dans K.
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C, voisina

done . ge de a dans K, contient un ouvert de K contenant a ;

ioe o, a€0 C>O0NK.

Or, O et K sont deux voisinages de a dans E ; donc C est aussi voisinage

de a dans E.

Par ailleurs C, compact dans K, est compact dans E (cf. VI. 1. 4).

n vlo)i(smc V inclut un voisinage C compact. Tout voisinage de a incluant
inage compact, a posséde une base de voisinages compacts.

Exercice 45,

a) La réponse est non.

Un intervalle ouvert de R est localement compact et n’est pas fermé.
b) La réponse est oui.

. Tout point a de Pintersection A N B osséde un voisinage compact
I’i.l inclus dans A et un voisinage compact K, inclus dans B. Considérons
Iintersection de ces deux voisinages ; elle est compacte comme inter-
section de deux compacts ; elle est aussi un voisinage car elle contient

les ouverts contenant a, 0, =0, N A et 0,= 0, N B, O] et O, étant
deux ouverts de Pespace E. Elle contient donc o; n 0, NANB qui est
un ouvert de A N B contenant a. Dans A N B, le point a posséde donc un
voisinage compact. D’autre part, A N B est séparé, puisque A et B le
sont. Donc A NN B est localement compact.

¢) La réponse est non.

Dans R+, localement compact, considérons le sous-espace constitué

A . 11 i

par la réunion des intervalles }m » %—g » 1 déerivant N. Ce sous-espace
est localement compact. Considérons d’autre part le sous-espace réduit
a Torigine qui est compact, donc localement compact. Leur réunion n’est
pas localement compacte car O n’y posséde pas de voisinage compact.
En effet, tout voisinage de O dans cette réunion doit contemr un inter-

valle ouvert de R privé de ses points de la forme 1 et un tel ensemble
n

n’est pas compact puisque la suite des points (54—-}—; PE N) n'y a pas
n
de valeur d’adhérence. b
d) La réponse est oui.

Soit E un espace localement compact et O un ouvert de E. Un point
@ de O admet O pour voisinage dans E, qui est localement compact, donc
a posséde un voisinage compact V relatif 4 E et inclus dans O (cf. exer-
cice 44), mais V étant inclus dans O est aussi voisinage de a pour la

topologie induite sur O. L’ouvert O, qui est, par ailleurs, séparé, est donc
localement compact.

e) La réponse est oui.

Soit E I'espace localement compact et F fermé inclus dans E. Un
point a de F posséde un voisinage compact V < E. Or, V est fermé comme
partie compacte d’un espace séparé ;PV N F est donc un voisinage de a
pour la topologie induite. Il est fermé dans E, dans F, dans V ; comine
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partie fermée du compact V, cette partie est compacte et le point a pos-
séde dans F un voisinage compact. Donc F, qui est, par ailleurs, séparé,
est localement compact.

f) La réponse est non.
Le sous-espace de R+ trouvé en ¢) et non localement compact admet

pour complémentaire I’ensemble ;1; s RE€N—103 { qui est locale-

ment compact puisque chacun de ses points posséde lui-méme comme
voisinage compact.

Ezxercice 46.

1° Nous avons démontré (cf. ex. 44) que dans un espace localement
compact (et a fortiori dans un espace compact), tout point possédait une
base de voisinages compacts, c’est-a-dire que tout voisinage V (voisinage
dans X) d’'un point a € E ¢ X inclut un voisinage compact V’. Pour
montrer que E est localement compact, il suffit donc de montrer qu’on
peut trouver un voisinage V de a inclus dans E, car alors V' sera aussi
inclus dans E, et la topologie sur E étant la topologie induite par la
topologie sur X, V'’ sera bien un voisinage de a dans E.

Or, soient xy, o, ..., x,, les éléments de la partie finie X -—E.

L’axiome (T;) permet d’affirmer :

Vi IV, € v Vip .

Considérons alors :

N v—v
1<i<n f
C’est un voisinage de a, et il ne contient aucun des x; ; dong, il est inclus
dans E et la propriété est établie.

2° L’identité étant une application continue, la relation est réflexive.
La convention d’identification de deux compactifiés homéomorphes
signifie justement que la relation est antisymétrique.

3f continue : X, —> X,
3g continue : X, —> X,.

Alors gof est une application continue de X; sur X,, sa restriction 4 E
est Pidentité ; donc X; R X;.
R est donc une relation d’ordre.

3° Soit X un compactifié¢ de E, et soit X’ I'espace quotient de X par
la relation d’équivalence qui consiste & identifier en un point x’, deux
points x; et x, de X —E, tous les autres points de X étant seuls dans
leur classe. X’ étant muni de la topologie quotient, I'application cano-
nique f: X —> X’ est continue ; elle est I'identité sur E (4 condi-
tion d’identifier un élément de X et la classe o il est seul). }}e&te a véri-
fier que X’ est compact et pour cela (cf. VI. 1. 6) que X’ est séparé¢, ce qui
se raméne, X étant séparé, & vérifier que le point 2’ posséde un voisinage
disjoint de tout autre point y de X'. Or, un voisinage de 2’ est I'image,
par I’application canonique, de la réunion d’un voisinage de z; et d'un
voisinage de x,. L’ensemble X étant séparé, on peut choisir ces deux
voisinages disjoints d’un voisinage de y ; leur réunion en est aussi dis-

Enfin, si X; R X, et X, R Xg %
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jointe ; son image par l'application canonique est disjointe du voisinage
de y (qui est identique 4 son image canonique). X’ est donc séparé, donc
compact, et on peut noter X’ ® X.

¥ Si ensemble X ne poss¢de que des éléments X tels que X —E
soit infini, il ne peut contenir de plus petit élément. En effet, on pourra,
pour tout X, trouver un X', construit comme on vient de le voir, tel que
X’ % X, il suffit alors de montrer que la chaine des compactifiés ainsi
formée ne peut pas étre stationnaire, c’est-a-dire qu’il est impossible que
deux éléments X et X’ soient homéomorphes. Supposons qu’il existe une
bijection continue f: X’ X ; si ¢ désigne I'application canonique
X —> X!, {==q¢of serait une application continue de X’ sur lui-
méme qui serait I'identité sur E et qui donnerait, des deux valeurs dis-

—1 —1
tinctes y, = f(x,) et y, = f(x,), une méme image =’. Montrons que c’est
impossible. X’ étant partout dense sur E, tout voisinage V; de y; rencon-
tre E. Le filtre tV, N E} plus fin que 94(y,) converge vers y, ; ¢ étant
continue, 'image de ce filtre par ¢ converge vers q;(yl% ; or, ce filtre est
invariant par ¢ et, X’ étant séparé, il ne peut converger vers deux points
distinets. Done U(y;) =y, ; de méme Y(y,) =y, M. Il y a contracgction
avec ’hypothése. La chaine des compactifiés n’est pas stationnaire et «
ne peut avoir de plus petit élément. Donc, pour que X puisse avoir un
plus petit élément, il est nécessaire que E soit localement compact.

Réciproquement, soit E localement compact. Ou bien E est compact
et X posséde bien un plus petit élément, qui est E lui-méme,

Ou bien E n’est pas compact ; il admet le compactifié d’Alexandrov
X=E U !twl avec

V) =1tU U low}l; UE]
(cf. cours : démonstration du théoréme d’Alexandrov).
Supposons que E admette un autre compactifié X’=E U {o'}. Mon-
trer que X a un plus petit élément revient & montrer que X et X’ sont
identifiables au sens de la relation d’ordre, en d’autres termes, qu’a une
homéomorphie prés, il n’y a, pour un espace localement compact, qu'un
compactifié par adjonction d’un seul point.

I1 faut prouver que lapplication f: X' ——> X, définie par
o) = w», et par le fait que sa restriction a E soit I'identité, est une
homéomorphie. Cette application est bijective ; d’autre part, dans un
espace séparé, le filtre des voisinages d’un point ne peut pas posséder
de point adhérent distinct du point. Donc, 9%(«’) n’a pas de point adhé-
rent aulre que o et

% V—tio}; V& (o) %
est un filtre 7 sur E, qui n’a pas de point adhérent, donc qui est plus fin
que @ Or, f(V) =V —lo'i)Utlol.

Comme 7 est plus fin que @, f( F) est plus fin que ?(w), donc
converge vers o. L’application f est donc continue.

(1) Remarquons que ce raisonnement établit la propriété suivante : « Une appli-
cation continue d’un espace séparé dans I[ui-méme qui est Uidentité sur une partie
partout dense est identité sur Pespace tout entier. »
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—1

Enfin, la bijection réciproque g=/f est aussi continue. En effet,
X et X’ étant compacts, les images, par f, des fermés de X’ sont des fer-
més de X. Donc les images réciproques par g (qui sont des images par f)
des fermés de X’ sont des fermés de X et g est continue.

Exercice 47.

1° En un point z, ou f(x,) = -} », P'application f satisfait a la
condition (a) ; quant & la condition (b), puisqu’il n’y a pas d’élément h
strictement supérieur & -}~ «, elle est aussi forcément satisfaite.

Si maintenant f(x,) < <4 «, la condition (a) signifie :

Y h > f(x,) IVE Y, sup f(V) < h,
ce qui entraine :

Yh > f(x,) ive v V&€V f@x) <h (b).
Réciproquement, la condition (b) entraine :

Vh> f(x,) ive vx,) sup f(V) <h,

donc M(f, x,) = inf lsup f(V); V&€ Y(x,)} <h.

Ceci étant vrai pour tout h > f(x,) et, d’autre part, M(f, z,) étant > f(x,),
il en résulte que M(f, x,) ne peut étre égal qu’a f(z,). (Démonstration
valable méme si f(x,) = — ). Dans tous les cas, a) <= b).

2° @ PROPRIETE ¢).

—1
Soit Ay =f([—o, M)=1tx; f(®) <Al.
Ou bien A, est vide et est, par conséquent, ouvert ; ou bien A; n’est pas
vide et soit alors x, € A, ; si f est semi-continue supérieurement, puis-
que f(x,) <}, en vertu de (D) :
Ve vx,) Ve €V fx) < &
donc V < A

Donc tout z, € A, posséde un voisinage inclus dans A, et A; est ouvert.

Réciproquement, supposons que, pour tout ), I'ensemble A, soit
ouvert. Soit” x, €E. Si f(x,) = + «, [ est semi-continue supérieure-
ment en z,. Si f(x,) est fini, pour tout X > f(x,), Ay est un ouvert qui

contient x,, donc un voisinage, et la condition (b) est yé_riﬁée au point
x, ; ce point étant quelconque, f est semi-continue supérieurement.
® PROPRIETE d).

Soit maintenant (z,, y,) € S(f), ol on a y,= f(x,) -+ 3, avec 3 > 0.
Si f est semi-continue supérieurement, en vertu de (b) :

3
Ive v, VeV f@) < @) + 5 -

Considérons alors I'ensemble produit cartésien de V c E par:

]yo_—a%,—%—oo[CR.
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Ce; pnsemble est un voisinage de (x,, y,). Or, pour tout élément de ce
voisinage :
3 3
Y>Yo— 5= fx) + 3 /
5 y > f(x), done (z,y) € S(),
f@) < f(x,) + 0}

(x,, Yo) posséde donc un voisinage inclus dans S(f) et S(f) est ouvert.

Inversement, supposons qu’en un point z, € E, f ne soit pas semi-
continue supérieurement. Ceci s’exprime par :

dh > f(x,) VvV eE v, dJr €V f(x) > h.

Soit alors, le point (x,, h) qui appartient & S(f). Une base des voisinages
de ce point est constituée par 'ensemble des produits cartésiens d’un
voisinage V € VY (x,) et d’un intervalle ouvert contenant h ; et dans tout
voisinage de cette espéce il y a, en vertu de ’hypothése, des points (x, y)
avec f(x) > h et y < h, donc des points qui n’appartiennent pas & S(f).
Aucun élément de la base des voisinages de (x,, h) ne peut éire contenu
dans S(f) et S(f) n’est pas ouvert. On a donc établi :
f semi-continue supérieurement = (d)

f non semi-continue supér. => non (d) f semi-cont. sup. ().

3° Etant donné x, € R+ et h arbitraire positif, considérons linter-

. . AoOA 1
section des intervalles ]g , %—[, n décrivant I'ensemble des entiers

. 1 . P
de 1 & N avec N < h, et A étant l'entier défini pour tout n par

A A1
5< T, < —I»lt Il n’y a dans cette intersection aucune fraction irréduc-

tible de dénominateur inférieur a N si z, est irrationnel, aucune fraction
irréductible de dénominateur inférieur 4 N et différente de = si x =P

Etant donné x, € R+ quelconque et h arbitraire, on peut donc toujours
trouver un intervalle entourant x, dans lequel 0 < f(x) < h sauf, peut-
étre, en x,. Si donc x, est irrationnel (f(x,) = 0), f est continue en x, ;
si x, est rationnel, f est semi-continue supérieurement en x,. Donc, f est
semi-continue supérieurement sur R+,

En z, irrationnel, Q(f, x,) = 0 puisque f est continue,

En x= g, il résulte de ce qui précéde que :

3 VOEW('(EI) sup (f(V)) =

(e ~T~Nla s

donc M (f, 8) =L

et vV & cv(g) sup (f(V)) = ’ v o
/

D’autre part, dans tout voisinage du rationnel »g , i1 y a des irrationnels ;

done :
vve L(g) inf ({(V))=0, done m(f, g) —0
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p p
et Q( , _> =P,
f q q
Cette fonction offre donc cette particularité d’étre identique & son oscil-
lation.

4° Soient f et g semi-continues supérieurement en un point x, € E.
Si flx,) ou g(x,) = -+ o, (f + g) (x,) = + « sous la seule réserve que
cette somme soit définie (c’est-a-dire que si f(x,) = + «», g(x,) soit dif-
férent de — o ; cf. opérations dans R, VI, 2, 3), donc (f + g) est aussi
semi-continue supérieurement en z, Soit maintenant x,, ol f(z,) et g(x,)
sont < -+ . Tout H > f(x,) -+ g(x,) peut étre mis sous la forme h + k
avec h > f(zx,) et k> g(x,), et on peut alors dire :

IveE v(x,) Ve &€V f@) <h
AWeE v, VeEW glx) < Kk,
done :
avnwe v, Ye&€EVNW f+9@® <H,
donc (f + ¢) est semi-continue supérieurement en tout x, ou elle est
définie.

De méme si f et g sont > 0 et semi-continues supérieurement, en un
point z, ol f(z,) = -+ o, fg(x,) = -+ = et fg est semi-continue supérieu-
rement sous la seule réserve que g(x,) ne soit pas nulle, c’est-a-dire que
fg(x,) soit défini. Si maintenant en z, f(x,) et g(x,) sont < -, tout
H > f(z,)g(x,) peut-étre mis sous la forme hk avec h > flx,) et k& > glx,)
et avec les mémes hypothéses que ci-dessus on arrive a :

Ye&€VNW fo(x) < H,
donc fg est semi-continue supérieurement en tout z, ou elle est définie.

1 1
Enfin si f =0, en x, tel que f(x,) = -+ o, ?(xo) =0 et ? ayant un
minimum en ce point y est semi-continue inférieurement.

1
Si f(z,) est finie, non nulle, & tout nombre h <—— correspond

fGx,)
% > flx,) ; or :
A4 % > flx,) ave v x,) V&V f@ < h,
1 1
done : 7 @) > W

1 . . P
donc 7 est semi-continue inférieurement en x,.

Dans R, % ne peut étre définie en z, si f(z,) = 0. Donc on peut
conclure que }1- est semi-continue inférieurement partout ou elle est
définie.

— .1 .
(Remarquons que dans R+ on pourrait encore définir 7 au point &,

ot f(x,) ==0 avec 1 (x,) == -+ o et /1; serait encore semi-continue infé-

i
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rieurement en ce point, le raisonnement fait ci-dessus dans le cas de
f(x,) finie et 5= 0 s’appliquant sans modifications).

.5° Sqit tfplie !, ensemble fini d’indices, une famille de fonctions
semi-continues supérieurement définies sur un ensemble E et soit a étu-
dier les fonctions s et ¢ définies par :

Ve €E ] s(x) =sup {ffx); i€}
Hx) =inf ifx); (€1}
si en x, une des fonctions prend la valeur + o0, 8(x,) = -} « et s est semi-
continue supérieurement en x,.

Supposons donc que, pour tout i, f(x,) < 4+ «, ce qui entraine (I

étant fini) s(z,) < - w. Soit h > s(@,). =
Vi IV, € Yz, V&€V, f(x) <h,

dome 3IV= flv,€ 9@) Vz€V s@ <h.
il
Le sup s des fonctions f; est donc semi-continue supérieurement.

Si toutes les fonctions f; sont infinies pour x,, #x,) l'est aussi et ¢
est semi-continue supérieurement en x,. Dans les autres cas la définition
de t entraine :

Vh> Uz, i€l fix,) < h,

Zt leff?it)que fi soit semi-continue supérieurement en x, entraine, puisque
>4 Lo)s :

IVE 9(x,) VeE€V fix) < h,
ce qui entraine t(x) < h.
Donc :
Yh > Hzx,) Ive v, V€V tx) < h

et t est semi-continue supérieurement en x,.

Supposons maintenant que I soit infini. Il est clair que rien ne sera
changé a la deuxi¢me des démonstrations ci-dessus. Mais la premiére
est en défaut 4 partir du moment ot on considére I'intersection des voisi-
nages V,, une intersection infinie de voisinages n’étant pas nécessaire-
ment un voisinage. Le résultat n’est d’ailleurs pas vrai comme le montre
le contre-exemple suivant: la famille des fonctions continues fy :
& ——> kx, k décrivant R admet pour sup la fonction s telle que
$(0) =0 et s(x) = - » pour tout x <0, fonction qui n’est pas semi-
continue supérieurement. La fonction inf d’une famille infinie de fonc-
tions semi-continues supérieurement est semi-continue supérieurement,
La fonction sup de ces fonctions ne Pest pas nécessairement.

On montre de la méme facon qu’une famille infinie de fonctions
semi-continues inférieurement admet un sup semi-continu inférieure-
ment.

Des fonctions continues étant semi-continues inférieurement et supé-
rieurement, on déduit donc de ce qui précéde qu’une famille de fonctions
continues a valeurs réelles admet un inf semi-continu supérieurement
et un sup semi-continu inférieurement.

Autre démonstration. Considérons pour chacune des fonctions f;
Pensemble S(f,) défini au 2°. L’ensemble S(¢) relatif a UVinf des

fonctions f; est la réunion |} S(f), car :
iesl
y>txry <> 3Ji y>fo).
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Or les ensembles S(f;) sont ouverts. Une réunion d’ouverts est un ouvert,
donc, en vertu de la propriété (d), ¢ est semi-continue supérieurement.

D’autre part, dans le cas o I est fini :

sy = 1 s,
il
car y>s(x) <> Vi y>fo).
Une intersection finie d’ouverts étant un ouvert, s est semi-continue supé-
rieurement.

6° Soit f wune application quelconque de E dans R. Si
M(f, x,) = -} =, M(f,x) est semi-continue supérieurement en =z, Si
M({f, x,) < -+ «, la définition de M(f, x,) permet d’écrire :

Yh > M, x,) ivVveEe vx) sup(f(V))<h
Mais V contient un ouvert O qui contient x, et O est voisinage de tous
ses points donc appartient 4 la fois & V(x,) etd V(x) pour tout x € O.
D’autre part sup f(O) < sup f(V) < h.
Donc :
M({f,x) =inf tsupf(V) ; V&€ Y(@)! <h.
Finalement on a montré que :
Y h > M(f, x,) 10 € VY, V€0 M({f, x) < h,
M(f, ) est donc semi-continu supérieurement.
On démontrerait de la méme facon que m(f, x) est semi-continue infé-
rieurement, donc — m(f,x) est semi-continue supérieurement et

Q(f, x) est semi-continue supérieurement comme somme de deux fonc-
tions semi-continues supérieurement.

7° Supposons E compact et f semi-continue supérieurement. Consi-

dérons la famille des ensembles }([7\, -+ «]) obtenue en faisant décrire

f(E) R par A (ensembles qui sont fermés comme complémentaires des
ensembles A; de la 2° question). Cette famille est telle que toute sous-
famille finie caractérisée par 'ensemble iy, 2y, ..., A, } que décrit A a une

—1
intersection non vide puisque cette intersection est f({2,, 4 «]), 3, étant
le plus grand des nombres Ay, Ay, ..., A,. Donc en vertu de Paxiome {C,)
des compacts Pintersection de la famille entiére est non vide. C’est dire
—1
qu’il existe au moins un point a qui appartient a tous les f([}, 4 «]),
donc qui est tel que f(a) = A pour tout A € f(E), ou encore tel que :
Vx&EE fla) = f(x).

Cest dire que f(a) est le sup de f(E) ; autrement dit f atteint en a sa
borne supérieure. L o

11 en résulte que si f est finie pour tout x, f(a) est lui-méme fini et

majore f(E) : une fonction ¢ valeurs dans R, semi-continue supérieure-
ment sur un compact, est majorée et atteint sa borne supérieure.

Exercice 48.

Soit x, € D et soit X la classe d’équivalence de x, modulo %. X est
ouvert car tout x € X posséde un voisinage inclus dans X. X est fermé :

en effet, si € X, son voisinage V tel que z ® y pour tout y €V a une
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intersection non nulle avec X, ce qui entraine (transitivité de ®) que
r, Rz, donc x € X,
Or, dans le connexe D il n’y a pas d’autres parties ouvertes et fermées

ala fo'is que g et D lui-méme. X n’est pas vide donc X = D. Et, quels
que soient x et y dans D, x R y.

Ezxemples : 1. f est une fonction définie sur D. On pose :
xRy <= [f(x)={f(y). Sila fonction f est localement constante sur D
(c’est-a-dire si tout point posséde un voisinage o1 elle est constante) elle
est constante sur tout D.

II. Si, dans R", x R y signifie il existe une ligne brisée reliant x a y,
tout point y d’une boule de centre x vérifie x R y, par suite si D est un
ouvert connexe de R”, ce qu’on appelle un domaine de R®, on peut énon-
cer : deux points quelconques d’un domaine de R peuvent étre reliés
par une ligne brisée incluse dans le domaine. On peuf, en outre, imposer
que chaque c6té de la ligne brisée ait 'une de n directions fixes.

Exercice 49.

1° Soient deux éléments x, x/, distincts de C. Puisque C est totale-
ment ordonnée, un des deux, soit z, est inférieur a autre. Pour montrer
que T est séparée, considérons deux cas :

PREMIER cas : il existe au moins un élément y tel que :
r<y<z.
Alors si a est un élément inférieur & = et b un élément supérieur a ' :
Ja,yl et ]y, b[
sont deux voisinages disjoints de x et . Au cas ol z serait égal a a,, le

premier de ces voisinages serait remplacé par [a, y[ ; de méme si 2’
était égal a b,, le deuxiéme serait remplacé par Jy, b,].

1 DEUXIEME cas : il n’existe aucun élément y entre x et x’. Les inter-
valles :

lo,z[ = ]Ja,x] et Jz, b[ = [xly bl
seraient des voisinages disjoints (4 modifier comme précédemment si
r=a, ou x’ ==b,).

La topologie T est donc séparée.

Le systtme des générateurs de la topologie T est en méme temps
base des ouverts de cette topologie si toute intersection finie d’intervalles
(ou éventuellement de semi-segments) est formée d’intervalles (ou éven-
tuellement de semi-segments). On vérifie immédiatement qu’il en est
bien ainsi.

2° Si s posséde un plus grand élément a, son complémentaire (s,

formé de tous les éléments supérieurs a aq, est toujours un ouvert. (En
effet, si C posséde un plus grand élément b, le complémentaire

C s==la, b,] est un ouvert; si C n’en posséde pas, Cs est la réunion

des intervalles Ja, b[ avec b > a; c’est done encore un ouvert). Donc
s est fermée.

Supposons maintenant que toute section commencante fermée soit
close et soit A une partie quelconque de C. L’intersection des sections
commencantes fermées qui contiennent A est une section commencante
fermée qui contient A. Cette section a, par hypothése, un plus grand
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élément b et cet élément est la borne supérieure de A. En effet, b est un
majorant de A et, d’autre part, si A possédait un majorant ¢ plus petit
que b, la section commencante {x;x<c} fermée et qui contient A
serait strictement incluse dans l'intersection précédente. Il y aurait donc
contradiction.

Toute partie A de C admet une borne supérieure. Comme C posséde
un plus petit élément, on sait (cf. A.P.M. I, page 86) que A posséde aussi
une borne inférieure.

Remarquons que si nous supprimons I’hypothése « C a un plus petit
élément », la premiére partie de la démonstration précédente reste vala-
ble. Or, le théoréme cité indique que si un ensemble ordonné est tel que
tout sous-ensemble propre a un sup, alors tout sous-ensemble minoré a
aussi un inf. Un tel ensemble est dit un treillis conditionnellement com-
plet. Si Pordre est total, nous dirons que c’est une chaine conditionnel-
lement compléte.

On a alors moniré : « 8i toute section commencgante propre fermée
de C est close, alors C est une chaine conditionnellement compléte. »

3° Soit C compact. Supposons que C ne posséde pas de plus petit
élément : cela entraine que pour tout élément = de C, il existe un y < z.
Par suite, 'intersection des sections commencantes closes de C est vide.
Or, ces sections commencantes closes sont fermées, et Iintersection d’un
nombre fini d’entre elles est 1a plus petite ; elle est non vide : il existerait
donc une famille de fermés de C dont Pintersection serait vide, bien que
toutes les intersections finies ne le soient pas ; Paxiome (C,;) ne serait
donc pas satisfait.

Soit ensuite une section commencante fermée s. Partie fermée d’un
espace compact, s est compacte. Un raisonnement analogue portant sur
les sections finissantes closes de s montrerait que s posséde un plus
grand élément. On en déduit, en vertu de 2), que C est compleéte.

Réciproquement, soit C compléte et soit 7 un filtre sur C. Tout

F, € 7 posséde un inf, soit a;. Posons :
a=supta; F; € 7}
et montrons que a est adhérent & ¥. Tout voisinage V de a contient un
semi-segment ]b,a] avec b < a. Ce semi-segment ]b,a] contient au
moins un @; sans quoi b serait un majorant de !aq;} plus petit que a.
Soit alors F; € ¥ quelconque. Si ]b, a] N F; était vide, F; n’aurait aucun
élément supérieur & & et F; aucun élément inférieur &4 a;= b ; alors
F; N F; serait vide, ce qui est impossible. Donec :
VVE& V() v j VN Fys= 8,

ce qu'on voulait montrer. Il en résulte que C satisfait & (C;), donc est
compacte,

4° Supposons C connexe. Une section commencgante fermée s est non
ouverte si elle n’est pas la chaine toute entiére. Or, s non ouverte signifie
qu’il existe a € s qui n’appartient & aucun ouvert inclus dans s. Ceci
entraine que a est le plus grand élément de s. En effet, s’il existait a’ > q,
il existerait un ouvert 15, @’[ < s et contenant a. Done, s est close, Donc :

s non ouverte =—> s close

par conséquent, C étant connexe nous avons :
s propre fermée == s close,
done C est conditionnellement compléte.
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intersection non nulle avec X, ce qui entraine (transitivité de %) que
x, Rx, donc x € X.

.. Or,dansle connexe D il n’y a pas d’autres parties ouvertes et fermées
a la fois que ¢ et D lui-méme. X n’est pas vide donc X =D. Et, quels
que solent x et y dans D, x % y.

Exemples : I. f est une fonction définie sur D. On pose :

Ry <= f@) =f@).Si la fonction f est localement constante sur D
(C’est-a-dire si tout point posséde un voisinage ol1 elle est constante) elle
est constante sur tout D.

II. 8i, dans R", x R y signifie il existe une ligne brisée reliant x a y,
tout point y d’une boule de centre = vérifie =R Y, par suite si D est un
ouvert connexe de R*, ce qu’on appelle un domaine de R”, on peut énon-
cer : deux points quelconques d’un domaine de R» peuvent étre reliés
par une ligne brisée incluse dans le domaine. On peut, en outre, imposer
que chaque coté de la ligne brisée ait 'une de n directions fixes.

Exercice 49.

1° Soient deux éléments x, 2, distincts de C. Puisque C est totale-
ment ordonnpe, un des dfaugz, soit z, est inférieur a Pautre. Pour montrer
que T est séparée, considérons deux cas :

PREMIER cas : il existe au moins un élément y tel que :
r<y<a.
Alors si a est un élément inférieur 4 x et b un élément supérieur a x' :
la,y[ et ]y, b[
sont deux voisinages disjoints de x et . Au cas oi1 z serait égal a a,, le

premier de ces voisinages serait remplacé par [a,, y[; de méme si x’
etait égal a b,, le deuxiéme serait remplacép par ]yoz !llao].

- DEUXIEME cAs : il n’existe aucun élément y entre z et . Les inter-
valles :

]a:x'[:;]a:x] et ]x,b[::[x’, b[
seraient des voisinages disjoints (a modifier comme précédemment si
r=a, ou ¥ =>b,).
La topologie T est donc séparée.
Le systtme des générateurs de la topologie T est en méme temps
base des ouverts de cette topologie si toute intersection finie d’intervalles
(ou éventuellement de semi-segments) est formée d’intervalles (ou éven-

;)qellelpeqt de semi-segments). On vérifie immédiatement qu’il en est
ien ainsi,

2° Si s posséde un plus grand élément a, son complémentaire (s,

formé dfe tous les éléments supérieurs a q, est toujours un ouvert. (En
effet, si C posséde un plus grand élément b,, le complémentaire
( §==]a, b,] est un ouvert; si C n’en posséde pas, CS est la réunion
des intervalles ]Ja, b[ avec b > a; c’est donc encore un ouvert). Donc
s est fermée.

Supposons maintenant que toute section commencante fermée soit
close et soit A une partie quelconque de C. L’intersection des sections

commencantes fermées qui contiennent A est une section commencgante
fermée qui contient A. Cette section a, par hypothése, un plus grand
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élément b et cet élément est la borne supérieure de A. En effet, b est un
majorant de A et, d’autre part, si A possédait un majorant ¢ plus petit
que b, la section commencante {x;x<c} fermée et qui contient A
serait strictement incluse dans Pintersection précédente. Il y aurait donc
coniradiction.

Toute partie A de C admet une borne supérieure. Comme C posséde
un plus petit élément, on sait (cf. A.P.M. I, page 86) que A posséde aussi
une borne inférieure.

Remarquons que si nous supprimons ’hypothése < C a un plus petit
élément », la premiére partie de la démonstration précédente reste vala-
ble. Or, le théoréme citg indique que si un ensemble ordonné est tel que
tout sous-ensemble propre a un sup, alors tout sous-ensemble minoré a
aussi un inf. Un tel ensemble est dit un treillis conditionnellement com-
plet. Si Pordre est total, nous dirons que c’est une chaine conditionnel-
lement compléte.

On a alors montré : « Si toute section commencante propre fermée
de C est close, alors C est une chaine conditionnellement compléte. »

3° Soit C compact. Supposons que C ne posséde pas de plus petit
élément : cela entraine que pour tout élément x de C, il existe un y < .
Par suite, I'intersection des sections commencantes closes de C est vide.
Or, ces sections commencantes closes sont fermées, et I'intersection d’un
nombre fini d’entre elles est la plus petite ; elle est non vide : il existerait
donc une famille de fermés de C dont intersection serait vide, bien que
toutes les intersections finies ne le soient pas ; Paxiome (C,) ne serait
donc pas satisfait.

Soit ensuite une section commencante fermée s. Partie fermée d’un
espace compact, s est compacte. Un raisonnement analogue portant sur
les sections finissantes closes de s montrerait que s possede un plus
grand élément. On en déduit, en vertu de 2), que C est compléte.

Réciproquement, soit C compléte et soit 7 un filtre sur C. Tout

F, € 7 posséde un inf, soit a;. Posons :
a=supia;; F, &€ 7}
et montrons que a est adhérent & 7. Tout voisinage V de a contient un
semi-segment ]b,a] avec b < a. Ce semi-segment ]b,a] contient au
moins un a; sans quoi b serait un majorant de ta;} plus petit que a.
Soit alors F, € 7 quelconque. Si 1b, a] N F, était vide, F; n’aurait aucun
élément supérieur & b et F; aucun élément inférieur & a;>b; alors
F; N F; serait vide, ce qui est impossible. Donc :
VYV &€ Ya) Vj VN F;5=4,

ce qu’on voulait montrer. Il en résulte que C satisfait a (Cg), donc est
compacte.

4° Supposons C connexe. Une section commencante fermée s est non
ouverte si elle n’est pas la chaine toute entiére. Or, s non ouverte signifie
qu’il existe a € s qui n’appartient & aucun ouvert mc,l_us dans s. Ceci
entraine que a est le plus grand élément de s. En effet, il existait ¢’ > a,
il existerait un ouvert 1b, @[ < s et contenant a. Done, s est close. Donc :

s non ouverte = s close

par conséquent, C étant connexe nous avons :
s propre fermée = s close,

donc C est conditionnellement compléte.
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D’autre part, s’il existait a et «’, (avec a < @), ne comprenant entre
eux aucun élément, les ensembles :

lxye<al = txsz<al
et te;xzal = lx;e>al
seraient deux ouverts disjoints réalisant une partition de C. Donc, pour
que C soit connexe, il faut qu’entre deux éléments a et a’ quelconques,
il y ait toujours un autre élément, c’est-a-dire que C soit dense pour son
ordre.
Nous arrivons donc au systéme de conditions nécessaires suivantes :
{ G conditionnellement compléte
! C dense pour son ordre.

Supposons maintenant ces deux conditions réalisées et supposons

C connexe —>

qu’il existe une partition de C en deux ouverts A et CA, non vides.

Appelons A celui qui ne contient pas b,. La premiére hypothése entraine
qu’il existe sup A ; cet élément ne peut appartenir &4 A car C étant dense,
il ne pourrait appartenir & aucun intervalle inclus dans A ; pour une

raison identique, il ne peut appartenir & (a;a y a donc contradiction
et les deux hypothéses entrainent que C est connexe.

Remarquons que parmi les chaines les plus usuelles, N, Z, Q, R, R,
toutes ne vérifient pas ces propriétés. La seule de ces chaines & ¢&ire

compacte est R qui est une chaine compléte ; R est connexe parce qu’elle
est a la fois dense pour l'ordre et conditionnellement compléte. Q n’est
pas connexe, quoique dense, car il n’est pas conditionnellement complet.

Exercice 50.
1° Soit F une partie fermée d’un espace métrique. A tout n €N,

associons Pouvert :
U u(al)
r&EF \ n

qui est ensemble des points situés & une distance de F inférieure a

G= ngN géﬁ(*%%

Cet ensemble, intersection dénombrable d’ouverts, est P'ensemble des

L -

Puis considérons :

. ! .
points dont la distance & F est, pour tout n, inférieure a o autrement dit

Iensemble des points dont la distance & F est nulle. On sait que cet
ensemble est F, ¢’est-a-dire F. Donc G = F.

2° Si E est un espace topologique et f une application continue, un
fermé de R (espace métrique) étant une intersection dénombrable d’ou-
verts, son image réciproque est une intersection dénombrable d’ouverts,
donc un Gs; ; ce G est fermé comme image réciproque d’'un fermé.

3° Soit F, fermé et intersection dénombrable d’ouverts O, d’un
espace métrique E. Les ensembles F et (0, sont des fermés disjoints et,
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d’aprés le théoréme d’Uryshon, il existe une application continue de

Pespace dans [0, 1] qui vaut zéro sur F et 1 sur (o,. En composant cette

application avec une homothétie, on peut toujours remplacer [0, 17 par
tout segment [0, a] que 'on veut. Done, 3 fn :JE ——>p[0, an][ c’on]tirll)ue

fuF) = 10} f(C0,) =ta,1.

Considérons alors I'application :
9:E —>R 9= 2 fn
=1

» s - kY n=
Si on choisit les fonctions f, de facon a ce que la série f,(x) soit, quand
x décrit E, uniformément convergente, la fonction ¢ sera continue. Or,
il suffit pour cela de choisir la série a, convergente puisque, pour tout n,

a, majore f,, g est alors une application continue qui vaut zéro sur F ;
elle ne peut valoir zéro en = € F, car :

x€F —> dn z€0, = f,@=a, => g(x) = a,.
La fonction g répond bien 4 la question.

En rapprochant les résultats du 2° et du 3°, on peut énoncer : une
condition nécessaire et suffisante pour qu’une partie d’un espace métri-
que soit 'ensemble des zéros d’une application continue a valeurs réelles
est que cette partie soit un Gs fermé.

Exercice 51.

1° De d(f(x), f@)) < kd(z,y), on déduit successivement :
d(f(x), f(x)) < k d(z, f(x))
d(fr(x), fr+i(x) < krd(z, f(x))
dfr@), r+9(2)) < e d, [,
La suite {f*(x)]} est donc une suite de Cauchy, qui converge vers un
point £ puisque E est complet.

£ vérifie £ = f(£) car, pour tout réel positif &, il existe n, tel que pour

n > n, on ait :
d(f™@), ®) <.

d(fr+1(x), f()) < k <
et di, f®) <@ 4 k), dout d(, f(E) = 0.
Le point £ est indépendant du point de départ x, car si y est un autre

point, on a :
d(f(x), fy)) < krd(z, y)

et il est 'unique solution de ’équation & = f(£), car une autre solution 0
vérifierait d(§, ) < kd(, v).

2° Soit E Pespace des fonctions continues réelles définies sur le
segment V de centre z,, de longueur 2, et qui valent y, en x,. On le munit
de la distance indiquée dans I’énoncé, et on considére Papplication ¢ de
E dans E qui &4 y € E fait correspondre ¢(y) qui pour x € V prend la

valeur :

On a, par suite,

Yo -+ f ft, y®) dt.




— 212 —

De

f i, y() dt — f f(t,z(t))dt}

J.

d{o@), ¢(2)) <Hld(, 2).

On peut choisir I pour que HI < 1, et si M est le maximum de |f| dans R,
pour que :

< < H

y@®) — z(®) | dt,

f [ft, y@®) — fQ@, z(¥))| dt

on déduit :

c<yYy,—Ml<y,+Ml<d
E étant complet, le résultat de 1° garantit I'existence d’une fonction y
définie sur [x,— I, x, - I] & valeurs dans [y,— M, y, - MI] et véri-
fiant ¢(y) =y, c’est-a-dire vérifiant ’équation différentielle.

Le résultat de 1° ne garantit pas seulement Pexistence d’'une solu-
tion, il permet de la déterminer comme limite de la suite des itérées d’une
fonction particuliére, par exemple, de la fonction constante de valeur y,.

On a 1 un exemple de la Méthode des approximations successives,
dont un exemple plus élémentaire est la résolution des équations du type
x == f(x), ol f est une fonction réelle définie sur un segment de R, et dont
le principe est, dans tous les cas, le résultat de 1°.

Exercice 52.

8

1) inf %r; —ecg—_—_—o signifie :

-~

VrER+ Se&cC

Cette propriété est évidemment vérifiée si x =0, et, réciproquement, si
elle était vérifiée pour x40, elle entrainerait que C contienne la droite
Oz, ce qui est exclu par hypothése. Elle exige donc que x==0. Donc:

plx) =0 <= x=0.
2) Soit A un scalaire. p(ix) est la borne inférieure des scalaires
positifs r tels que %a.:“ appartienne a C, ce qui, v ’hypothése de symétrie

de G, entraine que B}E appartienne & C. Mais si I'on pose r= |\ :

W]ﬁ{x €ec = ig-ec,
done infsr;B‘—r’ieczzlx;infs@;_Z”_ecz
ou pQix) = |A|p(x).
3) Soient x et y deux éléments quelconques de I'espace. Considérons
x ’ y
P o =<
T 0@ (YT
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Pour tout 3 > 1, =’ et y’ appartiennent &4 C par définition de p. Considé-
rons alors le point :

r+y SN y'r@)
Alp@) + p@) p&) + py) p) + p(y)

Sous la deuxiéme des formes ci-dessus, ce point apparait comme un
barycentre positif de 2’ et y’; ce point appartient donc a C, ce qui
entraine, d’aprés la définition de p(x -+ p) :

A p@) + p@)) = px + ).

Cette inégalité devant étre vérifiée pour tout A > 1, ceci exige :

p) + p(y) = px + y),
p(x) jouit bien des propriétés d’une norme.

Boules unités. — La boule ouverte de centre O est Pensemble des x
qui vérifient :

infjr; :—;EC§<1,
ce qui entraine :
Ir<1 —eg,
r

x € C.
B(O, 1) < C.

et par conséquent :
D’out
Mais, réciproquement,

r€C = Vr>1 Zeg,
r
done inf%r;%éC%Sl.
D’olt C c B, 1),

et, puisque dans un espace vectoriel normé ’adhérence de la boule ouverte
est la boule fermée et I'intérieur de la boule fermée est la boule ouverte,

de B(0O, 1) c C B, 1) on déduit :
B, 1) «cC donc B(O, 1) =20

et C < B(O,1) done B(O, 1) = C.
Remarque I. — 11 peut sembler que I'on aurait simplifié le 3) du
raisonnement précédent en considérant les points x et L. Mais ces
p@ " p@)

points n’appartiennent pas toujours & C ; ils appartiennent 4 B ; or, la
convexité de B résulte du fait qu’elle est boule pour la norme p ; on ne

peut donc, sans tourner dans un cercle vicieux, I'utiliser pour montrer
que p est une norme.

Remarque II. — Si on était dans un espace vectoriel sur C et non
plus sur R, il faudrait que la partie convexe C soit, par hypothése, inva-
riante non seulement dans la symétrie de centre O, mais dans toute
homothétie de centre O et de rapport e, afin que I'on puisse étendre la
démonstration 2).
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Exercice 53.

Nous désignerons par des lettres latines les éléments de C et par des
lettres grecques les éléments de I’espace de suites étudié.

@ Espace (m). Soit la suite o, 02, ..., 7, ... de (m), notée («?), ou o? dési-
gne la suite (a}) de C de terme général al.

1

ol a a% ...... Ap o ovvnnn
2

w2 a} a% ...... an oeenn.

a?: o ah ...... ab ......

@ : Ay Ay ...n.. 7 TN

Si ¢’est une suite de Cauchy de (in) c’est que :

ve 3P ’;zl; {=> Je—ad<e
Or:
lo? — o) = sup | ah — all.
ne&e
Done, si (¢#) est une suite de Cauchy, ¢’est que :
=P
Ve P Z;P%@ Vn al —al | <e.

Considérons alors la suite a ., a2, ..... a? ...... Cest une suite de G,

dont ce qui précéde exprime qu’elle est une suite de Cauchy. Toute suite
de Cauchy de C converge. Soit donc :

a, = lim a}

p o
qui vérifie :
VYn p=2P = |abh—a, <. .
Considérons alors la suite « = (a,). L’inégalité précédente montre que :
Voo la,|<lak+
donc :
sup |a | <sup lan| e
N nE€EN

La suite oP appartenant & (m), la suite « lui appartient aussi. D’autre
part, la suite (a?) converge vers o car:

lo — a?|| = nsuép p

N Ian — an

et 1a formule (1) exprime que pour p = P, ce sup est inférieur ou égal a «.
Done toute suite de Cauchy de (m) converge vers un élément de (m) ;
c’est-a-dire que (m) est complet.
® Sous-espace (¢). Supposons que «l, a2, ..., «?, ... soient des suites conver-
gentes et montrons que la suite («) est aussi. On peut écrire :
lan'—' an’] < !an - agl + !aﬁ - as’ ] + laﬁ' - an’l'
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En vertu de (1) le premier et le dernier terme de cette somme sont majo-
rés par s. Observons d’autre part, que «P, étant une suite convergente
est une suite de Cauchy de C, qu’en conséquence :
n >N
an. 22 % = & —d’|<e
Done :
N
ve an 220! = le—al<3s
« est donc une suite de Cauchy de C, donc convergente, et puisqu’elle est

la limite de («#), on peut dire que le sous-espace (¢) est complet. (Il en
résulte qu’il est fermé dans (m)).

® Sous-espace (c,). Pour montrer que (c,) est complet, il suffit de mon-
trer qu’il est fermé dans (¢), ou, ce qui revient au méme, que Pensemble
des suites qui convergent vers un point différent de zéro est ouvert. Soit
done une suite « qui converge vers z, € C (z, 5= 0). La boule, dans (¢), de

centre o et de rayon -'%'?Lne peut contenir aucune suite 8 = (b,) de (c,),
car d’une part,
dn, ¥Yn>n, }an"“zo{ < I/::;)] »

d’autre part,
dn, Vn>n || < -{%‘4 ,

done :
I n,=sup { n,ny i vn>n, |y, — by >%ii’
donec :

|zl
3

flo — 8] =HSépN la, — b,| >

@ Espace (l;). Conservons les notations que nous avons utilisées pour
Pespace (m). Le fait que la suite («#) soit une suite de Cauchy de (I,)
s’exprime, cette fois par :
>P S
ve ap PZU | = ¥ la—all<e .
n=1
Considérons encore, pour tout n, la suite a,, d-..., a’.. En vertu de (1)
ce sera encore une suite de Cauchy de C et nous pourrons poser comme
ci-dessus :
ar= lim af
Pzt
et considérer la suite « = (a,). Nous allons montrer que « appartient a
(1) et qu’elle est la limite de (a?).

Soit N fixe, quelconque. La condition (1) permet d’écrire :
N

Vg=zP Y lah—al|<e

n=1
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et, par conséquent, la limite, quand ¢ tend vers Plinfini, de cette somme
d’'un nombre fixe fini de termes est elle-méme inférieure ou égale a s,
soit :

N
2 lah—a,| <.
n=1
Une telle inégalité étant obtenue quel que soit N, on peut affirmer :
o0
Y lab—al<e ®.

n=1
Cette inégalité prouve d’abord que la suite «-—a?, de terme général
a, — al, est sommable, donc (puisque o? est sommable), que « est somma-
ble. L’inégalité (2) prouve ensuite que la suite (e?) admet « pour limite,
selon la norme de (Iy).
L’espace (1) est donc complet.

® Espace (I). On a, au départ, toujours avec les mémes notations,
I'hypothése :

Le raisonnement se poursuit alors comme précédemment et aboutit & :

' x
¥ lap—a2<e,

n=1

inégalité qui établit que la suite (« — o#) appartient & (I), donc que « lui

appartient aussi et montre en méme temps que o« est la limite de la

suite al, o2, ..., @2, ...

3 ® Espace U.

La suite de fonctions f, in-
diquée pour le contre-
exemple est bien une suite
de Cauchy. En effet,

”f n"—'f m“’
représentée par laire ha-
churée sur la figure est
majorée par l'intégrale,

// ﬁ%lwé dz,

intégrale qui, étant conver-
gente, peut étre rendue ar-
bitrairement petite pour n
suffisamment grand.

D’autre part, cette suite

ne converge pas dans 9.
On montrerait, en effet,

EIN
3‘.&
8]y
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exactement comme on I'a fait (c¢f. IX. 5. 3), dans un contre-exem-
ple analogue du cours, que cette suite ne peut converger vers une fonc-

° . » 1

tion f distincte, sur ]0, 1], de la fonction x —> 23 , et qu’elle ne
peut donc converger vers une fonction continue sur [0, 1]. % w’est done
pas complet.

Ezxercice 54.

1% Soient z, y, z, de E tels que d(x, y) > d(y, z). Par hypothése :
d(z, z) < d(z, y).
d(x, y) < sup (d(x, 2), d(y, 2)).

Si d(r, y) était strictement plus grand que d(z, z), étant déja plus grand
que d(y, z), il ne pourrait étre inférieur au sup de ces deux nombres. 11
faut donc que d(x, z) = d(z, y),

dx,y) > d(y,z) => d(,2) =d(z,y).

Ce que P'on peut énoncer : tout triangle de E est isocéle, les deux c6tés
egaux étant au moins égaux au troisiéme coté.

Mais, d’autre part :

2° Soit la boule ouverte de centre x, et de rayon r,
B, r)=tz; dx,x) <r}i,

Soit y, appartenant a4 B ; par suite, d(y,, x,) < r et
d(yo, ) < sup (d(y,, x,), d(x, x,)) < r.

Tout point de B(x,, r) appartient donc 4 la boule de méme rayon B(y, r).
Mais la réciproque se montre de la méme facon. Les deux boules coinci-
dent. Elles admettent pour centre tout point qui leur appartient.

Soit maintenant z, n’appartenant pas & B, c’est-a-dire d(z, x,)) =r
et considérons encore la boule B(z,r) =1z ;d(z, z,) <r}. Comme
d(x,, z,) est strictement supérieur & d(z,z), il résulte de 1° e
d(z,, z) = d(z,, z,) = r. La boule B(z,r) appartient donc toute entiére
aBu c{)l:fnplér;lentaire de B(z,r); donc ce complémentaire est ouvert et

est fermée.

Si maintenant nous considérons la boule fermée :
B, r) = tz;dx,z) <r}
et si nous considérons encore y, € B, le méme raisonnement que ci-dessus
montre que :
VY EB d@y, ) <r.

La boule B admet encore pour centre un quelconque de ses points, Elle
est donc ouverte.

Dans un espace ultra-métrique toutes les boules sont a la fois
ouvertes et fermees.

En outre, nous avons vu que toute boule admettait pour centre un
quelconque de ses points. Donc si x appartient & Pintersection de deux
boules il est centre de ces deux boules et 'une d’elles est incluse dans
Pautre.
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3° Pour toute suite (u,) de E, on a:
AWy, Uy ) =  sup d(Wy, 4, Wy ppp1)-
0zk<p—1

D’otl, si S, est la section finissante de rang m de la suite et 3,, son dia-
meétre :
lim 3,=0 <> lm d(u,un, ) =0.

m=cn n==oco

Pour qu’une suite de E soit de Cauchy, il est done nécessaire et suffisant
que d(u,, u,,,) tende vers zéro quand n tend vers linfini.

Quand E aura en outre une structure d’espace vectoriel, on pourra,
s’il est complet, énoncer cette propriété : une série converge si, et seule-
ment si, son terme général tend vers zéro.

Soit maintenant (u,) une suite de Cauchy de E qui ne converge pas
vers un point O. Ceci signifie :

de VN dn >N d(u,, 0O) > = 1.
Mais la suite étant de Cauchy, pour cet ¢ 14 :
N, ¥n>N,m>N, d(u,, u,,) <= (2).

Pour N de la ligne (1), prenons le N, de la ligne (2). Il existera n, > N,
tel que :

du,,0) >« et ¥Vm >N, d(u,,, u,) < s.

La régle du triangle isocéle (premiére question) nous donne alors :
Ym >N, d(u,, O) = d(un,, O).
A partir du rang N, les points u, restent & distance fixe du point O.
4° On vérifie immédiatement que la valeur absolue p-adique a bien
les propriétés d’une valeur absolue sur Q, espace vectoriel sur lui-méme.

Cette valeur absolue définit bien une distance ultramétrique. En effet,
x, y, z étant trois éléments de Q, si on a:

y—z=p; r—y=pt-
b d

(a, b, ¢, d étant quatre entiers premiers avec p) on aura, en supposant
« =B pour fixer les idées,

a ¢ p=—fad 4 be

e T e ﬁA p— ﬁ————-—-————————
z—x=prgp + pty=rF b
y—al——  |z—yl=—
) P e ? PP

et bd étant premier avec p, Pexposant de p dans P'expression de (z—2)
est au moins égal 4 8. Done :

1
|z —x|p, < ;5‘::: sup (|y —xlp 12— 7lp).
(On vérifie sur cet exemple la propriété de la premiére question. Si « 5= 8,

Izﬁxipz"ﬁg
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5° Un élément de Q, est la classe d’équivalence d’une suite de
Cauchy de Q@ pour la relation :
(x,) R(y,) <= lim|zx,—y,l,=0.
n—=cw
La démonstration, donnée dans le cours A.P.M. I, du fait que R,
défini comme complété de @ pour la valeur absolue ordinaire, est un
sur-corps de Q, s’applique sans changement.

I1 est immédiat de vérifier que |z|, = lim, |z,|, ne dépend pas du
représentant de la classe choisi, que =0 <> |xz[,=0, que
[y, = |xl, lglp 5 que |z ylp = lim, Iz, + Yalp

avec |x, -+ Yalp < sup (|T,l, |Yal,), ce qui entraine :
lim, |z, + y,|, < sup (lim, |alpy limy, |y,],) = sup (Jz], [y]).
D’autre part, nous savons (voir troisiéme question) que (x,) étant
une suite de Cauchy ne tendant fas vers 0, |z,|, reste constante a partir

d’un certain rang. La valeur de |z|, est alors egale & cette constante. Il
en résulte que les valeurs absolues des éléments non nuls de Q, sont,

comme celles des éléments de Q, de la forme—l-j?.

6° Soient A, =1x&€Q,; |x[, <1} et
@:ierp;!xlp<1}::§xEQp§!x!p< j

Il est immédiat de vérifier que A, forme un anneau qui contient Z et que
? est un idéal de cet anneau. Considérons les classes mod ? de cet
anneau.

11 est d’abord clair que les éléments de Z sont congrus ou incongrus
mod % , suivant que leur différence est, ou non, divisible par p. Ils se
répcairtissent donc entre p classes dont chacune contient une classe de Z
mod p.

1

a

3 €QN A, (aetb sont des entiers

rationnels et b est premier avec p), le théoréme de Bezout permet d’affir-
mer qu’il existe A et p. dans Z tels que :

Si maintenant on considére

A +up=1
a a
M A-upp =y
a a
p =D
i implique |%—ial, <. g} d g €z
ce qui implique ]E-—)\am <z ou 5= (mod ? ), M )

donc % est dans la méme classe mod ? qu'un ¢élément de Z. Les éléments

rationnels de A, se partagent donc entre les p classes déja déterminées.

Si, enfin, x € A, n’est pas rationnel, il est tel, par construction, que
si (u,) est une des suites de Cauchy de rationnels qui le définit
lim, | — u,|, = 0, donc x et u, sont dans la méme classe mod ? pour
n suffisamment grand. Les éléments de A, introduits par la complétion
se répartissent encore entre les p classes déterminées par les éléments
de Z.




— 220 —

Il y a donc p classes mod » . Ce sont p boules de rayon;; (incluant

1
les points & distance - du centre) et qui admettent comme centre un

quelcom%ue de leurs points, chacune contenant tous les entiers gl’une
méme classe mod p; chacune peut étre caractérisée par lentier a
(0 < a < (p—1) unique qu’elle contient. Il y a donc bijection entre A,/ ¥
et Z/pZ et il est immédiat de constater que cette bijection est un isomor-
phisme pour les structures d’anneau de Z/pZ et A,/ 7. Il en résulte que
A,/ ? est un corps.

7° Soit x € A,. Soit ¢, €EZ (0<a,<p—1) lentier de sa classe
mod 7 .

X — ao == Bl B]_ e P,
On peut écrire :
Bl == pay %y = Ap.
Soit alors a; € Z (0 < a; < p— 1) lentier de la classe de «; mod » :

1
T —a,—pa;=B; avec |[Bsf, < R
d,Ol‘l 32 _ p2m2 -5 E AP?
et ainsi de suite...
On détermine une suite d’entiers ag, @y, .oy Gy ooy Vi 0SS ;< p—1
tels que :

1
[ — @y — pay .. — P Ulp = [Batilp < pri

D’olt Bogr == Pl 41 tnp1 € A,
et il existera a,,, €Z (0<a,,; <p—1) congru mod ? A& apyy:
' 1
[ — @ — Pas ... — Py — P ialy S

z est donc la limite de la suite u, = a, + @;p + ... + a,p* ou encore la
somme de la série de terme général a,p.

11 est clair que  n’admet qu’un développement de cette forme puis-
que, si on avait : y="bp + bip + ..+ b,p* -+ ... avec b, 7= a;, on aurait

ly —zlp, = P
Si maintenant y € Q,, on peut toujours trouver k €N tel que :
1 ;
g = o x T E A,

Du développement de Hensel de x, z=a,+ a,p + ... -+ a,p* - ..., on
déduit celui de 7 :

= aop~* 4 P + oo A @GP A
(C’est bien la forme indiquée).

Remarquons que, réciproquement, tout développement de cette
forme est convergent, car la suite des sommes de ses n premiers termes
est de Cauchy et Q, est complet.

8° Soit M une partie infinie de A,. Elle a nécessairement un nombre
infini d’éléments dans une, au moins, des p classes mod ? de A, Soit
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M, la partie infinie incluse dans cette classe et z; un de ces éléments.
Considérons I'ensemble des classes mod 2% de la classe de x;. Tous les
éléments de cette classe étant de la forme a, -+ py (notation de la
question précédente), deux éléments de cette classe seront congrus
mod 72 si, et seulement si, les y correspondants sont congrus mod ?. La
classe envisagée est donc partagée en p classes mod ?2 et I'une d’entre
elles, au moins, contient une partie infinie M, < M;. Soit x, un de ses
éléments. La classe contenant M, se partage en p classes mod »3... et
ainsi de suite... On définit ainsi une suite =y, @, ..., L, ... d’éléments de
A, qui est une suite de Cauchy puisque, pour r et ¢ plus grands que n,

r,—x, € 7, donc |x,— x,l, < Cette suite de Cauchy converge

pn
vers un élément x € A, puisque A, qui est une partie fermée de Q,
complet, est complet.

De toute partie infinie de A,, on peut donc extraire une sunite conver-
gente. Ceci démontre que A, est compact, en tant qu’espace métrique
qui posséde la propriété de Bolzano-Weierstrass.

Il en résulte que Q, est localement compact, car tout élément a € Q,
est centre d’une boule {x; |[r—a|, <1} algébriquement isomorphe et
isométrique 4 A, donc compacte.

Exercice 55.

1° Supposons f continue. L’image réciproque du fermé f(A) est un
fermé ; et comme f(A) D f(A), on obtient :

-1

—1
f(FA)) = fof(A) o A.

e R— —_

Mais alors f ( f(A) ), fermé contenant A, contient A :
—_ =l
Acf(fa.

Ceci entraine :

F(R) < fof (FB)) < TA.

Variante. Soit x, € A. La continuité de f au point x, exige que le
filtre-image des voisinages de x, soit plus fin que le filtre des voisinages
de f(x,), c’est-a-dire que :

vV W &€ Y(f(x,) 1 V&, fV) c W.

Donc si 2, €A, ona VN As£g, et ce qui précéde entraine :
f(V) N f(A) = 6, donc W N f(A) + ¢, donc f(x,) € f(A).
Réciproque. Supposons que f(A) < f(A), pour tout A € 7(E). Soit
B un fermé de F et soit A — [(B).

FA) < F(A) = fof(B) = B—B.

_ o 1 — —
Mais f(Ag < B entraine fof(A} < f(B). Or fof(A} 5 A. Donc A C A,
ce qui prouve que A est fermé. B étant un fermé quelconque de F, f est
continue.
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2° Soit H ¢ E un sous-espace vectoriel. Soit x € H et y € H, deux
points de son adhérence. Montrer que H est un sous-espace, ¢’est mon-
trer que x -+ y et Ay (pour tout A du corps) appartiennent a H.

Appliquons la propriété du 1°, aux applications continues. o et ¢

suivantes :
9 (P €E —> @4y €E $: zr€E —> 2w €E,

\ . . ‘s T2 g
apres avoir remarqué, pour Papplication ¢, que (H) =H?2, comme on

313 voit aisément en utilisant la définition de la topologie produit. On a
onc :

yEH )
rEH )
De méme:

= @ € (HE=1 = z|y€qif) c ol =H

T€H = € WH) c W(H) =H.

Exercice 56.

. Soit la partie { fi; 0 <i<p} et soit f2 un élément fixe de cette par-
tie. Un élément quelconque, a, du sous-espace vectoriel engendré par les
autres éléments de la partie est une combinaison linéaire finie de la

forme :
) A
a= 2 Mft = E}\ieo -+ 2 — e
0=icp;izty 0gicp;iztq  Ozizpsizg 1
Pour simplifier I’écriture, posons :
.E =,
0<icpsitq
et écrivons explicitement les suites réelles que sont a et f¢, en supposant
d’abord q = 0.
RIS W R = PRERREL - ot 2
N 2 b 5 q-——-—]_ E £ q——!—-l’.", by p’ 9 g ese

fei 1, 1, L w1, 1+é, 1L, .n 1, 1,1, ..

Pour que f? soit adhérent au sous-espace vectoriel décrit par les a, il
faudrait qu’a tout ¢ > 0 on puisse associer au moins un élément q, tel que
la —f9| < e, ce qui exigerait en particulier :
1
b—1] < e et lp.——-l——-;}—l<5s
conditions incompatibles pour ¢ arbitraire.
D’autre part, une suite du sous-espace vectoriel engendré par
tfi; 1<1<pl séerit:
: Iy
L fazx,p.,...,

et pour qu'une suite d’éléments de cette forme converge vers f°, il fau-
drait que, pour tout ¢ > 0 :

, A
b—1]<e et pour 1<i<p }p.—}—-l_—‘——li<s,
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conditions qui ne peuvent étre compatibles pour ¢ arbitraire que si:
pour 1<i<p »=0.

Mais alors 2 }=up=10, ce qui est incompatible avec la premiére
lZizp

des conditions ci-dessus.

Aucun des f¢ ne peut donc étre limite d’une suite d’éléments du
sous-espace vectoriel engendré par les autires fi. La partie considérée est
topologiquement libre.

Au contraire, si nous considérons la réunion de ces parties, c’est-a-
dire la famille {fi; i €N}, nous voyons que la suite f1,f2 ..., f", ..,

1
converge vers f°, En effet, [f*— fO|= - et pour n suffisamment grand
cette norme sera arbitrairement petite.

On en déduit que la famille des parties topologiquement libres n’est
pas inductive. Nous venons, en effet, de trouver une sous-famille totale-
ment ordonnée :

p<p = tfi;0<i<plc (fi;0<ispl)
qui ne posséde pas de majorant dans la famille des parties topologique-
ment libres puisque un tel majorant devrait inclure la réunion et qu'une

partie topologiquement libre ne peut avoir elle-méme une partie qui
ne le soit pas.

Exercice 57.

1° Dual topologique de (I').

Une base topologique de (I') est une partie topologiquement libre
maximale, c’est-a-dire une partie topologiquement libre telle que ‘Eout
élément de (I1) appartienne a la fermeture du sous-espace vectoriel qu’elle
engendre, c’est-a-dire encore telle que tout é}ément Qe_(ll) soit llr’n'lt’e
d’une suite d’éléments qui soient des combinaisons linéaires finies d’élé-
ments de la base.

Or, étant donnée la suite a quelconque de (I*) de terme général a»

il est clair que
P

a=1lim, Y ae,
=1
puisque
p @©
la— Y, are,]= Y |av]
n=1 n=p-+1
tend vers zéro quand p tend vers I'infini, par définition des suites som-
mables, ce qui prouve que la famille te,; n €N} constitue bien une
base topologique de (I%).
Si f appartient au dual topologique de (I*) sa linéarité exige qu’elle
vérifie :
‘P P
(5 ) = 3 e

\n=1 n=1
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et le fait que f soit continue exige qu’elle vérifie :

p r
f<lim,, Z a"e,,):: lim, f( E are,
n=1 n==1

donc :

p
fla) = Lim, ¥ af(e,),
n=1
f est alors déterminée par le choix de la suite {f(e,) } . Une telle suite
doit étre choisie de facon telle que fla) soit d¢ ifnig pour tout a, done

ﬁe‘;ea}*a série de terme général arf(e,) soit convergente, quels que soient

On voit d’abord qu’une suite bornée répond & la question. En effet :

oo

N arf(ey)

1

<o

<Y laffeni <A S jay.

1 1

Vn |fe)] <A =

el

Or E ia"| est fini, par définition de (IY) ; 1a série de terme général

i
af(e,) est donc convergente (et méme, absolument convergente).

Récipro uement, il est nécessaire que ! f(e™) 1 soit une suite bornée.
.. En effet le fait que f soit continue exige (cf. VIIL 1. 5) qu’il existe K,
indépendant de a tel que :
If(@)| < Kljaf,

3 avfte,)| <K Y, |ar| @.
n=1
Considérons alors la suite a définie par a» = §2 . Pour cette suite la condi-
tion (1) s’éerit ;

Iflen) <K,

ceci étant vrai quel que soit p, exprime que :
tfle,) | € (m).

L’a donnée d’une forme linéaire et continue équivaut donc 4 la donnée
d’une suite '% fle) } € (m). 11 existe donc une bijection entre (m) et le
dual topologique de (I') et cette bijection est manifestement un isomor-
phisme algébrique.

soit :

.. Nous allons maintenant comparer les normes sur ces deux espaces.
Soit { f(e,) | une suite de (;m) dont la norme est :
A = sup |f(ey)],
n€N
et soit f ’é1ément du dual de (%), défini par cette suite et dont la norme

est
.t s s [fl = sup L|{(@)] ; fa]j=11,
c’est-a-dire que :

oo

> afle,) /

]
1

Ifl = sup ;
\

pour les suites a telles que Y, |a"| = 1.

n=1
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Ce sup est encore A. En effet, d’abord, comme nous P'avons vu
ci-dessus :

oo

N feyar

1

Ve dn, A—ce < |f(e,)] < A.
Prenons pour suite a la suite a" =23}, . On aura :

f(a) = f(euo ),

Ve da A—e < [fla)] <A,
et Aestbienlesupde {f(@); |laj=1}.

Les deux normes sont donc égales, et nous pouvons conclure : le dual
topologique de (I') est algébriquement isomorphe et isomélrique a
Uespace (m).

2° Dual topologlgue de (¢). La famille formée de la suite e, (suite
constante et égale 4 1) et des suites e, est une base topologique de (c).
En effet, étant donnée la suite a = (a®), considérons la suite

b = are, -} (a' — aP)e; + (a® —ar)ey -+ ... + (@~ —aPle, ,
suite qui s’écrit :

<A Y |a = A.

1

D’autre part :

donc

at, a2, ..., a1, av, av, ..., av, ..,
on voit que :
la —bl|=sup {|la*—a?| ; n>p}l.

Or une suite convergente de complexes étant une suite de Cauchy, cette
norme peut étre rendue arbitrairement petite pour p suffisamment grand.
On peut done écrire :

p—1
a = lim, 2 are, -+ 2 (an — ar)e, s
— =1 _
ou, en posant «==1Iim, a7,
p—1
a=uaey-}+lim, Y, (a"—ar)e,.
n=1
Le méme raisonnement qu’au 1° montre alors qu'un élément du dual
topologique est tel que :
p—1
f@) = of(e,) -+ lim, ¥, (a»— a)f(e,),
n=1
et qu’il est encore déterminé par la donnée d’une suite {f(e,) ! de
complexes. Pour simplifier I'écriture, posons f(e,) = c,. Cette suite doit
étre choisie de facon telle que la suite de terme général :
p—1
u, = a’cy -+ Z (a» — a?) ¢,
n==1
soit convergente, quelle que soit la suite (a"). Pour qu’il en soit ainsi, il
faut et il suffit que {u,} soit une suite de Cauchy.
Or,si p<aq:
p—1 q—1
|u, — up| = |colat — a?) + (a? — a9) Y oen+ D (@r—ade,

n==1 n==p
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p—1 g—1
[, —u,| <lat—ar| ¥ le,| + 3 |an— a7| [c,].
=0

n a=p
Or, toute suite a € (¢) est une suite de Cauchy, donc :

Ve ip Vp>P Vg>P la?—a?| < e,
L’expression majorant |u,— u,| est done, a son tour, majorée par :

p—1 q—1 g—1
e leal F¢ D lea| =« 3 el
n==0 n==p n=0

On voit donc qu’il suffit que (c,) soit une suite sommable pour que la
suite (u,) soit une suite de Cauchy. Montrons que cette condition suffi-
sante est nécessaire. Le fait que f soit continue exige encore qu’il existe

K tel que :
lf@] < K |a],
p—1
soit laco + lim, ¥, (a»—av)c,| < Ksup tla,)}.
n=1"

Supposons que ¢, = ¢, ei?,, et considérons la suite définie par a® == e—i%,

pour n<q etpar a"=0 pour n > q. La condition précédente appli-
quée a cette suite donne :

q
D e < K.
==

Comme on peut obtenir cette condition pour tout q, il en résulte que :
(c,) € (V).

Il existe done une bijection entre le dual de (¢) et Pespace (11) des suites

sommables.

Etudions maintenant la norme sur ce dual ; mais, a cette fin, trans-
formons auparavant Pexpression de f(a). On a :

p—1 p—1
[(@) = aco + lim, ¥ avc, — lim, a» ¥ ¢
n=1 n==1
¢, ¢tant le terme général d’une suite sommable et a* celui d’une suite

convergente, avc, est le terme général d’une suite sommable et le deuxiéme
el

terme de la somme précédente est 2 arc,. Quant au troisidéme terme,
p=1

e
il est égald « ¥ ¢, En effet:
n==1
0 p—1 p—1 %0
e Y ep—ar ¥ ¢, = |(a—av) Newta ¥ el
n==1 n=1 n=1 n==p—1
w0

< o — a?| i leol 2 N el

oo
n=1 n==p-—1

Or, pour p suffisamment grand |«-—a?| est arbitrairement petit et

Y, leal également. B |c,| et « étant fixes, la quantité précédente est
n=p—1 n=1
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arbitrairement petite pour p suffisamment grand, ce qui prouve que :
p—1 %
limya? Y c,=a 3 C,.
n==1 n=1
o0 w®
D’ott : fl@ =alce— ¥ ¢l + > ac,.

n==1 n==1
Or, [fl = sup U [f(@]; flal=11,
c’est-a-dire :
Ifl == sup i |f(@]; supla*]=11.
On voit tout de suite que si supla®| =1,

=] oo
If(@] < leo— 3, cal + 3 ICal,
n=1 n==1
et nous allons voir que le majorant ainsi trouvé pour |f(a)| en constitue
bien le sup. En effet :
Ve N 2 lean] < e
n=N-1
Posant encore ¢, == ¢, e ¥, , définissons alors une suite a par les condi-
tions :
ar =e~, pour 1<n<N
ar=u pour n > N
o«
avec o = e—iarg [Co— W Cal.

n=1

Cette suite est bien convergente et de norme 1 et pour elle :

<o

o N
f@=lco— 3 e+ N led +a 3 e

n=1 n==1 n=-N-}-1
) o N o
D’ol1 If(a)i = lco —_ 2 cn[ + 2 !Cn; - ]V" E Icnl
n=1 n=1 n=N--1

et, en tenant compte de ce que |a|=1:

@] >leo— S e+ Sled—2' S el

n=1 n=1 n=N-}+1
o o0
= |cp— 2 cal + 2 leal —2¢
n=1 n=1

ce qui prouve bien que |co— Z ¢l + Z le,] est le sup de !f(a){.

n=1 n=1

Donc :

I=1fep — 3 fedl + 3 Ifteal.

n=1 n=1




— 228 —

Nous pouvons, de plus, remarquer que la norme ainsi trouvée est équi-
valente 4 la norme sur (I1) :

@«

Fenl= 3 Ifedi= 3 |e.
n=>¢0

n=9
En effet :
<l + 3 jel+ 3 tei<2 3 e
n=1 n=0 0
D’autre part,
2llf| = |eo — i | + 2 i (€4l
n=1 n==1
= |co] — | i C,| + 2 i e,
n=1 n=1
el + 3 feul = (el
n==1
D’out

Lo U,

5 S o S
2 [[flea)l

Les deux normes sont équivalentes (voir VIII, 1, 6) et (IY) et le dual de
gc} son§ algébriquement isomorphes et homéomorphes (mais non isomé-
riques).

3° Lemme. Pour tout n, désignons par S, la somme des n premiers
termes de la série divergente de terme général u, et par Z, la somme des

. . ‘oz u
n premiers termes de la série de terme général -S—"-
n
Soit d’abord «==1; pour m et n, entiers arbitraires, avec m > n,
on a:

m m <
By — 3, = z 92.>.i E u, == §_"1:..;__SIZ‘_
p=n41 " * ™ p==n1 m
Puisque la série (u,) est divergente, 4 tout n, on peut associer m tel que
. . — 8 1
(S, —S,) dépasse S,, ce qui entraine S-’"—»«S > 5 A tout n, on peut
m
1
associer m > n tel que (3,, — 3,) dépasse 5 - Cela entraine que la série
(\l—l’l—} est divergente.
S,
s un un y__o uﬂ
Sia<1, »‘;T > g— et la série —— est, a fortiori, divergente.
~n H n
Supposons maintenant « > 1. Tracons le graphe de x —> ; et

marquons sur 'axe des abscisses les points d’abscisses S,.
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n
u
u . 2 %! i4 s 2
——“S: est représenté par I'aire hachurée et Z 5o est majoré par
n p=2 ~p

s ve e
f " 9T gonc tend vers une limite finie quand n tend vers linfini. La
u

1 x*

est donc convergente si « > 1.

et - u,
série de terme général v, = S

n

’\\

Si=uy S,

Dual topologique de (12). La base te,} est })ase topologique de (I2),
car on peut Iécrii"]e pour a € (I?), comme 01;1 Pa fait pour a &€ (I1),

p
a=1lim, » ae,
n==1
puisque : B
p o0
la— 3 @el=y / 3 o,
n=1 n==p
tend vers zéro quand p tend vers l'infini, par définition des suites de
carrés sommables. On aura encore, pour une forme f du dual topolo-

gique : .

fl@) = lim, ¥, af(e,)

n==1
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et la donnée de f sera celle d’une sui dri

soit conve‘rgentefpour tout: sulil;:eea?mte flen) 1 telle que fa série a'f(e,)
11 est suffisant, pour cela ‘ ~ i

Pentier p, on a l’égall)ité de Sc’h(grlaer; :f(en) } S ®. En effet quel que sott

b

i 2 14 p
> xa"ﬂen)l) < XX Y Ife)).
n=1

n=-1 n==1

Dans ce: iti éri i défini
gente. $ ces conditions, la série qui définit f(a) est absolument conver-

La condition | fle,) | € (12) est aussi nécessaire. E

que | f(en) I ne soit pas de carré sommable. Posons
considérons la suite a définie par

Qne—i 6n

n effet, supposons
' flew) = paeitn et
anr ==
n
2
s £ » s (I:1
La suite a ainsi définie appartient bien a (12), car :
2

e =

n 2 4
vq
g=1

est le terme général d’une séri
L . serie convergente en vertu de la ié
partie du lemme. Quant i la série de terme général : deuxitme
02
arf(e,) = _._I_L__"_

2 e

g=1
elle est divergente en vertu de la premiér tie d i
tf(e,) I qui n’appartient pas a (&2 i omio pas aobemtaE e
une bijection entre (12) et gon du(al? mest done pas acceptable. BUil y a

Compar i
parons maintenant les normes sur les deux espaces, c’est-

a-dire ;
[GOIES 2 Ife),
n=1
et Il = sup t |f@] ; i la,2=11.
n=1
Nous voyons d’abord que :
@l =13 afell< 3 larfen)] = (i lanmf(e,m)z
n=1 n=1 n=1

<S¢/ S xS e = (e,
1 n=1

=
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D’ott sup If(a@)] < |(fle, )]
Mais on peut montrer, d’autre part, que cette borne supérieure est
atteinte. Il suffit pour cela, si f(e,) = ¢,€""s et si I'on pose

(e = leal2 =M

1

i b8

I
de considérer la suite a définie par :
e——-’ien on
T
Cette suite ¢ a bien pour norme 1 puisque :
0 ® 2
]2 e no
3 olarp= ¥ = 1, .

n=1 n==1*

Pt ==

et, pour elle :

% 2

(@= Y fr=M.
f ngl M

1’égalité des deux normes est donc établie et nous pouvons conclure que

Uespace (1) est algébriquement isomorphe el isométrique a son dual
topologique.

Remarque. — Nous montrerons dans le chapitre IX que (1?) est un
espace de Hilbert o1 le produit scalaire de deux suites tx,} et {y,}
est défini par Z %y, Nous établirons alors que (I2) est isomorphe a

1
son dual dans un isomorphisme qui fait correspondre 4 une forme f un
élément y € (12) tel que, pour tout z € (1), f(x) = (z|y). L’isomorphisme
que nous venons d’établir est distinet de celui-ci puisqu’a f il fait corres-

«w0

pondre une suite ! f(e,) | telle que f(x) = E z,f(e,). Si z est I’élément
1

de (I2) défini par cette suite et 2’ 'élément dont les coordonnées, par rap-
port a la base, sont imaginaires conjuguées, on a donc f(x) = (x/z').
L’isomorphisme f ——> z n’est pas canonique, puisqu’il dépend de la
base 4 laquelle est rapportée l’espace tandis que Iisomorphisme
{ —> y, est canonique puisque le raisonnement du cours ne fait appel
a4 aucune base. Signalons enfin cette différence que Pisomorphisme
f ——> gy fait correspondre \y & )f tandis que f —> z fait
correspondre Az 4 Af.

Exercice 58.
On vérifie immédiatement que la forme x définie sur E’ par :
VrEeFr () = z(x),
est linéaire. Pour montrer qu’elle est continue, évaluons :
(@) = @),
Par définition de [z :
()] < [l |l
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d’ou @) < [l e}

ce qui prouve, [z] étant ici un n T
e qu v ombre fixe, que x icati
linéaire continue dont 1a norme vérifie : -1 est une application

~

flell < .

Pour montrer I’égalité de ces deux normes
'] ° > )
forme ') € E’ satisfaisant a :

o) = ||| l'ol| = 1.

Une telle forme existe bien en vertu d X :
; t -
(cf. VIII, 2, 1, Corollaire). Pour cette formue x}f(g‘;n;e: de Hahn-Banach

, il suffit de considérer une

LD — i,
o [kl
ce qul exige que :
Il = ),

d’otl, I’égalité des deux normes.
Exercice 59.

L’hypothese est que, pour tout A € A :
Ve 3 € 2.1,) Vi€ 2(1:) Iod = [§;,—Si<e
Considérons alors :
Jo— U Jo
' ) kEA As )
et soit J&€ 2(I) JoJ,. La partition de I induit une partition de

J en Jy, et, pour tout 3, J, o Jf. On a alors :
; N z
[Sy— 4« 8= Sy, — S 2 — S
AE A IE A S5, i VE A Sn— S I<Ne,

;ié\l désigne le cardinal fini de A. La famille est done sommable de somme
X

Exercice 60.

Considérons la famille, indexé ’entie i
positite, défimte oo €e par des couples d’entiers strictement

Vm Uy, =1 Uy =1
et Vn>3 unm:—_.}m_,
4 m2><2n-2'
On trouve alors : S, = — ,_1__ < _l_w 1
" 1+1+m2 3121’ T m2’
p:’:

et la famille { S, ; m>11} est sommable puisque la série (J2—\) est
m

convergente.

Or, la famille {u, , | n’est pas sommable puisqu’elle conti
1 ay, ontient,
exemple, une infinité de termes égaux a 1, dogt 0{111 peut extraire 522
familles finies de sommes arbitrairement grandes.
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Exercice 61.

Considérons une série (u,) 4 termes rationnels positifs convergeant
vers un irrationnel = et une série (v,) &4 termes rationnels positifs conver-
geant vers (¢ — x) ot ¢ € Q. (Il suffit, pour obtenir deux telles séries, de
considérer des suites croissantes convergeant respectivement vers z et
(g — x), par exemple les suites des valeurs décimales approchées par
défaut de = et q—ux). g

Ceci posé, considérons la série (w,) définie par :

Way, ==1Uy,
vn Wop 41 == — Uy

La famille { w, ; p €N} est une famille d’éléments de Q. Dans Q,
la famille { |w,|} est sommable de somme g. Quant a la famille {w,},
elle est sommable dans R ot elle a pour somme lirrationnel 2x — q. Elle
n’est donc pas sommable dans Q.

Exercice 62.

Soit lta,; n €N} une suite sommable,
Ve 3J, YJIold, IS—S;l < e
Soit alors, pour une bijection ¢ quelconque, la série a,) . Posons :
n,=sup t o(n) ; o(n) €J,1.
Pour tout n tel que ¢(n) > n, le segment de N, [1, ¢(n)] est alors une
partie finie qui contient J,. Donc :

Ve E| n, ch(n) > n, “S?(n) _— SH < & )
c’est-a-dire que la série (a.,) ) est convergente, donc que (a,) est com-
mutativement convergente.

Réciproquement, soit la série (a,) commutativement convergente.
Supposons que la famille ta, ; n € N} ne soit pas sommable. La néga-
tion du critére de Cauchy s’écrit :

de vJ, 1K, KiNJo=¢ ISx,ll > ¢
(J, et K, désignant des parties finies de ensemble des indices, c’est-a-
dire de N).

Prenons d’abord pour J, I'ensemble [1,n,] < N des entiers de 1 a
n, fixe. Soit alors n, le sup des éléments de K,. Prenons alors pour J,
Pensemble [1,n;] :

1K, K, N [1,my] =4 “SKg“ > e

Soit n, le sup des éléments de K,. Prenons pour nouvelle partie J, I'en-
semble [1,n,] :
1K, K; N [1,n,] =4 [ISg,ll > <

et ainsi de suite... . '
Nous pouvons alors définir une bijection ¢ de N sur lui-méme qui
consiste 4 ranger la famille ! a,} en prenant successivement, et dans
leur ordre naturel, les éléments de
[1) HO]
K

1
(o 1, m] — Ky
[Ill “}" 1, n2] ___Kz

................
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et ainsi de suite. Ayant obtenu par ce procédé une bijecti
Eilr lul-lﬁleme‘, on range les élérlr)lents (Ii)e la partie ﬁn?iz»ct;gprildielgg’glqu
(L, né’h]e KKHllz ¢élet telle gue [Skp+1ll > & puis n,,; représentant le
élél;nents c?gil’onfsété i)lellf;Isltset o [})’tpﬁl] s oY feetianine coux des
oments qui ¢ » €l on obtient ainsi une bijection de [1,n
) I{ ‘est clair que I'on obtient par ce procédé une bijection de N sur
Iul—zzaeme, donc une série (aqn)) qui devrait étre convergente en vertu
de Ihypothése. Or, quel que soit le rang p considéré, on peut trouver
dans cette série, un groupe de termes consécutifs de rangs supérieurs’
a p et dont la valeur absolue de la somme dépasse ¢, ce qui est la néga-
tion du critére de Cauchy pour les séries. Il ¥y a donc contradiction.

p+1]

Exercice 63.

Soient S et §' les sommes des deux familles. Ces familles comple
étant som_mab_l_es, sont absolument sommables. Nous convenons dg dle{iz?—,
gner par S et §' les sommes des familles { |a;| ; i€ 1} et ! |by] : k&€ K}

ainsi que par S; et S, les sommes des modules des éléments indexés par
les parties finies J I ou L — K.

L’hypothése entraine :
v. U 373, I>J, = § 5§ /<.
( 3L, LoL, = §—§,.<s
Observons d’abord que |S— S;| est majoré par S—S; et qu'en consé-
quence :

JoJ, = IS —8;<s
et de méme
; LoL, = |§—8.|<e.
Pour les parties finies P du produit I X K, convenons de désigner par
I ,la somme des éléments indexés par P et par E}; la somme des modules
de ces éléments.

Considérons alors la partie finie J, )X L, de I X K et une partie finie
quelconque P o J, X L, et évaluons |88’ — X |. On peut écrire :

IS8’ — 3 | <S8 — 3y, | +12,— Ty, e | M.

Or Iy xL, = S5, X 8L,
et

|88 — 85, S'L,

= |(8—8;,) 8 + (8 —S")) S|
Se S+ €[Sy, ]
soit, |Sy,| étant majorée par Sy, elle-méme majorée par S :
IS8 — Sy S | < (S +S) < (S+ 9.
(Cette partie de la démonstration revient simplement 4 montrer que

Papplication (z, y) —> xy est continue dans C). Cherchons de méme
4 majorer le deuxiéme terme de la somme (1) :

[2p — Ty x| = 1Zp—s.xL.] < Tp_y xi,

Mais il existe une partie finie J X L telle que :
JXL>Pavee JoJ,, LDOL,
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La quantité précédente est majorée par = j<L_y <1, . Or, on voit aisé-
ment que J X L —J, X L, est la réunion des deux ensembles disjoints
J—J) XL et (L —-—”I:O) X J, et que le maiorant cherché est donc:

Si—3, X S'L+ S'L—1, X Sy,
quantité elle-méme majorée par :
Finalement, o

S8 —2 [€£2:(849),

S 1S étant fixé et ceci étant obtenu pour tout P > J, X L,, on a bien
établi que la famille produit était sommable de somme SS'.

Observons que le théoréme obtenu ici est plus naturel que le théo-

réme classique sur le produit de deux séries absolument convergentes,
n

la formation de la série de terme général ¢, = E a; b, _; ne se justifiant
i=0

que dans le cas des séries de puissances, et ses propriétés se déduisant

en tout cas immédiatement du résultat précédent et de Pl'associativité

des familles sommables.

Exercice 64.

On peut écrire :
la—blp=la—a +a—b b —bp=
l —blp +jla—a + b —bjp+ 2 Wa — Vla —a) + 2 Ra — b’ —b)
Or, ces deux parties réelles de produits scalaires sont positives. Dot :
la — | = & — bR

Exercice 65.

a) Soit 10, ; n €N} une base dénombrable des ouverts et soit A
un ensemble obtenu en choisissant un point @, dans chaque O,. A est
évidemment dénombrable. I1 est dense sur E : en effet, si x€E et si
V est un voisinage ouvert de x, V est réunion d’ensembles O, ; il existe
donc au moins un indice p tel que x € O, < V, et par suite un point a,
de A qui appartient 4 V.

b) Soit !a,; n €N} une partie dénombrable dense sur T'espace
métrique E. Montrons que la famille dénombrable des boules

B (an,}) ;: n€N, pE€N, est une base des ouverts. Soit, en effet, O un
ouvert et x € O. 1l existe une boule B (z, r) incluse dans O. Soit alors p
tel que £<g Il existe un point a, dans la boule B (z, ;;), puisque A est
dense sur E. On a alors :

xéB(an,[—l)) B, r cO.

Tout point de O appartient 4 une boule de la famille incluse dans O,
c’est-a-dire que O est une réunion de telles boules, donc cette famille
constitue une base des ouverts.
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Exercice 66.

1° Tout z € H est de la forme

x = lim,, 2 xr e,
1
La linéarité de A exige que :

n n
A(E :cpeﬂ> = 3 ware,
3 ® » 1 1
et sa continuité que :

N\

n n
A(lim,, 3 ar e,,) = lim, ), »are,
1 1

Si A existe, elle est (ionc déterminée. Pour qu’elle exi i g
T, . > . P ste, il faut et il suffit
que la limite ci-dessus existe, c’es-t—é-direqque (|3 x7|2) soit une famille
sommable. Or, puisque || est une suite décroissanfe et tendant vers
zéro, [3| est majoré par A = [M], et on peut écrire :
D <Az Y () < o
1 1

L’application A existe donc bien.
L’inégalité précédente prouve aussi qu’elle est continue et que sa norme,

qui est le sup de :
/i |3 zP|2
[A@)]] SLE

[l x
2 B |eop
) 1
est m”ii&;(oré;!par A. D’autre part, il suffit de considérer x = en, pour voir
eno
que W == A, donc que ce majorant est atteint.
On a donc :
A== [1].
Noyan. —  A@ =0 < JA@|=0 <> Y |warlz=o0.
1

Les [A#| étant non nuls, cette derniére condition équivaut a :
Vn = 0,
ou encore & x=0. On peut donc conclure :

—1
AG) =101,

Valeurs propres. — La définition de A nous apprend que, pour tout
n, e, est vecteur propre de valeur propre a». Pour qu'un autre vecteur z
soit propre, il faut, si J < N est le sous-ensemble des indices des vecteurs
de la base sur lesquels x a des composantes non nulles, que A multiplie
t'outes ces composantes par le méme scalaire, done que tous les A* soient
€gaux pour n décrivant J. Il en résulte que les A sont les seules valeurs
propres de A, que J est fini et formé d’entiers consécutifs, que le sous-
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espace propre correspondant & une valeur propre p est celui engendré
par les e, tels que M =yu. (Dans le cas ol la suite |A*| est strictement
décroissante, tous les sous-espaces propres sont de dimension 1).

2° Une solution de (E) sera déterminée par ses coordonndées
x* = (xle,) qui doivent vérifier :
(A(x) ]en) — y\(x]en) = (ylen)
et comme (A(z)|e,) = Avx», ar doit vérifier :
O — R) ar = yn 1).
Si (\r — A) est, pour tout n, différent de zéro, x* est déterminé de maniére
unique par

-
R T—Y
et x existe, unique, 'si la suite (x*) ainsi définie appartient & (2). On voit
. 1
.alors que la question se pose différemment suivant que =y est

borné ou non, c’est-a-dire suivant que A est différent de zéro ou égal a
zéro.

3° Sixs%0, \»— A4 0 pour tout n, alors |A» — | est minoré par un
nombre fixe A% 0 (qu’il atteint pour une valeur n, de n). On a donc :

1 1 1
< s
Vn i)\” - )\l i s;\no xl Ar
1
et 5 a2 < e 3 [y2 2,

ce qui prouve que (27) &€ (I2), donc que x existe, unique. En d’autres
termes, ’application A — M est une bijection et 'application B, qui a y
fait correspondre la solution de I’équation E relative 4 y en est la bijec-
tion réciproque. Elle est linéaire comme réciproque d’une application
lindaire et (2) montre qu’elle est continue ef que sa norme est inférieure

i
ou égale a —;lg Cette valeur du rapport 1]%% étant atteinte pour y=e,,
on peut conclure :
1
Bl = =
4° Si A=W =M+l= . =)t Péquation (1) monire que x

ne peut exister que si y*=0 pour p<n<p-}q—1, cest-a-dire si y
appartient au sous-espace vectoriel fermé H,, supplémentaire orthogonal
du sous-espace K, engendré par te,; pSn<p-+q-—11.8iy appar-
tient & ce sous-espace Hs, les coordonnées x* de x pour n € [p, p 4 ¢ —1]
n
sont déterminées de maniére unique par x" = Vyf——:i
arbitraires. On montre, comme dans le cas précédent, que la suite

; les g autres sont

»—)‘—Eﬂ——x— est de carré sommable (et elle reste de carré sommable quand

on lui adjoint g composantes arbitraires dans K;). Il existe donc une
solution unique z, appartenant & Hy et la solution générale décrit la
variété affine de dimension q :

z, + Ki.
(Ceci est bien conforme a la théorie générale des équations linéaires,
K, représentant le noyau de I'application A — AI).
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5° Nous savons déja quil existe au plus une solution déterminée

(2
par ses coordonnées x" =— % Pour qu’elle existe, il est nécessaire et suf-

(A
fisant que (%) soit de carré sommable. Montrer qu’il existe des yE€EH

tels que (E) n’ait pas de solution, c’est montrer qu’il existe des suites
(y™) de C qui sont de carré sommable et qui sont telles que (%’j) ne le soit
pas, la suite (3») étant donnée. Posons, pour simplifier Pécriture :
1
—— e n|2 —
p\nl‘z o ly I B'n'

Le probléme est de trouver une suite de réels positifs (8,) telle que la

«© O
série 2 B, soit convergente et la série 2 B, », divergente, (u,) étant une

1 1

suite donnée croissante et tendant vers I'infini. Nous pouvons définir une
suite strictement croissante d’entiers positifs n(p) par les conditions que
n(1) soit le plus petit entier tel que w,) dépasse 1 et qu’ensuite n(p) soit
le plus petit entier supérieur & n(p—1) et tel que w, () dépasse p2.
Choisissons alors la suite (8,) de la facon suivante :

1
Vp Bn(p)z‘i;g Vne& (n(p); pEN} B =0.

w0 x <o
. 1 . .
La série 2 8, = E ;-2— est convergente. La série 2 B, 1y, dont une infi-
n=1 p=1 n=1

nité de termes sont supérieurs a 1, est divergente, et le vecteur y défini
par cette suite (8,) est tel que (E) n’ait pas de solution ; en d’autres
termes, il n’appartient pas au sous-espace A(H).

D’autre part, T%n—l- tendant vers l'infini,
1

VM Eno m—T =
]

1
[hf

Si Ton prend alors y=e¢,, on aura |y|=1 et |z]= =M. Donc :

Il o
Il en résulte que si ’on considére I’application :
B: y€EAH) —> z€H
définie par le fait que x soit la solution de A(x) = y, cette application B,
qui est telle que BoA soit I'identité sur H, n’est pas continue.

Exercice 67.

1° Considérons lapplication
y€H —> @|Ty) €C
composée de 'application T et de la forme semi-linéaire Ty —> (x|Ty).
Cest une forme semi-linéaire définie sur H. Etant donnée une forme
semi-linéaire définie sur H, il existe un élément z’ tel que (¥|y) repré-
sente la valeur pour y de la forme semi-linéaire en question. Cet élément
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' est image de x par une application que 'on peut désigner par T* et

on a: '
(z|Ty) = (T*x|y).

Reste a montrer que T* € £(H).

@|Ty) = (T*a,[y) ) - ;

& H . = (x x| Ty) = (T*x; + T*x,|y).
Vy ($21Ty) —_ (T*ley) } 1 + 21 y 1 2
Or, par définition de T*:  (x; + x|Ty) = (T*(x, + x2) |y).

Dot :
Vy&€H (T*x; + T*xo|y) = (T*(xy + x2) [Y),
donc T*xl + T*x2 = T*(:L‘l + x2),
et ceci, quels que soient x; et x, € H. D’autre part:
VyE€H (T*(x) |y) = Qx| Ty) = Mx|Ty) = MT*zly) = QT*z|y),
done T*Ox) = \T*x,
et ceci, quel que soit x. T* est donc linéaire.

Cherchons ce que représente (T*)*x. Par définition de la correspon-

dance T —> T* appliquée & T* on a, pour tout x et tout y :
((T*)*z|y) = (x|T*y) = (T*ylx).

Mais d’aprés la méme définition appliquée a T, ceci vaut (y|Tx) = (Tzly).

Dotr :

VyEH ((T*)*zly) = (Tzly),
done (T*)*x =Tz,
et comme ceci est vrai pour tout r € H :
(T*)* =T.

Evaluons |[T*z|, dont le carré est:
IT*x|2 = (T*z|T*x) = (x| TT*x) < |l|. [TT*z| < |ll. [ T*x]. | T}
Dot T *al] < [l [T,
ce qui prouve que T* est continue et que [T*||<|T|. Mais ce résultat
appliqué a T* donne : (
[T**] = [T < [T,

done ([T} = T*].

On peut donc conclure que T* € 2(H) et a méme norme que T.

(T - S)* est définie par sa valeur pour tout x et celle-ci est définie
par le fait que pour tout y:

((T 4+ S)*zxly) = @|(T + 9)y) = @Ty) + @[Sy)

= (T*aly) + (S*zly) = ((T* - $M)ly)

D’out Yz (T + S)*x = (T* 4+ Sz,
soit (T + S)* = T* 4 S*.
De méme : . .

(O *zly) = @|OT)y) = @NTy)) = Nz|Ty) = N(T*z(y).
Dol OT)* = % T*,

Enfin : |( (TS)*x]yx = (z|/TSy) qui, en appliquant & T Ia dé_ﬁnition‘de
Vapplication T ——> T*, est égal & (T*x|Sy), qui, en appliquant & S
la méme définition, est égal a (S*T*x[y).
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Donc :

o Ve, Vy  ((TS)*aly) — (S*T*z|y),
soit, toujours en vertu du méme raisonnement :
oo 1o (TS)* = S*T*,

L’appartenance de P, 3 L(H) et les de

sont i sdi . . ux | i sig s
fumediates. Pour établir la troisieme, Temarzu%l:;n;irfs, propriétés

; @lyy) = (z,|y) = (z
puisque, x; et dési v19) = (y]y,)
mentaire vérthggonal ggﬁ n&yfes(grggctlgtns ortho
@]yy) = (z,ly) montre que z, est Po*z. Ce

P*=p,.
ypothése permet d’écrire |Ty) = (Tz|y).

gonales sur W, supplé-
(xy|y) sont nuls. L’égggite’
i étant vrai pour tout z,

3° La deuxiéme h
Cherchons T(Tz) :

' (T(Tx)ly) = (Tz|Ty)
mais comme T(Tx) = Tz :
II en résulte que ; 7 on rouve (Tzly) — .
\ £ (Tz|ly — Ty) =0
c’est-d-dire que (y — Ty) i thog
P - / 1Y) appartient a Portho ‘ V=
n doit donc avoir Uy + Yy — Ty € W, done ygﬁ—l-l—a}ry‘ve% Zt?bﬁﬁ)é

ce vecteur appartient aussi 4 V. 2
que Tk pEPartient eV 1l est nécessa

Remarquons alo
TH) =V est fefrmé.rs que P,
On a:
I—T2=P—IT—TI 4 T2
=] —T — —

Donec (I—T), i st .
Pour tout r—z +q;1v1w satls(fla_li %‘H;I: :jgdltlons (1), est un projecteur,
e

Donc : I—P,—p

Dans I’égalité (T = 3 s
y=Tz. On %roufre(: *9) = @ITy) qui exprime que T*=T, faisons

(Tx|Tx) = (x|T2x) = (x|Tx).

(H) est évidemment V tout entier. Done,

D’otr :
ot : Tx]p = (x|Tx) = (T .
(11) autre part, (Tzx|x) gﬁTxlf-lgﬁf "
one IT]| < Jl].

4° Supposons que la iti i ; . '
mentaire orthogonatlI de V ;gi'ldrl;g)pnﬂr(f)é §W01’€: vérifiée. Soit V' le supplé-

Pwa;):; Ty == Ty - 2, Pz =&y
v M v —
Dou (@ = @). ' b=,

D’autr —
Dott  (a) e:p;irtzc).ﬂpvxﬂg = [l [, [Pyalf? = [z, |2 + [,
Supposons que la condition (b) soit satisfaite. P, P, — P, prouve que

pour tout z, P i A . w
®» = . appartient & W ; donec P(H)=V c W. Par suite,

Enfin, Supposons que Pon ait (¢). Soit €YV, Px=zx donc

IPs| = |z, mais comme la norme de P, est inférieure 2 1, |Poa]] == flacll
TEW,.

ce qui n’est possibl : p .
Done, (o) £> l(a(;. que s1 x appartient 4 W ; done, xr €V
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5° (PyPy)* = P*P,* = P,P,. Pour que P.P, soit un projecteur, il
est donc nécessaire que P, P, = P,P,. Et si cette condition est réalisée,
PP, satisfait aux deux conditions (1), car alors :

PP, P. P, = P,P,P,P,=P,P,.

11 est d’abord évident que le sous-espace PP (H) est inclus dans Pinter-
section U de V et W. Appelons V' et W’ les supplémentaires orthogonaux
de U respectivement dans V et dans W. On a:

P =z, 4z, PP =z, 4 Py,

Pyt =2, + zy PPy = x, -+ Pyxy,
Pour que PP, =P,P, il est donc nécessaire et suffisant que
Pz, = P.x,. Or, P,x,, € W’ puisque V’, étant orthogonal & U, la pro-
jection sur W d’un vecteur de V' n’a pas de composante non nulle sur U.
De méme P,z € V'. L’intersection V' N W’ étant réduite & 0 d’aprés
la définition de ces sous-espaces, il en résulte que Py x,, et Pz, doivent

2

étre nuls, donc que W’ doit étre orthogonal a V et V- 4 W, En conclu-
sion : PP, = P,P, si ef seulement si le supplémentaire orthogonal de
V N W par rapport & chacun des sous-espaces V et W est orthogonal a

Pautre.
Et il résulte alors des égalités ci-dessus que :
PP, = P,P, =P,
6° En vertu de la fin du 3°, si P, + P, -+ ..+ P, est un projec-
teur, i

(B + Py 4w Pyafe) = [Py + Py - Py alf < Joff.
Or (P, + Py + ..+ Py zlz)= Py za) + Py zl2) + .. + Py z|2)
=P, al?+ [P, af+ ..+ Py, aff.
Dol P, 2?4 [Py 2 + ... + [P, e < |2,
Appliquons cette pr(l)priété au ‘vecteur P;, x ; on trouve :

P2+ 2 [P, Py afp <[P 2

D’ou, pour tout couple (i, j) avec i j, I[ijPvix][:: 0, ce qui entraine :
P Py, =0.

11 est immédiat que cette condition nécessaire est suffisante car, si elle
est réalisée :
2, 2

Py, + Py 4.+ P )2=P, +P +..4+P, =P +P .. +P,
et la seconde des conditions (1) est également vérifiée.
Le cas oit nous nous trouvons est un cas particulier de celui de la ques-
tion précédente. Pviniz Pv’.Pvi =P, nvie donc V, N V;= {0} et V, et
V, sont orthogonaux (puisque le supplémentaire orthogonal par rapport
a4 'V, de Pintersection, soit V, lui-méme, est orthogonal a V).

V=V,+ Vot ..V,
est donc une somme directe de sous-espaces deux & deux orthogonaux.
11 est alors évident que tout x € H a comme projection sur V la somme
de ses projections sur V,,V,..V,. Dou:

P, +P,+tP, =P gug @
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7° 8i P, —P, = est un projecteur, P,’ e ] ,
done P,Q ==WQPV-—Z- 0, %e qui dogne]: +Q est un projecteur
PP, = PP, = P,.

Cette condition nécessaire est évidemment suffisante pour que
P, — P, soit un projecteur, puisque alors : '

(Py— P2 = P2 —P,P,— PPy 4 P2=P,—P,

et que la seconde des conditions (1) est aussi vérifide.

En vertu de la troisiéme question, il en résulte que VC W et

V&€ H Pyx=Px + P,x

8i V' est le supplémentaire orthogonal de V par rapport @ W. Donc
P, —Px=P,x b p P

On remarquera que toutes les propriétés précédentes sont des générali-
sations de propriétés bien connues de I'espace euclidien (théoréme des
3 perpendiculaires, etc...).

Exercice 68.

La moins fine des topologies de E’ qui rendent continues toutes les

formes x est celle qui admet pour systéme de générateurs de ses ouverts
Pensemble des images réciproques par ces formes d’une base des ouverts
de C, base des ouverts pour laquelle on peut prendre la famille des bou-
les B(y, r) ol y décrit C et r décrit R+ — { 0} . L’image d’une telle boule

par la forme z est
T By, M) = 2 ; [x@) —y| <r}
= {a; [¥@ —y|<r} ¢))
Le systéme des générateurs de la topologie cherchée sur E’ est la famille

des ensembles de la forme (1), famille obtenue en faisant décrire E par z
(donc E par x), R+ — { 0} par r et C par y.

D’autre part, la topologie sur E’ de la convergence simple sur E
(topologie induite par la topologie sur F(E, C)) admet pour systémes de
générateurs la famille des ensembles :

te; @ —f@| <r} (2)
qui sont les intersections avec E’ des boules B(xz, f, r), famille obtenue
en faisant décrire E par x, R+ — {0} par r et F(E,C) par f.

Il est alors aisé de voir qu’il y a identité entre la famille des ensem-
bles (1) et celle des ensembles (2), car, = et r étant fixés, f(x) décrit C
quand f décrit ¥ La topologie faible sur E’ est donc bien la topologie
de la convergence simple sur E.

Les formes de E’ de normes inférieures ou égales 4 1 constituent un
sous-ensemble de Tensemble % (E, C) des applications f de E dans C

qui vérifient
Ve o [f@] < .
Quand %(E, C) est muni de la topologie de la convergence simple sur E,
%, est muni de la topologie induite. La topologie de la convergence
simple étant identique 4 la topologie produit sur || C, la topologie
*EE

qu’elle induit sur 7, est encore la topologie d’espace produit sur un pro-
duit cartésien de méme type, c’est-a-dire indexé par E, mais oli, pour
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tout x, C est remplacé par le disque fermé de centre l'origine et de rayon
|z]. Or, ces disques sont compacts ; done, la topologie produit sur ¥
est une topologie compacte.

Pour montrer que la boule unité B de E est compacte, il spfﬁt done
de montrer quelle est fermée dans %;, donc de montrer que si f appar-
tient 4 Padhérence de B, f appartient & B. Soit done f € B (il s’agit, bien
entendu, d’adhérence pour la topologie de la convergence simple). Cette
hypothése signifie qu’il existe 2’ € B dans tout voisinage de f. Soient
alors z, et o, quelconques appartenant & E. Considérons le voisinage de
f défini par x,, Xs, T; + x» et une valeur e positive arhltraq'e, ¢’est-a-dire
Pensemble des fonctions de % qui s’écartent de f de moins de &, pour
les trois valeurs @, @, et x; -+ x,. L’hypothése entraine donc P’existence
de € B telle que :

lfx) — (@) | <
f(xy) —x(@)| < e
; [f@y + x) — (@1 + X)| <.
Et on peut écrire : NP
(g + ) — f(2y) — [(22
< |f(xy + ) ~'—I€c’(x1 + x| @) + @ @) — @) — @) <3
Une telle inégalité pouvant étre obtenue pour tout e, ceci exige que:
flxy + x2) =f(@) + flx2). q L o
i & € E et le scalaire k € C. Considérons le voisi-
nagesgée‘?td%?irg epxgg xff kx, et ¢ positif arbitraire. L’hypothése entraine
Pexistence de ¥ € B telle que :
|f (1) —x(xy)| < e
|f(kxy) — (kx| < e
et on peut écrire :
k) — ke fe)| < [flkay) — x| + [k @) — @)
<1+ &,
L étant fixe et ¢ arbitraire, ceci exige :
flkexy) =k [(x1),
L L @)
f est donc linéaire. Or, le fait que |
forme linéaire est continue et que sa norme est au plus égale a 1. Donc
f €B et B est fermée, donc compacte.

<1 prouve a la fois que cette

Exercice 69.
1° o(f ; @) = 0 signifie :
o Ve>0 ar 3(f(Bla, 1)) <&
fB(a, ) < B(f(@), ).

Autrement dit, toute boule de centre f(a) contient I'image d’une boule
de centre @, ce qui exprime que f est conlinue en a.

Réciproquement, si [ est continue en a, c’est que:
Ve 34 daz)<n = d{f(@,f@) <e.
Mais ceci entraine, en vertu de I’inégalité triangulaire,
vV, x, € Bla, ) d(f(xy), f(@)) < 2,
}(fBa, M) < 2.

ce qui entraine :

done
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D’onr :
Ve o d3n  3(f(Bla,m)) < 2,
ce qui exige olf ; @) = 0.
La propriété o(f ; a) = 0 caractérise donc les applications continues en a.
2° Par définition de o(f ;) :
Ve  3n 3B, ) < olf ;a) + .
Soit alors = € B(a,v). 11 est centre d’une boule B(z,,) incluse dans
B(a,w) et, pour deux points Y1 et Y, quelconques de cette boule :
df(y), @) < of ; @) + s,
donc 3(f(B(x, 0))) < o(f ;@) + ¢,

ce qui entraine que :
En définitive : e <o e
Ve dq dix,a) < => off 52) < of ;@) + .
Ceci exprime que Papplication x € X —> off ; X) € R est semi-conti-
nue supérieurement au point a.
3° Soient z; et x, quelconques dans A :
d(g(xy), 9(x2)) < d(f(>y), (@) + d(f(xy), g(acy)) - d(f(z2), g(x,))
SAf(A)) + 2.
D’oti : 3(g(A)) <3(f(A) +2¢ 1
En échangeant les réles de f et g, on arrive 3 :
[3(f(A)) — 3(g(A))| < 2.

Pour parties A, on peut prendre les boules de centre . L’inégalité (1)
donne alors pour tout r :

3(g(B(x, 1)) <3(f(B(x, ) + 2¢,
done olg;x) <ol ;) F2¢,
et finalement : lof s2) —olg ;)| < 2.
On peut donc dire :
Ve  da=5  df, 9<n = |o(f; ) —olg; )| <s
Ceci exprime que Papplication f € #X,Y) —> off ;x) €R, 7 étant

muni de la topologie de la convergence uniforme, est une application
continue et méme uniformément continue.

4° Soit (f,) une suite de fonctions appartenant au sous-ensemble
considéré de ¥ et supposons que cette suite converge vers f au sens de
la convergence uniforme, ce qui signifie :

Ve aN ¥Yn>N Yz d(f,(x), f(x)) < «.

I suffit alors d’appliquer aux fonctions f et f, le résultat de la question
précédente pour voir que :
off ;) <k 4 2.

Mais une telle inégalité ne peut étre vérifide pour tout ¢ que si
off ;) <k,
autrement dit si la fonction f=1limf, appartient au sous-ensemble
n==
considéré. Ce sous-ensemble est donc fermsé.

Lorsque k=0, nous retrouvons le théoréme : « une limite uni-
forme de fonctions continues est continue ».
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Exercice 70.

1) Il s’agit de comparer les topologies dérivant de deux normes.
Pour cela, il suffit de comparer les boules, pour ces deux normes, ayant
pour centre un point quelconque (les boules centrées en un autre point
étant déduites des premiéres par tyan_slahon) et, pour ce point, on peut
choisir Porigine, c’est-a-dire 'application nulle sur [0, 1]. .

La boule B de centre cette application, et de rayon r, relative a la
norme de la convergence uniforme, est :

BO,r)=tf;lfl<ri={f; V&€ [0,1],|f®)]| <r}.

La boule B’ relative 4 la norme de la convergence en moyenne d’or-

drep (p=1) est:

L
B’(O,r):%f;\/f If)lpdx < 1} .
0

11 est immédiat que B(0,r) < B’(0,r). La topologie T de la conver-
gence uniforme est donc plus fine que celle T' de la convergence en
moyenne d’ordre p. o

Montrons qu’elle est strictement plus f}ne. Pour cela, 'con_mderons
la suite de fonctions {f,}, f, appartenant &4 ¢, et éta’nt définie par Ile
graphe ci-dessous. Cette suite converge en moyenne d’ordre p vers la

s

4
n

fonction partout nulle, mais ne converge pas uniformément vers cetie
fonction. Le filtre des voisinages pour ¢’ de la fonction nulle est done
moins fin que I'image du filtre des sections finissantes de N. Si celui des
voisinages pour T de la fonction pu}le était moins fin que celui deg VOISSI-
nages pour <T’, on aurait a fortiori convergence pour T 1l est donc ;nmp(‘:s;
sible qu’il en soit ainsi et la fopologie de la convergence um{i?r de
strictement plus fine que celle de la convergence en moyenne d’ordre p.

2° Dans P'exemple précédent, la suite tf, iﬂ ne convergeait pas non
plus vers la fonction nulle pour la topologie T” de la convergence sim-
ple. Le méme raisonnement que ci-dessus montre (%Onc que :

T" n’est pas moins fine que T'.
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Considérons maintenant la suite {f,}, ou f, &€ ¢ est définie par le
graphe ci-dessous. Cette suite converge vers la fonction partout nu le au

A

1 N
ERRATA DES TOMES PRECEDENTS

ToME 1. Les corrections suivantes s’ajoutent a celles qui ont été don-
nées p. 199, du tome II.

b

Page 13 : 11°ligne : AUB,; au lieu de : ANB.

=S

Page 43 : 2°ligne : G, au lieu de : G,.
sens de la convergence simple. Elle ne converge pas vers cette fonction
pour T'.Le méme raisonnement sur la comparaison des voisinages
aboutit donc a conclure que :

T’ n’est pas moins fine que T". f(x) =z, au lieu de : f(z) ~ .
La topologie de la convergence simple et la topologie de la convergence
en moyenne d’ordre p ne sont pas comparables.

Page 48 : Exercice 29, derniére ligne :

Page 72 : Exercice 47, question 1,

font de « un anneau,
au lieu de :
font de un anneat.

Page 91 : 7° ligne du bas :

Supprimer le deuxiéme signe 3.

Page 93 : 4° ligne du bas :

V¥ n, m, au lieu de : Vn, m.

Page 106 : 8° ligne :

_f est surjective, au lieu de : B est surjective.

Page 116 : derniére ligne :

toute valeur de n,
au lieu de :
toute valeur de A.
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Page 41 : 6° ligne : Adhérence I1.3.3. Fermeture 11.3.1.

opération interne sur F,
au lieu de :

opération interne sur 7.

10° ligne du bas :
opération externe sur F,

au lieu de :

opération externe sur ¥ .

Page 62 : 10° ligne du bas :
Il en résulte que A* est un sous-espace vectoriel de E. Consi-

dérons A,
au lieu de :

11 en résulte que A est un sous-espace vectoriel de E. Consi-

dérons Al.

Page 109 : 4° ligne :
multilinéaires, au lieu de : multilénaires.

Axiome de Borel-Lebesgue VI.1.1.

Axjome de dénombrabilité (premier)
VIL1.2.

Axiome de dénombrabilité (deuxiéme)
I1X.5.1.

Axiome de Hausdorff V.1.1.

Base de filtre I1.1.4,

Base d’un Hilbert IX.4.3.

Base des ouverts IT1.1.5.

. Base de voisinages I1.1.4.

Bases équivalentes I1.1.4.
Boule 1.2.2. — VIIL1.1.
Compact VL1,
Compactification VI.2.2,
Complet VIL2.3.
Complétement régulier V.2.2..
Composante connexe VI.3.3.
Connexe VL3.1,

Connexe par arc VIL.3.4,
Continuité 1.1.

Continuité uniforme VIL3.1.
Convergence compacte X.1.3.
Convergence simple X.1.
Convergence uniforme X.1,
Coupe II1.3.3.

Corps topologique II1.4.2.
Corps valué VIIL1.1.
Diamétre VIL2.1.

- Distance 1.2.1.

Dual topologique VIIL.2,

Eeart 1.2.1.

Equicontinue X.2.2.

Espace de Banach VIIL1.2.
Espace de Hilbert IX.

Espace I VIIL.1.3.

Espace 12 VIII.1.3. — IX.5.2
Espace Lt X.2.4,

Espace L2 IX.5.3. — X.2.4.
Espace métrique 1.2.1.

Espace métrique complet VIIL.2.3.
Espace préhilbertien IX.1.1.
Espace topologique 1.3.1.

Espace vectoriel normé 111.4.3.
Espace vectoriel topologique IIL4.3.
Famille orthonormée IX.4.1.
Famille sommable VIIL3.
Famille totale IX.5.2.

Fermé IL2.

Filtre 11.1.2,

Filtre convergent IV.1.2.

Filire de Fréchet 11.1.4.

Finesse des filtres II1.1.2.

Finesse des topologies IIL.1.1.

Fonction continue I.1. — 1.2.2, — 1.3.2.

Forme sesquilinéaire hermitienne
IX.1.1.

Frontiére 11.3.3.

Générateurs 111.1.5.

Groupe topologique IIL.4.1.

Homéomorphe I11.2.2.

Intérieur I1.3.1.

Limite IV.

Localement compact VI.2.1,

Normal V.2.3.

Norme IIT.4.3. — VIIL1.1.

Norme d’une application linéaire et
continue VIIL1.5.

Ouvert 1.2.3.

Partie topologiquement libre VIIIL1.4.

Point adhérent 4 une partie 11.3.2.

Point adhérent 4 un fltre IV.2.1,

Point d’accumulation I1.3.2.

Produit scalaire IX.1.1.

Projection orthogonale IX.1.3.

Régulier V.2.1,

Saturé IIL5.1.

Semi-continuité : exercice 47.

Semi-norme II1.4.3.

Séparable IX.5.1.

Séparée V.1.

Sous-espace topologique IL.4.

Suite de Cauchy VIL.2.2,

Supplémentaire orthogonal IX.1.3.

Topologie diseréte 1.3.1.

Topologie finale I11.5.4.

Topologie grossiére 1.3.1.

Topologie initiale II1.2.3.

Topologie induite I1.4.

Topologie métrisable 1.3.1.

Topologie produit IIL3.

Topologie quotient IIL5.

Ultrafiltre 1V.3.3.

Ultramétrique : exercice 54.

Valeur d’adhérence IV.2.1.

Voisinage 1.2.2. — IL2.

I.F.Q.A.-Cahors, — 40.981. — Dépdt légal : 11-1966






