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« Afin que, ... aux dépens d’autrui
Sage, je m’enseignasse. »
REGNIER.

« C'est assez désagréable... de ne pouvoir plus rien
apprendre pour toute la vie I Nos aieux s’en tenaient aux
enseignements qu’ils avaient regus dans leur jeunesse :
mais, nous, il nous faut recommencer tous les cing ans. si
nous ne voulons pas étre complétement démodés. »

GETHE (Les affinités électives).

Les brochures de I"A.P.M. mettent a la disposition des professeurs
des textes utiles a l'enseignement.

Ou bien ces textes sont inédits, ou bien ils ont déja paru, soit dans
le Bulletin de 'A.P.M., soit ailleurs. Dans tous les cas, il a paru inté-
ressant de regrouper des écrits sous une forme commode pour les maitres
qui quront a s’en servir,

Brochures paorues :

1. Le langage simple et précis des mathématiques modernes, par A. REVUZ et
L. LESIEUR, Professeurs & la Faculté des Sciences de Poitiers (avril 1960) (épuisée).

2. Congruences Paratactiques de cycles, par Paul ROBERT, Inspecteur général honoraira
de I'Instruction Publique (avril 1960).

3. Recherche d’une axiomatique commode -our le premier enseignement de la géométrie
élémentaire, par Gustave CHOQUET, Professeur & la Sorbonne (février 1961).

4. Le calcul des probabilités et l'enseignement, par A. HUISMAN, R. FORTET,
E. MOURIER, A. FUCHS, D. DUGUE, G.-T. GUILBAUD, J. BOUZITAT, J. VILLE et
F. GENUYS (novembre 1961).

5. L'enseignement de la 'mécanique, par P. GERMAIN, J. KAMPE DE FERIET et
R. MAZET (novembre 1961).

7. Lecture commentée d'une méta-démonstration de Gédel, par J. BALIBAR (mai 1962).

En préparation :

D

6. Le Cours de 'AP.M. — 1. Groupes, anneaux, corps, par André et Germaine REVUZ
(publication en 1962). )

AVERTISSEMENT

Dans le cadre des conférences organisées par VA.P.M. pour les pro-
fesseurs, il était fatal que vienne un jour le sujet des fondements de la
science mathématique. On peut méme dire que, pour ceux qui ont a en
enseigner les éléments, il n’est pas d’étude plus importante, plus lourde
de conséquences pédagogiques.

Sans doute n’en est-il pas aussi de plus négligée. On devine pourquoi :
les difficultés de tous ordres s’y accumulent ; on ne peut bien réfléchir
aux fondements d’une science avant d’avoir une connaissance déja assez
avancée de cette science ; rares sont donc les auteurs et les professeurs
capables de guider les pas hésitants des apprentis que nous sommes, — je
parle au nom de ceux-la —, en la matiére.

Le Bureau de 'A.P.M. a donc été particuliécrement heureux que notre
Collégue Balibar, malgré la charge de son enseignement dans une classe
de E.N.S.I. au Lycée Descartes, & Tours, veuille bien faire profiter tous les
membres de 'A.P.M. du fruit de ses lectures et de ses réflexions. Les audi-
teurs qui ont pu suivre ses conférences (13 et 27 avril, 18 mai et 1°" juin
1961, a UInstitut Henri-Poincaré) en ont gardé le vif souvenir : la richesse
et la profondeur des exposés, Uaustérité du sujet auraient pu donner a
ces séances un caractére un peu rebutant ; grdace a la flamme et a la clarté
du professeur, ces exposés onl été d’intenses moments d’activité intellec-
tuelle.

Comme rédacteur du Bulletin, je peux apporter un témoignace sup-
plémentaire. Je sais avec quel soin Balibar a rédigé lui-méme ses exposés,
transformant ce qui était un vrai cours (et par conséquent un échange
trés vivant d’idées) en un texte précis et dense, capable cependant de faire
prendre goiit aux études de logique a beaucoup de Collégues jusqu’ici
rebulés par des ouvrages trop abrupts ou trop imparfaits.

Je ne peux résister au plaisir de faire un peu profiter les lecteurs de
cet enseignement supplémentaire dont jai bénéficié en recherchant, avec
Pauteur, le meilleur titre a donner a cette brochure. Le sous-titre actuel
dit exactement ce qu’est le contenu, mais c¢’était bien long et un peu rebu-
tant pour la couverture ! « Formalisme et Métathéorie » : trop ambitieux
pour une plaquette de 25 pages. Je proposai « Fn lisant Godel ». mais
¢’était vraiment trop imprécis. Balibar imagina alors une dizaine de titres :
« Préface pour une méta-démonstration », encore trop prétenticur a ses
yeur ; « Analyse d’'une démonstration de Gddel sur la théorie des ensem-
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bles comme introduction aux concepts méta-mathématiques » me parut
trop long.

Notre Collégue imagina alors le titre actuel qui présente 'avantage
supplémentaire de rappeler les circonstances dans lesquelles sont nés ces
exposés. Autant Pavouer : sans les commentaires de Balibar, aurais-je
jamais eu le front d’ouvrir lu monographie de Godel ? Au contraire, grace
a cette premiére étude, nous serons nombreux a suivre les sages recom-
mandations bibliographiques ajoutées & la fin de la brochure (apprenii
parmi les apprentis, je peux dire le profit que je tire de U'étude du Tarski
et du Fraenkel).

Bel exemple de coopération pédagogique, ce travail d’un professeur
lisant et relisant des traités originaux, aussi ardue que soit cette étude, et
en faisant profiter la communauté de ses Collégues. Est-il utile de rap-
peler qu’il a son inspiration et qu’il trouve sa récompense dans le seul
amour de la science et de Uenseignement. Certains trouveraient ici motif
a regretter, une fois de plus, que la notion de formation continue des
maitres ne soit pas concrétisée sous forme administrative. Pour aujour-
d’hui, reconnaissons plutdl, dans la legcon que nous donne notre Collégue
Balibar, que Uapostolat a précédé, encore une fois, ladministration.

G. W.

La démonstration, par Kurt Gédel, de la compatibilité de 'axiome du choix
et de I'hypothése généralisée du continu

avee les axiomes de la théerie des ensembles

Dans une suite de lecons qu’il a données & U'Université de Princeton
et qui ont élé publiées en 1940 puis rééditées, avec quelques légéres cor-
rections, en 1951, K. Gédel a démontré que Uaxiome du choix et Uhypo-
thése généralisée du continu sont compatibles avec les axiomes de la
théorie des ensembles. A. Fraenkel tient cet important résultat pour le
« seul progrés décisif », touchant le probléme du continu, « depuis les
propres tentatives de Cantor en 1880 » et le qualifie de « véritablement
stupéfiant ». Il n’est pas impossible de donner briévement quelque idée
des détails d’'un travail qui a fait date dans Phistoire récente des Mathé-
matiques et qui, tout en traitant un sujet particulier sirictement délimité,
met en évidence les notions générales de théorie formalisée, d’objet mathé-
matique abstrait, de modéle d’une théorie, et monire comment une théo-
rie proprement mathématique peut faire intervenir explicitement des
notions et des théorémes de logique, notions et théorémes dont Particu-
lation déductive constitue la métathéorie de la théorie considérée.

I. CONSIDERATIONS PRELIMINAIRES. NOTIONS PRIMITIVES.
AXIOMES

1. Symbolisation du langage.

Les propositions de la théorie s’expriment a4 I'aide de trois vocables
spécifiques, « classe », « ensemble », « élément-de », et, pour le reste, &
Paide des mots du langage ordinaire. D’autres vocables spécifiques, tels
que « inclus-dans », « intersection », « nombre-ordinal », etc., apparais-
sent sans doute au cours du développement de la théorie, mais ce sont de
pures abréviations, introduites par des définitions, et dont I'usage, prati-
quement inévitable, n’est pas indispensable en droit. L’extréme pauvreté
du langage mathématique permet en outre de remplacer chaque mot ou
expression de ce langage par un symbole particulier. Le langage de la
théorie qui nous occupe comporte, en tout et pour tout, neuf mots ou
expressions indivisibles pour lesquels on utilise les symboles suivants :
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4 la place de « pour tout X » .......... xX)
— « il existe un X tel que » ... a x)
NOD ® «vvvnnnnss

R &« —
—_ S = A .
— € OU ® tivivnnesnnennnnens A\
— « implique » ....... o
— « est équivalent & » ....... =
— « est identique & » ........ =
— « il existe un X et un seul tel
que » ........ 3'x

Ces symboles sont appelés des symboles logiques. La théorie
comporte en outre trois symboles spécifiques, €ls, M*, ¢, correspondant
aux trois vocables cités plus haut. Une proposition de la théorie se
présente sous la forme d’une suite de signes, en nombre fini, qui sont soit
des lettres qui représentent des objets de la théorie, soit des symboles,
soit, enfin, des parenthéses. Une telle suite de signes, &4 condition qu’elle
admette une traduction significative, s’appelle une formule. Pour éviter
des accumulations de parenthéses qui rendent l'interprétation des for-
mules peu commode on utilise une hiérarchie de signes de séparation
formée des parenthéses, des crochets, des points, des doubles points, ete. ;
il n’y a pas a craindre de confusion, grace au contexte, entre le point
symbole de « et » et le point signe de séparation (**). Ainsi, la proposition
< quel que soit ’ensemble x et quel que soit ’ensemble y il existe un
ensemble z tel qu’il soit équivalent de dire qu’un ensemble u est élément
de z ou de dire que u est identique & x ou a4 y », ce qui signifie d’ailleurs
plus simplement qu’il existe toujours un ensemble dont les seuls éléments
sont deux ensembles arbitrairement donnés, cette proposition s’exprime
symboliquement par la formule :

@@ (3)[uez.=u=2.¥Y.u=y]

2. Objets de la théorie.

a) Ensembles abstraits, théorie abstraite.

Dans la mathématique traditionnelle, dite naive, on est accoutumé
4 parler d’ensembles & propos d’objets déterminés. La notion d’ensemble,
les notions consécutives d’inclusion, d’intersection, de somme, etc., les
propriétés élémentaires qui s’y rattachent, par exemple que le complé-
mentaire de 'intersection de deux ensembles est la somme de leurs
complémentaires, sont considérées comme intuitivement évidentes, jus-
tifiées a la rigueur par une figure représentant, en général, des ensembles
finis de points. Il s’agit ici de développer une théorie entiérement déduc-
tive, donc axiomatisée, des ensembles quels qu’ils soient. On fait donc

(*) La lettre _/ est P’initiale du mot Menge qui est I’équivalent allemand du mot
ensemble. Les sigles que 'on trouvera plus loin en guise de symboles et que nous
n’avons pas voulu changer sont, comme ici @/4, des abréviations de mots anglais.

(**) Dans le texte original, cette confusion ainsi que celle qui pourrait résulter
d’'un troisiéme emploi du point qu’on trouvera plus loin comme symbole de Vinter-
section sont évitées en placant le point a diverses hauteurs au-dessus de la ligne ;
nous avons négligé cette distinction qui entraine des complications typographiques
qu’'un exposé succinct ne justifie pas.

Y S

abstraction, d’'une part, de la nature des éléments des ensembles consi-
dérés, on dit qu'on s’occupe d’ensembles abstraits ; d’autre part, on
explicite entiérement par des axiomes les propriétés des notions, dites
primitives, qui sont & la base de la théorie, de sorte que ces notions sont
seulement utilisées sous la forme indiquée par les axiomes et sans le
secours, en droit, d’une représentation intuitive quelconque. Une théorie
dont les notions sont ainsi dépouillées de toute signification et transfor-
mées, par conséquent, en notions conventionnelles (mais non arbitraires,
cela va sans dire), est dite absiraite, avec une acception évidemment
différente du terme. La théorie développée ici est une théorie abstraite
des ensembles abstraits.

b) Relation d’appartenance.

La théorie des ensembles abstraits peut étre considérée comme une
théorie de la relation d’appartenance. Le symbole correspondant est la
lettre &, utilisée sous la forme xeX qui représente symboliquement la
proposition « x appartient & X » ou encore « x est élément de X ».
Comme la théorie est abstraite 1’'usage de la relation e, dépouillée de
toute signification intuitive, est entiérement codifié par les axiomes.

¢) Prédicats de classe et d’ensemble.

Une propriété ayant été définie, que certains ensembles vérifient, on
veut considérer la totalité de ces ensembles. Il faut concevoir que les
ensembles de cette totalité appartiennent 4 la théorie tandis que la totalité
elle-méme, en tant qu’objet, apparait seulement quand on examine la
théorie. Il serait incorrect, ou au moins ambigu, de parler de I’ensemble
des ensembles qui vérifient la propriété, le mot ensemble étant pris une
premiére fois en un sens intuitif, une deuxiéme fois au sens de la théorie
abstraite. On parle pour cette raison de la classe des ensembles qui
vérifient la propriété considérée. Les classes peuvent faire I’objet d’une
nouvelle théorie qui se superpose & la théorie des ensembles. Dans une
telle théorie, que ’on veut abstraite, le mot classe est dépouillé de toute
signification intuitive et son emploi défini par des axiomes appropriés.
On peut rassembler ces deux théories en une seule et il en est ainsi dans
le présent exposé comme on le verra par la liste des axiomes. Intuitive-
ment on peut identifier I'appartenance 4 une classe au fait de vérifier
une propriété ; on dit qu’on prend cette propriété en extension.

Les objets de la théorie sont représentés par des lettres. Le fait qu’il
y ait des objets de deux sortes, les ensembles et les classes, conduit a
accepter comme ayant un sens les deux propositions « X est une
classe » et « X est un ensemble », ce quon écrit symboliquement €l
(X) et A (X) respectivement. Ces deux symboles sont appelés symboles
de prédicat. On convient, 4 'occasion, pour réduire I’écriture, de repré-
senter les classes par des lettres majuscules et les ensembles par des
minuscules.

d) Eléments.

Les seuls objets de la théorie sont des ensembles et des classes
contrairement & une vue intuitive de la théorie qui exigerait, au moins
comme point de départ, la donnée d’une collection d’objets indivisibles
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susceptibles seulement d’étre des éléments d’ensembles. La donnée sup-
plémentaire d’une telle collection, respectant la condition d’abstraction,
pourrait se concevoir. On verra, par le développement de la théorie,
qu’elle n’est pas nécessaire. Les éléments d’un ensemble sont done tou-
jours ici des ensembles. Un seul objet de la théorie est intuitivement
 assimilable & un objet indivisible, c’est-a-dire sans éléments, c’est 'en-
semble vide.

Tout ensemble étant formé d’ensembles le seul fait pour ceux-ci
d’étre des éléments de celui-la constitue une propriété de ces ensembles.
On ne s’étonnera donc pas de trouver un axiome qui stipule que tout
ensemble est une classe. D’autre part, il n’est pas utile pour le but qu’on
se propose de considérer des classes de classes comme on considére des
ensembles d’ensembles. C’est pourquoi on trouvera un axiome qui stipule
que tout élément d’une classe est un ensemble.

e) Relation d’identité.

On stipule explicitement que deux objets, classes ou ensembles, sont
identiques s’ils comportent les mémes éléments. D’autre part, c’est une
régle de déduction que deux objets identiques par hypothése peuvent
étre substitués 'un & Pautre dans toute formule.

3. Présentation de la théorie. Axiomes.

Les premiers développements de la théorie, débarrassés de toute
considération annexe, se présentent sous la forme suivante :
Notions primitives : classe, noté €,
ensemble, noté _#,
la relation binaire e.

Ces notions apparaissent dans le contexte comme suit :

Cls (A), M (A), XsY, Xey, xeY, xey,
avec la convention que X, Y, Z, ..., sont des variables qui représentent
des classes, x, y, 2, ..., des variables qui représentent des ensembles.

Axiomes.
Les axiomes sont rassemblés en quatre groupes :
Groupe A :
1. €ls (o)
2. XeY.o . 4 (X)
3. (u) [ueX.=.ueY].o .X=Y
4. (@) () (32) [uez.=:u=x.Y.u=y]
Définition 1.
Pr(X) =~ M (X)
P (X) se lit, X est une classe proprement dite ou classe propre.
Définition 2.
uelrzy| =u=xVu=y)
lxy| s’appelle la paire non ordonnée de x et de y.
Définition 3.
jxf=xz|
|z | s’appelle 'ensemble dont I'unique élément est x.
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Définition 4.
<zy>=|lz|lay!|
< xy > s’appelle la paire ordonnée de x et de y.
Théoréme 1.
<xY>=<Uu>.o 1 r=u.y=>"0
(la démonstration de ce théoréme se reconstitue facilement & partir des
définitions).
Définition 5.
<Yz > = x<Yyz >>
< xyz > s’appelle un triple ordonné,

Définition 6.

(K x1x2 0. Ty > = <x1 < T2 o0 T, >

Théoréme 2.

L X1 e Ty < Xngt ee Tnpp S>> 7= < X1 oo LyTnf 1o Tnpp >
(démonstration par récurrence sur n).
Définition 7.
<T>=x
ce qui rend le théoréme 2 valable aussi pour p=1.
Définition 8.
XCY.= . [uX.>D .usY] ; XcY.=:XCY.X=Y
< et < sont les symboles de I'inclusion et de I'inclusion propre respec-
tivement.
Définition 9.
om (X) = (u) ~ usX
ém (X) se lit : la classe X est vide.
Définition 10.
62 (X,Y) = () ~ (ueX.ueY)
6z (X, Y) selit : les classes X et Y sont disjointes ou, mutuellement
exclusives.
Définition 11.
Un (X)) =W, v, w) [<vu>X.<wu>eX:D .0=w]
la notation (u, v, w) signifie « quels que soient u, v et w » et abrége la
notation (1) (v) (w) ; U (X) se lit : X est univoque ; la signification intui-
tive du symbole est claire d’aprés la définition ; on remarque que la
propriété d’univocité ne fait pas intervenir ceux des éléments de X qui
ne seraient pas des couples ordonnés.
Groupe B :
(3A) (T, ) [< 2y > sA.=.xsy]
(A) (B) (10) () [ueC.=: usA.ueB]
(A) (3B) () [ueB.=. — (usA)]
(A) (3B) (@) [xsB.=. (3p) (< yx > ¢A)]
(A)(3B) (x,y) [< yx > eB.=.x:A]
A)AB) (@, [<xy>B.=.<yxr>cA]
(A)(3B) (x,y,2) [<ayz > eB.=.< yza > A]
(A) (3B) (@, 9,2 [<xyz > eB.=. < a2z > A]

(Noter que la classe A dans 'axiome B1 et la classe B dans les axio-
mes Bb & B8 ne sont pas déterminées de facon unique car on ne dit rien
des éléments éventuels de ces classes qui ne seraient pas des paires ou
des triples).

3.

9N OB oo
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Les classes C dans B2 et B dans B3 et B4 sont uniques d’aprés
Paxiome A3 ; on les appelle respectivement, 'intersection de A et de B,
le complément de A et le domaine de A ; les notations correspondantes
pour ces classes sont : A.B, — A, et 2 (A). Ces notations sont introduites
par les définitions suivantes :

Définition 12.

zeA.B = 1:A. 2B

Définition 13.

re— A= __ x:A

Définition 14.

e DA)=(Ty) <yx > A
(On pourra rapprocher la définition 14 de la définition 11 et constater
que, d’'un point de vue intuitif, les couples < xy > d’une classe établis-
sent une correspondance olt y décrit la classe de départ et x la classe
d’arrivée).

Groupe C :

1. (3a) | —ém(a).(x) [xea. 2 .(3y) [gea.x < y]]|

2. () Ay (u,v) [uev.vexr : o .uey]

3. (@ 3y (@) [uSx. o .uey]

4. (x, A) ) Un(A). > .(3y) (W) [uey.=.(Fv) [vex. < uv > A]]{
(L’interprétation intuitive de I’axiome C1 montre que cet axiome
assure l'existence d’un ensemble infini ; de méme P'axiome C2 assure
Pexistence d’un ensemble contenant la somme, ou réunion, de tous les
ensembles éléments d’un ensemble donné ; 'axiome C3 joue un réle
analogue pour les sous-ensembles, ou parties, d’un ensemble donné ;
Iaxiome C4 exprime qu’il existe un ensemble formé des homologues, dans
une correspondance univoque donnée, des éléments d’un ensemble donné).

Axiome D :
~ém(A). D .(Fu) [ueA. ¢z (1, A)]
Cet axiome assure qu’il n’existe pas de suite infinie d’ensembles tels que
chacun d’eux soit élément du précédent.
Théoréme 3.
—~ LEX
Si en effet il existait un tel x, 2 serait un élément commun a x et a
jx{, ce qui contredit 'axiome D quand on prend x pour A.
Théoréme 4.
~ [xey . yex]
Démonstration analogue en prenant }xy| pour A.
Le systéme des axiomes des groupes A, B, C et D est appelé 3.
L’axiome du choix, qui n’en fait pas partie, s’énonce ainsi :

Axiome E : ‘
(FA) U (A) . (@) [ ~ Gm (@) . D .(3Y) [yex. < yz > A]] |

Cet axiome stipule qu’il existe une correspondance univoque, repré-
sentée par une classe, qui associe &4 chacun des ensembles non vides de
la théorie un de ses éléments. On dit qu’on peut choisir simultanément
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un élément dans chacun des ensembles non vides de I'univers dont on
s’occupe.

Théoréme 5.

11 existe une classe vide et une classe universelle.
D’aprés Paxiome B1 il existe au moins une classe. Soit A une telle
classe, soit B la classe — A et soit O la classe A.B ; il est clair que la
classe O vérifie la condition : (x) ~ (xcO), ce qui est la définition de la
classe vide. Soit V la classe — O, elle vérifie évidemment la condition :
(x)xeV, qui est la définition de la classe universelle. Chacune de ces deux
classes est unique en vertu de Paxiome A3.
(On aura remarqué que tous les axiomes, & I'exception des trois pre-
miers, établissent que des classes ou des ensembles existent, soit abso-
lument soit relativement & d’autres classes ou ensembles supposés exis-
tants. On se persuadera facilement par ailleurs en s’efforcant de traduire
les formules précédentes en langage ordinaire de la difficulté d’éviter
les expressions ambigués ou de fastidieuses circonlocutions).

4. Formalisation du langage.

Le langage symbolique que nous avons utilisé est apparu jusqu’a
présent comme un moyen commode d’exprimer les propositions de la
théorie sous une forme particuliérement concise et précise. D’autre part,
les quelques démonstrations que nous avons données ou suggérées sont
rédigées dans un langage ordinaire qui fait appel a I’évidence logique
habituelle et intuitive. Mais le langage méme de la déduction logique
peut étre mis sous la forme d’une théorie mathématique abstraite et,
simultanément, le langage symbolique réinterprété et réduit.

Cette théorétisation du langage, on dit aussi de la syntaxe, peut éire
réalisée de diverses maniéres, d’ailleurs équivalentes. Dans le travail de
Godel elle est partiellement sous-entendue et 'auteur renvoie, pour un
exposé complet, aux travaux de Hilbert et de son école. Le résultat qu’on
a en vue c’est de remplacer la progression intelligible des démonstrations
par de simples régles d’enchainement et de transformation des formules
qui expriment les propositions de la théorie, de sorte qu’on puisse recon-
naitre la valeur d’une déduction sans qu’il soit nécessaire de comprendre
la signification ni des formules qui y figurent ni des articulations logiques
qui la justifient. Conformément a4 ce qu’on a dit plus haut des caractéres
d'une théorie abstraite les symboles logiques et la notion usuelle de
conséquence sont dépouillés de toute signification et leur usage entiére-
ment décrit dans une liste d’axiomes et de régles, dites d’inférence. Sans
entrer dans des détails qu’on trouvera dans les traités de logique mathé-
matique il est possible de préciser quelque peu ces idées générales.

a) Réduction du nombre des symboles logiques.
11 est intuitivement évident et on pose en définition, que :
(X)P  est une abréviation pour ~[(3X) —P],
PV Q est une abréviation pour [ —P.__ Q],
P D> Q est une abréviation pour [ ~PJV Q,
P=Q est une abréviation pour P 2 Q.Q > P,
(31 X)P est une abréviation pour (3X) [P(X).(Y) [P(Y) o X=Y]];
grace a l'axiome A3 on peut, d’autre part, remplacer X = Y par
(u) [ueX.=.u:Y].
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Dans les formules précédentes P et Q désignent des formules, P(X) une
formule qui contient entre autres la variable X, P(Y) la formule qui s’en
déduit en remplacant chaque occurrence de X dans P par Y .

On éprouvera peut-étre quelque difficulté a4 admettre intuitivement
la définition donnée ici de I'implication. Convenons que c’est une impli-
cation d’un type particulier. C’est un fait qu’elle permet de développer
convenablement les théories mathématiques.

Gréace aux conventions précédentes toute formule de la théorie peut
s’écrire en utilisant seulement des variables, des parenthéses ou des signes
de séparation équivalents, les trois symboles logiques ., ., 3 et enfin
les trois symboles spécifiques Cls, M et e.

b) Formule bien formée.

Quand le langage de la théorie est seulement symbolisé m.a.is non
formalisé on reconnait qu’une formule représente une proposition au
fait qu’elle admet une traduction qui a un sens logique, ou, si 'on pré-
féere, dont la syntaxe est intuitivement correcte. Maintenant que la syn-
taxe de la théorie est abstraite il convient de donner des critéres purement
extérieurs, portant seulement sur la forme, en tant que combinaison de
signes, des formules. On met cette distinction en évidence en parlant
non de formule significative mais de formule bien formée. On aura
quelque idée des régles de formation des formules bien formées a la
section II suivante.

¢) Axiomes logiques et régles d’inférence.

La présentation des axiomes et des régles d’inférence comme celll‘e
des régles de formation des formules exige des précautions assez méti-
culeuses dans le détail desquelles nous n’entrons pas. Nous donnons,
grosso modo, quelques spécimens de ces axiomes et de ces régles.

Exemple 1. Systeme d’axiomes de Hilbert pour la logique (ou calcul)
des propositions (p, g, r désignent des propositions arbitraires et s’appel-
lent des variables propositionnelles) :

a) [pVpl >p

b) p> [pVq]

¢) [pVq] o [qVvp]

d [p>4q]l > [rVp] > [rVq]|
Régles d’inférence associées :

a) Régle de substitution : on peut substituer n’importe quelle varia-
ble propositionnelle & toute autre dans n’importe quelle formule pourvu

que cette substitution soit faite simultanément & toutes les places que la.

variable remplacée occupe dans la formule choisie. Si P est une formule
déja établie (le sens de ce mot est expliqué ci-dessous) et si P est la
formule qui s’en déduit par application de cette regle P’ est considérée
comine établie.

b) Régle d’implication : P et Q désignant deux formules, si les deux
formules P et P= Q sont déja établies Q est considérée comme établie.

Une formule est considérée comme établie si elle est un axiome ou
si elle dérive de formules déja établies quand on applique I'une des deux
régles précédentes. Une démonstration est une suite finie de formt;les
dont chacune peut étre établie en n’utilisant que des formules qui la
précédent dans la suite. A I'aide de ces axiomes, de ces regles et de ce
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principe de démonstration on établit, sans qu’il soit nécessaire de les
comprendre, toutes les formules sur les propositions qu’on considére
généralement comme des évidences logiques ; par exemple la formule :

[p>q] o |[ropl> [r> ql| ; ou encore, [poqlo[~q.D — pl.
Exemple 2. Logique (ou calcul) des prédicats.

Ce calcul est une amplification du précédent et s’en distingue prin-
cipalement par I'introduction de variables d’individus (les variables pour
les classes et les ensembles, dans la théorie des ensembles), des quanti-
ficateurs (X) et (3X) portant sur ces variables et de quelques axiomes
et régles d’inférence supplémentaires qui gouvernent Pemploi de ces
nouveaux symboles. Avec certaines réserves et précisions que nous écar-
tons un exemple d’un tel axiome est : P(Y) > (3 X)P(X), out P(X) désigne
une formule ol figure, entre autres, la variable X. Une variable qui, dans
une formule, se trouve sous l’action d’un quantificateur est appelée
variable liée, pour cette formule, et, dans le cas contraire, variable libre.
La distinction entre variables lides et variables libres est fondamentale
dans I'énoncé des axiomes et des régles de la logique des prédicats. Une
telle régle est, par exemple, « si la formule P ne contient pas la varia-
ble X et si la formule Q(X) contient X comme variable libre, de la for-
mule P 5 Q(X) on peut dériver la formule P o X)QX) ».

d) Théorie formalisée.

On appelle théorie formalisée, ou systéme formel, une théorie o1 sont
présentées de facon conventionnelle, abstraction faite de leur significa-
tion, non seulement les notions spécifiques mais aussi les termes de la
syntaxe ainsi que la notion méme de démonstration, comme on vient de
Pexpliquer. Une telle théorie est nécessairement symbolisée et voudrait-
cn garder les mots et les expressions du langage courant qu’on n’en
aurait pas moins affaire 4 de purs symboles, un peu plus compliqués
seulement et peu commodes. La théorie proprement dite comporte : 1° les
symboles primitifs, y compris ceux de la logique, dite quelquefois sous-
jacente & la théorie ; 2° des régles, exprimées en langage courant, per-
mettant de caractériser les formules de la théorie ; 3° une liste de for-
mules proposées comme axiomes, y compris des axiomes de pure logique
et, quelquefois, pour ces derniers, non pas les formules elles-mémes, mais
des indications sur la facon de les former, présentées sous la forme de
schémas d’axiomes ; 4° une liste de régles d’inférence ; 5° des définitions
qui introduisent des symboles abréviateurs et qui apparaissent dans le
cours du développement de la théorie ; 6° des démonstrations et par
conséquent des théorémes, un théoréme n’étant pas autre chose que la
formule finale d’une démonstration.

La moindre démonstration formelle exige une suite imposante de
démarches successives, c’est pourquoi on se contente, en général, de
justifier, par des considérations extéricures a la théorie, I'existence d’une
telle démonstration. Cette méthode qui consiste & suggérer seulement,
en langage ordinaire, la structure formalisée des démonstrations est celle
qui est généralement adoptée par Godel. Il admet, par ailleurs, tous les
résultats du calcul des propositions et des prédicats.
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5. Métathéorie.

Les considérations qui précédent permettent de concevoir nettement
que la notion de compatibilité qui figure dans le titre de 'ouvrage de
Godel n’est pas une notion de la théorie mais une notion 4 propos de la
théorie. Le premier des deux théorémes de compatibilité, par exemple,
exprime que si 'on adjoint ’axiome du choix au systéme d’axiomes X
il n’est pas possible de démontrer dans la théorie ainsi amplifiée deux
théorémes dont I'un soit la négation de l'autre, si on suppose qu’on ne
le peut pas non plus dans la théorie initiale. Nous appelons un tel résul-
tat un métathéoréme.

Plus généralement, toute considération sur la théorie appartient a
la métathéorie. En fait, on ne peut pas concevoir une théorie sans une
métathéorie associée, car la seule description de la théorie et la vérifica-
tion du fait qu’une suite de formules est une démonstration appartien-
nent déja a la métathéorie. On démontre aussi des métathéorémes, il y
en a précisément des exemples dans la section suivante, qui établis-
sent 'existence d’une démonstration non seulement pour un théoreme
mais pour toute une catégorie de théorémes. Sous la forme olt nous allons
la rencontrer la métathéorie n’est pas une théorie formalisée ni méme
axiomatisée ; ses objets sont les formules et les démonstrations de la
théorie des ensembles, ses méthodes celles des mathématiques tradition-
nelles. Contrairement & ce qu’on pourrait imaginer a la suite d’un examen
superficiel ce n’est pas une théorie abstraite.

~ II. ELEMENTS DE METATHEORIE

Un grand nombre de résultats de la théorie se présentent sous la
forme de théorémes d’existence : « il existe une classe, ou un ensemble,
ou au moins une classe, etc, qui a telle ou telle propriété » ; ou, plus
souvent : « les ensembles qui vérifient telle ou telle propriété constituent
exactement une classe » (ou un ensemble), c’est-a-dire, pour une pro-
priété P de ce type : « il existe une classe A » (ou un ensemble), « telle
qu’il soit équivalent de dire qu'un ensemble vérifie P ou de dire qu’un
ensemble est élément de A ». Nous allons examiner en détail un méta-

théoréme et en citer quelques autres, tous fondamentaux dans le mode

d’exposition choisi par Godel, qui permettent d’établir une fois pour
toutes des catégories de théorémes d’existence : tous ceux qui correspon-
dent 4 certains types de propriétés, c’est-a-dire a certains types de for-
mules. Nous verrons & cette occasion comment on définit une formule
bien formée, au moins pour certaines catégories d’entre elles. Nous ren-
contrerons aussi quelques notions métamathématiques, c’est-a-dire des
notions qui appartiennent en propre a la métathéorie.

1. Théoréme général d’existence M1. (Plus exactement, métathéoréme).

< Si ¢ (x1,...,x,) est une fonction propositionnelle primitive qui ne
contient pas d’autre variable libre que x1, ..., x,, sans qu’il soit nécessaire
qu’elle les contienne toutes, il existe une classe A telle que, quels que
soient les ensembles X1, ..., Ly, < X1y ey Ty > A .=.09(x1, ..., Z,). »
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a) Fonction propositionnelle primitive (en abrégé : fpp).

‘ p‘ne fpp est définie de proche en proche, on dit récursivement, par
les re’gl_es suivantes ol II et I' sont des variables métamathématiques
qui désignent des variables de la théorie ou des classes particuliéres
arbitraires : ' o

1) eI’ est une fpp.

2) S? ¢ et ¢ sont des fpp, ~ ¢ et ¢.¢ le sont aussi.

3) Si ¢ est une fpp, (4 )¢ est une fpp et aussi avec toute autre varia-
ble d’ensemble & la place de z.

4) Il n’y a pas d’autres fpp que celles qui sont obtenues par appli-
cation des régles 1, 2 et 3.

Cette définition appelle quelques remarques :

_1° Bien que I'emploi du mot fonction, & propos d’une formule, ait
fles justifications, nous écartons toute digression & ce sujet et n’attribuons
a ce terme, pris isolément, aucune signification particuliére ; la notation
¢ (X1, ..., x,) est destinée & attirer Pattention sur des variables qui figu-
rent dans la formule o.

2° La métamathématique, comme la mathématique, utilise des let-
tres pour désigner des objets non précisés des domaines qui lui appar-
tiennent, ici le domaine des variables d’ensemble, par exemple. En tant
que signes d’une espéce déterminée les variables d’ensemble sont des
objets de la métathéorie. Afin d’éviter toute confusion les variables méta-
mathématiques sont des lettres grecques. On peut apercevoir dans 'usage
de ces variables 'amorce d’une formalisation de la métamathématique
elle-méme. Des considérations sur cette métamathématique formalisée se
développeraient, évidemment, dans une méta-métamathématique rédigée
en langage ordinaire.

_ 8° La définition d’une fpp ne fait pas intervenir d’autres symboles
logiques que —, . et 3, puisque les autres, comme nous 'avons vu,
s’expriment a I’aide de ceux-ci.

4° Une formule bien formée se définit récursivement par des régles
analogues & celles qui définissent plus particuliérement une fpp.

b) Résultats préliminaires. :

La démonstration du métathéoréme M1 repose sur des préliminaires
de _pure technique, de caractére combinatoire, dont on reconstituera
facilement le détail en utilisant les axiomes de méme forme du groupe B
et en procédant principalement par récurrence et par substitution. On
établit successivement les théorémes suivants :

Théoréme 1.

(A (3B) (z, ) [< oy > sB.=.2:A]
Théoréme 2.
(A) (3B) (@, 9,2) [< zxy > eB.=. < 2y > ¢A]
Théoréme 3. ‘
(A) (3B) (z,y,2) [< xzy > sB.
Théoréme 4.
(A)(3B) (z,y,2) [<zyz > eB.=. <« Ty > Al

Théoréme 5.

(A) (3B) (y, 1, ..., x,) [< yT122...7, > eB.=. < T1..x, > sA]

I

<< ay > A
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Théoréme 6.

(A) (IB) W1, ooy Uiy Tty ooy Ty) [ Y10 Ypre Ty D> eBo=. < 1.2, > 6A]
Théoréme 7.

(A) (IB) (U1, oeey Yior Tty <o0y Tp) [ < T1Y1en Y20 Ty > sBo=. <x1...2,> sA]
Théoréme 8.

(A) (3B) (1, T2, Y1, -+, Y [ < T1x2y1...J, > sB.=. < 2122 > ¢A]
Théoréme 9.

(A)(3B) (@, y1, .- Up) [ < 1.y > sB.=. xeA]

Théoréme 10.

(A) (3B) (x2, ..., T,) [< 2200, > eBo=. (A1) [< X1...1, > €A]]

Cette derniére équivalence est satisfaite en particulier par B= 9 (A).
Remarquons que 1, 2, etc. sont des variables comme x, y et z ; il ne faut
donc pas s’étonner de les trouver sous I'action de quantificateurs.

¢) Démonstration.

La démonstration, comme on peut s’y attendre, procéde par récur-:
rence sur le nombre de symboles logiques (on dit aussi opérateurs) qui
figurent dans ¢. Elle se décompose ainsi :

1° Transformation préliminaire.

$’il figure dans ¢ un groupe de signes de la forme A I, oli A, est une
classe particuli¢re (on peut dire une constante de classe), on remplace,
dans ¢, cette formule élémentaire par la formule, équivalente en vertu
de axiome A2, (3 x) (x = A,.xel") ; puis, dans celle-ci, en vertu de ’axio-
me A3, x == A; par (u) [uex == ucA,]. De cette facon on a de nouveau une
fpp, avec cette simplification qu’il n’y figure, comme premier membre de
la relation e, aucun symbole de classe particuli¢re. Comme, d’autre part,
une fpp ne contient pas de variable de classe liée et que I'hypothése de M1
stipule que ¢ ne contient pas de variable de classe libre, le symbole ¢ ne
peut apparaitre maintenant que sous l'une des deux formes x5 ou
:IerAk.

2° Cas élémentaire : ¢ ne comporte aucun opérateur logique.

9 a, conformément a4 ce qu'on vient de voir, 'une des deux formes
Z,eXs ou XAy, r et s étant compris entre 1 et n. Si ¢ a la premiére forme
il faut montrer qu’il existe une classe A telle que < x1...x, > cA.=.xexs"
Si, en outre, r = s on prend pour A la classe vide O; I’équivalence est vraie
parce que ses deux membres sont faux, le premier par définition de la
classe vide, le second en vertu du théoréme 3 de la section I. Si rs4s, ¢ a
I'une des deux formes x,sx, ou x,x, avec p < q. L’axiome Bl dans le
premier cas, les axiomes Bl et B6 dans le second, établissent existence
d’une classe F telle que < x,x, > ¢ F.=.¢. Les théorémes préliminaires
précédents permettent alors d’affirmer I’existence de classes Fi, Fz et A
telles que :

< TpTgLgsr .. Ty > eF1.=. <xxy >cF

< Xyt > eFa=. < LplqXgi1... T, > e F1

<X Xp> e A=, <xp...7, > eF2;
donc :

KX1.. Ty > e A=, o(T1y vy )
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Si ¢ ala deuxiéme forme, le théoréme préliminaire 1 permet d’affir-
mer l'existence d’une classe F telle que < xx-41 > eF.=. ¢(x1, ...; T,) ;
(dans le cas particulier oll r = n, I'axiome B donne un résultat analogue
avec la paire <x,— z,>) ; on continue ensuite comme plus haut.

3° Cas général : ¢ a m opérateurs logiques.

¢ a nécessairement 'une des trois formes :
(@ —~d¢; B by (© @20

En vertu des hypothéses, ¢, x et 6 sont des fpp contenant moins de m
opérateurs logiques et ot il n’apparait pas de A; dans un contexte Al
En outre, ¢ et y ne contiennent pas d’autre variable libre que zi, ..., z, ;
9, d’autre que x, 11, ..., &,. L’hypothése de récurrence permet donc d’affir-
mer l'existence de classes, B, C, D, telles que :

<X . 2,> eBo= . Y(xy, ..., X,)

LT e 2> Co=y(x1, ..., 2,)
<Lxxy 0 > D=0z, 21, ..., T,).
11 suffit alors de prendre pour A, dans le cas (a) : — B, dans le cas (b) :

B.C, dans le cas (¢) : 9 (D), pour voir que le résultat est établi.

2. Notions métamathématiques.

On a insisté déja sur le fait que la métathéorie prend pour objets
les formules de la théorie en tant qu’assemblages de signes et les démons-
trations en tant qu’assemblages de formules. On considére aussi des
assemblages de signes qui ne sont pas des formules complétes mais des
portions caractéristiques de formules. L’analyse des structures de tous
ces assemblages ou, si 'on préfére, de leur forme, conduit & les grouper
par catégories que ’'on caractérise par des critéres explicites. Chacune de
ces catégories est une notion métamathématique & laquelle on donne un
nom. C’est ainsi qu’on a déja rencontré la notion de variable libre ou celle
de fpp. La notion méme de démonstration est une notion métamathéma-
tique et on pourrait définir plus particuliérement la notion de démons-
tration par Pabsurde, de démonstration par disjonction des cas, etc...
Plus primitivement encore la notion de symbole et les distinctions que
nous avons faites entre les diverses catégories de symboles sont des
notions métamathématiques. Dans la classification qui suit on s’inté-
resse seulement aux symboles, & certains assemblages de symboles : les
termes, et & certaines formules : les fonctions propositionnelles. La
méthode récursive qui est fondamentale en métamathématique et qui a
déja servi a définir la notion de fpp, y trouve une nouvelle application.

Les symboles que nous avons déja rencontrés peuvent étre classés
conformément aux quatre notions suivantes :

1. Notion de classe particuliére : O (la classe vide), V (la classe uni-
verselle). :

2. Notion de notion : #(X), ?c(X), 9n (X), X © Y, étc., soit : les
notions d’ensemble, de classe propre, de classe univoque, d’inclusion, etc...
Certains symboles de la théorie sont donc classés sous la catégorie de
notion, mot qui est ici un terme de la métathéorie qui désigne des entités
de la théorie. Quant a P’expression « notion de notion », elle désigne une
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entité de Ia métathéorie et appartient par conséquent au langage dans
lequel est étudiée cette métathéorie, c’est-a-dire au langage de la méta-
métathéorie. Cet alinéa serait mieux intitulé : notion métamathématique
de notion mathématique. D’autre part, les notions de la théorie ne sont
pas autre chose, intuitivement, que des prédicats, & un argument pour
M, Pc et Un, & deux arguments pour <.

3. Notion d’opération : — X (la classe complémentaire), @ (X) (le
domaine), X.Y (Pintersection), etc... On dit que les deux premiéres opé-
rations sont & un argument, la troisiéme a4 deux. C’est naturellement le
symbole lui-méme qui est une opération.

4. Notion de genre de variable : x (variable du genre « ensemble »),
X (variable du genre « classe »). On notera que les genres de variables
sont définis par les notions correspondantes.

Toutes les notions et Ies opérations ont été définies jusqu’ici pour les
variables les plus générales, & I’exception des opérations !xy | et <xy>
définies seulement pour les variables du genre ensemble. Il y a intérét a
combler cette lacune ; nous nous bornons & signaler que c’est possible.

Ces notions métamathématiques dont nous n’avons jusqu’a présent
que des exemples, admettent des définitions générales que nous donnons
maintenant en méme temps que celles de la notion de terme, de fonction
propositionnelle minimale et de fonction propositionnelle. Cest un trait
caractéristique de la méthode récurvice que la définition de chacune de
ces notions fait intervenir toutes les autres sans pétition de principe,
évidemment ; les symboles, les assemblages de symboles et les formules
se présentent successivement, & mesure que la théorie se développe, et
sont caractérisés au moment o1 ils apparaissent ; si la notion générale
de fonction propositionnelle, par exemple, fait intervenir, entre autres,
la notion générale d’opération et réciproquement, une fonction proposi-
tionnelle déterminée ne fait intervenir, au moment ot elle est reconnue
comme telle, que des opérations reconnues comme telles auparavant, et
ces derniéres uniquement des fonctions propositionnelles reconnues
comme telles encore plus tét. On définit les notions de :

Terme : (1) toute variable est un terme ; tout symbole de classe par-
ticuliére est un ferme ;

(2) si o4 est une opération 4 n arguments et si I'y,.., I', sont des
termes, A4 (i, ..., ;) est un terme ;

(3) il n’y a pas d’autres termes que ceux qui sont définis par les
régles 1 et 2.

Fonction propositionnelle minimale ou formule minimale : si B est
une notion & n arguments et si I'y, ..., I, sont des termes, 3 (I'y, ..., r,)
est une formule minimale, en abrégé fpm.

Fonction propositionnelle, abrégé en fp : toute formule obtenue en
combinant des fpm & I'aide des opérateurs logiques : ~, V, ., o, =, et
des quantificateurs portant sur tous les genres de variables est une fp.
Ces combinaisons s’obtiennent récursivement en appliquant des régles
formelles qui correspondent a la signification intuitive de ces symboles
et qu'on reconstituera facilement.
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Classe particuliére : une classe particuli¢re A est introduite par un
postulat de définition ¢(A), ol ¢ est une fp ne contenant que des sym-
boles définis précédemment dans la théorie (on voudra bien suppléer une
condition analogue et conforme au contexte dans les définitions suivan-
tes). L’introduction de la classe A suppose en outre qu’on ait démontré
le théoréme : (3! X)o(X).

(Un postulat est une formule introduite au cours du développement de
la théorie et posée comme vraie).

Notion : une notion 3 est introduite par le postulat :

CB(XI’ ey Xn) = (P(Xl’ wey Xn):
olt ¢ est une fp.

Opération : une opération 4 est introduite par un postulat de défi-
pition : (X1, ..., X,) o (o (X1, ...y X5 X1, ..., X)), O ¢ est une fp. L’intro-
duction de 'opération -4 suppose en outre qu’on ait démontré le théo-
reme :

(X1, vees Xn) (3'y) ] (Y, X1y eeus X,‘).

Genre de variable : une variable d’'un genre déterminé, soit =z, est
introduite par la convention que (z)¢(z) représente (X) [B(X) > ¢(X)] et
que (3 x)o(z) représente (3X) [3 (X).9(X)]. B est une notion déja
définie mais ¢ est une fp quelconque. On voit qu'un genre de variable
est associé 4 une notion. On appelle champ de cette variable Pextension
de la notion correspondante, c’est-a-dire la totalité des classes pour les-
quelles 3 (X) est vraie.

L’épithéte « normal » : on dit que la notion 3 est normale s’il existe
une fpp ¢ telle que : B Xy, ..., X,).=. ¢ X1, ..., X;)) ; que I'opération 4
est normale s’il existe une fpp ¢ telle que :

Ye 4 Xiy oo, X)) o=, 0 (Y, X1, ..., X;)) ;
qu’une variable est normale si son champ consiste dans les éléments d’une
classe ; qu'une fp est normale si elle ne contient que des opérations nor-
males, des notions normales, des variables liées normales ; qu’un terme
est normal s’il ne contient que des opérations normales.

Concept : nom commun donné aux classes particuliéres, aux notions
et aux opérations.

3. Applicatibns.

a) Métathéoréme M2.

« Toute fonction propositionnelle normale est équivalente a4 une fpp,
done le métathéoréme M1 s’applique & une telle fonction. »

Etant donné une fonction propositionnelle normale ¢, on obtient une
fpp équivalente ¢ par une suite d’équivalences intermédiaires, fondées
sur le calcul des prédicats et utilisant les équivalences qui traduisent
I’hypothése de normalité ; ¢ se trouve ainsi débarrassée de tout symbole
qui ne doit pas figurer dans une fpp. L’intérét de ce métathéoréme réside
dans le fait que tous les concepts de la théorie, & de trés rares exceptions
prés, sont normaux. C’est cette propriété qui justifie la plupart des défi-
nitions et des théorémes d’existence de la théorie. Négligeant la justifica-




—_—29

tion technique de cette affirmation nous montrons succinctement
comment on introduit formellement les concepts qui sont a la base de la
théorie comme, d’ailleurs, de toutes les Mathématiques.

b) Généralisation du métathéoréme M1, concepts fondamentaur.

On reconnaitra facilement dans les formules suivantes, & la simple lec-
ture et sans auire explication, des concepts familiers.

Produit direct A XX B : il est défini par le postulat :

(@) [xsA X B.=. (3y,2) [ = <yz> :ysA.zeB]]
((3y, z) abrége 3y) (32)) ;
on reconnait un postulat de définition pour une opération ; Punicité de
A >§4§3 résulte de I'axiome A3, I'existence repose sur cette généralisation
de :

Métathéoréme M3 :

X1y ooy X)) (FA) (@1, o, ) [< X1y ey T, > €A,
—==‘=.cp((131, soey Ly Xl, aeey X;c)],
ol ¢ est normale ;
comme cas particuliers de produits directs on définit A2=A X A,

A? = A X (A?), etc... La classe de toutes les paires ordonnées est la
classe particuliére V2,

Relation, noté Rel (X) : défini par I'équivalence : Rel (X).=.XC V2 ;
on reconnait la définition d’une notion ; dire que X est une relation, c’est
dire que les seuls éléments de X sont des paires ordonnées. C’est ce qu’on
appelle une relation binaire. On définit de méme la notion de relation
n-aire : Rel,(X).=.X €V~ Cette nouvelle notion permet d’énoncer une
nouvelle forme des métathéorémes précédents :

Métathéoréme M4 : méme énoncé que M3 avec la condition supplémen-
taire que A est une relation n-aire.
) Ce métathéoréme justifie I'existence de deux classes particuliéres
importantes, E et I, dites respectivement relation-¢ et relation d’identité
et définies par les postulats :

Rel (E).(u, v) [<uv> cE.=.uev]

Rel (1) (1, v) [<uv> el.=.u = v].

Fonction, noté Jne (X) : défini par I'équivalence :
Gne(X).=. : Rel (X). Un (X).

Somme d’une classe X, noté & (X) : défini par :
ue S(X).=. (3v) [uev.veX].

Classe puissance d’une classe X, ou classe des parties de X, noté
P(X) : défini par : ue P?(X).=.u < X.
Outre des théorémes qui fondent une algébre des classes on établit les
résultats intéressants suivants :

MX). o XY (X) Y S X o oY) X)) oL A(PX)).

. ’m(?{) DOMSK)) ()~ (V) Pe(A) D DA —a)

ou Popération A — x, dont nous avons écarté la définition précise, dési-
gue le complément de x par rapport a A.
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III. DEFINITION D’'UN MODELE

L’énoncé de Paxiome du choix ne fait intervenir que les tout pre-
miers concepts de la théorie et peut étre donné, comme nous I'avons vu,
immédiatement aprés les autres axiomes. Il aurait méme pu étre donné
4 la suite des définitions qui précédent le groupe d’axiomes B si on n’avait
pas voulu le séparer nettement du systéme X. Il en va tout autrement de
I'hypothése du continu et de I’hypothése généralisée dont on ne peut
donner les expressions tant qu’on n’a pas développé la partie de la théo-
rie qui concerne les notions d’ordinal et de cardinal. En outre, si la
démonstration du résultat de Godel est bien, pour I’essentiel, un raison-
nement, d’ailleurs élémentaire, de la métathéorie, elle n’en exige pas
moins qu’on ait développé d’abord une nouvelle partie de la théorie, celle
qui concerne la notion de constructible et qu’on peut appeler commodé-
ment la théorie du modéle A. Il n’est pas inutile de redire que la théorie
du modéle A est une partie de la théorie proprement dite au méme titre
que la théorie des ordinaux ou des cardinaux ; les objets (classes et
ensembles) et les concepts (notions, opérations, etc.) du modéle, de méme
que les théorémes, sont des objets, des concepts et des théorémes de la
théorie. Comme dans les autres parties de la théorie I’étude du modéle A
est simplifiée griace &4 l'introduction de notions métamathématiques. La
notion méme de modéle, telle qu’elle sera explicitée plus loin, est évi-
demment métathéorique, de méme que Iutilisation du modéle a la
démonstration des théorémes de compatibilité.

11 est douteux qu’on puisse se faire une idée véritablement adéquate
de la signification et de la portée des constructions intellectuelles, mathé-
matiques et métamathématiques, qui constituent 'ouvrage de Godel, et
principalement de celles qui vont venir, par la seule esquisse qu’il est
de notre propos de donner. En n’exposant que quelques points que nous
jugeons importants, en résumant la plupart des développements, nous
donnons & penser, & tort, que les choses sont plus difficiles quant au
principe, plus simples dans leur organisation déductive, qu’il n’est vrai
en réalité. Nous ne pouvons éviter, d’autre part, d’imposer, explicitement
ou non, des représentations intuitives diverses, représentation des objets,
représentation des concepts, représentation de la théorie elle-méme en
tant que systéme, etc., alors que le seul support intuitif efficace est celui
que chacun forge pour son propre compte en contraignant son imagina-
tion & suivre une par une les démarches du fexte intégral. Si 'on veut
bien admettre qu’on ne trouvera pas ici de substitut du texte original
mais seulement des indications sur ce qui y est traité, on évitera d’in-
terpréter a contre sens les considérations qui suivent.

Avant de parcourir les prochaines étapes de la théorie et faute de
pouvoir reproduire la suite compléte des formules dont elle est composée,
nous devons prendre & notre compte quelques remarques générales
destinées & rappeler le niveau d’abstraction ol se situe le travail de Godel.

1. Remarques.
a) Sur les ensembles.

Nous n’entreprendrons pas de discuter s’il existe une représentation
adéquate d’'un ensemble d’objets concrets en tant qu’ensemble ; si, par
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exemple, parlant d’un ensemble de grains de sable, on ne se représente
pas toute autre chose qu’'un ensemble : une configuration de points, s’il
y en a peu ; un solide géométrique facile a ébouler, §’il s’agit d’un tas.
Il semble bien qu’un ensemble n’existe que lorsqu’il se constitue, quand
on rassemble ses éléments, ou lorsqu’inversement il se détruit, quand
on isole un de ses éléments. C’est sans doute pourquoi, dans une théorie
des ensembles en tant que tels, c’est la relation d’appartenance qui a
un sens intuitif et c’est 'emploi du substantif « ensemble » qui est &
Porigine de toutes les confusions. On aura constaté en tout cas que la
théorie ne fournit aucun exemple d’ensemble qu’on puisse se représen-
ter ; elle Iégitime purement et simplement des affirmations qui sont des
amplifications de la relation d’appartenance primitive. L’ensemble vide

qu’on pourrait nous opposer est moins que tout autre susceptible d’une

représentation intuitive ; il intervient, pour dire les choses rapidement,
comme négation de la relation d’appartenance. Cest par une illusion
qu’on croit se représenter 'ensemble vide ; on se représente le symbole O
qui le désigne. On se convaincra facilement, sans doute, qu’il n’y a pas
davantage de représentation des ensembles & un élément, 4 deux éléments,
ete..., de la théorie. Nous ne voulons pas dire, évidemment, que la théorie
n’a pas d’applications concrétes, comme toute théorie mathématique, ni
que des enfants qui jouent 4 deviner combien ils cachent de cailloux ne
se représentent rien quand I'un d’eux a les mains vides. Il ne faudra pas
perdre de vue, un peu plus loin, que les ordinaux, pour lesquels il est
facile de donner des correspondants intuitifs, au moins pour les premiers
d’entre eux, prétent, en tant qu’ils sont désignés par un substantif, aux
mémes confusions que les ensembles. ‘

b) Sur les classes.

C’est par une réflexion sur le role technique des classes qu’on atteint
le mieux le sens de la théorie dans son ensemble. Toutes les notions que
Pon utilise sont associées & des classes, grace aux métathéorémes fonda-
mentaux. Cela revient & dire qu’on a réussi & caractériser par le groupe
d’axiomes B le type de propriétés qui interviennent dans la théorie des
ensembles, ou, si Pon préfére, le type de phrases qui ont un sens utile
dans la théorie. Il est remarquable que par ce moyen la notion, souvent
difficile & dominer, de propriété, se préte a un calcul qui écarte toute
ambiguité et permet, en toute sécurité, des combinaisons complexes. On
remarquera aussi que cette notion, qui parait & bon droit purement
logique, est intégrée a la théorie.

c) Sur les théorémes d’existence.

L’expression « il existe un objet tel que » pose des problémes
d’interprétation difficiles, quel que soit le degré d’abstraction de la théo-
rie mathématique ot on I'emploie. Dans la présente théorie cette expres-
sion, rappelons-le, peut étre employée sans qu’il y ait & lui attribuer un
sens. On en retrouve le sens usuel dans les applications de la théorie,
mais ce n’est pas ce genre d’intuition qui facilite la lecture du texte.
Nous suggérons un autre mode d’interprétation intelligible qui revient,
grosso modo, a remplacer « il existe » par « on a le droit de dire, ou
de considérer, etc... ». Si on prend par exemple le théoréme selon lequel
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il existe une classe vide il est assez vain d’essayer de comprendre quel
est le mode d’existence de cette classe vide ; de méme si, un peu plus
loin, on démontre que la classe vide est un ensemble, il n’est pas indiqué
de se perdre dans la recherche des raisons intuitives de ce résultat. On
se satisfait plus facilement en considérant ces théorémes comme des
autorisations 4 employer certaines facons de parler, c’est-a-dire en pla-
cant l'intuition au niveau du langage et non au niveau des objets. On
considére, par exemple, pour les théorémes que nous invoquons, qu’on
a le droit d’utiliser le langage des classes pour exprimer qu’une propriété
n’est jamais vérifiée, que dans le langage de la théorie le mot plus parti-
culier d’ensemble peut étre substitué au mot classe dans cette occasion,
etc... La classe universelle qui réunit tous les ensembles de la théorie
alors qu’on n’a aucun moyen de fournir aucune idée intuitive de I'éten-
due de cette totalité s’interpréte beaucoup plus facilement sous une forme
purement syntaxique. De méme la classe E ou la classe I.

d) Sur les concepts.

Nous nous bornons & rappeler que I'introduction des concepts revient
4 un enrichissement du langage et qu’on n’a aucun moyen de se repré-
senter ’extension de ces concepts. La théorie ne construit pas des ensem-
bles, elle élabore un langage qui permet de traiter des ensembles et
elle établit la cohérence de ce langage.

2. La notion d’ordinal.

L’enchainement des notions qui conduisent a la notion plus complexe
d’ordinal est donné au paragraphe b) ci-dessous. Cet enchainement est
instructif en tant que reconstitution abstraite de notions familiéres.
Auparavant nous présentons, sans nous leurrer sur leur valeur, quelques
préliminaires plus concrets.

a) Construction intuitive d’une partie des nombres ordinaux.

Considérons I’ensemble vide O ; puis I'ensemble qui a pour unique
¢lément 'ensemble vide, soit{ O | | puis 'ensemble dont les deux éléments,
évidemment distincts, sont O et { O}, soit {10} {; puis 'ensemble dont
les éléments sont les trois ensembles que nous venons de considérer, et
ainsi de suite. Nous venons de faire concevoir une classe N d’ensembles
naturellement ordonnée et isomorphe, pour cet ordre, a4 la suite naturelle
des nombres entiers. Un peu de réflexion montre que cette classe posséde
les propriétés suivantes : 1°) pour deux é¢léments u et v de N, les deux
relations uev et ucwv sont équivalentes ; quand elles sont vérifiées on
écrit aussi u < v ; 2°) si u et v sont deux éléments quelconques de N, I'une
et 'une seulement des trois relations u < v, v < u et u = v est vérifiée ;
comme uev.==. < uv >:E, on dit que N est ordonnée par E ; 3°) tout élé-
ment u de N est identique a4 ’ensemble des éléments de N qui lui sont
inférieurs et par suite tout élément de N est une partie de N (la récipro-
que n’étant évidemment pas vraie) ; 4° toute partie non vide de N admet
un premier élément, on dit que N est bien ordonnée par E.

La construction intuitive de N peut étre poursuivie. Soit » I’ensemble
des éléments de N, on peut considérer que o vient aprés tous les ensem-
bles qui appartiennent & N. On considére ensuite I'ensemble dont les
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éléments sont tous les éléments de o et » lui-méme, ensemble que I'on
peut noter o - 1, et ainsi de suite. On imagine assez facilement qu’on
puisse considérer ainsi des ensembles notés o X 2, puis o X 241, et
ainsi de suite, puis des exponentiations assez étendues. Il est clair que
la classe de tous ces ensembles a les propriétés citées plus haut. Dans
la théorie abstraite, les ordinaux sont définis par une partie des proprié-
tés précédentes, les autres en étant des conséquences ; les rudiments
d’interprétation intuitive que nous venons de donner peuvent aider
accepter ce mode de définition.

b) Enchainement des notions.

connexe, sous la forme : < Y est connexe dans X », noté Y €en X, défini
par

YCn X.=X2C Y+ Y141;
transitif, sous la forme : « Y est transitive dans X », sans notation par-
ticuliére, équivalent a

(w, v, w) tueX. veX. WweX : D [<uv > Y. < vw >eY D <uw >¥]

asymélrique, sous la forme : « Y est asymétrique dans X », sans nota-
tion particuliére, équivalent a

~(3u,v) [ueX.veX. < uv >e¥Y. < vu > Y] ;
bien ordonné, sous la forme : « X est bien ordonnée par Y », noté X . Y,
défini par
XUWeY.=:Y Con X.(U) [U£0.USX:> .(30)[veU.[U.Y{ 1} = 01171 ;
(on notera que le dernier point de la formule est le symbole de I'inter-
section, I'avant-dernier le symbole de « et », le précédent un signe de
séparation ; le symbole Y={ v{ dont nous n’avons pas rapporté la défini-
tlpn désigne la classe des u tels que < uv >¢Y). On trouvera peut-étre
dlf{icile, 4 premitre vue, d’accepter que la classe Y définisse un ordre,
mais on montre facilement que la définition de e entraine que Y soit
transitive et asymétrique.
R-section, sous la forme : « X est une R-section de Y », noté X Secty Y,
défini par

X Jeets Y.=: X CY.[Y.(R=X) € X].
R-segment, sous la forme : « le R-segment de X engendré par I’élément
u de X », noté Jeg,, (X, u), défini par

Fegn(X, 1) = X.R“gll {.
On montre qu'un R-segment de X est une R-section de X si R est tran-
sitive dans X, donc, en particulier, si X %e R. Inversement, si X e R et
si Y est une R-section propre de X, Y est un R-segment de X, celui qui
est engendré par le premier élément de X — Y.
isomorphisme, sous la forme : < la relation bi-univoque R est un iso-
morphisme de A a B relativement &4 S et T », noté R Zsomsr (A, B) ; la
formule de définition, assez longue, signifie que si
ugA, veA, < uv >eS, < wiu> R et < v1iv >R,

< uiv1 > est élément de T. Il n’est pas exclu que S et T soient identiques.
ordinal, sous la forme : « la classe X est un ordinal », noté 0w/ (X), défini

5
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par les deux conditions (qu’il faudrait réunir par « et » dans la formule
de définition proprement dite) :

1. X e E.
2. ueX: O u= Jeg, (X, u).

On montre qu’il est équivalent de prendre les conditions plus faibles :
1. E €sn X.
2. uX.o.u<c X
nombre ordinal, sous la forme : « X est un nombre ordinal », noté 9 (X),
défini par
0X).=: 0cd(X). M (X).

11 résulte des métathéorémes fondamentaux, et en particulier de la
normalité des concepts qui interviennent implicitement dans cette der-
niére définition, que les nombres ordinaux forment une classe, notée On.
Il ne parait pas possible de se représenter I'extension de cette classe et
on apprécie facilement l'insuffisance, & ce point de vue, des considéra-
tions du paragraphe a) précédent. D’autre part, on montre que On est
un ordinal.

c) Définition d’une fonction par induction transfinie.

On convient de noter par des lettres grecques minuscules les varia-
bles qui sont des nombres ordinaux. On définit la notion de fonction sur
une classe, notée G, par I'équivalence : X Gy A.=: Fpe(X). 9 (X) = A.
On définit P'opération de restriction d’une classe 4 une autre classe,
notée r, par la relation : A 1 B=A.(V X B).

Dans ces conditions, on établit le théoréme suivant :
(@ @AF) [FFOn.(a) Fea=G (Fr a)].

Dans cette formule G désigne une fonction supposée connue. Le symbole
Ac x dont nous n’avons pas rapporté la définition désigne I’ensemble y tel
que < yx >sA quand cet y existe et est unique, I’ensemble O dans le cas
contraire. Quand A est une fonction, Ax est donc ce qu’on appelle en
langage élémentaire la valeur de la fonction pour la valeur x de la varia-
ble, si la fonction est définie pour x, et O par convention si la fonction
n’est pas définie pour x (il n’est évidemment pas exclu que la fonction
prenne aussi la valeur O pour des valeurs de la variable pour lesquelles
elle est définie).

L’énoncé du théoréme se lit facilement et peut étre interprété ainsi :
Gex est un ensemble bien déterminé quel que soit ’ensemble x ; par I'in-
termédiaire de cet « opérateur » la valeur de la fonction F se trouve
définie pour tout nombre ordinal « si on la suppose connue pour tous les
éléments de «, c’est-a-dire pour tous les nombres ordinaux inférieurs 4 « ;
dans ces conditions une fonction F bien déterminée et unique est définie
sur On par G. Ce résultat permet de construire de facon intéressante
une interprétation intuitive de ce qu’est un théoréme d’existence dans
la théorie.

d) Définition d’un bon ordre sur la classe des paires ordonnées de nom-
bres ordinaux.

Nous présentons ce résultat en lan%age ordinaire : la paire < of >
est inférieure & la paire < y3 >, soit si le plus grand des deux nombres
@, B est inférieur au plus grand des deux nombres v, 3, soit, lorsqu’il y a
égalité, si B est inférieur a 3, soit, lorsque § et 3 sont de plus égaux, si «
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est inférieur 4 y. On montre rigoureusement qu'on définit ainsi un bon
ordre R sur On? et que On? ordonné par R est isomorphe 4 On ordonné

ar E.
P Il est encore utile pour la suite de définir un bon ordre S sur la

classe 9 X On? des triples < pef >, ol o et § sont des nombres ordinaux
quelconques et p. un des ordinaux 0, 1, ..., 8. (Nous omettons la défini-
tion précise des entiers). On pose :
B v<l9. D . 1<paf>S<d> . = 1<af>R<YI> . V . (<af>
= <y3>.pu<v) : 1S < (9 X On?)?,
ce qui, malgré les apparences, est d’'une lecture et d’une interprétation
faciles.

3. La notion de constructible.

On va définir un prédicat 4 un argument, noté £, qui s’applique aux
classes et donc plus particuliérement aux ensembles. £ (X) se lit : X est
constructible. Comme on va le voir les ensembles constructibles sont mis
en relation avec les nombres ordinaux de telle sorte que ’ensemble qui
est associé & I'ordinal « dérive des ensembles associés aux ordinaux pré-
cédant « par des opérations simples. L’emploi du mot constructible se
trouve ainsi expliqué dans une certaine mesure, mais on sera décu si on
s’attend 4 une méthode de construction intuitive de ces ensembles comme
celle qui a été suggérée plus haut & propos des premiers ordinaux et qui
donnerait aux ensembles constructibles une existence plus forte, si I'on
ose dire, que celle des ensembles non autrement caractérisés de la théo-
rie. Encore une fois constructible est une notion et comme telle elle dérive
de T'unique relation d’appartenance par le jeu, si compliqué soit-il, des
seuls opérateurs logiques.

On note J Iisomorphisme entre la classe 9 X On? ordonnée par S
et la classe On ordonnée par E. On définit a 'aide de la fonction J neuf
nouvelles fonctions, soit J; (i=0, 1, ..., 8), par les formules :

Ji < af>=J <iaf >.
J étant bi-univoque il existe deux fonctions, soit K; et Ko, sur On, défi-
nies par :
<ay>eKi=(3p,p8) [p<9.y=J <pwef >].Ki & On?
<Py >eKe=(dp, ) [ <9 y=J° <pef >].K2: & On2

On note 2 (A) la classe des valeurs d’une fonction A, X—1! la classe des
paires < uv > telles que < vu >&X, Cro 2(X) et Cro 5(X) les classes de
triples < uvw > tels que < vwu >eX et < uwv >eX respectivement. On
note &; (i=1, ..., 8) les huit opérations suivantes :

F1(XY) =XY .

FoXY) =E.X

Fs(XY) =X —Y

F4XY)=X1Y

G5XY)=X. 9)

Go(XY) = X.Y!

FG(XY) = X. Cns 2(Y)

Fe(XY) = X. éno 3(Y).
On démontre alors par induction transfinie qu’il existe une fonction F
et une seule sur On telle que :

e e W) D Fa= (Fr a),

as YT D Fra=74 (F‘K:a, F‘K:a), i=1,...,8).
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De cette facon, la fonction F refléte les opérations fondamentales de la
théorie telles qu’elles sont contenues dans les axiomes A4 et B1 a B8
(remarquer que X.Y = X — (X —Y), et, en outre, une opération qui con-
siste & prendre ’ensemble des ensembles déja définis. On dit qu'un ensem-
ble x est constructible s’il existe un nombre ordinal « tel que x == F<a. La
classe des valeurs de la fonction F est la classe des ensembles construc-
tibles, notée L. S’il n’est pas douteux qu’on se représente plus facilement
la suite des entiers naturels que la classe On, il faut remarquer que cette
disparité n’a plus ni sens ni influence quand on introduit ces deux caté-
gories de nombres par la méthode axiomatique et abstraite. La définition
des ensembles constructibles réalise ipso facto une numérotation, dans
un sens élargi, de ces ensembles. Les propriétés remarquables qu’on peut
établir a leur sujet tiennent au role qu’y joue, grace & cette numérotation,
Pinduction transfinie, réle tout a4 fait comparable & celui des définitions
et des démonstrations par récurrence dans Parithmétique élémentaire.
On pourra se faire une idée un peu précise des premiers ensembles de L
en appliquant la définition de F aux vingt ou trente premiers ordinaux.
On remarquera que les mémes ensembles reviennent plusieurs fois.
D’autre part, on a peut-étre le sentiment que les ensembles de L ou de
On sont, d’une certaine maniére, plus réels que les ensembles tout a fait
nébuleux de V. Sans entrer dans les détails d’'une question difficile signa-
lons que ce sentiment est lié¢ & la notion métamathématique de catégori-
cité (un systéme d’axiomes est catégorique quand tous les systémes
d’objets qui le vérifient sont isomorphes entre eux).

La notion de constructible s’applique aussi aux classes : une classe A
est constructible quand tous ses éléments sont des ensembles construc-
tibles et que toute intersection de A et d’un ensemble constructible est
un ensemble constructible.

La classe On étant bien ordonnée, il existe un plus petit « tel que
x=F; pour chaque ensemble constructible x ; cet a s’appelle I'ordre
de z, noté Odex.

On établit un certain nombre de théorémes dont les principaux,
d’ailleurs prévisibles, sont : que tout élément d’un ensemble construc-
tible est un ensemble constructible, que O est un ensemble constructible,
que L est une classe constructible, que si 'on applique les opérations
fondamentales a4 des classes ou des ensembles constructibles on obtient
des classes ou des ensembles constructibles.

4. Le modéle A.

On dit qu’on a défini un systéme d’objets quand on a défini des
objets qui forment un certain domaine et des relations entre ces objets.
Le modéle A est un systéme d’objets. Les objets de A sont les classes
constructibles de la théorie, appelées simplement classes quand on ne
s’occupe que du modéle, et les ensembles constructibles de la théorie,
appelés simplement ensembles dans les mémes conditions. Il est commode

de noter X et x les objets de A. On a en outre dans A une relation notée
¢; et appelée relation d’appartenance ; c’est, par définition, la relation &
de la théorie, restreinte aux classes et ensembles constructibles.

Une théorie mathématique peut admettre des modéles d’un autre
type, constitués en dehors de la théorie. On notera que le modéle A
s’obtient par une simple restriction de la théorie elle-méme. L’étude du
mode¢le A comporte les étapes suivantes :
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a) relativisation des concepts.

C’est une notion métamathématique récursive. Une opération, une
notion ou une classe particuliére ayant été définie dans la théorie, on rem-
place dans la formule de définition correspondante les variables X, Y, ...,

z,y, ...,par X, Y, ..., x, y, ..., e par ¢ et les concepts et les variables
d’une genre particulier antérieurement définis par les relativisés corres-
pondants, tandis que les symboles logiques et le signe = sont maintenus
sans changement. On obtient ainsi la relativisée de I'opération, de Ia
notion ou de la classe particuliére considérée. La relativisée d’une varia-
ble d’un genre particulier s’obtient en relativisant la notion qui définit
ce genre. Il faut noter qu’il n’y a pas de raison & priori pour que la rela-
tivisée d’'une opération ou d’une classe parficuliére existe, les théorémes
d’existence et d’unicité associés n’étant pas nécessairement vrais dans A.
On prend pour symboles des relativisés les symboles initiaux affectés de
Iindice I. Les classes, notions et opérations relativisées sont ipso facto
des classes, des notions et des opérations de la théorie.

b) Notion d’absolu.

Une classe particuliére est qualifiée d’absolue si elle est égale & sa
relativisée. Une opération est qualifiée d’absolue si, appliquée 2 des
ohjets de A, elle donne le méme résultat que lopération relativisée
appliquée aux mémes objets. Une notion est qualifiée d’absolue si on
obtient des formules équivalentes quand on applique la notion ou sa
relativisée a des objets de A. En symboles :

Al = A9 Jl (Xl’ seey be) == 04(X1’ eeny Xﬂ,)’ @I(Xlﬁ ewey X)]) 'E' @(Xl, weny Xn)’
respectivement. Une variable est qualifiée d’absolue si elle a le méme
champ que sa relativisée.

On démontre qu’a de rares exceptions prés, tous les concepls ren-
contrés jusqu’ici dans la théorie sont absolus, en particulier tous ceux qui
figurent dans le systéme d’axiomes Z. On montre aussi que O est absolu
et que V; = L.

¢) A est effectivement un modéle pour la théorie.

11 suffit de prouver que les axiomes de I restent vrais quand ils ont
été relativisés, c’est-a-dire que sous cette derniére forme ce sont des théo-
rémes de la théorie. Par exemple, ’'axiome Al devient le théoréme : tout
ensemble constructible est une classe constructible ; 'axiome A4 le théo-
réme : 'ensemble unique qui a pour éléments deux ensembles construc-
tibles donnés est constructible.

Ayant démontré que les axiomes de la théorie sont valables dans A
on est assuré que les relativisés de tous les théorémes de la théorie sont
vrais, en particulier les théorémes d’existence et d’unicité qui permettent
de définir les classes particuliéres et les opérations, de sorte que les rela-
tivisés de tous les concepts de la théorie existent. C’est ainsi qu’il existe
des ordinaux relativisés, des ensembles « relativement » construecti-
bles, etc. Comme ces ensembles ou ces classes sont aussi des ensembles
ou des classes de la théorie, on ne peut manquer de se demander quelles
relations ils entretiennent avec, si 'on ose dire, leurs originaux.

d) Résultat fondamential.

La démonstration du résultat pour lequel tout I'ouvrage est rédigé
repose sur le théoréme : V=L est vrai dans A. Ce qui veut dire exacte-
ment que V; = L, est vrai dans la théorie, ou, d’aprés un résultat donné
plus haut, que L = L;, c’est-a-dire que la classe des ensembles construc-
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tibles est absolue. On obtient ce résultat en montrant de proche en proche
que toutes les opérations, notions, etc., que 'on a rencontrées en allant
des axiomes jusqu’a la définition de L, sont absolues. En passant, on
démontre que On est absolue, ce qui veut dire que les nombres « relati-
vement » ordinaux sont les mémes que les nombres ordinaux propre-
ment dits, et permet d’affirmer aussi que tout nombre ordinal est cons-
tructible. Ce dernier résultat montre assez qu’il ne faut pas prendre le
mot constructible au sens ordinaire du ferme.

5. Utilisation da modéle.

a) Raisonnement métathéorique fondamental.

A est un modeéle pour les axiomes du systéme I ; en outre, la propo-
sition V =L est vraie dans A, donc A est aussi un modéle pour la théorie
qui comporte, outre les axiomes de X, Paxiome supplémentaire V = L.
Si ce dernier axiome est incompatible avec le systéme 2 on peut établir
une contradiction dans la théorie ainsi amplifiée, c’est-a-dire démontrer
dans cette théorie un théoréme, soit P, et sa négation, ~ P. Alors P
et ~ P sont vrais dans A, c’est-a-dire que P; et (~ P); sont vrais dans la
théorie initiale. Or, (~ P); et ~ P, sont identiques, donc la théorie fon-
dée sur X est contradictoire. Si les axiomes du systéme X sont compati-
bles entre eux (on dit aussi dans ce cas que le systéme 3 est consistant),
Ihypothése V =L est compatible avec ces axiomes (ou, si 'on veut, le
systeme formé de T et de V=1L est consistant). Autrement dit, si la
théorie étudiée jusqu’ici n’est pas contradictoire, on ne risque pas de
faire surgir une contradiction en supposant, arbitrairement, que tous les
ensembles de la théorie sont constructibles.

b) Compatibilité de Paxiome du choiz.

11 suffit de montrer que axiome du choix devient un théoréme
quand on fait ’hypothése V=1L. Or, en vertu de cette hypothése, tout
ensemble est constructible. Soit & un ensemble non vide, cgacun de ses
éléments a un ordre. L’ensemble des ordres des éléments de x étant un
ensemble non vide de nombres ordinaux il admet un plus petit élément «
et c’est F°a que nous choisissons dans x. Autrement dit, la classe univo-
que A dont Paxiome du choix postule Pexistence est la fonction As définie
par I'équivalence :

<ygr>sAs.= yex.(2) [Odz < Ody.> .~ zsx]. Rel(AsS).

¢) Indications sommaires sur Uhypothése du continu.

La démonstration du deuxiéme théoréme de compatibilité, celui qui
concerne ’hypothése généralisée du continu, ne met pas en évidence de
nouvelles conceptions métamathématiques. La puissance créatrice de
Pauteur dans le domaine proprement mathématique s’y déploie d’une
maniére particuliérement éclatante, et I’étude, qui demande une attention
assez soutenue, de cette partie de son travail, permet de comprendre net-
tement la signification et les raisons des développements qui précédent.
Le propos plus modeste de cet e}((iposé ne comporte pas que nous rendions
compte de ce dernier chapitre de 'ouvrage. Cependant, commele titre
cite explicitement hypothése du continu, il convient que nous en rap-
pelions I’énoncé. :

Deux ensembles sont dits équivalents quand il existe une correspon-
dance bi-univoque entre ces deux ensembles. On appelle nombre cardinal

d’un ensemble x, noté z, le plus petit nombre ordinal équivalent & cet
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ensemble. L’existence, pour un ensemble quelconque, d’'un tel nombre
ordinal est une conséquence du théoréme de Zermelo, selon lequel tout
ensemble peut étre bien ordonné. Ce théoréme dérive 4 son tour de
Paxiome du choix. La classe des nombres cardinaux est bien ordonnée

par la relation E. Il est équivalent de dire que x -———? ou que chacun des
ensembles z, y est équivalent & une partie de I'autre, c’est le théoréme de

Schroeder-Bernstein. D’autre part, xSy. > .x <y. Le nombre cardinal
d’un ensemble x est inférieur, au sens strict, au nombre cardinal de I’en-
semble des parties de x, résultat connu sous le nom de théoréme de Can-
tor. Enfin on appelle ordinairement puissance du continu le nombre
cardinal de I’ensemble des nombres réels, qui est aussi le cardinal de
Tensemble des parties de I'ensemble des entiers naturels. L’hypothése
du continu est 'hypothése selon laquelle il n’existe aucun cardinal entre
le cardinal de I’ensemble des entiers naturels, ou cardinal du dénombra-
ble, et le cardinal du continu. Plus généralement, si ¢ est un nombre
cardinal quelconque et ¢’ le nombre cardinal de I’ensemble des parties
de ¢, ’hypothése selon laquelle il n’existe aucun cardinal entre c et ¢
porte le nom d’hypothése généralisée du continu.

La méthode de Godel consiste & démontrer cette hypothése généra-
lisée dans la théorie dont les axiomes sont £ et V== 1L. Il peut utiliser
librement axiome du choix dans les définitions et les déductions qu’im-
pose cette démonstration puisque cet axiome est un théoré¢me de la
théorie considérée.

L3
k%

En décidant de ne citer que les notions métamathématiques qui
étaient contenues dans un ouvrage particulier, et un ouvrage dont la
majeure partie est mathématique, nous nous sommes interdit délibéré-
ment de donner une idée de la métamathématique dans son ensemble.
Nous y avons trouvé cet avantage de pouvoir fournir facilement une illus-
tration immeédiate des notions que nous avons rencontrées. Il était inté-

ressant aussi d’étudier un exemple ou il apparait nettement que théorie

et métathéorie sont étroitement associées. Les recherches de métamathé-
matique pure couvrent un domaine beaucoup plus vaste que celui dont
nous avons pu donner une idée, et il est assez connu que ce sont ces
recherches difficiles qu’évoque le nom de Gédel. Comme une vue partielle
conduit facilement 4 des interprétations erronées nous voulons dire en
conclusion que lintérét principal de la métamathématique, ou si I'on
préfére de la logique mathématique, n’est pas & notre avis qu’elle four-
nisse une base plus solide aux déductions mathématiques ou qu’elle
permette d’atteindre une vérité plus certaine que celle & laquelle les
mathématiciens sont accoutumés, bien qu’il y ait 4 dire la-dessus ; c’est
surtout qu’en analysant le langage mathématique lui-méme et en en fai-
sant un objet d’étude mathématique, la métamathématique étend, d’une
part, le domaine d’activité des mathématiciens, et leur donne, d’autre
part, les moyens de résoudre des problémes qu’ils n’ont pu éviter de se
poser, & mesure que leur discipline, méme congue dans un sens étroit, se
développait.

NOTICE BIBLIOGRAPHIQUE

Le texte de Ia monographie de GOdel ne comporte pour ainsi dire pas
de commentaires. II est rédigé de facon trés dense mais entiérement expli-
cite et 'étude peut en étre abordée sans connaissances préalables, ou peu
s’en faut, ni de logique mathématique, ni de théorie des ensembles ; une
lecture attentive suffit.

Cependant on peut souhaiter situer ce travail dans un contexte et de
logique pure et de mathématique proprement dite. On pourra alors se
reporter, parmi d’autres, aux ouvrages notés ici et qui sont tous d’une
lecture aisée, soit en totalité, soit, au moins, dans certaines de leurs
parties.

Monographie de Gédel :

1. Kurt GODEL.

The consistency of the axiom of choice and of the generalized conti-
nuum-hypothesis with the axioms of set theory. (Princeton University
Press).

Initiation a la logique :

2. ALFRED TARSKI.

Introduction a la logique (Gauthier-Villars).

Exposé particuliérement simple et clair des notions et des méthodes fon-
damentales de la logique, avec des applications précises et concrétes

3. Davip HiLBERT ET WILHELM ACKERMANN.

B a) Texte original : Grunziige der theoretischen Logik. (Springer, a
erlin). \

b) Version anglaise : Principles of mathematical logic. (Chelsea
Pub. Co., & New-York). '
Exposé développé et simple, de caractére mathématique et considéré
comme classique, du calcul des propositions et des prédicats.

4. Aronzo CHURCH.

Introduction to mathematical logic. (Princeton University Press).

Premier tome, seul paru & ce jour, d’'un important traité de logique. Les
principes de base de la logique sont présentés d’une facon intuitive, natu-
relle et remarquablement intelligible dans un chapitre d’introduction
abondant en notes et explications qui répondent d’avance & la plupart des
questions qu’un lecteur pourrait vraisemblablement poser. Le corps de
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Pouvrage comporte I'exposé d’une grande variété de systémes formels
pour la logique dont on pourra tirer, par comparaison, une idée générale
des traits caractéristiques de ses méthodes.

5. STeEpHEN C. KLEENE.

Introduction to metamathematics. (North-Holland Publishing Co.).
Traité important qui couvre un vaste programme mais dont les premiers
chapitres sont d’une lecture facile et permettent de suivre explicitement
le développement d’une théorie formalisée.

6. Nicoras BOURBAKI.

Eléments de mathématique, Livre I, chapitre premier (Hermann).
Assise formelle sur laquelle le célébre auteur fait reposer ’ensemble des
Mathématiques. Ce chapitre d’introduction, comme tous ceux du traité,
demande une lecture attentive dont l'intérét n’est pas & démontrer. L’étude
des ouvrages cités plus haut, et dont le mode d’exposition n’est pas aussi
intransigeant, permetira de reconnaitre dans cet exposé des notions et
des méthodes familiéres. Signalons cependant que le systéme formel de
Bourbaki n’est pas celui qui est généra}l)ement adopté par les auteurs pré-
cédemment cités, et en particulier par Gddel, bien qu’on y trouve, évidem-
ment, de trés nombreux points communs.

7. JEAN CHAUVINEAU,

La logique moderne (P.U.F., collection « Que sais-je ? », n° 745).

Initiation progressive qui ne demande pas un effort d’abstraction excessif
et met bien en lumiére le caractére mathématique de la logique ; riche en
résultats sous un faible volume.

Théorie des ensembles.

8. ABRAHAM FRAENKEL.

Abstract Set Theory. (North-Holland Publishing Co.).

On trouvera dans ce traité les notions et les théorémes les plus importants
de la théorie des ensembles présentés, méme dans les cas réputés diffi-
ciles, sous une forme remarquablement accessible.

9. Nicoras BOURBAKI.

Eléments de mathématique, Livre 1, chapitres 2 et 3 (Hermann).

Le mode d’exposition adopté par Bourbaki ne fait pas intervenir explici-
tement un axiome du choix et s’adapte moins directement, par conséquent,
a Pouvrage de Godel. On pourra en tirer, cependant, une vue générale des
résultats de la théorie des ensembles.

10. Hao WanG et ROBERT Mc NAUGHTON.
Les systémes axiomatiques de la théorie des ensembles (Gauthier-
Villars).

Cette monographie permettra de situer le systéme d’axiomes adopté par
?0?}?' par rapport aux différents systémes qui ont été utilisés pour fonder
a théorie.

En préparation : pour paraitre en 1962.

André et Germaine REVUZ

COURS bpE L’A.P.M.

I. GROUPES, ANNEAUX, CORPS

Brochure de 'A.P.M., n° 6

Ce volume, entiérement inédit, de 180 pages, aurait pu s’intituler
« Les grands commencgants » ou encore « Les professeurs de Mathéma-
tiques parlent aux professeurs de Mathématiques ». Ces titres « ironi-
ques » auraient souligné certains aspects originaux de 'ouvrage.

A la demande de nombreux collégues, A. Revuz, président de 'A.P.M.,
fut sollicité d’organiser un cours suivi pour les professeurs désireux de
reprendre, on pourrait dire & la base, leur formation mathématique.
Concevant sa tiche de président de fagon concréte, Revuz ne fit pas de
discours ; un cours seulement. Les auditeurs en gardent le vif et savou-
reux souvenir et ils en redemandent...

Au fur et & mesure, Mme Revuz a rédigé les exposés qui furent
ronéotypés et distribués aux auditeurs. Mieux, elle rédigea les corrigés
des nombreux exercices proposés par le maitre 4 ses enthousiastes, mais
pas toujours « bons éléves ». ‘

Le texte plusieurs fois relu et corrigé va maintenant étre édité. Le
travail d’éducation mutuelle entrepris par PA.P.M., au seul service de
I’enseignement et de la science, au seul service par conséquent de la jeu-
nesse, prend ainsi un nouveau développement.

Il n’est pas inutile de souligner que ’A.P.M. entreprend ce lourd tra-
vail d’édition avec ses seules ressources. Tous les maitres qui profiteront
de son effort auront donc & coesur de P'aider. Comment ?

1° En rejoignant les rangs de I’Association des Professeurs de Math¢-
matiques de ’Enseignement Public, si ce n’est pas déja fait (voir couver-
ture p. 2).

2° En demandant au trésorier de 'A.P.M. les conditions de souscrip-
tion au Cours de 'A.P.M.
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