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Les pages qui suivent contiennent la matière d'un cours organisé à 
Paris par l'A.P.M.E.P. durant l'année scolaire 1960-1961, à raison d'une 
séance d'une heure et demie tous les quinze jours. 

Conférencier, rédacteur du cours, correcteur des stencils (une poly
copie du cours précédent et des solutions d'exercices était distribuée à 
chaque séance), organisateurs, auditeurs (leur nombre a dépassé deux 
cents) étaient tous bénévoles : ce qui prouve que les professeurs de 1v!athé
matiques n'hésitent pas à consacrer du temps et de la peine à approfon
dir leur culture, et témoigne de la vitalité de l'Association. 

Ce cours ne prétend pas constituer un traité d'Algèbre parfaitement 
équilibré : les nécessités de l'horaire ont contraint à passer sous silence 
certaines questions importantes, comme l'étude élémentaire des groupes 
de substitutions, les anneaux euclidiens ... , qui sont traitées dans un autre 
omJrage d'initiation (Lentin et Rivaud), ou à ne les faire figurer que sous 
forme d'exercices (par exemple, la structure de corps de Q). Il est à 
souhaiter d'autre part que de nombreux lecteurs aient envie d'aller au
delà de ce qui a été traité et désirent connaître, par exemple, la théorie 
des idéaux ou la théorie de Galois, qu'ils trouveront dans les ouvrages de 
Bourbaki, de Dubreil, de Van der Waerden ... 

Soixante-six exercices ont été proposés. Leurs solutions sont groupées 
à la fin du volume. Ils sont de difficulté assez inégale, mais en général 
assez soutenue (il ne faut pas oublier qu'il s'agit d'un cours s'adressant 
à des professeurs !) : quelques applications immédiates, des exemples, des 
contre-exemples et un assez grand nombre de compléments importants à 
certains points du cours. 

Des conférences d'initiation à ce qu'on appelle les Mathématiques 
modernes avaient été organisées les années précédentes en liaison avec la 
Société Mathématique de France. Le but du cours 1960-1961 était d'ap
profondir cette initiation par des exposés se déroulant plus lentement et 
n'hésitant pas à pénétrer dans le détail de certaines questions. Son ambi
tion était de convaincre que les Mathématiques dites modernes ne s'op
posent pas aux Mathématiques des âges précédents, mais sont essentiel
lement issues d'une prise de conscience de ce qui restait trop souvent 
implicite. On retrouve toutes les Mathématiques classiques dans les 
Mathématiques modernes, mais on les retrouve sous un éclairage qui sur
prend parfois au premier abord, mais dont les avantages : cohérence, 
clarté des idées fondamentales, mise en ordre des théories, mise en évi
dence des raisons profondes des résultats, apparaissent bien vite. 
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Dans cette mise en ordre, la notion de structure est l'outil essentiel. 
Pour parler brièvement, on peut dire qu'une théorie mathématique est 
l'étude d'une ou de plusieurs structures et de leurs homomorphismes, ou 
encore que l'esprit moderne pense en termes d'ensembles, de relations et 
d'applications, de structures et d'homomorphismes. C'est à acquérir cette 
mentalité que l'on a voulu aider le lecteur : pour ce faire, on n'a pas 
craint d'insister lourdement au départ, et de ne pas aller toujours droit 
au but. On remarquera, en particulier, que l'étude de l'homomorphisme 
des groupes est traitée lentement et non sans lourdeur, et que, quelques 
paragraphes plus loin, le théorème général sur la factorisation des homo
morphismes de structures algébriques est exécuté en quelques lignes : 
c'est, assurément, cette dernière démonstration qui est la « bonne », mais 
on a pensé qu'il n'était pas mauvais d'avoir auparavant démonté dans le 
cas particulier des groupes le détail du mécanisme. De même, dans l'étude 
des nombres réels, on a cru devoir insister sur toutes les structures de R 
et étudier en détail les deux méthodes fondamentales très différentes qui 
permettent de passer de Q à R, en ne cherchant pas l'élégance de l'exposé, 
mais la mise en lumière de la motivation de chacune des démarches 
effectuées. 

On assiste actuellement à une pénétration progressive de l'esprit 
moderne dans l'Enseignement du Second Degré. Un des buts de ce cours 
est d'y aider. On n'y trouvera cependant aucune allusion directe à l'En
seignement du Second Degré. L'objectif visé, et qui parait bien raisonna
blement le premier à atteindre, était de répandre chez les professeurs 
l'esprit des Mathématiques contemporaines. Un second objectif sera de 
déterminer comment cet esprit peut pleinement se développer dans l'En
seignement élémentaire, dont une des tâches est certainement de faire 
prendre conscience, dans les démarches intellectuelles les plus familières 
à l'humanité du xx" siècle, des structures mathématiques qui en sont le 
fondement. Il faut souhaiter que de futures « brochures de l'A .P.JVI. » 
soient prochainement consacrées à cette étude, et qu'elles naissent, comme 
celle-ci, et plus encore que celle-ci, d'un travail collectif au sein de l'Asso
ciation. 

André REvuz. 

DES 

CHAPITRE PREMIER. - ENSEMBLES. RELATIONS. 

§ l. Notion d'ensemble. Algèbre des ensembles. p. 
1. Les ensembles .................................... . 9 

2. Appartenance .................................... . 9 

3. Inclusion et égalité ............................... . 10 

4. Ensemble des parties d'un ensemble ................. . 10 

5. Complémentaire d'un ensen1ble .................... . 11 

1
6. Quantificateurs logiques ........................... . 11 

7. ü:pér~tions sur les parties d'un ensemble : intersection 12 

8. Reunion ......................................... . 13 

9. Différence symétrique ............................. . 13 


10. Différence ........................................ . 14 

11. Produit cartésien d'ensembles ...................... . 14 


§ 2. Relations et applications. 

1. Relation binaire .................................. . 14 

2. Relation ternaire ................................. . 15 

3. Fonctions et applications .......................... . 15 

4. Classification des applications ..................... . 16 

5. Restriction ....................................... . 17 

6. Extension ........................................ . 17 

7. Composition des applications ...................... . 17 

8. Image par une application f d'une partie A de E ..... . 17 

9. Inversion d'une application ........................ . 18 


10. Famille indexée .................................. . 19 

11. Généralisation des notions d'intersection et de réunion 19 

12. Relation d'équivalence ............................. . 20 

13. Factorisation canonique d'une application ........... . 21 

14. Relation d'ordre .................................. . 22 

15. Eléments remarquables dans les ensembles ordonnés .. 25 

16. Treillis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 

Exercices 1 à 18 


CHAP. 2. - GROUPES. 

§ l. Généralités sur les structures algébriques. 

1. Loi de composition interne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 

2. Loi de composition externe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 

3. Propriétés des lois de composition interne . . . . • . . . . . . 29 




•••• 

-6

§ 2. 	 des groupes. H<•mcl)morl!lhilsmtes. 

1. 	 Axiomes de la structure de groupe ................. . 30 

2. 	 du groupe sur lui-n1ême et résolution des 


équations dans un groupe ......................... . 31 

3. 	 Partie stable d'un ensemble ....................... . 33 

4. 	 Extension à :lJ d'une loi de composition sur E .... . 33 

5. 	Sous-groupes ..................................... . 33 

6. 	 Isomorphismes des groupes ........................ . 34 

7. 	 des groupes ...................... . 36 

8. 	 Quelques exen1ples de groupes et de sous-groupes ... . 41 

9. 	 Générateurs d'un groupe. Groupes cycliques ......... . 43 


§ 3. Produit cartésien de groupes. 

1. 	 Produit cartésien de groupes ....................... . 45 

2. 	 Produit direct . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .... . 46 


§ 4. Groupes ordonnés. 

1. ordonnés ................................. . 48 

2. 	 Groupes rétic_ulé,s : ................................ . 50 

3. archi1ned1ens ............................. . 51 


§ 5. de transformation. 52 

§ 6. d'un demi-groupe abélien dans un groupe abélien. 


1................................................... . 53 

2. 	 Construction de Z, additif des entiers ......... . 56 

3. 	 Construction de groupe des rationnels 


positifs .......................................... . 57 

Exercices 19 à 94 


CHAP. 3. - ANNEAUX. CORPS. 

§ 1. Principales structures al,;~éb,ri(1ru.c:s. 

1. 	Anneau .......................................... . 59 

2. Corps ........................................... . 59 

3. 	Espace vectoriel .................................. . 60 

4. Module .......................................... . 61 

5. Algèbre sur un corps ............................. . 61 

6. 	 Homomorphisme de structures algébriques .......... . 62 


§ 2. anneaux importants. 

1. 	Anneaux de polynômes ........................... . 64 

2. 	Diviseurs de zéro. Anneaux d'intégrité ............. . 65 

3. 	Anneaux de Boole ................................ . 65 


-7

§ 3. d'anneaux. Notion d'idéal. 66 


§ 4. élémentaires des idéaux. 


1. 	Idéaux dans un corps ............................. . 68 

2. 	 Exemples d'idéaux ................................ . 68 

3. 	Construction des idéaux d'un anneau ............... . 68 

4. 	 Idéaux pre1niers et idéaux maximaux ............... . 70 


§ 5. Plongement d'un anneau. commu.tatü dans un corps. 73 


§ 6. Corps. 


1. 	 Corps premier ................................... . 74 

2. 	Extension des corps ............................... . 75 

3. 	Extensions simples ................................ . 77 

4. 	Exemples ........................................ . 79 

5. 	Factorisation d'un polynôme. Corps de décomposition .. 80 


Exercices 95 à 57 


CHAP. 4. -NOMBRES REELS. 

§ 1. Inventaire des propriétés de Q. 83 


§ 2. Point de vue de l'ordre. 


1. Définition de R .................................. . 85 


2. 	Structure d'ordre de R ........................... . 85 

3. Définition de R ................................... . 87 

4. 	Structure de groupe comn1utatif de R .......... o 88 

5. 	Structure de corps de R .......................... . 90 

6. 	 Limites dans R .................................. . 91 

7. 	Généralisation. Plongement d'un ensemble ordonné dans 


un treillis complet ................................ . 92 


§ 3. Point de vue nn.i>t...i'"...."""
1. 	Définition de R .................................. . 93 

2. 	Structure algébrique de R ......................... . 94 

3. 	Structure d'ordre ................................. . 95 

4. 	 Propriétés métriques de R ......................... . 97 

5. R est un treillis conditionnellement cmnplet ......... . 98 

6. 	Equivalence des deux définitions ................... . 99 

7. 	 Généralisation. Complétion d'un espace métrique 100 


Exercices 58 à 66 


SOLUTION DES EXERCICES. 

Chapitre premier. - Exercices 1 à 18. 101 

Chap. 2. - Exercices 19 à 34. 110 

Chap. 3.- Exercices 35 à 57. 126 

Chap. 4. - Exercices 58 à 66. 148 


Index terminologique .................................. . 161 




Errata 

Page 15, lignes 5 et 8, lire : R au lieu de : R. 
ligne 6, lire : N au lieu de : N. 

Page 16, ligne 4, lire : étant donnée au lieu de : étant donné. 
ligne 18, lire : R au lieu de : R. 

Page 19, no 10, ligne 5, lire: N au lieu de: N. 

Page 23, ligne 7, lire : v (a, b, c) e E8 aRb et bRc :::;:>aRc 
au lieu de: V(a, b, c) E E 2 aRb :::;:>non bRa. 

ligne 4 du bas, lire : R au lieu de : R. 

Page 29, dernière ligne de la note, supprimer la virgule après par
tout. 

Page 31, 2. ligne 7, ajouter une virgule entre a x= b et x= a-1 b. 

Page 34, ligne 16, lire : ci-dessus au lieu de : ci-contre. 

Page 35, exemples, lignes 1 et 6, lire : R au lieu de : R. 

Page 39, ligne 4 du bas, lire : xau lieu de : x. 

CHAPITRE l 

ENSEMBLES · RELATIONS 

§ 1. NOTION D'ENSEMBLE. ALGEBRE DES ENSEMBLES 

l. Les ensembles. 

Les Mathématiques prenant leur départ dans la notion d'ensemble, 
il s'agit d'une notion première donc exempte de définition. En fait, cette 
notion s'est élaborée par abstraction de celle de collection, de collections 
finies d'abord, puis de collections infinies. 

Exemples : 	l'ensemble des droites d'un plan ; 

l'ensemble N des entiers naturels. 


La considération de collections infinies repose sur une axiomatique 
précise (il y en a d'ailleurs plusieurs possibles). Ces axiomatiques abou
tissent à ne pas considérer comme ensembles certaines collections trop 
vastes, considération qui conduirait à des paradoxes (*). Nous ne nous 
attarderons pas ici sur cette question et nous admettrons qu'un ensemble 
est déterminé dès l'instant qu'on sait décider de l'appartenance d'un 
élément à cet ensemble. 

2. Appartenance. 

Un élément a étant donné, il faut pouvoir décider par oui ou par non 
s'il appartient à l'ensemble. 

Dans le premier cas on écrira : 
aEE. 

Dans le deuxième : 
a Et: E. 

Exemple: 
3EN 2/7 Ef: N. 

(*) Parmi les différentes positions que l'on peut adopter à ce point de vue, citons 
la suivante : accepter comme ensembles, l'ensemble N des entiers naturels et tous 
ceux que l'on peut en déduire : 1) comme partie d'un ensemble déjà considéré ; 
2) comme ensemble des parties d'un ensemble déjà considéré ; 3) comme produits 
cartésiens d'ensembles déjà considérés. Cette position suffit, pour les besoins des 
mathématiques, jusqu'à un niveau assez élevé et a l'avantage de n'introduire que 
des ensembles que l'on peut construire de manière assez « naturelle >> à partir
d'un ensemble lui-même très « naturel ». 

2. 
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que dans des questions non mathématiques on se 
trouver dans une situation différente ; il peut y avoir une zone In<lec:Ise 
où on ne sait pas répondre par oui ou par non les classifications 
d'histoire naturelle, par exen1ple). Nous toujours en Mathé
matiques qu'il n'en est ainsi. Un est souvent défini cmnme 
celui des éléments x possèdent une propriété P. On notera un tel 
ensemble: 

1 x; p 1 

Exemples : le cercle du plan P, de centre 0, de rayon s'écrira : 
lM; ME P, OM =RI 

l'ensemble des nombres impairs : 
lx ; x e x 1 Cn1od. 1 • 

Remarque: Il est prudent, dans l'enseignen1ent élémentaire, d'ex
clure à priori toute relation de la fonue a E a. On peut considérer cmnme 
intuitif qu'elle est dépourvue de sens et qu'il est absurde de considérer 
un être qui puisse être à la fois un ensemble et un élément de cet ensen1
ble. Il faut noter cependant que les théories formelles n'in1posent en 
général pas' explicitement cette condition, 1nais sont agencées de telle 
sorte que tout être qui satisferait à a E a est exclu de la théorie. hnposer 
la condition dès le départ a l'avantage de couper court à toutes les dis
cussions prématurées que ne manqueraient de faire naître certains élèves 
en considérant des monstres tels que « l'ensemble de tous les ensembles ». 

3. Inclusion et égalité. 

Si 2 ensembles A et B sont tels que : 
aEA=?aEB 

(le signe =? se lisant « implique », connue le signe <=:::> se lira « équi
vaut à »), on dit que A est inclus dans B et on écrit : 

Ac B ou B :J A 
La relation d'inclusion est transitive : 

AcB et BeC=? AcC. 
Si Ac B et B cA, les ensembles sont constitués des mêmes élén1ents · 

on dit qu'ils sont égaux et on écrit : ' 
A=B. 

On emploie le tenne d'inclusion stricte pour caractériser le cas : 
A cB A::FB. 

Quand A est inclus dans B, on dit aussi que : 
A est une partie de B 
ou A est un sous-ensemble de B. 

Il importe de ne pas confondre l'appartenance d'un élément à un 
ensen1ble et l'inclusion d'un ensemble dans un autre, 

a E A avec BeA. 

4. Ensemble des parties d'un ensemble. 

On appelle ainsi l'ensemble dont les éléments sont les sous-ensem
bles d'un ensemble E. On le note par 

9(E). 
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Un sous-ensemble de est une fa1nille de sous-ensembles de E. 
Il est comn1ode de codifier les notations : 

minuscules latines pour les éléments de E : a E 
majuscules latines pour les parties de E : AcE ou A E ~J> (E), 

majuscules gothiques (ou rondes) pour les familles de parties : 
sfl c 9(E), c'est-à-dire stl E 99(E). 

Une partie de E ne contenir que l'élén1ent a ; on la note alors 
par: 

1 a !, 
qu'il faut distinguer de a. a E la l a un sens, a E a n'en a pas (cf. I. 1, 2). 

Parmi les élén1ents de ~f)(E), il ne faut pas oublier l'ensemble E lui
même et l'ensemble vide qui ne contient aucun élément et est noté : ~. 

Exercice 1. - Si E a n éléments, ']> (E) a 2n éléments. 

5. Complémentaire d~un ensemble. 

Soit un ense1nble E et A E :P(E). L'ensemble des éléments x de E qui 
n'appartiennent pas à A est appelé le cmnplémentaire de A par rapport 
à E que l'on note : 

ou, si aucune confusion n'est à craindre, (A. 

Cette définition s'écrit : (A = )x ; x E E, x El= A l . 
Propriétés : 

((A=A (E=~. 

6. Quantificateurs logiques. 

Ce sont les 2 signes : 
V qui se lit « pour tout », 
3 qui se lit << il existe » pris dans le sens de 

« il existe au moins un ». 

Si xE E =?x, P, 
c'est-à-dire si tout x possède la propriété P, on écrira : 

yxEE, P, 
et s'il existe parmi les éléments de E au moins un élément qui possède P, 
c'est-à-dire si 

1x ; x e E, x, P 1 =F ~. 
on écrira plus brièvement : 

3xEE, P. 
Lien entre les deux quantificateurs. Soit l'ensemble E tel que : 

vxEE, P. 
La négation de cette propriété, c'est que l'ensemble des x de E qui 

possèdent la propriété contradictoire, ensemble qui est le complémentaire 
de lx ; xE Ex P 1, n'est pas vide, ce qui peut s'écrire : 

3X e E, x non p. 
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D'où l'énoncé : 
non (Vx E <:===> 3XE non P. 

De même: 
non ( 3X E E, P) <:===> \:fX E E, non P. 

L'introduction des quantificateurs V et 3 permet un véritable auto
Inatisme pour passer d'une proposition à sa contradictoire. Lorsqu'il 
s'agit d'une proposition simple : << Toutes les Françaises sont blondes » 
et de sa négation : « Il existe une Française non blonde », le symbolis1ne 
peut sembler superflu. Il n'en est plus de 1nê1ne pour la proposition : 
« La fonction réelle f de la variable réelle x est continue pour X 0 » 
s'écrit symboliquement : 

Vs > 0 3'1} > 0 VX E] X 0 -- "tj, X 0 'l}[: jf(x)- f(X 0 ) j < z, 
dont la négation s'écrit automatiquement : 

3 s > 0 V'fl > 0 3X E ] X 0 - 1), X 0 'f) [: lf(x) - f(X0 ) 1 ~ s. 

Un autre exemple de l'utilité des quantificateurs nous est fourni par 
l'expérience faite par un collègue allemand qui présenta à ses étudiants 
(niveau propédeutique) le raisonnement suivant : Aucune opération ne 
peut être non commutative ; en effet, ceci signifierait a+ b =? b +a. 
Faisons a= b ; on arrive à a + a=? a + a, ce qui est impossible. 22 étu
diants sur 72 seulement virent que la faute de raisonnement résidait dans 
le fait que la négation de 

V (a, b) a + b = b a (commutativité de l'opération +) 
était 

3 (a, b) a + b =? b a 
et non pas 

V (a, b) a + b =? b a, comme le raisonnement l'admettait impli
citement. 

Opérations sur les parties d'un ensemble (*) 

7. Intersection. 

L'intersection de 2 ensembles A et B, partie d'un mê1ne ensen1ble E, 
notée par 

A nB 
est l'ensemble formé par les éléments qui appartiennent à la fois à A et 
àB: 

xE A nB<:===> x EA, xE B. 

Propriétés. L'intersection est une opération commutative et associa
tive. 

AnB=BnA 

(AnB)nC= An(BnC) 


On notera ce dernier ensemble A n B n C. 


(*) Les opérations que nous définissons dans ce paragraphe peuvent être effec
tuées sur deux ensembles quelconques, mais dans la pratique mathématique cou
rante, elles ne sont considérées que pour les parties d'un même ensemble · nous nous 
en tiendrons, ici, à ce point de vue. ' 
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Deux ensembles dont l'intersection est vide, 
AnB=~ 

sont dits disjoints. 

8. Réunion. 

La réunion de 2 ensembles A et B parties d'un même ensemble, 
notée par 

AUB 
est l'ensemble des éléments qui appartiennent à l'un ou l'autre des deux 
ensembles (ou n'étant pas disjonctif), c'est-à-dire à au moins un des 
2 ensembles. 

x E A n B <:===> x E A ou x E B 
ce que l'on peut encore énoncer : 

x E A UB <:===> (x ~ A :::> x E B) 

Propriétés. La réunion est une opération commutative et associa
tive : 

AUB=BUA 

(A U B) U C = A U (B U C) =A U B U C 


La réunion et l'intersection sont distributives l'une par rapport à 
l'autre : 

(A U B) n G = (A n C) U (B n C) 
(A n B) U G = (A U C) n (B U C) 

Le soin des démonstrations de ces diverses formules est laissé au 
lecteur. Le recours à un schéma peut aider l'intuition. 

Relation avec le complémentaire. On voit tout de suite que 

(AUB=(An(B 

(AUB=(An(B 

Il en résulte qu'à toute formule comportant les signes de réunion, 
d'intersection et de complémentaire, et ne comportant qu'eux, corres
pond une formule dite duale de la première obtenue par échange des 
signes de réunion et d'intersection et remplacement des ensembles par 
leurs complémentaires. C'est ainsi que la première des formules de dis
tributivité écrite ci-dessus donne : 

(( A n ( B) u ( G = (( A u ( G) n ( ( B u ( C) 

Mais A, B, C, étant 3 éléments arbitraires de 9 (E), leurs complé
mentaires sont aussi arbitraires et la formule obtenue en négligeant les 
signes complémentaires est encore vraie. C'est la deuxième, duale de la 
première. Elle a donc été obtenue, à partir de la première, par simple 
échange des signes de réunion et d'intersection. Le fait est général : 
quand une identité ne comporte que des signes de réunion et d'intersec
tion, on obtient sa duale par échange de ces signes. 

9. Différence symétrique 

notée par A il B. 
On pose: 

A L.l B = 1x ; x E A, x ~ B ou x ~ A, x E B 1 
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10. Différence. 

On pose: 

A-B = lx ; x E A, x Bj=An(B 

Exercice 2. - Montrer que : 

A6.B=A U B-An B (A-B) U (B-A) 

Exercice 3. - Montrer que la différence symétrique est une opération 
associative ; caractériser les éléments de A 6. B À C. Montrer (en a•nticipant 
sur la suite des cours) que la différence symétrique donne une structure 
de groupe commutatif à l'ensemble des parties d'un ensemble; quel en est 
l'élément neutre ? 

Exercice 4. - Soit CJ c ']J (E) une famille de parties qui satisfait aux 
conditions suivantes : 

A,BE ':l=?AUBE :Y,A-BE 9

a) Démontrer que la propriété de définition équivaut à la suivante : 

A, B E CJ:::? A À B E 'J, An B E 'J 

Montre·r (en anticipant encore sur la suite) que 'J a pour ces deux der
nières opérations une structure d'anneau commutatif. 

b) Montrer que, l'ensemble E étant une droite, la famille dont choque 
élément est une réunion finie de semi-segments ouverts à droite (a ~x < b) 
est une famille 7. (On observera d'abord que toute réunion finie de semi
segments est une réunion finie de semi-segments 2 à 2 disjoints). 

ll. P1·oduit cartésien d'ensembles. 

Etant donnés 2 ensembles E et on appelle produit cartésien noté 
EXF 

l'ensemble des couples d'un élément de E et d'un élément de F : 
E X F = j (x, y) ; xE E, y E F! 

Exemple : Le plan est le produit cartésien d'une droite par une 
droite, ou encore : 

RXR=R2 

R représentant l'ensemble des réels. 

On posera de même : 
El x E2 x Es= l (Xl, X2, Xs) ; Xl E Eh X2 e E2, Xs e Esl 

On dit que (x1, X2, xs) décrit le produit lorsque X1 décrit E1, X2, dé
crit E2... 

§ 2. RELATIONS ET APPLICATIONS 

l. Relation binaire. 

Etant donnés 2 ense1nbles E et F 
dit qu'une relation est définie entre les de E et ceux de F si, de 
tout couple (x, y), xE E, y E F, on sait s'il vérifie ou non la relation. 

. La d~)l'!née d'une relation est alors celle d'un, sous-ensemble du pro
dmt carteszen E X F. Ce sous-ensemble est appele graphe de la relation. 
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Soit R une relation. On indiquera que le couple (x, y) la vérifie en 
écrivant : 

xRy ou bien (x, y) E Cf2 

x étant le graphe de la relation. 

Î 

' 
1 

f 

~ 
E 

FIG. 1 

E et F étant des segments de la droite réelle le graphe est un 
sous-ensemble du rectangle construit sur E et F. 

Exercice 5. - Si E N, F = N, tracer le graphe de lo relation : x et y 
ont même parité. 

Si E et F ne sont pas des seg1nents de ft, on peut encore utiliser le 
dessin ci-dessus, non pas comme donnant le véritable graphe, mais 
comme un schéma. 

2. Relation ternaire. 

Elle sera définie de mè1ne par la donnée d'une partie de 

E1 X E2 X Es 


3. Fonctions et applications. 

Supposons donnée une relation Rentre xE E et y E F. Nous posons 
la question de savoir si, x étant donné, il existe y tel que xRy. 

ter cas.- Pour tout xE E, il existe au plus un y tel que 

xRy 


On dira qu'une telle relation est une fonction définie dans E et à 
valeurs dans F. 

On appellera ensemble de définition de la fonction l'ensen1ble : 
1x ; x E E 3 y ; xRy 1 

c'est-à-dire l'ensemble des x pour lesquels il existe exacte1nent un y. 
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2e cas (plus restrictif). - Pour tout xE il existe exactement un y 
tel que xRy. La relation est alors appelée application de E dans F ou 
encore application définie sur E et à valeurs dans F. Observons tout de 
suite que, étant donn~une fonction, quand on a déterminé son ensemble 
de définition, on se trouve en présence d'une application définie sur cet 
ensemble (*). 

Notations. On désignera une application de E dans F par une seule 
lettre f et on écrira schématiquement : 

f
f: E~F ou E~F 

On pourra aussi dans certains cas se contenter de la flèche et écrire : 
E~F 

Une autre possibilité, si E et F ont déjà été netteinent indiqués, est 
d'écrire : 

x~ f(x) 
où x désigne un élément arbitraire de E et f(x) l'élément de F in1age de x 
par l'application f. 

Cette dernière notation semble assez indiquée pour les fonctions 
usuelles telles que, x décrivant ~' 

x~2x2 +x+3 
On s'abstiendra en tout cas de la très fâcheuse appellation habi

tuelle : « la fonction f(x) », qui crée une regrettable confusion entre l'ap
plication f qui est un élément de Sï'(E X F), et f(x) qui est un élément 
de F. 

Nous désignerons par :;: (E X F) l'ensemble des applications de E 
dans F. :1 (E X F) est une partie de 9> (E X F). 

4. Classification des applications. 

1) Nous nous posons maintenant la question : la proposition sui
vante est-elle exacte ? 

VY e F 3 x y= f(x) (1). 
Autrement dit, tout élément de F est-il obtenu par l'application 

comn1e image d'éléments de E? 
Si (1) est vraie, on dit que l'application f est une application de 

E surF, ou qu'elle est surjective, ou encore que c'est une surjection. 
2) ,~oie~t mainten~nt les éléments de y qui sont obtenus par f, donc 

tels qu Il existe au mmns un x tel que y= f(x). Il peut y en avoir un 
seulement, ce qui revient à dire : 

\(XE E 'fu E E x =Fu=? f(x) =F f(u) 

. D.ans ce cas, on dit que l'application e~t injective ou que c'est une 
znjectzon. 

(*) La distinction que nous introduisons ici entre fonction et application n'est 
pas faite par la plupart des auteurs, qui considèrent les deux termes comme rigou
reusement synonymes. Elle a l'avantage de s'adapter au cas, fréquent dans l'en
seignement élémentaire, où l'expression du nombre réel f(x) est donnée avant que 
l'on ait déterminé pour quelles valeurs réelles de x, f(x) était calculable : prAtique 
qui n'est sans doute pas très recommandable, mais qu'il n'est pas toujourL facile 
d'éviter. Il ne, ~en:ble en tout cas pas mauvais, lorsque l'on dispose de deux syno
nymes, de specialiser le sens de l'un d'entre eux pour accroître les ressources du 
langage. 
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3) Si maintenant une application jouit ?es 2 proJ?~iét~s précédentes 
à la fois, on dit qu'elle est bijective ou que c est une bzjectwn (ou encore 
une correspondance biunivoque). 

5. Restriction. 

Soit: 
f 

E~F 
une application de E dans F, et soit AcE. L'application qui fait corres
pondre aux éléments x de A leur image dans F par f : 

xEA~f(x) EF 
est dite restriction de f à A. 

6. Extension. 

Soit : 
f 

A~F 
et soit E ::>A ; une application g de E dans ~· d?nt l~ res!riction à. A 
est f, est dite une extension de f à E. Une ap?h~abon n ~ qu ~:n~e ~estnc
tion à un ensemble donné, mais elle a, en general, une Infinite d exten
sions à un ensemble donné. 

Exercice 6. - Déterminer dans quels cas une application de A dans F 
n'a qu'un nombre fini d'extensions à un vrai sur-ensemble de A. 

7. Composition des applications. 

Soient : 
f g 

E~F ~G. 

Il existe une application de E dans G : 
xEE~g[f(x)] EG. 

Cette application est dite composée des 2 applications et est notée : 
go{. 

D'après sa définition même, cette opération est associative : 
ho(gof) = (hog)o{ 

Exercice 7. 
une applicatior'l1) Soient f et g, deux applications quelconques, et i, 

injective. Montrer que : 
iof=iog=?f=g 

Enoncer et démontrer une réciproque. 
2) Soit mointenant s, une surjection. Montrer que : 

fos=gos=?f=g 

Enoncer et démontrer une réciproque. 

8. Image par une application f d~une partie A de E. 

On appelle ainsi I'ensen1ble : 

f(A) = 1f(x) ; ~L E A 1 


A appartenant à 7J (E), f(A) appartient à Y>(F). 
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On a donc défini une nouvelle a1J1Jn.cauu1u 

9'(E) ~ ~?(F) 

considérer comn1e une extension à (P (E) de l'application 
ect~ut:~ni.Int:mr définie sur les seuls éléments de J> (E) réduits à un seul 

On convient de garder la mên1e notation f pour cette nouvelle 
application. 

Exercice 8. - Comparer: 

f CA U B) et f CA) U f (B) 

f CA n B) et f CA) n f (B) 

f ( CE A) et CFf (A) 

9. Inversion d'une application. 

Une application 

f 
E~F 

étant donné~, revenons à la question : Pour y E F, existe-t-il un x tel que 
y= f(x) ? 

D'abord, si f n'est pas surjective, on ne peut affinner l'existence d'un 
tel x. 

Ensuite, si f est surjective sans être injective, à un y peut corres
pondre plusieurs x. 

C'est donc seulement dans le cas d'une application bijective qu'à 
tout y correspond un x et un seul et qu'il existe une application inverse g, 

. g 
F~E 

définie par : 
x= g(y) si y= f(x). 

Notons que: 
yx E E gof(x) =x, 
Y y E F fog(y) =y. 

L'application gof = IE sera dite application identique de E sur lui
même. De même, f.og = 

Exercice 9. - Montrer que, réciproqt.ement, l'existence d'une applica
tion g qui satisfait à 

g'Jf=IE f 0 g=IF 
est une condition suffisa-nte pour que f soit bijective. Que peut-on dire de f 
si une seule des deux égalités précédentes est vérifiée ? 

Cas où f n'est pas bijective. Nous pouvons encore considérer l'en
seinble : 

~x; y= f(x) 1 
qui dans le cas d'une bijection ne contenait qu'un élément. A un élé
ment.y de F, nous faisons donc correspondre une partie de E. Il est alors 
plus Intéressant de considérer plus symétrique1nent une correspondance 
entre ~f>(F) et J>(E). 

Etant donné A E~:P(F), nous considérons l'ensemble : 

1x; f(x) e Al 


-19

On définit ainsi une appli

U.IJIJ ..cation de dans 9'(E) que l'on note et que l'on appelle ·""' 

tian réciproque de f. 
-1 

f 
J>(F) -~ :J)(E). 

Exercice 1O. - Comparer : 

-1 -1 -1 
f(A n B) et f(A) n f(B) 

--1 -1 1 
f(A U 8) et f(A) U f(B) 

--/(CFA) et CEf1CA) 

Exercice 11. - A étant une partie de E, comparer : 
-1 
f 0 f (A) et A 

Dans quel cos a-t-on l'égalité, quelle que soit A E ~:E)? 

A étant une partie de F, comparer : 
-1 

f o f(A) et A 

Dans quel cas a-t-on l'égalité, quelle que soit A E ? 

10. Famille indexée. 

Définissons d'abord un cas particulier de famille indexée qui est 
celui des suites : à tout entier naturel n correspond un élément d'un 
ensemble E que l'on note Xn- Se donner une suite dans un ensemble E 
est donc se donner une application : 

N~E. 

De façon plus générale, I étant un ense1nble quelconque qui sera 
l'ensemble des indices, se donner une famille d'éléments de E indexée 
par I, c'est se donner une application : 

I~E 

qui à tout i E I fait correspondre xiE E. 

Il. Généralisation des notions d'intersection et de réunion. 

Soit 7 une famille de parties de E et son élément générique : 
A E ~7 7 c 9'(E) ou cy:E 

On considère une réunion et une intersection définies par : 

UlA;AE !=lx; 3AE ,xEAl, 

njA;AE l=jx;vAE~l, EAj. 

On peut aussi employer les notations : 

UA 
AE 
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Exercice 12. - Y: et Çj étant 2 familles de parties de E démontrer : 

jA;AE :JI] u[U IA;AE Ç}/] == u jA; AE :lU Ç}j 

[niA;AE:Jl]n [n1A;AEç;jJ==njA;AE :lU 

[U lA; AE :11] n[U lB; BE ç;;J == U 1An B;(A, B)E :lX ÇJj 

[n JA;AE Y.:l] U[n lB; BE qi]== n lAU B;(A, B)E :lX ÇJI 

La deuxième et la quatrième de ces formules peuvent être démontrées 
soit directement, soit comme formules duales de la première et de la troi
sième. 

Exercice 13. - Soit une famille de parties de E, indexée par les éléments 
d'un produit cartésien 1 X J, Xij un élément de cette famille, f étant une 
application de 1 dans J et :1 la famille de ces applications. 

a) comparer: 

n [ U Xzj] et U rn Xtj-1
ïEI jEJ iEJ iEI _ 

bJ démontrer : 

n [ U Xzj] = U rn Xif(z)]
iEI iEJ fE :1 iEI 

et en déduire la formule duale. 

12. Relation d'équivalence. 

On appelle partition d'un ensemble E une fan1ille de sous-ensembles 
deux à deux disJoints et telle que leur réunion constitue tout l'ensemble, 
ou, ce qui revient au mê1ne, telle que tout élément de E puisse être 
<< classé » dans un des sous-ensembles, c'est-à-dire appartienne à un sous
ensemble et à un seul. 


1t représente donc une partition de E si 

AE1t, BE1t, A#B=?AnB=~ 


U (A ; A E 1t) = E. 

Ceci posé, considérons la relation : x et y appartiennent au même
sous-ensemble de la partition. 


xRy~ 3AE'lt xEA yEA. 

On constate que cette relation jouit des propriétés suivantes : 
1) Elle est réflexive : V x E E xRx, 

(ceci découlant du fait que tout élément x appartient à un A). 
2) Elle est symétrique : xRy ~ yRx. 
3) Elle est transitive : xRy, yRz =? xRz, 

(ceci découlant du fait que tout x n'appartient qu'à un seul A). 
Réciproquement : A toute relation réflexive, symétrique et transitive 

entre les éléments d'un ensemble correspond une partition de cet ensemble. 

Soit E l'ensemble et R la relation satisfaisant aux trois conditions 
ci-dessus ; x étant un élément de E, on appelle classe de x (modulo R), et 
l'on note x, l'ensemble : 
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x= 1y; xRy ~ xE CP (E). 

Pour montr~; q~e l'densec1~~~~sd:~txEc~~~~~~e~n~1fs~~~t~~it ~~u~oi~montrer que la l ~uni<?n . es . 
deux disjointes, c est-a-due que . . . 

xny=l=f> =;.x=y. 
' · R d E 'x et la réunion des clas1) Tout x est classe puisque x x, one x 

ses est bien E. . . 
2) s01ï . z ex n y, , r· 

on a xRz et •yRz, d " à la svinétrie"' zRyone, grace " ' donc grâce a la transi l

vité xRy, donc Y Ex, et 
vue y yRu donc xRu donc y c x. . . 

On montrerait évidemment de même que xc Y· D'où x , ~· 
· ' · 'tri ue et transitive entre les elementsUne relabon reflexive, syme g ', uivalence Les classes ci-des

d'un ensen1ble est appel~e u~e rela~~nqt~~dlence (modulo R) et l'ensem
sus définies sont nommees casses . d E R et est noté .
ble des classes est dit ensemble quotzent e . par . 

E/R. 

L'application 
E~E/R 

qui à x fait correspondre x est très importante. Elle est dite application 
canonique de E sur E/R. 

Exemples: 
R Une classe d'équivalence définit : 

éo·alité de fractions, un nombre rationnel, 

p~rallélisme de droites (*), une direction de droite, 

équipollence de vecteurs, un vecteur libre, 

ismnétrie des ensembles plans. une « figure indéformable » par 


glissement et retournen1ent dans 
son plan au sens de la géométrie 
intuitive. 

13. Factorisation canonique d'une application. 

Soit d'abord une application : 
t 

E~F 

et soit la relation définie sur E : 
xRy <==? f(x) = f(y). 

Cette relation est évidemment réflexive, symétrique .et ,transitiye ; 
' t ne relation d'équivalence et chaque classe est constituee par 1en-

c es u . t " · g dans Fsemble des éléments de E qui on 1neme 1ma e · 

' · · · d 1 ·été de réflexivité et, sans res
. ~*) Pour quedle t para~~~~~~~eilJ~~;s~éces~ai~ep~~p~~endre le terme parall~les d~ns 

tncbon, de celle e ransi lVI ~· t aucun point commun » (pour les droites d unle sens de « confondues ou n ayan 
même plan). 
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14• - Soit S une relation d'
R sur E par équivalence sur F; on définit 

M xRy Ç:::;> f(x) S f(y) 
ontrer que R est une relation d'e' . 1 

qwva ence. 

Remplaeons


F les éléments qui l•" p~r f(E), ce qui 
à supprhner dansl'application : ne sont pas rnwges d'éléments de 

et considérons 

pour traduire le schérna : f= iog 

E~ i
R ~F. 

evenons à la relation d', . 
pourra aussi bien être d'ft . eqmva1ence xRy Ç:::;> f(x) - f( ) E 
~urjective, tout élément ~ ~~~e fc~) f(f)· =~(y)., Mais cette fois,yg. éta~~ 

ans donc correspond à un élém!ntr~a~~ dune classe d'équivalence 
peut donc être représe t ~ -t e ensemble quotient E/R qui
déco , n e par f (u) L'a r · 

. rnposee de la façon suivante : . PP rcahon g peut alors être 

E-~{(E)~F 

L'application E ~ E!R est l'ap 1' t' . 


p Ica wn canoniqu d l' sur l'ensemble quotient L' . . e e ensemble E 
fait correspondre u est. un~Pbl1J·~~l~~~ EF/!1 ~ f(E) qui à tout x=-tl (u) 

· rna 1emeut, on . 

avec : f = i o'focp • 


cp 'f . 

E ~ E!R-----?> f(E) ~ F 

x~x . . ~u ~u 

surJeCtiOn bijection . . t' 
canonique IOJec .100 


Exemple . E 't canomque 

. e ant une boul f , 

fq(~e) Ol\f ~I ra~on), f sera la projec~io~r:.~~o~~=~bde Edes points M tels 
sera e drsque fenné . . e sur un pian F . 

de Ia boule perpendiculai~r~oJ;ctè~n ?-e, E. Un é1érnent x est un se men~ 
quement avec la trace de leur~ . s elements se correspondent br'ug . 

support sur F. nrvo
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cluent dans le langage courant. Ici, les rnathérnaticiens considèrent deux 
cas différents suivant que les deux affirmations précédentes s'excluent 
ou bien sont compatibles dans le seul cas où a et b sont égaux. Nous 

donc les définitions suivantes : 
Relation d'ordre strict. Une relation R sur un ensen1ble E est dite 

relation d'ordre strict si : 
V(a, b, c) E E 2 aRb ::;> non bRa. 
V(a, b) E E aRb ::;>non bRa. 

Relation d'ordre. Une relation R sur un ensernble E est dite relation 
d'ordre (sans épithète) si : 

V(a, b, c,) E E 3 aRb et bRc ::;>aRc transitivité. 
Va E E aRa, réflexivité, 
V(a, b) E E 2 aRb et bRa ::;>a= b, 

eette dernière propriété étant parfois nomtnée « antisymétrie ». Bien 
entendu, les relations a < b et a~ b entre nombres réels sont respecti
vement une relation d'ordre strict et une relation d'ordre. 

Nous n'avons pas supposé pour le moment que pour tout couple 
y) d'éléments de E on avait : 

xRy ou yRx. 
Si, au contraire : 

V(x, y) E E 2 , xRy ou yRx, 
on dit que R est une relation d'ordre total. 

Dans le cas contraire, on dit que R est une relation d'ordre partiel 
ou une relation d'ordre (sans épithète). 

Les exemples précédemment cités sur l'ensernble des réels étaient 
des relations d'ordre total. On peut au contraire citer les exemples sui
vants d'ordre partiel. 

1) Sur l'ensemble des lieux appartenant au bassin d'un fleuve, la 
relation << être en aval de » : 

Rouen est en aval d'Auxerre, 
1nais Auxerre et Troyes ne sont pas comparables. 

2) Sur l'ensemble 7)(E), l'inclusion A c B est de même une relation 
d'ordre partiel. 

Notations. Nous conviendrons de noter une relation d'ordre : 
a-< b, 

ce que nous lirons a est avant b, ou a est antérieur à b, ou b est après a, 
ou b est postérieur à a. 

R étant une relation d'ordre, la relation S définie par : 
aSb <==;> bRa 

est évidemment aussi une relation d'ordre. Chacun des deux ordres est 
dit dual de l'autre. 

Autre exemple : Ordres sur le plan. 

Nous citerons 2 relations d'ordre possibles sur le plan rapporté à 
2 axes de coordonnées, c'est-à-dire sur R2 (R représentant l'ensemble des 
réels) : 

1) Etant donnés les points M (x1, x2) et P (y1, y2), on posera : 

M -< p <==;> l Xl ~ Yl 
1Xz ~ yz. 



22 

Exercice 14. - Soit S une relation d'équivalence sur F ; on définit 
R sur Epar 

xRy Ç::::;> f(x) S f(y) 

Montrer que R est une relation d'équivalence. 

Remplacons Inaintenant F' par f(E), ce qui revient à supprimer dans 
F les éléments qui ne sont pas images d'élén1ents de E, et considérons 
l'application : 

g 
E~ f(E) 

re1nplaçant .ain~i f par UI?-e applic:;ttion surjective: ?n , ~nsuite co~si-
dérer l'apphcabon canonique de j(E) dans F qur ~ . eleme1_1t.de JCE) 
fait correspondre lui-n1ên1e (cette e.st evr~enunent ~nJectrye ; 
plus générale1nent, on appelle canonique d une parbe A d un 
ensemble F dans F l'application : 

A~F 

qui, 	à tout xE fait correspondre x lui-nième). 

On peut donc écrire : 

pour traduire le schéma : 
g i 

E~f(E)~F. 

Revenons à la relation d'équivalence xRy Ç=? f(x) = f(y). Elle 
pourra aussi bien être définie par g(x) = g(y). Mais cette fois, g étant 
surjective, tout élément u de f(E) est image d'une classe d'équivalence 
dans E, donc correspond à un élément de l'ensemble quotient E/R qui 
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peut donc être représenté par f (u). L'application g peut alors être 
décomposée de la façon suivante : 

E~f(E)~F. 

L'application E ~ E/R est l'application canonique de l'ensemble E 
-1 

sur I'ensen1ble quotient. L'application E/R ~ f(E) qui à tout x= f (u) 
fait correspondre u est une bijection. Finalen1ent, on écrira : 

f = Îo'fo<p 
avec: 

<p 'f i 
E~E/R~f(E)~F 

x -----:) x ~ u -----:) u 
surjection bijection injection 
canonique canonique 

Exemple : E étant une boule fermée (ensemble des points M tels 
que OM ~ rayon), f sera la projection orthogonale de E sur un plan F ; 
f(E) sera le disque fermé, projection de E. Un élérnent x est un segment 
de la boule perpendiculaire à F. Ces éléments se correspondent biunivo
quement avec la trace de leur support sur F. 

14. Relations d'ordre. 

Il s'agit de donner une formulation mathématique des idées de 
<< avant » et « après ». Or, dans le langage courant, b est avant a et c est 
avant b entraîne que c est avant a. La relation << b est avant a » devra 
donc être transitive. Ensuite, « a est avant b » et « b est avant a » s'ex
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cluent dans le langage courant. les Inathéinaticiens considèrent deux 
cas différents suivant que les deux affirmations précédentes s'excluent 
ou bien sont compatibles dans le seul cas où a et b sont égaux. Nous 
poserons donc les définitions suivantes : 

Relation d'ordre strict. Une relation R sur un ensen1ble E est dite 
relation d'ordre strict si : 

V(a, b, c) E E 2 aRb => non bRa. 
V(a, b) E E a Rb=> non bRa. 

Relation d'ordre. Une relation R sur un ensemble E est dite relation 
d'ordre (sans épithète) si : 

V(a, b, c,) E 	E 3 aRb et bRc::? aRc transitivité. 
Va E E aRa, réflexivité, 
V(a, b) E E 2 aRb et bRa =>a= b, 

cette dernière propriété étant parfois non1mée « antisymétrie ». Bien 
entendu, les relations a < b et a~ b entre nombres réels sont respecti
vement une relation d'ordre strict et une relation d'ordre. 

Nous n'avons pas supposé pour le mmnent que pour tout couple 
y) d'élén1ents de E on avait : 

xRy ou yRx. 
Si, au contraire : 

'f(x, y) E E 2 , xRy ou yRx, 
on dit que R est une relation d'ordre total. 

Dans le cas contraire, on dit que R est une relation d'ordre partiel 
ou une relation d'ordre (sans épithète). 

Les exemples précédemment cités sur l'ense1nble des réels étaient 
des relations d'ordre total. On peut au contraire citer les exemples sui
vants d'ordre partiel. 

1) Sur l'ensemble des lieux appartenant au bassin d'un fleuve, la 
relation « être en aval de » : 

Rouen est en aval d'Auxerre, 
1nais Auxerre et Troyes ne sont pas comparables. 

2) Sur l'ensemble (p(E), l'inclusion A c B est de même une relation 
d'ordre partiel. 

Notations. Nous conviendrons de noter une relation d'ordre : 
a-< b, 

ce que nous lirons a est avant b, ou a est antérieur à b, ou b est après a, 
ou b est postérieur à a. 

R étant une 	relation d'ordre, la relation S définie par : 
aSb Ç=? bRa 

est éviden1ment aussi une relation d'ordre. Chacun des deux ordres est 
dit dual de l'autre. 

Autre exemple : Ordres sur le plan. 

Nous citerons 2 relations d'ordre possibles sur le plan rapporté à 
2 axes de coordonnées, c'est-à-dire sur R 2 (R représentant l'ensemble des 
réels) : 

1) Etant donnés les points M (x1, x2) et P Cy1, y2), on posera : 

M -< p ~	 l Xl ~ Y1 
( X2 ~ Y2· 



-24

Il s'agit d'une relation d'ordre partiel. M est avant tous les points du 
quadrant I, après tous ceux du quadrant III, n'est pas comparable à ceux 
des quadrants II et IV (fig. 2).

Remarquons que ce qu'on nomme en probabilités, la valeur de la 
fonction de répartition F (x1, x2) est la probabilité pour qu'un point soit 
antérieur au point M (x1, x2), c'est-à-dire pour que ce point tombe dans 
le quadrant III. 

FIG. 2 

2) On posera : 

M -< p .ç::;;:,. Xl < Yl ou X! = yl, X2 ~ Y2· 


Cette fois, il s'agit d'une relation d'ordre total. Les points antérieurs 
à M sont ceux du demi-plan situé à gauche de z'z et ceux de la demi-droite 
M z' ; ceux du demi-plan de droite et ceux de la demi-droite M z sont 
après M (fig. 3). 

Cet ordre, qui est fondé sur le n1ême principe que celui adopté pour 
les mots d'un dictionnaire, est dit ordre lexicographique. 

Remarque. De la même façon que nous venons d'ordonner le plan R2 
, 

on peut ordonner un espace à n dimensions Rn par l'un ou l'autre des 
procédés que nous venons d'indiquer. 

Exercice 15. - Relation d'ordre sur l'ensemble 0e des relations d
1

équiva
lence sur un ensemble E. On dira : 

R1 -< R2 (on lira ici « R1 est plus fine que R2 ») si xR1Y :::;> xR2Y· 
Montrer qu'il s'agit bien d 1 une relation d'ordre; qu'en résulte-t-il pour 

les graphes des relations R1 et R2 ? 

Exercice 16. - F étant un ensemble ordonné montrer que le premier pra
cédé utilisé pour le plan permet de munir d 1 un ordre 1

1 
ensemble c:J Œ, F) 

des applications de E dans F. 

Autre exemple: Un mobile étant en mouvement sur un axe Ox, on 
considère << l'espace temps >> qui est ici le plan rapporté aux axes Ot et 
Ox où l'on considère le point M de coordonnées : le temps tet l'abscisse x 
du mobile à l'instant t. On suppose que la vitesse du mobile doit rester 
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en valeur absolue inférieure à une valeur fixe c (vitesse de la lumière 
dans.l~ théorie de ,Ia relativité). Un point M (t07 X0 ) étant donné, on peut 
~ons'l.derer le pa~se et le futur du.~obile, ceux-ci. étant définis respecti
vement comme l ensemble de,s positiOns que le pmnt M peut avoir occu
pées ~vant .et celles qu'il. est susceptible. d'occuper après. 

Ceux-si s?nt respecbvel!1ent les pmnts de 2 angles opposés par le 
somn1et, definis par les 2 drmtes de coefficient angulaire c et - c passant 
par Mo (fig. 4). 

FIG. 4 

15. Eléments remarquables dans les ensembles ordonnés. 

!'f~jorant d'un ensemble. E étant ordonné par une relation d'ordre -<, 
con~'l.derons un sous-ensemble A E ::P (E). a sera dit élément maJ·orant de 
A SI: 

vx E A x-< a. 
Si ,un ensemble a des :r,najorants, o~ ,dit qu'il est majoré. 
E etant le plan ordonne par la prenuere des relations d'ordre consi

dé:ées ci-de~sus, le point, a !flajore tout ensemble tel que A, formé de 
P?Ints du 3 quad~ant defini par a. Au contraire, la bande de plan B 
n admet aucun ma] orant. 

FIG. 5 FIG. 6 

3. 
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On définit de façon analogue un minorant. 

Plus grand élément d'un ensemble. On nomme ainsi un majorant qui 


appartient à l'ensemble. Si un tel élément existe, il est unique. En effet, 
si a et b étaient deux tels éléments, la définition appliquée à a entraîne
rait b -< a et appliquée à b entraînerait a -< b ; donc : b = a. 

Remarque. On définira de façon analogue un plus petit élément. 
Elément maximal. Un élément a d'un ensemble A est dit 1naximal si 

a E x e A a -<x ~ x = a, 
autrement dit si a est après tous les éléments qui lui sont comparables. 
Un plus grand élément est maximal mais la réciproque est fausse. Par 
exemple, sur la bande de la figure précédente, tout élément de la frontière 
supérieure est maximal sans être plus grand élément. 

Remarque. On définira de façon analogue un élément minimal. 
Borne supérieure d'un ensemble. On dit qu'un ensemble admet une 

borne supérieure si l'ensemble de ses majorants adn1et un plus petit 
élément (désignée en anglais par 1. v. b. lowest upper bound). On appeUe 
de même borne inférieure (en anglais g. l. b. greatest lower bound) le plus 
grand élément de l'ensemble des minorants. 

FIG. 7 

0~ 
a= r.~r {a., bJ 
lh inf {<l 1 b} 

FIG. 8 

Notations. Les bornes supérieures et inférieures d'un ensemble A 
seront notées : 

sup A et inf A. 
Dans le cas particulier d'un ensemble constitué de 2 éléments l a, b (, on 
pourra employer les notations : 

a V b = sup !a, b! et a Ab= inf 1a, b ! • 
Ces signes, déformations des signes de réunion et d'intersection, se jus
tifient par le fait que dans le cas de l'ensemble des parties d'un 
ensemble ordonné par la relation d'inclusion : 

sup (A, B) = A U B inf (A, = A n 
puisque : 

CcA,CcB~C cAn B 
et : 

C :::> A, C :::> B ~ C :::> A U B. 
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Exemple : Dans le plan ordonné la de nos relations 
d'ordre, l'ensemble de 2 élé1nents toujours une borne 
et une borne inférieure. En l'ensemble des d'un 
est l'ensemble des points du I (relatif à ce point). L'ensemble 
des majorants de l'ensemble constitué de 2 points a et b est donc l'inter
section de 2 quadrants I. Il est facHe de vérifier que dans tous les cas 
cette intersection est un quadrant a son sommet 
élément. Les circonstances sont pour 
(fig. 7 et 8). 

16. Treillis. 

Quand un ensemble ordonné est tel que toute partie l a, b! formée de 
2 éléments admet une borne supérieure et une borne inférieure, on dit 
qu'il forme un treillis (en anglais lattice) ou encore qu'il est réticulé. 

Remarquons qu'un ensemble muni d'un ordre total forme toujours 
un treillis. Des cas plus intéressants sont fournis par des ensen1bles munis 
d'un ordre partiel qui aient une structure de treillis. 

Exemples : 1) Le plan muni de la première de nos structures d'ordre, 
comme on vient de le n1ontrer. 

2) Y>(E) ordonné par l'inclusion est un treillis, comme nous l'avons 
vu aussi ci-dessus. 

3) Sur ,J'ensemble des entiers naturels, la relation 
ajb (a divise b) 

est une relation d'ordre partiel et la borne supérieure de 2 nombres est 
leur P.P.C.M., la borne inférieure est le P.G.C.D. 

Exercice 17. - Montrer que l'ensemble des relations d'équivalence muni 
de l'ordre indiqué dans l'exercice 15 forme un treillis. 

Exercice 18. - Considérons une relation réflexive, transitive, mais pour 
laquelle on peut avoir xRy et yRx avec y =1= x. 

Considérons la relation 	 S définie par : 
xSy <:::=? xRy et yRx 

Montrer que S est une relation d'équivalence et que sur E/S on peut 
définir un ordre naturellement associé à la relation R. 



CHAPITRE GROUPES 

§ 1. - GENERALITES SUR LES STRUCTURES ALGEBRIQUES. 

On dit qu'on a muni un ensemble d'une structure algébrique quand 
on a défini des opérations (ou loi de composition) entre les élén1ents de 
cet ense1nble. 

1. Loi de composition interne. 

A tout couple d'éléments de la loi fait correspondre un élément 
de E (*). Donner la loi est donc donner une applicatiOn 

E2 ~E 

Exemples : 1) L'addition et la multiplication sont des lois de cOin
position interne sur l'ensemble des réels. 

2) La réunion et l'intersection sont 2 lois de composition interne sur 
l'ensemble des parties d'un ensemble. 

3) Les lois 
(a, b) --7 a Ab et (a, b) --7 a V b 

sont 2 lois de composition internes sur un tr·eillis. Le 2e exemple n'est 
d'ailleurs qu'un cas particulier du 3e. 

2. 	Loi de composition externe. Il s'agit cette fois d'une application 
EXF--7E 

L'exemple le plus simple est celui du produit d'un vecteur par un 
scalaire qui, au couple formé d'un vecteur et d'un scalaire, fait corres
pondre un vecteur. 

L'ensemble F est dit ensemble 	des opérateurs. 
Remarque.- Le produit scalaire, faisant correspondre un nombre à 

un 	couple de vecteurs, apparaît comme une application 
E2 --7R 

où E désigne l'ensemble des vecteurs libr·es de l'espace. Ce n'est donc pas 
une loi de composition. 

3. Propriétés des lois de interne. Nous conviendrons de 
noter par 

a Tb 
le composé de 2 éléments a et b. 

(*) On peut aussi considérer des lois non partout définies, c'est-à-dire qui, à cer
tains couples d'éléments de E (mais pas forcément à tous), fassent correspondre un 
élément de E. Une telle est, pour utiliser la terminologie introduite en I, 2, 3, 
une fonction de E2 dans et non une application. C'est le cas de la soustraction 
dans N. Nous ne ferons ici aucune étude générale de telles lois, car dans les cas 
élémentaires, le progrès a consisté à utiliser la possibilité (qui n'existe pas dans 
le cas général) de remplacer l'ensemble E par un ensemble F plus vaste sur lequel 
la loi non partout définie de E a été prolongée en une loi partout, définie sur F. 
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Si 
V(a, b) E E 2 a T b = b T a, 

on dit que la loi est commutative. 
Les opérations de l'algèbre élémentaire sont commutatives, mais les 

exemples de lois non commutatives sont nombreux : produit de 2 trans
formations en géométrie ; composition des permutations de n éléments, 
c'est-à-dire des applications bijectives d'un ensemble de n éléments sur 
lui-Inême. 

Associativité. Si 

V(a, b, c) E E 3 (aT b) Tc= aT (b Tc), 
on dit que la loi est associative. Dans ce cas, l'élément obtenu sera noté : 

aT b Tc. 
Observons qu'une puissance d'un élément (en adoptant le langage 

de l'opération multiplication) n'est un élén1ent défini sans autre conven
tion que si la loi considérée est associative. 

Exemple de loi non associative : celle qui, à un couple de points de 
l'espace, fait correspondre leur milieu. 

Elément neutre. Soit toujours une loi de composition interne sur un 
ensemble E. On appelle élément neutre un élément e tel que : 

'(a E E a T e = e T a = a. 
0 est élément neutre pour l'addition dans R. 
1 est élément neutre pour la multiplication dans R,

la onrnanc•n identique pour le produit de transformations dans R2 ou R3 • 

Si ya E E e' Ta= a, e' est dit élément neutre à gauche. 
Si Va E E aT e" =a, e" est dit élément neutre à droite. 
S'il existe un élément neutre à gauche et un élément neutre à droite,

ils sont égaux ; en effet : 

e' T e" = e' · ' t t ' h
puisque e, es neu re a gau~ e 
e' Te" =.e" . . . . . . . e . . . . . . . . . . • droite. 

Elément inverse. L'élément inverse d'un élément a est l'élément a'
défini, s'il existe, par : 


aT a'= a'Ta = e. 

Il est noté a-1

• On dit alors que a est inversible. 

§ 2. PROPRIETES GENERALES DES GROUPES. HOMOMORPHISMES 

Dans tout ce qui suit, il s'agira de loi de composition interne sur un 
ens.emble. Sauf ~'?s contraire, la loi de composition sera notée multipli
cahvement, ab designant le composé de a et de b pris dans l'ordre indiqué. 

1. Axiomes de la structure de groupe. 

On dit qu'un ensemble G est un groupe pour une loi de composition 
donnée sur un ensemble si : 

1) La loi est associative : 
'((a, b, c) E as (ab) c =a (b c). 


2) Il existe un élément neutre bilatère : 

'ta E G a e = e a= a. 
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3) Tout élément admet un inverse bilatère : 
Va e G E G a a-1= a-1a = e. 

Ces axiomes de la structure de groupe so~t plu,s ~orts n'est 
nécessaire. On peut en effet montrer le slsteme,d ,axiOmes que no~s 
allons considérer maintenant entraîne systeme prec~dent et, en .conse: 
quence, suffit à établir une structure de groupe. Ce systeme est le suivant . 

1) La loi est associative. 
2 bis) Il existe un élément neutre à droite e : 

va e G ae =a. 
3 bis) Tout élément a un inverse à droite : 

ya E G 3a' E G a a'= e. 

Montrons d'abord que a' est inverse à gauche, c'est-à-dire que 
a' a= e. Pour cela, considérons l'inverse à droite de a' que l'on note a": 

a'a"=e, 
et calculons a' a en utilisant la propriété d'associativité : 

a'a = a'ae ·= a'a (a'a") =a' (aa') a"= a'ea" =a'a"= e. 
Montrons ensuite que e est élément neutre à gauche en montrant que 

ea = a pour tout a : 
ea = (aa') a= a (a'a) ae = a. 

Remarque. L'inverse d'~n produ~t de plusieu~s.facteurs est le produit 
des inverses des facteurs pns dans l ordre oppose . 

(abc)- 1 = c-1 b-1 a--1. 

En effet : 

(abc) (c-1 b-1 a-1 ) =ab (cc-1 ) b-1a-1 


=abe b-1 a-1 = a(bb-1) a-1= aea-1 = aa-1 = e. 


2. Applications du groupe sur lui-même et résolution des èquauo1ns dans un 
groupe. 

Considérons les produits de tous les éléme~ts, d'un ~roup.e G. par un 
élément a de G, ce qui veut dire que nous considerons 1apphcahon : 

xEG~axEG. 

<Cette application est injective, car ax = ay:::;:. a-1 ax = a-1 ay, 
donc x= y. 

Elle est surjective car : 
Vb e G 3X tel que ax = b c'est x= a-1 b. 

Elle est donc bijective. 
Cette propriété fondamentale est illustrée par les tables d~ Pythag?\e 

du groupe, tableaux à double entrée où figurent les composes de 2 ele-
Inents. . 

La propriété précédente s'exprime imiTiédiatement par le fait que 
dans la colonne a figure une fois, et une, seule chaqu~ élément du ~r?upe. 
La même propriété peut être demo1_1tre~ pour les hgnes en considerant 
une Inultiplication à droite et l'application : 

x~xa. 

Remarque. Le fait que l'application x~ ax (ou l'application 
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x --7 xa) soit peut s'énoncer : une égalité entre élén1ents d'un 
rH•r»1'>"•t:> du ax ay (ou xa = ya) est simplifiable : 

ax = a y =? x = y xa = y a =? x = y. 

Q 

<Sbb 

. 
FIG. 9 

Il résu.lte de ce qui précède que l'équation 
, ax=b, 

ozz a,. b appartiennent au groupe et où x doit lui appartenir. admet la
solutwn ' 


X=a- 1 b 

et n'admet qu'elle. Il en sera de Inême pour l'équation 


. xa=b 

qui admet la solution 

X= ba-1 

et n'admet qu'elle. 

_On re~onnaît les formules classiques : a + x= b a pour solution 
x- oppose de a+ b dans R (ensemble des réels) qui forme un groupe 

par rapport à l'addition, et ax = b a pour solution x=~ X b dans 

R-!O!ou dans R+ -lOI (ensemble des réels> 0) qui forme~t des grou
pes par rapport à la multiplication. 

. . Récipro_qu_ement. Si, sur un ensemble est définie une loi de compo
sztwn assoczatwe telle que : 

. Vta V b f!EdE 3X E E ax = b 3y E E ya = b,Cette loz es une 1oz e groupe. 

. , E~ effet, ,montrons l'e::istence d'un élément neutre à droite. La pre
nnere ypothese permet d affirmer qu'il existe e tel que ae - a 

Il suffit alors de montrer que V b bea= b. a- · 

Pour cela, utilisons la 2e hypothèse et soit y tel que ya = b : 
bea= yaea = y(aea) = ya =b. 

t t I?fpc, ea que n?us notons dorénavant e est neutre à droite Ensuite 
ou e ~ment a. un Inverse à droite puisque ax e admet une. solution' 

Les axwines fmbles énoncés ci-dessus sont donc vérifiés. · 
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Remarque. L'unicité des solutions des ax = b et ya = b 
n'a pas été supposée. Elle résulte de l'existence de ces solutions pour les 
équations relatives à tous les couples (a, b). 

3. Partie stable d'un ensemble. 

Soit E un ensemble muni d'une loi de composition. Un sous-ense1nble 
A c E est dit stable pour la loi de composition si 

V(a, b) E A2 a b E A. 

Exemple : N (ensemble des entiers naturels) est une partie stable de 
Z (ensemble des entiers relatifs) pour l'addition. Une loi de composition 
interne est alors définie sur A. C'est une application 

AXA~ A 
qui est la restriction à A X A de la loi de E qui est une application de 
EXEdansE. 

Cette loi de composition est dite la loi induite sur A par la loi de 
composition sur E. 

Il sera commode à ce propos d'introduire ce qu'on appelle : 

4. Extension à 1>(E) d'une loi de COltnp,osJltUJIU sur E • 

Si A cE, B c E, on appellera composé de A et de B l'enseinble défini 
par: 

AB= j c ; 3a E A, b E B, c = ab!. 
Cet ensemble ne doit pas être confondu avec le produit cartésien 

A X B qui est défini dès que A et B le sont et indépendamment de toute 
loi de composition. Un élément ab de AB est le composé des 2 élé1nents 
du couple (a, b) de A X B. Toutefois, la notation A2 désigne suivant le cas 
AA ou A X A (on précisera si une confusion est à craindre). 

En particulier, on considérera l'ensemble des produits par un élément 
fixe a de tous les éléments d'une partie B de E : 

la l B = l c ; 3b E B c = ab i 
que, par abus de langage, on notera plus simplement aB. De même, on 
note par A-1 l'ensemble des inverses des éléments de A : 

A-1 = lb ; 3a E A c =ab !· 
Remarquons les règles de calcul suivantes qui sont évidentes : 

A c B ::;> A C c B C, 
Ac B =>A-1 c B-1 • 

Si A-1 n'est pas vide, e E mais généraleinent l e 1=1= AA -1. 

Avec ces notations, une partie stable est caractérisée par AA c A. 

5. Sous-groupes~ 

Si g est une partie stable d'un groupe G qui soit un groupe pour la 
loi induite, g est dit un sous-groupe de G. 

Exemples : Dans Z, l'ensemble des entiers pairs (noté 2Z) est un 
sous-groupe pour l'addition. Dans le groupe des déplacements plans, les 
translations fonnent un sous-groupe. 

Si g est un sous-groupe de G, en tant que partie stable il satisfait à : 
gg cg 

et, en tant que groupe, à : 
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g-1c:.g. 

Réciproquement, si g est une partie stable de B satisfaisant à : 
g2g-1 c g et c g, 

g est un sous-groupe. En effet : 
a e g a-1 e g-1c:.g aa-1 = e e g2c:.g, 

donc e appartient à g et puisque g-1 c g, tous les inverses des éléments 
de g sont donc dans g. 

. Remarquons enfin qu'en appliquant les règles de calcul signalées 
CI-dessus, on trouve que g-1cg entraîne ge g-1, donc g = g-1 et que 
)e l c g entraîne eg = g cgg qui, avec gg cg, donne gg = g. 

Exercice 19. - Quelles sont toutes les structures de groupe pour des 
ensembles de n = 2, 3, 4, 5 ... éléments. 

1e a 
e 1e a 
a a e 

Pour n = 2, on, tro~1ve une seule structure possible dont la table de 
Pyth~gore est donnee ci-contre. Tous les groupes à 2 éléments ont donc 
la meme structure. ,Nous dirons qu'ils sont isomorphes. Rentrent, entre 
autres, dans ce schema : 

loi de composition élément e élément a 

« règle des signes » signe-
somme 

signe+ 
classe des entiers == 0 classe des entiers == 1 

(mod 2) (mod 2) 
produit ~lasse des entiers == 1 classe des entiers== 2 

(mod 3) (mod 3) 


produit. 

(ou composition) 
 symétrie par rapport 

de transformations identité à une droite fixe. 

produit permutation ( 1, 2)
de permutations 2, 1identité 

Nous allons définir de façon plus générale : 

6. Isomorphisme des groupes. 

, qn dit que 2 groupes Gt et Gz dotés de lois de composition 
notees respectivement J. et T sont isomorphes quand : 

1) il exi;te une bijection cp de G1 sur G2 ; 

2) V(x, y) E G1 cp (x J. y) = cp(x) T cp(y) (1). 

Ceci peut être schématisé de la façon suivante : 
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Les lois de composition sont les applications : 


D'autre part, on peut faire correspondre G~ à Gi par l'application 
désignée par cp X cp : 

2 cpXcp 2 
(x, y) E G1----? (cp(x), cp(y))E G2 

On peut alors faire le diagramme : 

L'égalité (1) exprime alors qu'on peut aller de G~ à Gz par un chemin 
ou par l'autre sans que le résultat en soit modifié. Un tel diagramme est 
dit commutatif. 

Exemples : G1 et Gz étant R+ et les lois de groupe T et J. la multipli
cation, cp étant l'application 

cp 
x~ VX, 

l'isomorphisme exprime simplement que le produit des racines (chemin 
de droite) est égal à la racine du produit (chemin de gauche). 

G étant R+, la loi J. la n1ultiplication, Gz étant R, la loi T l'addition,
1 

cp étant l'application : 
x~ Log x, 

l'isomorphisn1e exprime que le Log du produit (chemin de gauche) est 
égal à la somme des Log (chemin de droite). 

Un isomorphisme de G sur lui-même est appelé automorphisme. 
Notons que parmi eux il y a l'identité. 

Automorphismes intérieurs. Soit un groupe Gnon cominutatif et soit 
a un élément de G. Considérons l'application : 

x~axa-1 

qui n'est pas une identité si a ne commute pas avec tous les éléments de G 
(3b E G ab =1= ba). 

Cette application définit un isomorphisme de G sur lui-même appelé 
automorphisine intérieur. En effet : 

1) Cette application est bijective. Elle est en effet la composée des 
2 applications : 

x~ ax =y et y _ _, y a-1, 
dont nous avons montré plus haut qu'elles étaient bijectives. 

2) Cette application est compatible avec la loi de con1position du 
groupe. En effet, elle fait correspondre : 
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x~axa-1 

y-~ a y a-1 

xy ~a (xy) a-1 • 
1Or (a x a-1 ) (a y a-1 ) = ax (a-1a) y a-1 =a (xy) a- • 

du composé (par la loi de groupe) est donc bien le composé 

Nous allons considérer rnaintenant l'ensernble A des autmnorphismes 
intérieurs d'un groupe G et montrer que cet ensernble a une structure 
de groupe.

Soient 9a et <?b les éléments de auton1orphisrnes définis con1nre 
précédemment, respectivernent à l'aide des élén1ents a et b. Le composé 
CDbo<? de deux autonrorphismes intérieurs est un automorphisme intérieur. 
En :rret, faisons subir à un élénrent x l'application composée ci-dessus. 
Il vient : 

<?a 9b 
x~ axa-1 ~ b (axa-1 ) b-1 = (ba)x(a-1 b-1 ) 

(ba)x(ba)-1 , 

ab étant un élén1ent de G, on peut donc écrire : 
<?b o <?a = <?ba• 

Cette loi de composition est associative en vertu n1ême de cette éga
lité, car : 

<?co(q;bo<?a) = 9cOCf'ba = 9cba = '!lcbo<?a = (<pco<?b)o<pa7 
cette loi possède un élément neutre car cpe est l'identité. 

D'autre part, tout automorphisme intérieur a un inverse qui est 
l'application réciproque : 

-1 

<?a= <?a 
car 9a-1 cpa 9a -la= <pe, d'après (1). 

A forme donc un groupe, la loi de composition interne étant la c~nn
position (au sens des applications). Nous pouvons nous demander sr ce 
groupe est isomorphe à A. 

L'application 
aEG~q;aEA 

est compatible avec les lois de composition définies sur G et A en vertu 
de l'égalité (1). Il resterait donc seulenrent à établir que cette application 
est bijective et, comme elle est évidemment surjective, il faudrait seule
ment montrer qu'elle est injective. 

Exercice 20. - On montrera qu'elle l'est si, et seulement si G ne possède 
aucun élément =/=: e qui commute avec tous les autres. 

7. des groupes. 

Soit une application q; d'un groupe G dans un ensernble E rnuni d'une 
loi de composition et qui jouit de la même propriété qu'un isonrorphisme, 
exprinrée avec les mêmes notations par : 

cp 1 y) = q;(x) T 

onwr·pflllSJne 

ruais que, cette fois, on ne suppose plus 

Une telle application est appelée ho,nr~ontor·plJtlSJme 


Si l'application q; est injective, on parlera 

ou monomorphisme.

Si l'application cp est on d'honromorphisrne sur-
ou épimorphisme. 
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Soit donc une application d'un G (loi de composition notée 
dans un ensenrble E muni d'une loi (notée et utilisons 
la factorisation des applications vue au chapitre .,..,.,..,......... ,., ... 

q; h i 
G~ ~t ~E 

appl. canonique bijection injec!. canonique 

{ = iohocp 
et supposons que f soit un homomorphisme, ce qui se traduit par 
pothèse : 

f(x) f(y) = f (x y) (1), 
et voyons ce qui en résulte pour les divers éléruents de cette factorisation. 
, D'a~ord, f (G) est une partie stable de E et est un groupe. En effet, 

l hypothese (1) montre que f (G) est une partie stable pour puisque 
2 éléments quelconques de f (G) sont de la forme f(x) et f(y) et que leur 
~omposé :parT .es~ l:é~ément f SX.! y). qui, par définition, appartient aussi 
a f (G). L assocratrvlte de la lOI rndurte par T sur f (G) découle imnrédia
teinent de celle de la loi 1 . 

Cette même égalité (1) nwntre que : 
f(x) T f(e) = f (x ! e) = f(x), 

donc que est élément neutre pour T. 

.1 ) , x-1 J. désignant l'inverse de x pour la loi de conrpo
est l'inverse [f(x) j-1 T pour la loi sur E, puisque : 

f (x 1 x-1 ) f(e) = f(x) T f(x-1 ). 

Donc, f (G) est un groupe. 
Si rnaintenant nous négligeons E pour ne considérer que f (G), nou~ 

sonnues devant un homonrorphisme surjectif se factorise cmnrne suit : 
cp h 

G~G/R~f(G). 

x-~ x ~t(x)=h(x). 

Le~ 2, ensenrbles G et. f (G),.s?nt munis de l~ur loi de composition ; 
quant a l ensemble G/R JUSQU ICI non structure, nous allons le munir 
d'une loi de con1position que nous noterons * et qui sera déterminée par 
la condition que h soit un isomorphisme, ce qui n'est possible que d'une 
seule nranière. Voyons ce en résulte pour cp. Nous avons donc le 
schéma: 

cp h 
G~G/R--~f(G) 
1 * isomorphisme T 

Le fait que f soit un homoruorphisme s'écrit : 
vCx, y) E G2 f(x J. y) = f(x) T f(y) 

--... . . 
ou h(x 1 y) = h(x) T h(y) (1) 

Le fait que h doive être un isomorphisme donne de même : 
h(x y) = h(;r) T h(y) (2). 

En rapprochant (1) de (2), on trouve que la loi '* satisfait à : 
~ .. 

x 1 y = x * y V (x, y) E G2 

c'est-à-dire q;(x 1 y) = cp(x) * q;(y), 
c'est-à-dire que cp est un homornorphisrne. L'ensemble G/R rnuni de cette 
loi de composition est l'irnage homomorphe du groupe G par l'applica
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tion canonique G ~ G/R. C'est donc un groupe que l'on qualifie de 
groupe quotient de G.

Et en conclusion, un homomorphisme d'un groupe G dans lfn ensem
ble E quelconque muni d'une loi de composition peut se factor~ser en : 

1) un homomorphisme surjectif de G sur un groupe quotient G/R ; 
2) un isomorphzsme de G/R sur f(G) ; 
3) un homomorphisme injectif d'un sous-groupe f(G) de E dans E. 

On obtiendra donc tous les groupes ~uxquels G peut être. homon;or
phe en déterminant tous les grou~e~ quotients G/R auxq!-lels Il peut etre 
homomorphe. Cherchons à caractenser ces groupes quotients. 

La relation R est définie par : 
xRy <:::::=? f(x) = f(y), . , 

ce qui peut aussi s'écrire, en revenant pour les deux lms de groupe a la 
notation 1nultiplicative et en désignant par e1, l'élén1ent neutre du 
groupe Gt = f(G) : 

f(x) [f(y) ]-t = et. 
Or, en vertu de l'homomorphisine, cette dernière relation peut 

s'écrire : 

c'est-à-dire que : 


{\et) étant l'image réciproque de e1 dans G ; cette image est appelée le 

1 

noyau de l'homomorphisme. Il peut se faire que f (el) se réduise à e : 
-1 

f (et) = 1e 1· 
Cette condition est évidemment réalisée quand l'homomorphisme : 

f 
G1~G 

de G sur G est un isomorphisine. Et, réciproquement,. elle est suffisante 
pour 1 que f soit un ismnorphisme. En effet, ~Ile exprune que,seul, e. a 
pour hnage e1 , donc qu'on ne pe"l!t aym~ f(x) = f(y), c est-a-di~e 
f(xy-1) = e1 , sans avoir xy-1 = e, c est-a-due x= y, autrement dit 
que: 

f(x)=f(y)=?x=y, . 
donc que f est injective, ce qui suffit ici pour qu'elle smt un isomor
phisme. 

Revenons maintenant au cas général où le noyau : 
-1
f (et) =f: 1e 1, 

-1 
et remarquons que le sous-ensetnble f (e1) de G, que nous désignons 
par g, est un sous-groupe. En effet : 

U E g V E g <:::::=? f(u) = Cl f(V) = e1, 

donc : f(uv) = f(u)f(v) =et, 
donc: uv e g. 

D'autre part: e E g

Enfin: f(u-t) = (f(u)]-1 

• 

-1 


(Ne pas confondre: [f(u)]-1 avec f (u)). 

f(u-t) = [f(u) = et-1= et) 
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g-1 c g, donc tout élément de g a son inverse dans g et g est bien 
un sous-groupe. 

Il résulte donc de la théorie précédente la relation don
nait un groupe quotient G/R à et dont on a vu 
pouvait s'écrire : 

-1 
xy-1 e f (et), 

prend la forme : 
, xy-1 Eg, 

g etant un .sous-~roupe de G. De plus, ce sous-groupe n'est pas quelcon
que. Il est znvarzant dans tous les automorphismes intérieurs de G. Soit, 
en effet : 

cpa(x) = axa-1. 
Si : xe g, C!Ja(X) e g, car f(cpaCx)) = f(a)elf(a-1) = f(a) [f(a) ]-1 =el, 
donc : cpaCg) c g, ce qu'on exprilne par : 

, , 'V a E G aga-t c g 
aga-1 representant 1ensemble des axa-1 quand x décrit g. Mais, ceci 
étant valable pour tout a, on peut écrire : 

a-1ga cg, 

ce qui entraîne (après multiplication à gauche par a, et à droite par a-1) 


g c aga-1,

1donc: g = aga- . 

. Un sous-groupe qu~ j?uit ?e cette propriété est dit sous-groupe inva
rzant .ou sous-groupe dz.stzngue (en alletnand Normalteiler). Remarquons 
que SI G est cominutabf, tous ses sous-groupes sont invariants. 

On convient de noter G/g l'ensemble quotient G/R muni de la loi 
de cmnposition qu'on vient de lui attribuer, c'est-à-dire le groupe quo
tient. Et nous énoncerons : · 

Tou~ groupe qui peut .être image hfJmomorphe d'un groupe G est iso
morphe a un groupe quotzent Gjg, g etant un sous-groupe invariant. 

Exercke 21. - 1o Démontrer que l'ensemble des éléments c d'un groupe 
G qui commutent avec tous les éléments du groupe forment un sous-groupe 
invariant C que l'on appelle le centre du groupe. 

2o Reprenant l'exercice 20, montrer que quand G =;1= l e ! , l'ensemble A 
des automorphismes intérieurs est isomorphe au groupe G/C. 

f?tude de la réciproque. A tout sous-groupe invariant g de G peut-on
associe~ un groupe quotient G/g qui soit image homomorphe de G? 

. Smt .donc un sous-groupe g. Sans utiliser pour le moment le fait qu'il 
est Invanant, nous pouvons montrer que la relation R définie par : 

xRy <:::::=? xy-1 e g 
est une relation d'équivalence. En effet : 

1) e = xx-1 e g, 

2) xy-1 e g :::> (xy-1) = yx-1 e g, 

3) xy-1 e g, yz-1 e g => xy-1 yz-1 = xz-1 e g. 


Pour cette relation d'équivalence, la classe d'équivalence de x est : 

. .~ = 1 y, xRy l = Jy ; xy-1 E g 1= 1y ; yx-1 e g: , 
cette derniere formule expnmant que x est l'ensemble des y tels que : 

3u e g y= ux, 
c'est-à-dire l'ensen1ble des ux pour u décrivant g ; on écrira : 

x=gx 
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cet enseinble une classe à droite relativement à g. On 
Inêine la relation d'équivalence S par : 

xSy ~ y-1 x e g ~ x-1 y E g. 
La classe d'équivalence de x est alors xg, classe à gauche relative

Inent à g. 
La définition d'un sous-groupe invariant : 

(xgx- 1 = g <==? xg = gx), , . 
n'est donc autre que : sous-groupe dont les classes a gauche sont !den

aux elasses à droite, c'est-à-dire, encore, sous-groupe tel que les 
relations d'équivalence R et S soient confondues. 

Il s'agit de n1ontrer n1aintenant que 1:on .l)eut n1u~ir G/R d'une loi 
de composition (notée *), telle que l'apphcabon canonique : 

cp: G~ G/R 
soit un hmnmnorphisine (G/R, image hmnon1orphe d'un groupe, sera 
alors un groupe). , . . . .

Le fait que cp soit un honlmnorptusine Impose cmnn1e lm de compo

sition : 
x*iJ=Xif. 

Ceci ne sera possible que si u décrivant toute la classe xet v toute 
la classe y, le produit uv appartient toujours à la classe de xy, c'est...à-

dire si : 
gx gy c gxy 

gx gy, cm.ltenant ~'ai~~eur~ ,gx ey, c'est-à-dire gxy, l'inclusion précé
dente est eqtnvalente a l egahte : 

gx gy= gxy (1). 

Pour un sous-groupe quelconque, il n'en est généralement pas ainsi. 
Mais si f/ est invariant : 

gx= xg, 

ce qui veut dire : 
'fU E g 3U' E g tel que UX = Xll', 

et, dans ce cas, on peut écrire : 
gxgy = ggxy = g~y, , , . , , , . . 

ee calcul symbolique traduisant la successiOn d egahte entre ele1nents · 
V(uv) e g2 uxvy = xu'vy = x(u'v) y = xwy = w'xy 

avec w = u'v e g et w' e g. 

L'égalité (1) est donc démontrée moyennant l'hypothèse que g est 
invariant ; G/R est dans ce cas identique à G/S ; on note cet ense!nble 
quotient, auquel on vient de donner la structure de groupe G/g, et Il est 
l'hnage homomorphe de G. . , ,

En rapprochant ce résultat de celui demontre page 45, nous pou

vons énoncer : 
Pour que l'espace quotient G(R (xRy <==? xy-1 ~ g) puisse être 

image homomorphe de G, il faut et zl suffit que g sozt un sous-groupe 
invariant de G. 

Ou encore: 
On obtient tous les groupes qui peuvent être images hom_omorphes 

de G en prenant tous les groupes isomorp~es a_ux groupes quotients G/g, 
g décrivant l'ensemble des sous-groupes Invanants de G. 
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Exe'rdc:e 22. - Relation d'équivalence régulière. 
On peut établir la théorie précédente en se posant le problème : G étant 

~n gro~pe, R, ~~e relat~on d'équival~nce sur G, que doit être R pour que 
1on ~wss~ d~fm1r sur ·' espace quot1ent G/R une loi de composition telle 
que 1 application canon1que de G sur G/R soit un homomorphisme ? 

.1 ) ?n. établira que la condition nécessaire et suffisante pour qu 1 il en 
so1t ?ms1, es: que R soit régulière par rapport à la loi de composition sur 
G, c est-a-d1re que : 

V a E G xRy =? oxRoy et xoRyo 

2), 0:' montr~ra . (san.s utiliser la théorie du cours) que cette condition 
est eqUivalente a : il ex1ste un sous-groupe invariant g de G, tel que : 

xRy~xy-1 Eg 

8. Quelques exemples de groupes et de sous-groupes. 

1: Z, ensemble des entiers relatifs, forme un groupe pour l'addition. 
, Cherchons t.o,us ses sous-groupes seront tous ce groupe 
etant cmnmutahf. 

Un tel sous-groupe contient des nmnbres positifs 
et des non1bres négatifs. Soit a le plus des nmnbres > 0 d'un sous-
groupe g ; le sous-groupe contient tous les nombres de la forme : 

n 
que l'on convient de noter na. (Si n < 0, on pose na= n)a]). 

Soit b un autre élément du sous-groupe et supposons que : 
na< b < l)a, 

on pourra alors écrire : b = na r 0 < r < a. 
bEg, .na,~ g, donc z: ~ g, ce qui est contraire à l'hypothèse que a est 

le plu.s peht element posihf de g. g ne possède donc aucun élément b qui 
ne smt pas de la fonne na ; g est l'ensemble des na et sera noté aZ. 

Ensemble quotient. Les classes d'équivalence seront de la forme : 

x= x aZ. 

Il y aura a classes distinctes : ô, i, ..., a~-1. 

Z éta~t abélien, Z/aZ est image hon~o_n1orphe d~ z : ~ + ~ = ;+ ~. 
~e gi oupe Z/aZ est le groupe addihf des enhers n1odulo a, noté 

aussi Za. 

II. Groupe additif des réels. Il possède de nombreux sous-groupes. 
Z en e~t un ; R/Z est formé des classes x= x Z, c'est-à-dire des non1
b~es re~ls modul? 1. Ce groupe noté 1\ est appelé parfois tore à une 
dimens'lon. ,Il est Isomorphe al! groupe ~C:s réels n1odulo 2TC, dont chaque 
classe est 1ensemble des abscisses curvilignes d'un point d'un cercle de 
rayon 1. 

III. Gro~pe 9 des i~o_métries du plan. Contraireinent aux précédents, 
c~ groupe n est pas abehen et tous ses sous-groupes ne sont pas inva
na.nt~. (Par e~empl.e, les rotations de centre fixe forment un sous-groupe 
qu1 n est pas Invanant). 

Panni les sous-groupes invariants, on citer : 

CZJ, groupe des déplacements (ou isométries positives), le produit 


4. 



I soit un 
CJ) 

translations est un sous-groupe invariant de CJ), car 
si en est une, comnw on le montre en 

est constitué des classes Do étant une rotation don-
oc ; or, on sait que des Doc consti

l'ensemble des rotations ClJ 'L ,est donc au 
réels modulo a T1. 

invariant 
S étant 
ce 

= SoT'oS = T", 
vecteur de celui de T'dans la 

Ici 
CJ) sous-groupe invariant de 

morphisme f de G sur G1. 

G 

rvo~·nuT" de croire que cette circonstance est 
invariant d'un sous-groupe invariant de G """'"'"'"'" 

sous-groupe invariant de G. 

e des 
groupe 

Soient G et 

notons O. 

Cet 
g 

fonctions nulles en Xo, 

'"'''"'"Y\"' est invariant. La classe 
de toutes les fonc

f. Le groupe 
des réels. 

deux groupes tels qu 1 il existe un homo

43 

a) 9 1 éta,nt un sous-groupe inva,riant de Gll montrer que 9 = (91) 
est un sous-groupe invariant de G1 et que les groupes quotients G/9 et 
Gd91 sont isomorphes. 

b) Soient deux groupes G et G1 et un homomorphisme f de G sur 
G1, 9 et 9 1 , deux sous-groupes invariants de G et G1 respectivement et 
tels que f(9) C 91· 

Montrer qu'il existe un homomorphisme h de G/9 dons G1/91 tel que le 
diagramme précédent soit commutatif. 

Exercice 24. 
a) Dans un groupe G d'ordre 2n, tout sous-groupe 9 d'ordre n est 

invariant. 
b) Soit G d'ordre 2n possédant deux sous-groupes 91 et 92 d'ordre n, 

tels que 91 n 92 = !el . Montrer que ceci n'est possible que pour une 
seule voleur de n et une seule structure de G. Combien G possède-t-il de 
sous-groupes d'ordre n ? 

c) Dans le cas géné1al d'un groupe G d'ordre 2n ayant deux sous
groupes distincts d1ordre n, se ramener au cas précédent par un passage 
convenable au quotient. Que peut-on en déduire pour l'ordre et la structure 
de G? 

9. Générateurs d'un groupe. Groupes cycliques. 

Remarquons d'abord que l'intersection d'une famille de sous-groupes 
est un sous-groupe. Soit alors A une partie de G et considérons tous les 
sous-groupes qui contiennent A, leur intersection g est le plus petit sous
groupe de G contenant A. On dit que g est engendré par A ou que A est 
un ensemble de générateurs de g. 

Supposons alors que A ne contienne qu'un élément a. Le plus petit 
sous-groupe contenant a est celui des puissances de a : 

. . . a-n ..... a-1 ..... e a a2 ..... am ... 
Un tel groupe g engendré par un seul élément est dit monogène. 

Puisque an. am= an+m, l'application : 
n ez~an 

est un h01non10rphisme de Z sur g; g est donc ison1orphe à un groupe 
quotient de Z, ,c'est-à-dire soit à Z lui-même, soit à Z/nZ. 

Dans le pre1nier cas, qui se présente quand aucune puissance de a 
n'est égale à l'élément neutre, g est un groupe monogène infini. Dans le 
2e cas, an= e, an+ 1 =a ... an+m =am, le groupe a un nombre fini d'élé
ments, n. On dit qu'il est cyclique. n (qui est la plus petite puissance de a 
telle que an= e, et qui est l'ordre du groupe g) est dit ordre de l'élément a 
dans le groupe G. 

si G est lui-n1ême fini, et si g est un quelconque de ses sous
groupes, toute classe modulo g (classe à gauche par exemple) a autant 
d'éléments que g lui-mên1e. Il en résulte que l'ordre de G est un mul
tiple de l'ordre de g. Dans un groupe fini, l'ordre d'un sous-groupe est un 
dwiseur de l'ordre du groupe. 

Si, en particulier, g est le groupe cyclique engendré par un élément a, 
le théorème précédent prouve que l'ordre d'un élément divise l'ordre du 
groupe (tout élé1nent a un ordre fini dans un groupe fini). Il en résulte 
que am= e avec m!n, n étant l'ordre du groupe, donc an= e. 

Dans un groupe fini d'ordre n, an= e, a étant un élément quelconque 
du groupe. 

Remarque. Si p est premier, les entiers différents de 0, de Zv, for
ment pour la multiplication un groupe à p- 1 éléments, comme nous le 
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verrons ultérieure1nent. 
n'est autre que le théorème 

Exercice 25. 

a) A étant une partie non vide d'un groupe G, montrer qu'il existe une 

plus petite partie stable A contenant A et que : 

A= lAn, nEN l 

b) Déterminer le plus petit sous-groupe contenant 

Exercice 26. 	

1) A et B étant deux sous-groupes d'un groupe G, on considère le plus 
petit sous-groupe 9 contenant A U B. Montrer que tout élément de 9 est 
obtenu comme produit d'une suite finie d'éléments appartenant alternative
ment à A et à B. 

2) Montrer que la condition nécessaire et suffisante pour que 9 soit égal 
à AB est que l'on ait AB BA (les deux groupes A et B seront dits permu
tables). 

Qu'en résulte-t-il si un des groupes A, B est invariant ? 

3) Déduire de ce qui précède que l'ensemble des sous-groupes d'un 
groupe G ordonné par inclusion est un treillis. 

Même question pour l'ensemble des sous-groupes invariants d'un groupe G. 
(Préciser ce que sont alors 911\92 et 91 V 9z). 

4) Montrer que si A et B sont deux sous-groupes permutables et C un 
sous-groupe contenant A, A est permutable avec B nC et qu'on a 

A (B nC) 	 C nAB 

En déduire que le treillis des sous-groupes invariants d'un groupe est modu
laire ce qui signifie que 

A -<. C ::;> A V Œ A C) CA V B) A C 

On pourra montrer à ce propos que, dans tout treillis, l'implication sui· 
vante est vraie 

A -<. C ::;> A V Œ A C) -<. <A V B) A C 

5) Montrer que si A est un sous-groupe invariant de G et B un sous-groupe 
quelconque de G, les deux groupes B1A n B et AB 1A sont isomorphes. 

Exercice 27. 

l) Soit G un 	groupe abélien d'ordre n fini. Montrer que l'on peut trouver 
une suite finie de sous-groupes U 1, U 2, . . . tels que 
ec U1c Uz c U3 ..... c Uk-1C Uk cG 
et tels que U 1, U 2/ U 1, U3/ Uz.... Uk/ Uk-1, G/ Uk 
soient cycliques. 

2) On dit qu'un groupe G est simple lorsqu'il n'a pas de sous-groupes 
non triviaux (autres que G et l e l ). 

Montrer qu'on peut résoudre la question précédente en imposant aux 
groupes quotients Ui+l 1 Ui d'être cycliques simples. 

Montrer qu'alors le nombre des groupes Ui et l'ensemble des ordres des 
groupes quotients est unique pour toutes les décompositions de ce type. 
(Autrement dit, pour deux décompositions différentes, on obtiendra comme 
groupe quotient les mêmes groupes cycliques simples, mais pas forcément 
dans le même ordre). 
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§ 3. PRODUIT DE GROUPES 

1. 	Soient 2 groupes G1 et Gz et soit : 

G = G1 X Gz = ! (at, az) ; a1 E 
 l' 

cartésien. Nous pouvons doter ce cartésien d'une 
algébrique en définissant l'opération : 

(a1, az) • (b1, bz) = (a1b1, a2bz). 

Il est immédiat que G1 X Gz forme un groupe pour cette opération, 
l'élément neutre étant (e1, ez) si e1 et e2 désignent respectivement les 
éléments neutres de G1 et Gz. 

Exemples : 1) R X R où R est le groupe additif des réels forme un 
groupe: 

(x, y) (x', y') =(x x', y+ y'), 
cette opération n'est autre que la somme vectorielle. 

Ceci s'étend sans difficulté à Rn. 
2) R X T 1 représente les points d'un cylindre. 
3) T1 X T1 représente les points d'un tore. 
Sur l'une comme sur l'autre de ces surfaces, comme précédemment 

sur le plan R2 , l'opération de groupe est une loi de composition à 
deux points, fait correspondre un point. 

Ces groupes sont les mêmes que ceux de transformations dans les
quels les points considérés sont les homologues d'un point origine fixe : 
groupe des translations dans le plan groupe des déplacements héli
coïdaux sur le cylindre R X et sur le tore TÎ le groupe des doubles 
rotations, en désignant par double rotation le produit d'une rotation sur 
le parallèle par une rotation sur le méridien. 

Chacun de ces groupes est cmnmutatif comme les groupes facteurs 
du produit, R ou T1. 

G1 et Gz sont isomorphes à des sous-groupes invariants de 
Cette proposition s'établit facilement. En effet, considérons : 

g1 = ! (a1, e2) ; a1 E G1 1 . 
Il est immédiat que g1 est un sous-groupe de G1 X Gz et que l'application 

g1~G1 
(a1, ez) _____,. a1 

est un isomorphisme. Il reste donc seulement à vérifier que g1 est inva
riant. Or, 

1	 1
(b1, bz). Ca1, ez). (b 1 , b21

) = (b1a1biÎ, bzezb2 ) 

=(a~, ez) e g1. 
Cherchons alors ce qu'on peut dire du groupe quotient G/g

1
• Ses 

éléments, classes de G modulo g1, sont de la forme : 
gl (bl, bz) = ! (albl, ezbz) ; U1 E Gl 1= l (Cl, b2) ; Cl e G1 l . 

Une classe est donc constituée par tous les couples dont la deuxième 
composante bz a une valeur fixe et dont la première décrit tout le groupe. 

L'isomorphisme G1g1_____,. Gz 

(b1, bz) ~ bz 
est alors évident. Chacun des groupes facteurs du produit G = G1 X Gz 
est donc isomorphe au groupe quotient de G par un groupe isomorphe 
à l'autre. 

Il ne faudrait pas croire qu'il s'agit là d'une propriété générale. Il 
est, en général, faux que G soit isomorphe au produit G/g X g, g étant 



de sa on 
s'écrit x1y1xzy2, d'où ~(xy) = 

En résun1é : Pour le groupe 
Ut et gz, en soit produit dzrect, 
deux groupes de conditions (1 et 

En si G est commutatif, il 
fion 1 de la ou 
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un sous-groupe invariant de G. Il résulte en effet du raison
nement que, pour qu'il en soit ainsi, il serait nécessaire que 

soit aussi isomorphe à un sous-groupe invariant de G. Or, il n'en est 
pas ainsi. (Dans Z, par exemple, tous les sous-groupes sont 

et tous les groupes quotients sont finis. Un groupe quotient de Z 
ne donc être ison1orphe à un sous-groupe de Z, sauf pour les cas 

où le sous-groupe est l 0 1 ou Z : Z est trivialement isomorphe 
au produit cartésien de Z par l 0 1 

2. Produit direct. 

Si G =Gr X G2, tout élément a de G est de la forme (ar, az) avec 
Ut e Gt, a2 e G2, et peut s'écrire : a = (at, ez) (et, az), c'est-à-dire, en fai
sant intervenir les deux sous-groupes Ut et g2 de G respectivement iso
morphes à Gt et Gz, que tout élément de G s'exprime comme le produit 
d'un élément de gr par un élément de g2. 

On a donc : G = Ut g2 et G est le produit des deux sous-groupes Ut 
et g2 (ici non plus, au sens de produit cartésien, mais au sens de l'opéra
tion sur les parties du groupe G). 

L'étude précédente a fait apparaître un certain nombre de propriétés 
de gr et g2 : 

1) v x e G, la factorisation x == XrXz avec Xr e gt, Xz e U2 est unique. 
2) v Xr e Yt, v X2 Eg2, XtX2 = X2Xr. 
En effet (ar, e2) (et, az) = (ar, az) =(et, a2) (at, e2). 

3) Ut ngz = 1e 1 • 


Ut et gz sont invariants. 

On peut alors se poser le problème suivant : un groupe G étant le 

..,. ...,... r~,.~,+ (pour l'opération sur l'ensemble de ses parties) de deux de ses 
sous-groupes gr et gz, est-il isomorphe à leur produit cartésien ? Lorsqu'il 
en sera ainsi, on dira que G est le produit direct de ses deux sous-groupes 
g1 et g2. 

Sous l'hypothèse initiale H (G = g1g2), les quatre conditions énoncées 
ci-dessus apparaissent con1me nécessaires·. Mais elles ne sont pas indé
pendantes. On a, en effet : 

Sous l'hypothèse H, les implications suivantes ont lieu entre les qua
tre conditions énoncées ci-dessus : 

1 Ç:::? 3 ; 2 =*> 4 ; 3 et 4 =*> 2 et par suite (1 et 2) ~ (3 et 4). 
Démonstration. 1 =*> 3. Si gr ngz contenait un élément u =F e, cet 

élément admettrait les deux factorisations u = ue = eu. 
3 =*> 1. Si x= X1X2 = y1y2, on en déduit y;-1 Xt = y2x;1 = e si Ut 

et g2 n'ont en commun que e, et par suite Xr = yt, X2 = yz. 
2 ::;> 4. Soit Ut e gr, et considérons XUtx-1 où xe G. On peut écrire 

x= X2X1 et x ur x;-1= XzXtUtX11 x;1• Or, XtUtX]1 EUt· 

D'après 2, on a donc: 
X2(XtUtX1 1 )x;1 = (XtUrX1 1 )X2X21 = XrUtX1 1 EUt· 

Même démonstration pour g2. 
(3 et 4) =*> 2. Considérons XtXz(X2Xl)-1 = u = XrX2Xj1 x;-1 

; g2 étant 
invariant, XrXzX11 e g2, d'où u E gz. De même, Ur étant invariant, 

XzXrx; 1 e gr, d'où u E gr. De gr ngz = 1e 1résulte u = e, c'est-à-dire 
XrX2 = X2X1. 
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Sous les conditions 1 et 

G~gr X gz. 

nU2 = ! e ! ) soit <'rt1fi<>1'ni1fn 

Notations : Dans le cas où le groupe est noté additivement 
cas on de somme on notera : 

G =Ut gz. 
Mais en cas de notation mlJlttP1IC2ttnre il ne faut pas utiliser ® réservé à 
un autre usage. 

Insistons encore sur le fait 
invariant Ut n'est pas au 
cartésien G/ut Xgt, même dans le cas IS(Hnornne à un autre 
sous-groupe invariant gz. Nous verrons à ce l'exercice 29. 

Exemples : En donnons différents de diverse:; 
circonstances possibles. 

Un de la dernière circonstance .., .. ..,,llll«J.'-'

le entiers additifs modulo 8. le sous-
Ut = l 0, 2, 4, 6 l et Zs/Ur est Z8 vv~,i:)Ç\_j_Ç 

aussi un sous-groupe d'ordre 2 : = ! 0, 4 1 , nécessairement IS<)m,ornbte 
à Zs/Ut, mais Zs n'est pas somme ici n'est pas somme non 
ar sens des sur les de Ut et g2. 

Dans 3, 1) 
ne pouvait ] mna:ts 
donc être non trivialement somme directe. 
que sorte la question à 
g1 et gz tels Z = gt 
de Z sont de forme 
choisir gt mZ et gz = avec rn 
Àm + !J.n, somme d'un élément de 
comme on le démontre en 

Mais Z =F gt EB g2, car Ut ng2 
d'Jtn entier sous forme Àm +!l-n 

Les deux groupes d'ordre 4 
l'un et l'autre le ! e, a 1 de table 



48

à gz = ! e, b l de 

..-- ...n.r~ ... ~ g1 X g2 a pour table (dont on n'écrit moitié en 
la commutativité) : 

1 (e, e) (a, e) (e, b) (a, b) 

(e, e) (a, e) (e, b) (a, b) 
(a, e) 
(e, e) 

(e, e) (a, b) (e, b) 
(e, b) (e, e) (a, e) 
(a, b) (e, e) 


à : e a b c 

e e a c 
a e c b 
b e a 
c e 

Le des d'ordre 4 trouvés (celui des symétries par 
aux 3 axes trirectangle) appar~!t donc comme. le 
direct de deux de ses sous-groupes. Le deux1eme, au contraue, 

ne l'est pas et n'a d'ailleurs même pas de sous-groupe isomorphe à G/g1 

(contrairement à ce se passait pour Zs). 

Exercice 28. - Soient G1 et G2, deux groupes ayant respectivement deux 
sous-groupes invariants g 1 et 9 2 • Montrer que G1 X Gz possède un sous
groupe invariant isomorphe à 91 X 92 et que 

G1 X G:d91 Xgz ~ Gd91 X Gz/91 
Exemple: Un tore T2 peut être considéré comme produit cartésien 

T1 X T 1· On peut aussi dans R2 considérer le sous-groupe z2 et le tore T 2 

comme le quotient ft2fzz. 

Exercice 29. - Une condition nécessaire et suffisante pour que, H étant 
un sous-groupe invariant de G on ait G~H X G/H, est qu'il existe un 
homomorphisme de G sur H dont la restriction à H soit l'identité (c'est-à-dire 
f(x) ~x pour tout x). 

Exercice 30. - Si G est commutatif et H un de ses sous-groupes, si G/ H 
est monogène infini montrer que 

G ~ H X GIH. 

§ 4. GROUPES ORDONNES 

l. 	On ""'~~"'~~"'-'•A.., groupe ordonné un ensemble G muni d'une structure d'ordre 
et structure de groupe compatibles entre eUes, c'est-à-dire que: 

~ ax -< bx 
VxE G a -< b:::? 1 xa -< xb 

Remarquons d'abord les formules d'antériorité peuvent être multi
membre à AAA~'AAA~JA 

a-<b ac-< be ~ 
:::? :::? ac-< bd 

c-< d be-< bd 
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ensuite que 
Sa b-1 -< e -< a-1 b 

a -< b :::;:. tb-1 a -< e -< b a-1 

et seule des 4 formules de droite ceile de Il en 
résulte que la structure d'ordre sur G est la connaissance 
des éléments postérieurs à e dont l'ensemble est par G+. 

R2Exemple : groupe additif du plan. Le est un p. 
ordonné (voir page 23). S'il est ordonné par la relation : 

(x, y)-< (x', y') <=::::>x -< x', y -<y', G+ est le 1er 

S'il est ordonné par l'ordre lexicographique, G+ est constitué par 
l'ensemble des quadrants I et IV et de la partie positive de l'axe des 
ordonnées (x > 0, y quelconque ; x = 0, y ~ 0). 

Propriétés de G+: e -<a, e-< b :::;:. e -<ab, donc (G+) 2 c mais 
G+ c (G+ )2 (il suffit de considérer les produits ea où a décrit G+ pour voir 
que G+ est une partie de (G+) 2). Donc : 

(G+)2 = 
G+ est invariant dans tous les automorphismes intérieurs de car 

e-< b :::? a e a-1 -<ab a-1 , soit e-< aba-1 

aG+a-1 = G+. (2) 
D'autre part, si e -<a a-1 -< e 

et si e >- a a-1 >- e 
Posons G- = (G+ )-1 ; on vient donc de constater que 

G+ n G- = ! e l . (3) 

Les propriétés de G+ que nous venons d'établir sont caractéristiques 
du sous-ensemble G+ d'un groupe ordonné ; c'est-à-dire que l'on peut 
définir sur le groupe G, admettant un tel sous-ensemble, une. relation 
d'ordre telle que G+ soit l'ensemble des éléments >- e. Soit donc : 
G+ cG tel que (G+ )2 = G+ ; V aE a G+ a-1 = G+ ; G+ n G-- = l e 1 . 
(Sur un groupe commutatif, la 2e des 3 conditions disparaît). 

Soit la relation 

a -< b <=::::> ba-l E G+ , 


montrons que c'est une relation d'ordre : 
1) elle est réflexive car V a aa-1 = e E G+ ; 
2) elle est antisymétrique car V (a, b) E G2 , 

ab-1 e G+, ba-l e G+ :::;:. (ba-1)-1 = a b-1 E G- donc a b-1 = e ; 

3) elle est transitive car V (a, b, c) E G3 , 


ba-1 E G+, cb-1 E G+:::? cb-1 ba-1 = ca-1 E 

puisque (G+)2 = G+. 


Reste à vérifier la avec la loi de Soient a 
et b tels que : ba-1 E G+. 

Formons bx (ax)-1 = bx x-1 a-1 = ba-1 E G+ 
et xb (xa)-1 = xba-1 x-1 , 

ba-le G+ et l'invariance de G+ dans les automorphismes intérieurs 
montre que xba-1x-1 appartient aussi à 

Jax-< bx 
donc : 	 a -< b =?lxa -< xb. 



bV c =(a 

c)-<a+bVc 
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Nous som:mes maintenant en mesure 
res d'ordre dont on doter un i"h'<'H>"r'A 

ensembles G+ IJV•;:),;:)J.JUJ.co;,. 

chercher toutes les structu
G en cherchant tous les sous-

pour G+ ). 
aussi être 

Sur Q+, ensemble des rationnels 
rapport à 

o'I'•>Pt:>l<' b veut alors dire 
la on pourra

entiers 
sont entiers : a!b. 

C'est un ordonné 
que, pour toutdire est 

Tous les de 
étaient réticulés. 

nous venons 

c'est-à
a Ab. 

Nous nous bornerons à étudier les 
le cas où ils sont commutatifs et nous 

Première propriété. 
En effet, 

b -< b 
c-< b 

a c-<a b f 
a b-< a b V c \ 

Mais appliquons 
élément à ajouter a). II 

bVc 
donc a+ -<(a 
ce qui, rapproché de l'égalité 
s'exprimer : si on ajoute un 
couple, leur sup est 

c 

a 

entraînent 
avec 

=>(a b) 

c) en cmnn1e 
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Deuxième propriété. bVc bAc= b +c. 
Faisons a= b Vc dans l'égalité précédemment établie : 

bVc +bAc= (bVc + b)A(bVc 
Mais bVc + b = 2bV(c + b) >- b c, 

bVc + c= (c + b)V2c >- b c. 
L'inf de ees deux éléments est done aussi >- b 

donc: bVc+ bAc>- b + c. 

Mais on montrerait de même (avec échange des -< et >- , V et A) que : 


bAc bVc-<b+c. 
Le rapprochement de ces deux formules démontre l'égalité indiquée. 

Remarquons qu'appliquée au groupe multiplicatif des rationnels (ordonné 
par la relation a-< b ~ ba:-1 entier) et à deux éléments entiers, cette 
dernière propriété n'est autre que : 

P.P.C.M. X P.G.C.D.= produit des 2 nombres. 
Quelques nouvelles définitions : 0 représentant l'élément neutre, on 

pose: a+= aVO et a-= aAO. 
La règle précédente donne : a+ + a-= a et on convient de poser 

a+- a-= lai que l'on appelle valeur absolue de a. Ces diverses notations 
sont figurées sur le schéma ci-dessous dans le cas du groupe additif R2 et 
pour un élément qui n'appartient ni à G+ ni à G-. 

__ ,taia..-- a+ 
1 
1 
1 
1 

0 -aa.

Exercice 31. - Montrer que la + bi < lai + lbl 
et que ja-bl = aVb-aAb. 

3. Groupe archimédien. 
On appelle archimédien un groupe ordonné où a étant un élément >- 0 

et ::/= 0 et b donné, on ne peut avoir na -< b quel que soit n E N. 

a.. 

De nombreux groupes usuels sont archimédiens mais pas tous. 
Exemple : dans le plan ordonné par l'ordre lexicographique, on pourra 
avoir na-< b pour tout n (voir figure ci-dessus). 

1 
1 

1 
1 

http:IJV�;:),;:)J.JUJ.co


-52

Soit G un groupe réticulé commu-Exercice 32 (sur les groupes réticulés). 
tatif noté additivement. 

1 ) Montrer que 
VaEG, bEG <aVb) (-a) (-b> 

qu'en tant que treillis G est distributif c'est-à-dire que2) On veut 
'((a, b, c) G3 on a 


(aJ\b) =(aVe) 

(a Vb) (a J\c) 


a) Montrer qu'il suffit d'établir une des deux égalités 
b) Montrer que dans tout treillis 

(a J\ b) V c -< (a V c) J\ (b V c) 

c) Montrer que dans G 
(aJ\b) V c >- (aV c) (b V c) 

Pour cela on montrera : 
œ) qLJ'on peut se ramener au 0, 
B> que si a est positif a V c 

et on déduira l'égalité cherchée. 
3) Montrer que n(a J\ 0) na J\ (n-1 )a ... J\ a J\ 0, n entier > O. 
En déduire que na >- 0 implique a >- O. 
4) Montrer a+ -(a-)= (a J\- a) V 0 

et en déduire que J\ - (a-) O. 

Exercice 33. - Montrer que dans un groupe réticulé les deux égalités 

impliquent x y 

§ 5. GROUPES DE 

E étant un ensemble, on considère 
E désigné SE. Cet ense1nble constitue un groupe symé
trique de .. 

La loi de groupe est évidem1nent la co,m~osibon et l'inverse d'une 
bijection f est la bijection réciproque, c'est-a-due 

-1 

=f 
Quand E est un ensemble fini de n t:nauc;u.'-"• 

des bijections de E sur appelé Sn, a n ! . . . 
Les transformations de la géométri~ ~lémentai~e sont. ~es biJecbo~s 

(même la transformation par polaires reciproques a condltwn,de consi
dérer des ensembles d'élén1ents de contact), l'ensemble E etant,. par 
exemple, le plan le projectif ou le plan anallagma~1que. 
n n'y a pas de différence entre A un groupe ,d~ transformation et 
un groupe car tout groupe etre cons'ldere comme un groupe 
de transformation. 

(a) 
Soit en effet la x~ a x 

qui applique G sur lui-même. Le composé des et (b), ~oit 
(b)o(a), fait correspondre à x l'élément ba x .. Le G est d<;mc IS~-
morphe à un sous-groupe de ses transfor~ab.ons sur (lso~OI-
phisme qui à a e G fait correspondre la biJection (a) e SG cSa). En Iden

tifiant G et sG on écrira : 
Ge 

:sunr,os,onLs maintenant que soit 
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GXE~E 
x)~œx. 

Les éléments de G sont dits des et on dit G opère dans E. 
que cette loi de con1position externe pas 

faisons subir à x la bijection (~) o(œ) : 
(œ) (~) 

x~œX--?~(œx). 

Mais l'hmnomorphisme entre G et le sous-groupe des bijections exige que 
(~œ) ·= (~)olœ). 

Or, la bijection ~œ envoie x sur ~œx. La loi de ""......,.,_,,.,""'' externe 
demment définie satisfait donc à : 

~ (œx) = ~œx. 
D'autre part, la (s) à s, élément neutre de est 
la bijection identique. Donc 

VxEE sX=X. 

Exercice 34. - Réciproquement si une opération externe est définie sur E 
ses opérateurs appartenant à un groupe G et si cette loi vérifie les deu~ 
propriétés 

V (œ, ~) E G2 V xEE ~(œx) = ~œx 
et V xEE sx =x 

montrer que G est homomorphe à un sous-groupe de SE • 

G opérant sur E est transitif, si 
V y) E E2 3œ E G y= œx, 

ce qui veut dire que les bijections du G peuvent faire se corres
pondre ~eux élén1ents quelconques de déplacements (et n1ême les 
translations) forment pour le plan un groupe transitif. Il n'en serait pas 
de même pour les rotations de centre donné. 

Si G n'est pas transitif, il est intéressant de savoir quels sont les 
couples x, y dont G faire correspondre les élé1nents. Posons 

xRy~ 3œ y= œx. 
On vérifie que R est une relation d'équivalence. Dans une 1nên1e classe 
on trouve tous les éléments peuvent être envoyés les uns sur les autres. 
(Pour les rotations de centre 0, une classe d'équivalence est un cercle de 
centre 0). 

§ 6. PLONGEMENT D'UN DEMI-GROUPE ABELIEN 
DANS UN GROUPE ABELIEN 

l. (Nous utiliserons, sauf indication contraire, la notation multiplicative). 
Une propriété fondamentale des groupes est existe pour tout 

couple (a, b) un élément x et un seul tel que ax = Or, certains ensem
bl~~ <:ù une _loi de , . est définie ne j,ouissent pas de cette pro
pnete, certa'lnes des equations ax = b ne possedant pas de solution dans 
l'ensemble et il est naturel de chercher a plonger l'ensemble dans un 
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ensemble vaste tel que ces y alors toutes une 
solution. 

De façon plus précise, étant donné l'ensemble D sur lequel est définie 
une loi de composition, il s'agit de trouver un groupe G~D tel que la loi 
induite sur D par celle de G soit celle de D. Nous allons chercher à quel
les conditions doit satisfaire D pour que cette opération soit possible. 

Conditions nécessairement vérifiées par D. 
Une première condition apparaît évidente : c'est que la loi sur D soit 

associative. 
D'autre part, D doit être une partie stable de G pour l'opération de 

groupe de G. Et, a étant un élément de G, nous avons vu que l'application 
G~G 
x ax 

était une bijection. Il faut donc que l'application 
D~D 
x ax aED 

soit la restriction à D d'une application bijective. Or, cette restriction 
n'a aucune raison d'être surjective, mais elle doit être injective ; on doit 
pouvoir affirmer : 

ax=ay ::::;> x=y, 
ce qui peut encore s'exprimer : dans D, une égalité doit être simplifiable. 

Nous voyons donc qu'on doit imposer à D que sa loi de composition 
soit associative et que les égalités y soient simplifiables. Et nous allons 
montrer que si nous ajoutons à ces conditions celle que G soit comi?u
tatif, ce qui entraîne que la loi de composition sur D soit commutatwe, 
le problème de construction de G admet une solution et une seule. 

Construction de G. Nous la ferons en partant de deux idées voisines 
qui nous conduiront au même résultat. 

Premier point de vue : Pour transformer D en un groupe, il est 
d'abord nécessaire de lui adjoindre un élément neutre s'il n'en possédait 
pas. Il faut ensuite lui ajouter les inverses de ceux des éléments de D qui 
n'en ont pas. Pour que G soit un groupe, il devra enfin contenir tous les 
éléments de la fonne xy-1 et leurs produits. 

[Les mots << inver'se » et « produit » sont pris ici dans leur sens 
relatif à la loi de composition à déterminer pour G, détern1ination qui fait 
partie de la construction de G] . 

Observons tout de suite que le produit de deux éléments de la forn1e 
xy-1 est lui aussi de cette fonne, c'est-à-dire que leur ensemble est fermé 
pour la loi de composition ; en effet, 

xy-1 uv-1 = xuy-1v-1 

grâce à l'hypothèse de commutativité ; et 
xuy-1 v-1 = xu (yv)-1 • 

Mais certains éléments de cette nature peuvent être 
xy-1 = uv-1 si xv= yu (1). 

La loi de composition qui intervient dans cette égalité étant cette fois la 
loi induite sur D, donc la loi connue. 

Or, nous constatons que la relation R définie par 
(x, y) R (u, v) ~xv= yu 

est réflexive, symétrique (ce qui est immédiat) et transitive, car 
(x, y) R (u, v) ~ xv = yu 

(u, v) R (s, t) ~ut= vs, 


en multipliant la première égalité par t, la deuxième par y, il vient : 

xvt = vsy:::? xt = sy ~(x, y) R (s, t), 
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en utilisant le fait 

ax = b, a et b 
couple (a, b) E D2 

ax = b. (Le fait 
de deux solutions 

n'est pas 

=b:::;>amx= 
et les couples (a, et (c =am, d = ont la même in1age x dans cette 
correspondance. tels ad = be et réciproquement 
tout d) tel que ad= aura la rnême image x que (a, b) car 

ax = b ::::;> acx =be= ad::::> ex= d. 
solution d'une correspond donc à une 

de D2 R ayant la mêrne 

b) pour lesquels il 
avait pas de solution dans connne s'il y en une. Nous nous trou
vons amenés à nouveau à considérer l'ensernble D2/R. 

Mais D n'est un sous-ensemble de puisque leurs élén1ents 
ne sont de nature. Il correspondance entre les 
éléments D et certains Ceci nous arnène à modifier 
lt>ort>TP.n'IP.rlt- l'énoncé du posé : 

On dira un ensernble D 1nuni d'une loi de composition 
dans un groupe G détenniner ce G de telle façon qu'il 
uv'""'"'·U'-" un pour la loi composition de G, soit iso
morphe à D. 

faits ont n1ontré qu'un 
devait nécessairernent 

. Si nous montrons 
enec1:1v~~ment, nous aurons montré que 

à D étaient suffisantes et que D2/R est le plus 
(déterminé à un isomorphisme près). 

La loi de coJm-.:ws.rtion sur est évidem1nent définie par la loi de 
aux élérnents de chacune des classes. 

n'a de sens que si est IncleJ)eita2lllt du couple d'éléments 
dans une classe. Vérifions-le : soit 

, b') e c'est-à-dire tel que ab'= ba' 

bien à (ac, bd), car 
acb'd = bda'c. 

et formons (a'c, .Il 

Cette loi de donne à une structure de groupe. En 
effet : 

1) elle est associative ; 

elle voss<:me car 

tout élément 

=.(ab, ab). 
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contient un sous-ensen1ble soit 
à D. Nous ce sous-ense1nble ; nous allons voir 
constitué par l'ense1nble des classes 

à tout a E D la classe 

Reste à voir si 

a2 ---7 (a2b2, b2) 

a1a2 ---7 (a1a2b3, bg). 

Mais le produit des 2 classes de a 1 et a2 est : 


=? a1b1b2 = b1a2b2 :::;> a1 = a2. 

Si nous considérons alors l'application 


D---7 

q:ui, elle, sera surjective, nous voyons que nous avons affaire à une bijec
tion et que 

D"""" 
On peut identifier alors D et si on veut donner une solution au pro
blème tel que nous l'avions initialement forn1ulé. 

En résumé :, No_us demi-groupe commutatif un ensemble 
sur lequel est de,finze une opération associative, commutative et simpli
fiable. 

Et la conclusion de l'étude précédente s'énoncera :Pour qu'un ensem
ble muni ~l'u_ne loi de. composition pui.sse être plongé dans un groupe 
commutalzf, zl faut et zl suffit _que ce sozt un demi-groupe commutatif, et 
le plus petzt groupe commutatzf contenant le demi-groupe est alors déter
miné de manière unique (à un isomorphisme près). 

Application à N. Considérons l'ensemble N des entiers naturels. N est 
muni de deux lois de composition associatives, com1nutatives et simpli
fiables. Il pourra donc être considéré cmnn1e de1ni-groupe pour chacune 

en conséquence, pourra être plongé dans un groupe additif et dans un 
groupe multiplicatif. 

2. Construction de Z, groupe additif des entiers. 

Les éléments de N2 /R sont des classes de couples d'entiers naturels ; 
(a, b) et (c, d) sont dans la même classe si a+ d = b c. L'ensembleN 
est l'ensemble des classes c'est-à-dire celui des classes (a, b) 
où a~ b (lnettre ~ est que 0 fait partie des entiers naturels). 
Dans chacune de ces classes il existe un représentant remarquable (c, 0) 
avec c a- b. Si au contraire a ~ b, il existe dans la classe (a, b) le 
représentant (0, c) avec c = b-a. L'habitude est de poser 

(c, 0) = c (Identification de et de N) 
et (0, c) =- c, 
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dont la somme est (c, c) 
sont des éléments inverses. 

Ordre sur Z. Sans se servir de l'ordre "'v'""''-·U.'-' N, on reinar
quer que pour l'ensemble Z, N a les G+. L'ensemble G-

est constitué par l'ensemble des classes (0, c) et Z est alors forn1é de la 
réunion de N et N-. Il en résulte que Z est muni d'une structure d'ordre 
total puisque, étant donnés deux éléments quelconques, le composé de 
l'un avec l'inverse (ici opposé) de l'autre appartient nécessairement soit 
à N, soit à N-. L'ordre ainsi obtenu sur Z induit d'ailleurs sur N l'ordre 
naturel. 

3. Construction de Q+ (groupe multiplicatif des rationnels positifs). 

La classe (a, b) ne possède pas cette fois d'élément donnant une 
forme réduite aussi jolie. On peut toutefois, en divisant a et b par leur 
P.G.C.D., prendre comme représentant de la classe un couple dont les 
deux termes soient premiers entre eux (fraction réduite à sa plus siinple 
expression). Contrairement à ce qui se passe pour Z, on a d'ailleurs 
l'habitude de travailler avec n'importe quel représentant des classes. 

On peut encore prendre N comme G+ de Q+ (voir groupes ordonnés, 
exemple page 50), mais NU N- =1= Q+ (N- n'a évidemment pas la même 
signification que dans le paragraphe précédent) et l'ordre ainsi établi sur 
Q+ n'est pas total. 

5'. 



ANNEAUX · CORPS 

§ 1. PRINCIPALES STRUCTURES ALGEBRIQUES 

Avant d'aborder l'étude de ces deux structures, nous donnons la liste 
des principales structures algébriques : 

1. 	Anneau (Ring en anglais et en alle1nand). 
C'est un ensemble 1nuni de deux lois de con1position : 
La pe (notée additivement) est une loi de groupe commutatif. 
La 2" (notée Inultiplicativement) est associative et distributive par 

rapport 	à la F". 

Va b c 5 (a+ b) c =ac+ be
' ' t c (a + b) =ca + cb. 

Si la 2" loi est con1mutative, on dit que l'anneau est c01nmutatif. 
S'il existe un élément neutre pour la 2" loi, l'anneau est dit « à élé

ment unité » ou « unitaire », et cet élément neutre est appelé unité. 

Dans un anneau on a, si 0 est l'élément neutre de la tr" loi : 
ba = (b + 0) a= ba + Oa et ab =a (b + 0) =ab + aO. 

Donc Va 0a=a0=0. 
Exemple d'anneau : Z (voir exercice 35). 

2. Corps (field en anglais, Kôrper en allen1and). 

1) Un corps K est d'abord un anneau. 
2) Si on retire de K l'élément neutre de la prenüère o:pération, l'en

semble obtenu K- l 0 1 = K* est un groupe pour la 2e operation. 
Un corps peut être commutatif ou non commutatif. Dans ce cas, il 

est dit « gauche » (skew field ou sfield en anglais). 

Exemples de corps : 
Q corps des rationnels 
R corps des réels 
c corps des c01nplexes. 

Exercice 35 (définition des opérations sur Z et sur Q à partir des opéra
tions de N·. Structure d'anneau sur Z et de corps sur Q). 

1) On a obtenu plus haut Z comme plus petit groupe commutatif conte
nant N {l'opération de :Z induisant l'addition sur N). 
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Montrer qu'il existe une opération et une seule sur Z, possédant les deux 
propriétés : 

a) être distributive par rapport à l'addition, 
b) induire sur N la multiplication, 

et retrouver ses propriétés classiques (commutativité, règle des signes, produit 
des valeurs absolues, absence de diviseurs de zéro, comportement à l'égard 
de l'ordre sur Z>. 

2) On remarque que Z- 1 0 f est un demi-groupe commutatif pour 
la multiplication. Q est la réunion de l 0 1 et du plus petit groupe commu
tatif contenant Z- 10 1 et dont l'opération induit la multiplication sur 
Z- lOI. 

Montrer qu'il existe un unique prolongement de la multiplication ainsi 
définie sur Q- 1 0 1 à Q tout entier et une opération et une seule sur Q 
possédant les deux propriétés : 

a) la multiplication est distributive par rapport à elle, 
b) elle induit l'addition sur Z, 

et retrouver les propriétés de cette opération. 

3. 	Espace vectoriel (Iinear space ou vector space en anglais, Vektorraum 
en allemand). 

On se donne un ensemble E et un corps K ; nous nous bornerons 
ici au cas où ce corps K est commutatif et nous dirons que E est un espace 
vectoriel sur K si : 

1) E a une structure de groupe commutatif (opération notée +) 
2) il existe une opération externe E X K ~ E 

(x, À) À x 
satisfaisant aux conditions suivantes : À (!J. x) = À !J. x 

À (x+ y)= À x À y 
(À + [J.) x = À x [J. x 

1x=x. 

On retrouve dans ces axiomes de la structure d'espace vectoriel les 
propriétés signalées pour les groupes d'opérateurs sur un espace E, pro
priétés auxquelles on a ajouté la double propriété de distributivité par 
rapport à la somme sur K et à la somme sur E de l'opération externe. 

Exercice 36. - Montrer que si l'on a tous les axiomes des espaces vecto
riels sauf 1x = x, E (groupe commutatif) est la somme directe de deux sous
groupes E1 et E2 tels que l'on ait 

V x1EE1 1x1 = x1 
Vx2EE2 lx2 = 0 

E1 a une structure d'espace vectoriel pour les opérations induites sur lui. 

On montrerait de la même façon que dans les anneaux que 
ÀÜ=O VÀEK 
Ox=O VxEE. 

Dans ces deux égalités, 0 ne représente pas le mên1e élé1nent (élé1nent 
de E dans la première, élément de K dans la 2e). L'habitude est de ne pas 
les distinguer quand aucun ennui ne peut en résulter. 

Exemples d'espace vectoriel: Le plan R2 ou l'espace R3 (munis de 
leurs structures de groupe additif) sur le corps des réels. Tout corps peut 
aussi être considéré comme espace vectoriel sur lui-mê1ne. 
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4. Module. 

La définition d'un module ne diffère de celle d'un espace vectoriel que 
sur un : les opérateurs À n'appartiennent plus à un corps K mais à 
un anneau. Nous nous bornerons encore au cas où cet anneau sera 
commutatif. 

Èxemple de module : Tout groupe abélien G est un module sur Z (on 
dit aussi un Z-n1odule), l'opération externe na pour n E Z, a E G étant 
définie par : 

n a = a + a ......... + a si n > 0 

~----~-'' 

n termes 

na·= 
 (-a) sin<O 

-n termes 

L'étude des espaces vectoriels et des modules constitue l'algèbre 
linéaire. 

5. sur un corps (ou sur un anneau). 

Soit Kun corps (ou un anneau) commutatif et un ensemble E possé
dant une structure d'anneau. Cet anneau est une algèbre sur K si une loi 
de composition externe 

KXE~E 
(À, x) ÀX 

est définie qui vérifie tous les axiomes de la structure d'espace vectoriel 
(ou de module) et vérifie en outre : 

(kr) y= À(xy) 
x{Ày) = À(xy). 

Exemple d'algèbre: L'ensemble des polynômes à une variable x à 
coefficients dans R, ensemble que l'on notera R[x], est une algèbre sur R. 
C'est en effet un anneau et la multiplication par un nombre ré~el satisfait 
à tous les axiomes posés. 

Exercice 31. - On veut montrer que les structures d'un ensemble H per
mettent de définir des structures analogues sur l'ensemble 9' Œ, H} des 
applications f de E dans H, E étant un ensemble dont on ne suppose rien. 

On montrera en particulier : 

1) que si H possède une loi de composition interne on peut en définir une 
sur g: telle qu'en particulier si H est un groupe, r:f est un groupe dont H 
est d'une infinité de manières image homomorphe (indiquer quels sont les 
noyaux de ces homomorphismes) ; telle que, si H est un anneau 9' est un 
anneau ; mais telle que si H est un corps, r:f n,en est pas un si E a plus 
d'un élément; 

2) que si H possède une loi de composition externe on peut également 
doter g: d'une loi de composition externe, l'ensemble des opérateurs étant 
le même et telle qu'en particulier si H est espace vectoriel sur un corps K, 9' 
est aussi espace vectoriel sur K ; 

3) que si H possède une structure d'ordre (partiel ou total), 9' pourra 
être doté d'une structure d'ordre qui sera toujours partiel, si E a plus d'un 
élément; que si H est un treillis, r:f en sem un aussi ; 

4) que si une relation d'équivalence R est définie sur H, il en résulte une 
partition de g:. Que peut-on dire de l'ensemble des applications de E sur 
H/R? 
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6. 
Nous dirons que deux ensembles E et F sont munis 

llOlllCl10!2:U(~S s'ilS pOSSèdent le Illême nombre de loiS de ror.·....-.-.-,.r.c'lrtnn 

et de de composition externe et s'il existe une corrE~S1JIOnta2mc:e 
tive entre les lois de E et celles de F telle que sur F 
des mêmes que son homologue sur E (commutativité, associa-

d'élén1ent neutre, existence d'inverses.. les 
des lois les unes par rapport aux autres 

vent sur leurs homologues. 
E et F étant deux ensembles munis de structures homologues, une 

application f de E dans F sera un homomorphisme pour ces structures si 
elle en respecte toutes les opérations, c'est-à-dire si 

f(x * y) = f(x) * f(y), (1). 
pour toute loi * définie sur E et son homologue dans F (notée de la n1ême 
façon). Si la structure comprend des opérations externes, l'ensemble des 
opérateurs À étant le même pour E et F, il faudra que : 

f(J.x) = Àf(x). (2). 
Si les ensembles d'opérateurs sont différents, il faudra qu'il existe 

une application <p de l'un de ces ensembles dans l'autre qui soit elle-même 
un homomorphisme pour leur structure et telle que : 

f(J.x) = <p(À) f(x). (2bîs). 
Remarquons maintenant que, dans la définition de l'homomorphisme, 

l'hypothèse que les structures étaient homologues n'est pas intervenue, 
mais seulement l'existence du même nombre d'opérations sur E et F, et 
considérons un homomorphisme d'un ensemble E dans un ensemble F 
muni du même nombre d'opérations. Nous pouvons énoncer le résultat 

suivant: 
Si un ensemble E possède une structure comportant un certain nom

bre de lois de composition et si f est un homomorphisme de E dans un 
ensemble F muni du même nombre de lois de composition, f(E) est une 
partie stable de F pour toutes les lois de composition sur F et a une 
structure homologue de celle de F. 

En effet, le fait que f(E) soit une partie stable de F résulte immé
diatement des égalités (1). Ces égalités entraînent aussi le fait que si * 
sur E est associative (resp. commutative), * sur F sera associative (resp. 
commutative), que si E a un élément neutre e pour *, f(e) est élément 
neutre dans f(E), et ainsi de suite. 

Les égalités telles que (1) appliquées à deux lois différentes entraî
nent aussi que si l'une est distributive par rapport à l'autre dans les 
homologues le sont dans f(E) ; en effet : 

x ,:l< (y T z) = (x* y) T (x* z) 
entraîne : 

f(x) * f(y T z) = f(x *y) T f(x * z), 
et ceci entraîne : 

f(x) * [f(y) T /(z)] = [f(x) * f(y)] T [f(x) * f(z)]. 
La dernière égalité exprime la distributivité annoncée. Enfin, les éga

lités (2) montrent que f(E) est aussi une partie stable pour une opération 
externe, et on vérifierait de façon analogue que les propriétés (distribu
tivité ... , etc... ) de l'opération externe sur E se retrouvent sur f(E). 

Nous pourrons donc dans l'ensemble F ne considérer f(E). f sera 
alors un homomorphisme surjectif de E sur f(E). C'est ce cas que 
nous nous placerons dans ce qui suit immédiatement, même si nous 
notons par F l'ensemble d'arrivee. 
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Avant d'aller loin, nous ferons la remarque importante sui
vante: 

Le composé de deux homomorphismes surjectifs est un homomor
vu~r;suu::: surjectif. Soient f et g deux tels homOinorphismes : 

f g 
E~F~G. 

L'application g.of est un homomorphisme de E sur G c01nme on le 
vérifie immédiatement. 

Factorisation des homomorphismes. Nous allons maintenant géné
raliser ce que nous avons fait pour les groupes et factoriser les homomor
phismes de structures quelconques. 

Soit donc: 
f 

E~F 
un hon1omorphisme surjectif et considérons sur E la relation : 

xRy Ç:::> f(x) = f(y). 
R est une relation d'équivalence sur E; on peut donc considérer 

l'ensemble quotient E/R et, comme on l'a fait pour les groupes, l'appli
cation : 

g 
E/R~ F, 

qui est bijective, donc permet d'attribuer à E/R une structure isomor
phe de celle de F. Faisons alors le schéma suivant : 

f 
E~F 

//
g/f( 

/g-1 
E/R 

L'application <p : E --~ E/R, peut être considérée comme le 
-1 

composé de f et de l'application g : F ~ E/R, qui est un isomor
phisme. Il résulte alors de la remarque faite ci-dessus que : 

--1 

<p = gof, 
produit d'un homomorphisme par un isomorphisme est un homomor
phisme. 

On peut alors considérer que dans la décomposition f =go cp, <pest un 
homomorphisme et g un isOinorphisme : 

<p g 
E~E/R~F 

homomorphisme surjectif isomorphisme 
Tout homomorphisme d'une structure sur une structure homologue 

peut être factorisé en un homomorphisme sur un espace quotient muni 
d'une structure homologue suivi d'un isomorphisme. 

Ce qui va différer suivant les structures, c'est la signification de la 
relation R. Rappelons que siE était un groupe, celle-ci était de la forme : 

xRy Ç:::> xy-1 e g 

g étant le sous-groupe invariant de f(O). 
Nous allons dans la suite chercher à préciser cette relation pour les 

principales structures et d'abord pour celle d'anneau. 
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§ 2. ANNEAUX IMPORTANTS 

Nous avons déjà cité Z, 2Z (ensen1ble des entiers pairs), ou plus 
généralement mZ. Notons que ces derniers ne possèdent pas d'élément 
unité. 

l. Anneaux de polynômes. 

Un autre exemple est l'anneau noté A[x] des polynômes formels à 
une indéterminée à coefficients dans un anneau A. Un tel polynôme est 
une suite finie [ao, a1, ... ,an] d'éléments de A appelés coefficients du 
polynôme, ou, ce qui est équivalent, mais plus commode pour la défini
tion des opérations, une suite infinie dont les termes sont nuls à partir 
d'un certain rang : [ao, a1, ... , am ... ]. Etant donnés deux polynômes 
[ao, a1, ... ] et [bo, b1, ... ] la somme est le polynôme [ao + b0 , a1 + b1, ... ] 
et le produit le polynôme [c0, c1, ... ] avec 

Cq = aobq + a1bq-1 + ... + aq-1 b1 a 11 b0• 

On vérifie aisément que ces opérations donnent à A [x] une structure 
d'anneau (l'élément neutre de la 1re opération étant le polynôme dont 
tous les coefficients sont nuls). Si A a un élément unité 1, le polynôme 
[1,0,0, ... ] est élément unité de A[x]. Dans ce cas, en posant 
x [0, 1, 0, ... ] , on vérifie sans peine que 

[ao, a1, ... , an, 0, ... ] = ao a1X + ... anxn. 
La même notation sera souvent employée pour désigner le polynôme 

[ao, ...,an! 0, ... ], même lorsque A n'est pas unitaire, mais alors x ne 
représente aucun élérnent de A [x]. 

Le point de vue forn1el où l'on s'est placé diffère de ·celui de l'algè
bre élémentaire où, d'une part, on prend pour A le corps et où, d'au
tre part, on considère que le .l?olynôme P de coefficients ao, a1, ...,an est 
l'application de R dans R qui a ÇeR fait correspondre : 

P(Ç) = ao + a1Ç + ... + a.nÇn. 
L'ensemble 'J> de ces polynômes-applications a une structure naturelle 
d'anneau (les opérations étant définies comn1e dans l'exercice 37). En 
faisant correspondre au polynôme formel [ao, ... ,an] E R[x] le poly
nôme-application ~ ~ ao + a1Ç + ... + anÇn on définit un hom01norphisme 
d'anneau de R[x] sur ~P. C'est même ici un isomorphisme, en vertu du 
théorème classique : « deux polynômes-applications sont égaux si et seu
lement si leurs coefficients de même rang sont égaux », ou encore : << deux 
polynômes équivalents (égalité dans 'J>) sont identiques (égalité dans 
R[x]) ».Ce théorème reste valable si on remplaceR par un autre corps 
infini. 

Mais on peut eonsidérer une situation plus générale : si E est une 
algèbre unitaire sur l'anneau A, à tout polynôme [ao, ...,an] e A[x] on 
peut faire correspondre l'application de A dans E qui à ç E E fait cor
respondre ao + a1~ + ... + ançn E E. L'ensemble 'J> de ces applications 
a encore une structure naturelle d'anneau et on a encore un homomor
phisme de A[x] sur 'J>, mais ce n'est plus en général un isomorphisme. 
Prenons par exemple pour A et E le corps Z2 des entiers modulo 2. Aux 
deux polynômes formels 0 et [0, 1, 1] =x+ x 2 correspond la même 
application de E dans E, car 0 + 0 = 1 + 1 -O. 
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On peut aussi considérer de la même des suites infinies de 
coefficients et les composer de la même obtiendra l'anneau des 
séries formelles à coefficients dans un anneau. 

2. Diviseurs de zéro. Anneaux d'int€~2'r]ité. 

Nous savons que dans un anneau A : 
V x E A. xO = Ox = 0 

On peut se demander si, réciproque1nent, de la nullité du produit, 
on peut conclure à celle d'un des facteurs du produit ou si, au contraire, 
le produit de deux éléments peut être nul sans que l'un d'entre eux le 
soit ; en d'autres termes si, dans l'anneau, existe des diviseurs de zéro. 
On appelle ainsi un élément a de l'anneau tel que : 

a =F 0 3b e A b =F 0 ab= 0 ou ba= O. 

L'existence ou la non existence de diviseurs de zéro est une carac
téristique importante des anneaux. Quand un anneau ne possède pas de 
diviseurs de zéro, on dit que c'est un anneau d'intégrité ou anneau intè
gre. 

Il est facile de donner des exemples d'anneaux qui ne soient pas 
des anneaux d'intégrité : Z6 où 2 X 3= ô, et plus généralement tous les 
anneaux d'entiers modulo un nombre qui n'est pas premier ; ou bien 
l'ensemble des fonctions continues sur [0, 1] ; sur l'anneau que forment 
ces fonctions, deux fonctions {1 et fz (telles celles représentées ci-dessous), 
telles qu'en tout point xE [0, 1], une des deux au moins s'annule, sont 
telles que {1{2 = ü avec {1 =F 0, fz =F 0, 0 représentant évidemment l'élé
ment neutre de la première opération, c'est-à-dire la fonction nulle sur 
tout l'intervalle. 

:!.·····-------)i 
--~-------------~~------~~~ x0 3 1

4 

Observons qu'un corps est un anneau d'intégrité. 
En effet, si : ab= 0 avec a =F 0, l'existence de l'inverse a-1 de a per

met d'écrire : 
a-1ab= 0, 

qui entraîne b =O. 

Exerc:ic:e 38. - Réciproquement, tout a:1neau intègre fini est un corps. 

Exercice 39. -- Montrer que l'anneau des polynômes A[x] est un anneau 
d'intégrité si et seulement si l'anneau A est un anneau intégrité.d 1 

3. Anneaux de Boole. 

Nous avons vu en exercice (no 4) que les parties d'un ensemble for
maient un anneau par rapport à la différence symétrique et à l'intersec
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ti on. est 

ana= a. 
un anneau cette on le d'anneau 

de 

Exercice On considère un anneau dans lequel 
VaEA a2 =a 

Démontrer que a + a et que l'anneau est commutatif (étudier le 
carré de a + b). 

Si cet anneau au moins trois éléments il a des diviseurs de zéro. 
Montrer qu'en il ne peut posséder trois éléments mais deux ou au moins 

quatre et qu'il existe une seule structure d'anneau de Boole à quatre élé
ments. 

§ 3. SUR LES ANNEAUX. NOTION D'IDEAL 

Nous reprenons notre schéma de tout à l'heure : 

cette les ensembles E et F = ont la structure d'anneau. et 
nous étudierons la relation R. 

pour les{, IlU.HlClmiOI"J)lllSlllLe 

xRy~x-yE 

additif de A. 
.n.n•ru....... 

est un 

l'élément neutre 


a2 e A2 Oa2 = a20 = o. 


1 
que si xE f(O), son n.,.,..,rt .. ,.,. par un 

Olll01TICœp~111Slllte relatif à la deuxième nna~··<>r'"'" entraîne donc 

élément 

Nous avons donc mis en évidence les deux suivantes du 
-1 

sous-ensemble 9 = f(O) d'un anneau A : 
1) c'est un par à l'addition ; 
2) V a E A, œr xa E 9 . 

Ces deux propriétés définissent ce que l'on nomme un idéal bilatère 
d'un anneau. La deuxième aussi s'écrire : 

A 9C 9 C). 

Réciproquement : Si on donne un idéal bilatère d'un anneau 
la relation : 

xRy~x-yE 9 

définit une 'nt:l'rf',·t-•nn 

ture d'anneau 
V érifions-Ie. Nous savons 

puisque 9 est par rapport à 
Invariant puisque l'addition sur 
structure d'anneau). Une classe 

x=!y;x-yE .9l=x 9. 
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définir une addition : 

et une n1ultiplication : 
-

x X y=xy, 
ces opérations ne 

se vérifie 
soient : 
représentant de la classe Ceci 

si le résultat est .Ll.l'U.'-'iiJ'""'"'u""u 

. . 
x' ex, y' e y, c'est-à-dire x' xEq,y'-yE 
(x'+ y') -(x+ y) = (x' x) Cy'-y) e 9, 

donc: 

E9, 
donc: 

=xy. 
Il résulte de ces égalités que A/R est doté d'une structure d'anneau 

homomorphe de ceiie de A (les propriétés d'associativité, commutativité 
et distributivité « passant aux classes »). 

Cet 
x 

y et ~~y devront appartenir à la même classe ; 

Il sera anneau modulo l'idéal 9 et noté 

que x 

A/ 9. 

entraîne que si on fait la somme 
donnant à ces le sens 
de l'ensemble tous les éléments 

et xy devront être respectivement inclus dans x y et -xy. 
Réciproquement, ces inclusions prouvent que la son1me (ou le pro

duit) de tout xE xet de tout y E y appartient à une même classe, donc 
qu'on peut définir une opération sur les classes fait de l'espace quo
tient une image homomorphe de l'anneau. Ceci nous donne donc un autre 
moyen de dén1ontrer l'homomorphisme précédent. Nous avons en effet 
pour x+ y et xy au sens d'opérations sur les Tl>OJI'TH~., 

x+ y= x 9+y 9 =X y, 
(9 9 = 9, puisque 9 est un 
et 

xy=(x+ 9) (y =xy+x 9y 
or 

x9c 9 donc xycxy 

xycxy 

surIl résulte donc de ceci que an1mguue des notations 



-68 

sur les éléments de 
le résultat 

il y aura lieu de préciser 

§ 4. PROPRIETES ELEMENTAIRES DES IDEAUX 

1. Idéaux dans un corps. ! 0 l constitue un idéal "-' ........,._,, .... '-' 

Va Oa = 0 = aO. 

Soit alors a =1= 0 ; un idéal contenant a contient son produit par 
a-1 ; il contient donc l'élément neutre de la 2e opération et, par consé
quent, le produit de cet élé1nent neutre par tout élément du corps, donc 
le corps tout entier. Les seuls idéaux d'un corps sont 1 0 ! et le corps tout 
entier. 

Dans le premier cas ( = l 0 1 ), l'anneau 9 K. 
Dans le deuxième cas, l'anneau quotient est réduit à un seul élément. 
Si l'on met à part ce 2e cas (c'est-à-dire celui des homomorphismes 

triviaux où tous les éléments de K sont envoyés sur un seul élément), on 
voit que les seuls corps qui puissent être in1ages hommnorphes de K sont 
ceux lui sont isomorphes. n a pas d'homomorphisme de corps 
qui ne soit un isomorphisme. 

Idéaux de Z. Nous savons déjà que les seuls additifs de Z 
sont de la forme mZ. Eux seuls donc être On vérifie 
hnmédiatement qu'ils en sont en effet. L'ensemble constitué 
par les entiers modulo m a donc une structure d'anneau commutatif. 

Exercice 41. - Montrer que cet anneau est un corps si et seulement si 
le nombre m est premier. 

Idéaux dans les anneaux de polynômes. 

Polynômes à coefficients dans un corps : K[x]. 

Soit 9 un idéal de cet anneau et soit B E 9 un des polynômes dif

férents de 0, de 9, pris parmi ceux qui ont le plus degré. 
Soit A un autre polynôme quelconque appartenant à 9. On sait qu'il 

existe deux polynômes Q et R à coefficients dans le mên1e corps et tels 
que: 

A= BQ R doR < d 0 B. 
Or, AE 9, BE 9 =>BQ E 9 =>A-BQE 9. 

R de ~eg\é i,nférieu~ à celui de B devrait donc appartenir à 9, ce qui 
est contrmre a l hypothese. Il faut donc que R = 0, donc que A soit un 
multir,le de B .. [Dans le cas où B serait une constante parmi les multiples 
de B Il y aurait 1, produit de B par son et l'idéal se confondrait 
avec l'anneau tout entier]. Dans cet anneau comme dans tous les 
idéaux sont formés par les multiples d'un élément de l'anneau. 

. Dans un anneau de polynômes à coefficients dans un anneau qui ne 
spzt. pas un ~orps, .zr~] par exemple, ;-ette propriété, . repos!lit sur 
l existence dune diVISIOn avec reste, n est plus vraie (vmr exercice 42). 

3. Construction des idéaux d'un anneau. 

Observons d'abord si on considère un anneau A et une famille 
d'idéaux de A, de cette famille est encore un idéal. En par
ticulier la famille des idéaux contiennent une partie B donnée n'est 
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; l'intersection de cette famille est le 
On idéal B. 

En nous pourrons idéaux engendrés par 
un élément. Soit a un élément de l'anneau et (a) le plus ~etit idéal conte
nant a. Cherchons à le déterminer dans l'hypothèse où l anneau est com
mutatif. 

(a) doit d'abord contenir na, V n E Z. 
Si l'anneau possède un élément unité e, ceci s'écrire : 
ae + ae + ......... + ae =a [e + e + ...... + e]= a X ne 

n 
ou si n est négatif e- e .... - e) a= nea, 
et ne étant un élément de l'anneau, na est alors le produit de deux élé
ments de l'anneau. Mais si A n'est pas unitaire, na n'est pas le produit 
de .deux de ses él~ments. (a) ~?it aussi contenir xa pour tout x de A ; (a) 
dmt donc contenir tous les elements na+ xa. 

Or, on peut vérifier que l'ensemble de ces éléments forn1e un idéal 
car: 

1) na+ xa n'a+ x'a = (n +n') a+ (x+ x') a 
et (na xa) = (-n) a+ (-x) a 
2) (na + xa) x'= [a + . . . . . . . . a] x' xx'a 

= ax: +........ ax' xx'a 

=a [nx' +xx']. 


On peut donc conclure : 
(a)= l na+ xa; nEZ xE A 1 

et si A est unitaire, na étant un xa particulier, 
(a) = ! xa ; x E A ! . 

Un tel idéal est dit principal et un anneau, où tous les idéaux sont 
principaux, pourrait être dit un anneau principal. L'usage réserve, en fait, 
ce terme à ceux qui sont en outre intègres et unitaires. Les anneaux Z 
K[x] sont donc des anneaux principaux. 

Relation d'ordre sur l'ensemble des idéaux. 
Observons que, dans un anneau principal, 

(a)c(b) <;::::;.> bja. 
Par analogie, Inême dans un anneau non principal, on exprimera 

9t c 9z en disant que 92 divise 91. 
Les id~aux d'un anneau forment un treillis. En effet, leur ensemble 

peut être ordonné par inclusion et on aura : 
91 n 92 = inf ( 91, 92). 

En conservant le langage que l'on vient d'indiquer, l'idéal ainsi défini 
sera qualifié de P.P.C.M. des 2 idéaux. 

Pour ce qui est du sup, il faut observer que 91 U 92 n'est pas un idéal 
(la somme d'un élément de 91 et d'un élément de 92 n'appartient pas à 
91 U 92), mais 91 + 92 en est un, et c'est le plus petit qui puisse contenir 
91 et 92. C'est donc le sup de 91 et 92 et on l'appelle le P.G.C.D. des 
2 idéaux. 

Dans un anneau principal, l'idéal P.G.C.D. et l'idéal P.P.C.M. sont 
flUx-mêmes des idéaux principaux et on a : 

(a) n (b) = (m) (a) + (b) '= (d), 
les éléments m et d générateurs de (m) et (d) sont appelés respectivement 
P.P.C.M. et P.G.C.D. de a et debet, dans les anneaux tels que Zou R[x], 
ce P.P.C.M. et ce P.G.C.D. sont identiques à ceux définis élémentairement. 
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EA d=J...a 
à Zou à R[x], constitue le Bezout. 

T'"'"'"'rn.1tH·~ entre eux : 
=(1) =A 

Àa + ~b = 1. 

Mais si l'anneau n'est "A"'~"...,~A. il n'existe pas d'élément 
rateur du P.P.C.M. 

Ceci entraîne que d est un élément de (a) 

1

Exercice 42. - Dans [x] l'idéal engendré par x2 + 1 et 2 x n est pas 
un idéal principal. 

Exercice 43. - Dans l'anneau A 2Z des entiers pairs on considère 
l'idéal principal (4) ; montrer que l'inclusion 

(4)Ac(4) 

est stricte. 
Montrer que l'ensemble des multiples de (4) [multiple de 4 = produit 

de 4 par un élément de A] est un idéal distinct de (4) et que pour cet 
idéal l'inclusion 

Al cl 
est stricte. 

4. 	Idéaux et Idéaux maximaux. 
Soit un anneau A et 9 un idéal bilatère de A. Nous a~lons caracté

riser 1naintenant les idéaux donnent à l'~nneau quohe~t. A/9 des 
structures 

à =F ô 

Cherchons d'abord a quelles condztwns A/ 9 

est un anneau 
Dire que c'est dire que : 

Les lettres surmontées de points comme 
les éléments de A/ 9, c'est-à-dire les classes rnod 9 · classe contenant a ... , 
etc... ). Cette propriété est équivalente à la 

abE 9 t ~bE 9 • a EfE 9 j 
Un idéal qui vérifie cette propriété est définition u_n fdéal p:emier. 
Ce nom se ·ce qui se passe Z. Tout Ideal y est d~ la 

forme (m) = l ; k z 1et a E (m) yeut dire m .L'anneau quotient 
correspondant est constitué les enbers, rn<;>~ m. D~re, que (m) e~t un 
idéal c'est dire, en la defin1bon precedente, que · 

mjab ( ~ mlb. 
non (m f 

Cette propriété est des nombres Les 

t' t 

idéaux 
re1niers de Z sont donc les idéaux des nmnbres 
~ous avions d'ailleurs déjà vu cette ,
convient l'idéal (0) est l anneau quo Ien 
est Z tout qui est un anneau , , ,. , 

Remarque : Cette dernière propriété est évidemment generale. L Ideal 
(0) est idéal d'un anneau et seulement cet anneau est 
d'intégrité. 


Exercice 44. - On dit qu'un idéal 1 est primaire si 


~~::;> N 
1 \ 
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dans A/1 tout diviseur de 0 est nil
patent 

primaire, 

2) l étant un 
l'anneau qui possèdent 

puissances est nulle. 
montrer que l'ensemble des éléments a de 

N 

est un idéal premier J qui 1.
rrm>i"I<:H"li-

Cherchons maintenant à conditions A/ 9 est un corps 
nous excluons le cas où 9 serait A tout entier et A/ 9 réduit 

Nous ne considérerons que les idéaux 9 =FA que nous 
appellerons idéaux de 

En employant les rnên1es notations, si A/ 9 est un corps 
c'est que : 

VàE a· =F 0 E 9 3xE A/ 9 a x =· b. 

un 

(Il existe aussi y tel 
ron..-."'"''"~-''"" .... 

mais nous n'en aurons pas besoin). 
Traduisons encore en revenant aux éléments de A. 

n vient : 

Le 

VaEA a 
ou encore, sous les mêmes 

3xE 
:-:; est un 

;) ' tout be 

l\1ais si nous considérons le 

3xEA b-axE 9, 

b=ax + r. 
entraîne donc que 

se mettre sous la ax r, 
r décrive tout 

9 et tous 
des 

fait que 
n'appartenant pas à 
ce qui exige que r décrivant 

les ax + r lui 
ax r il doitJ. 

donc la suivante : 
Un idéal contenant et un élément a 9 est A tout et ceci 

quel que soit a ; autrement il n'existe pas d'idéal contenant stricte
ment et ne soit A tout entier. Si nous considérons l'ensemble des 
idéaux propres de A ordonné par nous voyons 9 est un 
élément maximal (L 2, 15) de cet ensemble. tel idéal dit maximal 
et nous énoncerons : 

Pour que soit un corps, il est nécessaire que 9 soit un idéal 
maximal. 

Cette condition à elle seule, pas suffisante. 
Nous démontrerons seulement 
Si A est anneau à unité et si 9 est un idéal maxi

mal, A/ 9 est un corps. 
Ce que nous devons aenlc)ntr~:~r c'est que àx = 

L'hypothèse 9 maximal entraîne 
vv........,........ ~ ............ 

! xa ; x E A 1 et le 

contient 9 

petit idéal contenant 9 

b admet une solution 

pour tout a =F 9 et tout 
VaEA a 9 b=ax r. 

et a soit A. 
Or, nous savons que si A est le idéal 
contenant a est (a) = et a 
est : 

(a). 
L'hypothèse 9 maxin1al 

ax + r décrit tout A x décrit A et 
établie. 

Un corps étant un anneau 
"'""' ........ 0 

.. 

dans un anneau 
et unitaire un idéal maximal est 

donc : 
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Réciproquem~n,t, nous a~lons montre: que, da_ns un anneau 
commutatif un zdeal premzer est maxzmal. Smt (p) un 

p~r l'élément p =1" 0 et soit a e a (p). Nous allons n~ontrer 
que le plus petit idéal contenant (p) et a est A tout enher, en 
montrant que l'élément unité 1 à cet idéal. Puisque l'anneau 
est principal, cet idéal est par un élément c et nous le notons 
(c) ; 	p lui appartenant, on a : 

p =À c, mais alors À ce (p). 

Or, c ne peut appartenir à (p) car a e (c), donc a· . kc._; ,si on avait 
c =hp on aurait a= khp donc a e Cp), ce qu1 est contraue al hypothèse. 

Donc, À c e (p), c El: (p) ; la définition des idéaux premiers permet de 
conclure À e (p) ou À= !:1. p, c'est-à-dire p =· !:1. pc, 
ce qui, puisque l'anneau est unitaire, peut s'écrire : 

p (1 !:1. c) =O. 
L'anneau étant d'intégrité et p =1= 0, il vient 1:1. c = 1, donc 1 appar

tient à (c). 
Nous allons voir en exercice quelques contre-exemples prouvant la 

nécessité de certaines des hypothèses utilisées. 

Exercice 45. - Dans Z [xL anneau des polynômes à coefficients entiers 
l'idéal engendré par x2 + 1 est premier, non maximal (il s'agit ici d'un 
anneau qui n'est pas principal). 

Exercice 46.- Dons 2Z: 1) Montrer que tout idéal est principal. 2). Déter
miner les idéaux maximaux et montrer que pour l'un d'eux, 9, l'anneau 
quotient 2Z/ 9 n'est pas un anneau d'intégrité (il s'agit ici d'un anneau qui 
n'est pas unitaire}. 

D'autre part, nous énoncerons sans démonstration (celle-ci . eX:ige 
l'axiome de Zermelo) le théorème de Krull : dans un anneau un1taue, 
tout idéal propre est cont.enu dans un idéal, maximal. L'ex~r,cice qui ~u~t 
nous fournira, au contraue, un d anneau ele1nent unite) 
où il n'y a pas d'idéal maximal. 

Exercice 47. - On considère l'anneau stl des polynômes fractionnaires à 
coefficients dans un anneau A commutatif. Un élément de cet anneau est 
une famille l a.,. l d'éléments de A indexés par Q+ - 1 0 1 (ensemble 
des rationnels strictement positifs) mais dont tous les éléments sont nuls sauf 
un nombre fini d'entre eux. L'addition est définie par 

l a1• l + l br l = l ar + br 1 
la multiplication par 

l ar 1 l br ! = 1s+~=r Os bt ~ 
On peut utiliser aussi la notation suivante pour désigner un tel polynôme 

l]a,xr ; on a alors : 
l]a,xr + LJb,xr = L)(ar + br)Xr 

(Llarxr) Œbrxr) = 2:( s+1=r Os btxr) 

les sommes étant étendues à tous les éléments r de Q+ - 10 l 
1) Vérifier que les lois indiquées font de un anneau commutatif san!!. 

élément unité. 
2) Si on suppose que A a un élément unité, si x" est le polynôme (ar = 1, 

as = 0 pour s =1= r), montrer que si un idéal contient x", il contient X 
8 poul 

s > r. 
3} Montrer que si un idéal 9 n'est pas .91 tout entier il existe des 

valeurs r tel que 9. En déduire qu'il existe dans stl des idéaux qui ne 
sont contenus en aucun idéal maximal. 
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d'idéal maximal: Sur l'anneau des fonctions continues sur 
1], l'ensemble (x0 ) des fonctions nulles la valeur constitue 

un idéal. Cet idéal est maximal ; en on considère 
contient 9 (x0 ) et une fonction f quelconque pas à 9 
cet idéal est l'anneau tout entier car toute fonction g se mettre sous 
la forme: 

cp 
à 9 (X0 ) puisque cp(X0 ) =O. 

Exercice 48.. - Soient A1 et A2 deux anneaux et f un homomorphisme 
de At dans A2. 

1) Montrer que l'image réciproque par f d'un idéal bilatère l2 de Az est 
un idéal bilatère de At. 

En particulier si A1 est un sous-anneau de Az et 12 un idéal bilatère de 
A2, At n lz est un idéal bilatère de A1 • 

Que peut-on dire de 

1) si f est surjectif ? 

2) si f ne l'est pas? 

3) montrer que si l2 est premier, f(lz) l'est aussi. 


§ 5. PLONGEMENT D'UN ANNEAU COMMUTATIF DANS UN CORPS 

Un anneau A commutatif étant donné, peut-on trouver un corps K 
dans lequel A soit inclus et dont les deux opérations induisent sur A ses 
deux opérations ? 

Une condition apparaît hnmédiatement co1nn1e nécessaire, c'est que 
A soit sans diviseurs â.e zéro puisqu'un corps est sans diviseur de zéro. 
Cette condition est suffisante. En effet, plonger un anneau dans un corps 
revient à plonger un ensemble muni d'une multiplication associative et 
commutative dans un groupe multiplicatif. Nous savons· c'est possi
ble si A est un demi-groupe Inultiplicatif 6, ce exige que la 
multiplication soit shnplifiable : 

ax = ay =? x y, 
.... .,._.._,L.....,.,.... ._ ainsi puisque A est un anneau d'intégrité 

(ax = a y a (x- y) = 0 =? x y). 
Le groupe multiplicatif est fonué des classes d'équivalence des cou
(a, b) d'élé1uents de A, la relation d'équivalence étant définie par : 

(a, b) ~ (c, d) Ç=;> ad be. 
Il resterait à montrer qu'on peut définir entre les éléments de ce 

groupe une addition par rapport à laquelle la n1ultiplication soit distri
butive et qui induise sur A l'addition de A. 

C'est ce que nous avons fait (exercice 35) l'anneau Z des entiers 
et la construction du corps Q des rationnels. raisonnement serait le 
même pour un autre anneau. Nous en concluons que tout anneau d'inté
grité commutatif peut être plongé dans un que nous appellerons le 
corps des quotients de l'anneau d'intégrité. corps nous avons 
déterminé est le plus petit corps contenant l'anneau A. est déterminé 
d'une manière unique à un ison1orphisme près. 

Exemple : Nous avons vu que A[x] était un anneau d'intégrité si A 
était un anneau d'intégrité (exercice 39). L'anneau des polynômes A y] 

6. 
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à deux variables et à coefficients dans A être considéré comme un 
une variable y et coefficient dans A 

le sera aussi. Nous verrons 
anneau A 

est encore 
le 

admettent comme sous-corps 

On a vu dans un corps K il n 1 y a d 1 idéaux que 
l 0 l et K. On veut étudier réciproque : on va montrer que si dans un 

anneau Al ! 0 l et A sont les seuls idéaux à gauche (un idéal à gauche 
est un sous-groupe additif de A qui vérifie Al c 1) il n 1y a que deux possi
bilités: 

CL) A est un anneau de carré nul C
1 est-à-dire ! 0 1 (Va 

ab 0) et A n 1 a pas de sous-groupe non trivial. 
~) A est un corps. 
On montrera : 
1) que dans un anneau, pour tout élément a de A 1 Aa est un idéal à 

gauche; 
2) supposant que oc) n'est pas réalisée on prouvera qu'il existe un élé

ment a tel que Aa ! 0 ! et un élément e tel que ea = a. 
On étudiera alors ensembles 

l -xe;xEA l 
x ex; xEA l 

et on conclura. 

§ 6. CORPS 
l. 

L'intersection de tous les sous·-cc~rr~s K est un sous-corps
de ce corps K. Dans tout n'a pas
de sous-corps propre, 1. On le 
nomme corps 

Construction d'un corps '"~- ... ,,y 

Un corps k cmn•H:mt IninimUin 0 et e · il contient 
n e e contient de cette nature : 

Il contient les soit : 
pour m > 0 n > 0 

mne 
pour n > 0 m 0 me ne= 

pour m < 0 n < 0 me ne= 

n)e2 = mne. 
considérons alors de Z dans k, définie par : 

<fi 
n~ne 

est un no<IniOITlOI'Pll'lSine 
<fi (m + n) = <p(m) 
<p (mn) = <p(m) 
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de Z, est donc 
anneau de Z modulo un idéal 
un sous-anneau d'un ne 

9 soit un idéal de Or, on sait les seuls idéaux 
Z sont les idéaux engendrés par un 
a donc pour <p(Z) que deux types de structure 
1) 9 est un nombre p · l'anneau 

l'anneau des p est un corps ; étant ,..,,.~,......n .....,..,a à 
un corps est le cherché. 

9 est =· Z ; cp'(Z) est isomorphe à l'anneau des 
entiers. Le corps le contienne est donc ison1orphe à 

Tout corps premier est donc isomorphe à l'un des corps suivants : 
corps des rationnels ; 
corps des entiers modulo p (premier). 

Il y a lieu de qu'ils sont tous com1nutatifs. Dans le pre
mier cas, on dit que corps est de caractéristique nulle ; dans le 
deuxième, qu'il est de caractéristique p. Et on appelle caractéristique d'un 
corps quelconque la caractéristique de son corps pren1ier. 

Dans un corps de caractéristique p, va pa= 0 
En effet, le corps contenant un sous-corps isomorphe aux entiers 

modulo p, on a : 
pe=O 

et 
ae ae 

········+-~~-

p termes 
Il résulte de là que les règles du calcul algébrique dans un corps de 

caractéristique p sont très différentes de celles du calcul algébrique habi
tuel des réels ou corps des complexes, adn1ettant Q con1me corps 

ayant pour caractéristique 0). Soit par exemple à développer+ y)v. Le· développen1ent formel du binôme reste valable, 1nais tous 
les c; pour k =1= 0, k =1= p et pour p prenlier sont des entiers divisibles par 

. l) . . . - k 1) d f t dp. (Dans la frachon G = -, aucun es ac eurs u 

inférieurs à ne peut diviser le nombre ....,. ...,"""'""... p). Donc, 
dans un corps de p =;F= 0, on a : 

(X y)P XP yP. 

2. Extension des corps. 

Dans tout 
smnmes en 

ce nous 
commutatifs. 

toujours que nous 
con1mencerons par nous 

: soit un corps K et un corps E dont K 

KcE 
dit aussi que E est un sur-corps de 
Soit alors A une de E. Tous les corps eontenus dansE et conte

nant K et A ont pour un sous-corps de E qui est le plus 
sous-corps contenant K et A ; nous l'appellerons le corps engendré par A 
et le noterons K(A). 

E:::::>K(A):::::>K 
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Cherchons à construire 
doit contenir les éléments de t' ...... >J~, ........ ..,'"."' de ces 

D01VJl1oJmt:~s P à coefficients dans valeurs dans A, et enfin 

les fractions rationnelles p K(A) doit donc contenir l'en~ 

semble de ces fractions ra:nonn.eu.es. Or, cet ensemble forme 
comme on le vérifie (**).Ce corps contient A et "-'V.U.LJLI;;J..lL 

donc c'est K(A). 

Portons maintenant notre attention sur l'ensemble de ces fractions 
r~!i<?nnelles qui ne contiennent ensemble fini B = 1Ut ••• u'P 1 
d elements de A. Leur en~emble . ~e corps le plus petit contenant B 
et K et est donc K(B). SI nous considerons alors tous les B possibles
c'est-à-dire si B décrit l'ensemble ' 

'JJ/A) 
des parties. finies de A, nous obtenons un ensemble de sous-corps K(B). 
Tous sont Inclus dal!s K(A)_. leur réunion l'est donc aussi ; Inais, récipro
queme!1-t•, !o,ute frachon rationnelle appar!enan~ à K(A) contient un nom
~re fini d elemen!~ ~e A, donc appartient a celui des K(B) qui correspond 
a cet ensen1ble d elements. On peut donc écrire : 

K(A) = U 1 K(B) ; B E 'JJ1(A) 1 . 

Il en résulte que, pour trouver K(A), on peut commencer par cher
cher les corps engendrés par une partie finie de A. 

Exercice 50. - Soit un corps E et une famille C)( de sous-corps de E 
telle que 

VKt,K2EcJC 3Kecx KtcK K2 cK 
pour une telle famille 


U e cx1 

est un corps. 


Dans la" cons~n~ction du corps. ,el?-gendré par une partie finie de A, 
nous al~ons etre aides par la propnete suivante : soient At cE, A2cE et 
le~r um.on U A.2· K(At) est un sous-corps de E ; son extension engen
dree la partie A2, que nous noterons K(At}(A2), est identique au 
corps UA2). 

En effet, K(At)(A2) contient At, donc At U donc : 
K(At)(A2) ::::>K(At U A2). 

d'autre pa~t, K(At U A2) contient A2 et contient K(At), puis
que . est. une parti~ de At U A2 ; K(At U A2) contenant A 2 et K(A1 ) 

contient K(At)(A2) qui est le plus petit corps les contienne. 
K(At U A2) :::>K(At)(A2). 

Les deux inclusions opposées donnent l'égalité : 

K(At)(A2) = K(At U A2) 


. (*) Il importe de bi~n J;~é~iser qu'il ne s'~git pas de polynômes ou de fractions 
r::honnelles for.mels, m.a1s d elements de E, qm sont les valeurs prises par ces polv
nom~~ ~m fractwns rat,wnnelles. En particulier, Q 0 ne signifierait pas qu'il s'agit 
de l element nul p.e l anneau des polynômes, mais de l'élément nul de E valeur 
prise par le polynome Q. ' 

(**) C'est ici qu'intervient l'hypothèse de commutativité ; car les monômes 
aiuf et ajuj n'ont pour produit le monôme aiaiuf u }1 que dans cette hypothèse. 
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Ceci nous de construire en deux 
tions successives de At et de A2. Cela prouve en même 
dans lequel se font ces adjonctions n'influe pas sur le 

Pour former le corps engendré par la partie finie B = 1 1 , 
on pourra donc former K(ut), puis K(ut)(u2) •.•, etc... Tout 
à construire K(6), corps engendré par un seul élément. Une telle extension 
est dite "........ ~-'... ....,. 


3. Extensions simples. 

Soient donc un corps E et K un sous-corps de E, 6 un élément de E 
n'appartenant pas à K (6 E K:? K(6) = K), K(6) contient tous les poly
nômes en 6 à coefficients dans K dont nous désignons l'ensemble par 
K [ 6]. Les règles de calcul sur ces polynômes sont les mêmes celles 
sur les polynômes de l'anneau K [x] des polynômes à une in(1étenniiiée 
et à coefficients dans K. On peut donc considérer l'application : 

f 
K[x] ~ K cK(O), 

est un homomorphisme d'anneaux. K[6], image homomorphe d'un 
anneau, est isomorphe à l'anneau quotient de K[x] par l'idéal : 

-1 

9 = f(O). 
Cet idéal est constitué par l'ensemble des polynômes P de K[x] 

tels que : 
P(6) =O. 

Nous devons donc chercher à preciser cet idéal ; mais K [0] étant 
inclus dans un corps est un anneau sans diviseur de zéro; donc, K[x]j 9 
l'est aussi ; c'est-à-dire que 9 est un idéal premier de K[x]. 

K[x] étant un anneau d'intégrité (ceci a été démontré dans l'exer
cice 39), l'idéal 1 0 1 y est un idéal premier, (K[x]/ ! 0 l = K[x]). Nous 
pouvons donc avoir 9 = 0 ou bien 9 idéal premier différent de 1 0 1 . 
Considérons séparément ces deux cas : 

1) 9 = ! 0 1 • L'homomorphisme fest un isomorphisme et K[6] est 
un anneau d'intégrité qui n'est pas un corps. Le plus petit corps qui le 
contient est, comme nous l'avons montré (III, 5), le corps des quotients, 
c'est-à-dire K(6), corps des fractions rationnelles en 0 à coefficients dans K. 
Une telle extension est dite une extension transcendante simple. Ce cas 
est caractérisé par le fait que 6 n'annule aucun polynôme de K [x]. 

2) 9 =F ! 0 1 . K [x] étant un anneau principal (III, 4, 2), tout idéal 
premier y est maximal (III, 4, 4), et K[x]/ 9 sera un corps. K[6] qui lui 
est isomorphe est un corps ; et, dans ce cas, le corps K(O) n'est autre 
que K[6]. Une telle extension est une extension algébrique simple. 
9 est un idéal principal ; tous les polynômes qui lui appartiennent sont 
donc les multiples d'un polynôme p tel que : 

p(6) =o. 
Ce polynôme p est irréductible, ce qui veut dire qu'il ne peut exister 

deux polynômes pt et p2 (à coefficients dans K) non réduits à des cons
tantes, tels que p = p1p2, car, s'il existait deux tels polynômes, l'idéal 
engendré, par exemple par pt, inclurait l'idéal 6 qui ne serait pas' 
maximal. 

Or, nous excluons le cas sans intérêt où p serait un polynôme du 
premier degré, car alors sa racine 6 aurait déjà appartenu à K et K(6) ne 
serait autre que K lui-même. Si donc, p est un polynôme de degré au 
moins égal à 2, que p soit irréductible, entraîne qu'aucun nombre 

http:ra:nonn.eu.es
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= 0 était sans solution dans 
le corps K 
xE K n'annule p, donc que 

un élément 
Une extension nii~VPh1"1f11110 

conséquent sans 
l'anneau 

6 du corps 
dans K, irréductible (et 
sion K(6) est isomorphe 
par ce p. 

se fait donc en 
racine d'un voW11.01ne 

de K 

K(6) ~ K[x]/(p). 
Examinons la structure de cet anneau quotient est un corps). 

Sin est le degré de p, il existe dans chaque classe p) de K[x] un 
polynôme de degré inférieur à n, car tout polynôme est congru (mod. p) 
au reste de sa division par p ; et, dans chacune de ces classes, il existe 
un seul polynôme de degré inférieur à n, la différence de deux tels poly
nômes ne pouvant être divisible par p. Chaque classe peut donc être 
représentée par un polynôme de degré inférieur à n et K(6) être 

par l'ensemble des polynômes en 6 à coefficients dans K et de 
inférieur à n. La somme de deux éléments g(O) et h(fJ) s'obtient en 

la somme des polynôines fonnels g eth et, en prenant h)(6) ; 
pour le produit g(6) X h(O), on fera le produit gh, puis, si son atteint 
ou n, on prendra le reste de la division par p, 

r 0gh = pq r < n, 
on aura: 

g(6) X h(6) = r(6). 

Ceci revient à dire calcule sur les éléments de comme sur 
les polynômes formels K , mais en par O. 

: Le fait que K(6) soit un corps prouve pour tout g(fJ) 
h(6) tel que : 

HPlruJPnrno 

1 
--=h(6). 

g(fJ) 
Quant au moyen de trouver cet élément h(6), il peut nous être fourni 

par le théorème de Bezout (voir III, 4, 3), qui s'applique dans K : 
p étant irréductible et g de degré inférieur à n, donc avec p, il 
existe k et h (polynômes à coefficients dans K) tels que : 

kp+ gh= 1, 
ce qui se traduit (en vertu des règles de calcul ci-dessus énoncées) par : 

g(6)h(6) = 1. 

On appelle degré de l'extension algébrique le degré du polynôme 
K(fJ) est ison1orphe au groupe additif des polynômes en x de degré 
rieur à n ; ces polynômes forment un espace vectoriel sur K et n""'1 ""''"~" 
s'exprimer sous forme d'expressions linéaires des n éléments 1, 6, ... , an-1. 

En anticipant un peu sur la théorie des espaces nous 
dirons que cet espace vectoriel est de dimension n puisqu'il admet la 
base (1, fJ, ... , {:)n-1). 

Autre point de vue. Nous avons 
dre un K en lui adjoignant 
corps E de 

un 
connu. Nous pouvons au ,.,·vnfr•n>,,.a 

(*) Bien entendu, la notion d'irréductibilité d'uu polynôme est relative à l'ensem
ble dans lequel on cherche à le factoriser. x4 + 1, irréductible dans Q, est factorisa

ble dans R puisqu'il peut s'écrire (x2 + x V2 + 1) (x2- x V2 + 1). 
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blème suivant : étant donné seulen1ent le corps 


une solution à ce : l'extension transcen~ 

? 

dante des fractions coefficients dans K ; elle est 
un1<J1ue. ce veut dire que deux extensions transcendantes 
même corps K sont 

par 

Parmi les éléments de cette 
du 

Si 
le formel 

les autres éléments denous cet 
rationnelles 6. Maisl'extension comme des tr:::1ct:wrts 

..,,..,......~.... 

trouver des extensions 
polynômes ;__,;,.,-~.,,.+; 

"'~TT1T\'"'"' 
[ces exitenLS'Hms 

~~·.. TT<-. .... + 

.... ,,,,_,..,.~'"hln 

algébriques '? 
si on connaît des 


construire autant d'extensions 

de polynômes p 


ou non]. Le polynôme 0, ... , 0] 
tous les éléments de 
nôn1es en 6 (mod. p). Le u.uu.v·~· ~:;teiJ!tt:eJru 
dans le nouveau corps, n'est plus 

4. 
K est le corps des ration-Construction des 

nels, Q. Prenons, par A'-'''"""'''-"'' pour p : 
p=X2 -2, 

irréductible dans Q. L'extension Q(O) est constituée par toutes les expres
sions a6 b, oi1 a et b sont des rationnels et 6 un nombre tel que : 

02 2 =o. 
(a6 + d) 

(ax d), où 

obtenue 

est le reste de la division 
on fait x= 6, ce 

par 2 dans ,..,.,"',."''"" 11 
"" prieCt~aerni,e. 

b) (c6 d) 

(cO 
En rlaiAn'iti"'.u> 

fois 

est celui 

en remplaçant 62 


a6 b (a6 

on calcule 	avec le nombre 6 com1ne avec les rationnels 
que l'occasion s'en présente, 62 par 2. Ceen remplaçant, 

par toutnombre fJ 

aussi bien - V2). Dans l'extension ainsi créée 


x2aux notations le 2 se factorise en : 


(x- v2J (x+ y:l). 

Il est clair 

dans Q, « éclatent » 

degré) dans 
Toutes 

par rapport à des 
analogue et ""'"'.,......,,.,'~',h•...,.n 

toutes les extensions 
se feront de 

tous les entiers. 
le corps R des réels 

et pour p: 

p 1. 


Appelons i un des nombres 6 co:rn::snondants 

i2 + 1 =o. 


calculerons sur les 
nous avons 
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Le polynôme factorise en (x i) (x - i) ; 
0nous apprend le """'",....., de d'Alembert, que le corps des ...,v......."'~'"'"'-'"'"'' 

extenswn des réels ainsi construite, est un corps où tous les 
réels se factorisent en du 

Qui plus est, tous les polynômes à dans le nouveau 
éclatent aussi. On ne pourra donc construire aucune extension 

du corps des complexes. 
On de ce corps qu'il est ni;7PtJnnne.n1PTH clos. 

Les quatre propriétés suivantes, équivalentes entre sont carac
téristiques des corps algébriquement clos : 

1) Aucun polynôme de degré supérieur à 1, à coefficients dans ce 
corps, n'est irréductible. 

2) Tout polynôme non constant à coefficients dans ce corps est pro
duit de polynômes du premier degré. 

Tout polynôine à coefficient dans ce corps a au moins une racine 
dans ce 

extension algébrique de ce corps est à lui-nième. 
Nombres algébriques ou trancendants. Un élément est dit transcen

dant par rapport à un corps K quand il n'est racine d'aucune 
à coefficients dans K ; on a pu démontrer que e et 1t sont transcendants 

rapport à Q. L'extension simple correspondante est transcendante. 
plus corps contenant Q et e est c.elui des fractions rationnel

en e). 
au un élément est racine d'un irréductible 

de degré n sans l'être d'aucun polynôme de degré à n, il est dit 
algébrique de degré n ; l'extension simple correspondante est une exten
sion algébrique de n. 

5. Factorisation d'un de décomposition. 

Nous avons vu tout à l'heure deux exemples du cas où, ajoutant un 
élément au corps de ses coefficients, on rend possible l'éclatement d'un 
polynôme, c'est-à-dire du cas où, en ajoutant une racine, on les 
toutes. Il en sera ainsi toutes les extensions du second En 

le polynôme p du se factoris-e en : 
p =(x- 6) (œx ~) œ, ~ E K(O). 

Mais il ne pas en être ainsi. Par si on ajoute à Q une 
racine de - 2, les autres ne viennent pas en même temps. Cela amène 
à faire des extensions successives d'un même corps jusqu'au moment où 
nous arriverons à un corps dans lequel le polynôme donné se factorise 
en polynômes du premier degré. Le corps ainsi obtenu, qui est le corps 
de factorisation totale du polynôme, est appelé, en anglais, splitting field, 
et en français, suivant les auteurs, corps des racines, corps de rupture ou 
corps de décomposition du polynôme. 

Or, un polynôme pétant factorisé en polynômes pt, p2, ..... de degrés 
supérieurs à 1, on peut faire d'abord une extension du corps de ses coeffi
cients par rapport au polynôme Pt ; on obtient une nouvelle factorisa
tion ; si un des facteurs est encore de degré supérieur à 1, on fait une 
nouvelle etc... ; mais on aurait pu commencer par faire une 
extension par rapport à p2 et la question se pose alors de savoir si le 
résultat aurait été le même. La réponse est : 

Le corps de factorisation totale d'un polynôme est déterminé à un 
isomorphisme près. 

Pour établir cette propriété, nous montrerons d'abord comment un 
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s'étendre aux extensions de ces corps. Soit 

\fi 
K~ 

Un p irréductible dans K est transformé par 1f1 en un 
coefficient de p étant 

Les deux extensions sont à : 

K /(p) et 
sont évidemment isomorphe&
Supposons alors polynôme à coefficients dans K éclate dans 

deux corps K et )(, tous deux surcorps de en ayant dans le 
les racines œt, ... , œn et dans le deuxième œt, ... , œn nombre est le 

car c'est le degré de Nous nous trouvons la situation où 
nous au début de ce point de et nous allons cons
truire les corps : 

K(oct, ... , œ,J c ')( et ... , ocn) C 

Ces corps sont p~rfaite~nent déten!linés et l'ordre dans lequel, on 
ajoute les éléments n'Intervient pas puisque K(oct)~2) et K(oc2)(oct) ega
lent K(oc1 U oc2). Nous ajoutons donc d'abord oct et oct et obtenons deux 

extensions ismnorphes KCoct) et K(~). 
Dans ces extensions, le polynôme p se factorise de façons ison1or

Nous entendons par là que si : 
P'= (x- oct)(x ~t) ... (x- Àt) gh ... 
p=(X-oct)(x-~) •.• gh... 

~1 ... Àt et ~ ... ft" ont des expressions identiques respectivement par 
rapport à oc1 et ;; et que les polynômes irréductibles g, h, ... , k et 
g, ... , k sont au remplacement près de oc1 par ;-;: dans l'ex
pression de leurs coen1c1en.rs. 

Les racines ~1 ... Àt sont parmi les nombres oct ... ocm de même que 
...T1 sont parmi les nombres ~ ... ocn. En cherchant à construire K(ocl) 

et K(;I), nous avons, en construit les corps isomorphes : 

K(oct ... œk) et K(oct ... 
Puisque l'ordre dans lequel on fait les adjonctions n'intervient pas, 

nous choisissons d'ajouter maintenant les racines rtk+1 et -;k+t de p qui 
sont respectivement racines des polynômes isomorphes g et g. Le lemme 
démontré ci-dessus s'applique alors et : 

K(oct .•. ~ .•. ;k~k+1) · 

Nous considérerons alors les décompositions de p dans ces deux nou
veaux corps et construirons de nouvelles extensions en introduisant deux 
racines de facteurs homologues... Et ainsi de suite jusqu'au moment où, 
en procédant par extensions successives et en ayant tou)?urs deux corps 
isomorphes, nous obtiendrons deux corps de decomposition ISClmOrlJn,~s 

Racines multiples. Une question se pose encore est la suivante : 
un polynôme irréductible dans K peut-il avoir dans sa dé~omp_osition 
dans l'extension K(O) plusieurs facteurs du identiques ? 
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Soit : 

P= -6) q avec À> 1. 

cx~ercu::e 51. La condition nécessaire et suffisante pour que 0 soit une 
radne multiple d'un polynôme est que le corps K soit de caractéristique 
c =;rf= 0 et que 

p E K[x"] 

Pour les corps de caractéristique nulle (rationnels, réels, par exemple) 
0 sera toujours racine simple. 

Exercice 52. Dons le corps (entiers mod. 2) chercher tous les poly
nômes irréductibles de degré 2, 4. Etudier la structure des extensions 
correspondantes. 

Exercice 53. Soient un corps et une indéterminée z, les corps K(z) et 
~·z3. z3 

K ( ) des fractions rationnelles en z et Le deuxième de ces corps 
z + 1 . z + l 

est un sous-corps du premier. Montrer que le premier est une extension algé
brique du second et trouver le polynôme irréductible par rapport auquel est 
faite cette extension. 

Exercice 54. - Un surcorps E est dit sur K si tous les éléments 
de E sont algébriques sur K. La condition et suffisante pour que E 
soit algébrique sur K est que si A est un anneau tel que KcAc E Oes opé
rations sur A étant induites par celles de E), alors A soit un corps. 

Exercice 55. - Soit E un de E algébrique 
sur K, c'est-à-dire dont tous les élé·me!nt<; par rapport à K. 
Montrer que K(A) est algébrique sur K. 

Exercice 56. Soient trois corps KcE cF. La condition nécessaire et 
suffisante pour que F soit algébrique sur K est que E soit algébrique sur K 
et F algébrique sur E. Dans ces conditions 6 étant un élément de F comparer 
les deux polynômes PE irréductible dans E et PK irréductible dans K tels que 

PE(tj) = 0 pK(O) = 0 

Exercice 5'1. Tout corps fini a une caractéristique différente de 0 sait c. 
Montrer que : 

1) un corps fini, de caractéristique c, a q en éléments avec n entier 
2) c'est le corps de décomposition du polynôme xq- x o; 
3) son groupe multiplicatif est cyclique. 

§ 1. INVENTAIRE DES PROPRIETES DE Q 

Les ont mis en évidence les ""~...... ,... ...,,..., 
tés de Q 

1) C'est un corps commutatif. 
II d'une structure d'ordre avec la structure 

de corps et cet ordre est archimédien 
Q est un espace 

Nous appelons distance sur Q 
d:Q:.!~ 

définie par : y) = lx-
Elle des suivantes 

d(x, y) = 0 ~x= y, 

vx, VY d(x,y) = 


vx, vy, vz 
 d(x, y)~ d(x, z) 
Les deux premières de ces sont évidentes. La 3e a été dé

montrée (exercice 31). 
Plus une distance sur un ensemble E 

cation d que nous allons définir et 
les propriétés énumérées ci-dessus. ensen1ble 

distance est dit un n1étrique (ou distancié). 
Nous allons maintenant en évidence certains aspects insuffi

sants de ces propriétés : 

sera 

d 

1) Q n'est pas algébriquement clos. x 2 2, x 2 


factorisent pas. Dans ce nous ne nous 

de vue, car le corps des que nous allons 


non plus, algébriquement clos. 

Comn1e tout ense1nble muni d'un ordre 

mais ce n'est pas un treillis complet. Un ensen1ble est dit 
majorantsi tout A E possède un 

et un ; cette ........,,T""" "'' en-
que et des minorants. 

(*) Nous entendons 
cours II. 4.1 et corrigé de 
positif. Ceci, compte tenu 

ordonné (voir 
éléments positifs est 

orl1orméde la la distribu
tivité de la multiplication par des signes. 
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au seulement affirmer l'existence de sup. A 
(resp. inf. ceux A E :7> l'on sait être (resp. 

on alors que A est un conditionnellement complet. 
Observons une structure de treillis 

'L·V'Jl.U.I-J'-''-'' co:my)atiblle avec sa En effet, les par-
il y a E lui-même ; une borne qui 

ses et alors a x devrait être a pour tout 
x E ce est les éléments x de et en par
ticulier pour a si le pas réduit à 

Mais Q n'est pas non plus un treillis conditionnellement complet. 
Si nous considérons l'ensemble : 

A = l r E Q+ ; r2 < 2 1 , 

ce sous-ensemble de Q possède pour tous les éléments de : 


A'= sE ; s2 


mais cet ensemble A' ne pas élément. 


Dans un espace on est amené à se poser la de 
la convergence des suites. 

On non1me suite une famille d'éléments Xn indexés par les éléments 
de N et on dit suite converge vers une limite X si : 

VeER+-IOI 3noEN Vn>no d(X,x,)<s. 

la définition sera évidemment donnée ave·c vs e Q+ ! 0 1 ). 
souhaiter donner de la d'une suite un critère ne 

pas intervenir la limite X. qui permet 
d'écrire : 

d(Xn, Xm) < Xn) d(X, Xm) < 2s, 

d'affirmer : 


Vs 3 n1 EN Vn > n1 m > n1 d(xn, Xm) <s. 

Une suite pour laquelle cette est vérifiée est dite une suite 
de Cauchy et nous pouvons dire : une suite convergente est une suite de 

Mais nous ne savons pas si la réciproque est vraie. 
Dans cette réciproque est fausse (la suite des valeurs décimales 

à 1 O-n près de est une suite de et ne converge pas). Un espace 
où cette réciproque est vraie, c'est-à-dire un espace métrique où toute 
suite de Cauchy converge, est un espace complet et Q n'est pas complet. 

Nous allons chercher à construire des extensions de Q qui en 
fassent : 

un treillis conditionnellement complet, 
un espace métrique complet. 

Les procédés que nous utiliserons s'étendraient, le à tout 
espace ordonné dont on veut faire un treillis complet, le à tout 
espace dont on veut faire un espace métrique con1plet. 

La propriété de Q est en cherchant à obtenir une 
des deux propriétés, on obtiendra les deux. extensions obtenues par 
les deux procédés seront, en effet, isomorphes. 

Elles n'en pas de deux de vue, totalement dis
tincts que nous examinerons successivement. 
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§ POINT DE VUE DE L'ORDRE 

1. Définition de 

Nous utiliserons une variante des coupures de Dedekind 

sur la notion de : section commençante. 


On dit que s est une section d'un ensemble totalement 
ordonné E si : 

xEs y<x yEs. 
Une section finissante, définie de façon analogue, sera le complémen

taire d'une section commençante. 
Une section comrnençante peut posséder un plus grand élément ; elle 

est alors dite fermée ; elle peut ne pas en posséder ; elle est alors dite 
ouverte. 

Si on considère les rationnels x~ r, ils constituent une section 
fermée. 

Si on considère les rationnels x ils constituent une section 
commençante ouverte ; mais il de leur r pour en 
faire une section fennée. 

Au contraire, l'ensemble des rationnels : 
1rE Q; r 3 < 2 l 

est une section commençante ouverte qu'on ne peut pas fermer en lui 
rajoutant un élément. 

Tout rationnel r définit donc une section commençante ouverte et 
une seule (formée de tous les rationnels < r). Mais à certaines sections 
commençantes ne correspond aucun rationnel ; et l'idée est alors la sui
vante : nous considérerons l'ensemble des sections commençantes ouver
tes de Q. Nous le nommerons 

1J(Q). 

Ren1arquons d'abord que cet ensemble contient ~ et Q qui l'un et 
l'autre satisfont à la définition (on peut les désigner par - oo et oo 
respectivement). 

Examinons les propriétés de 

2. Structure d'ordre de 

D'abord, cet ensemble jouit d'une structure d'ordre total. Cet ordre 
est défini par l'inclusion ; car, si deux sections commençantes s 1 et s2 
sont distinctes, l'une est incluse dans l'autre. Soient en effet : 

S1 =/= Sz 3Xl E S1 X1 El: Sz 

Ces hypothèses entraînent : 
V Xz E sz xz < Xt (définition de sz) 

d'où: 
Xz E S1 (définition de s1) 

donc: 
S2 C S1. 

Si nous considérons l'ensemble Q formé des sections commencan
tes ouvertes, s(r), déterminées par les rationnels, et est un sous-ensem



que X+ a un 

x-. Or, 
un minorant de c'est-à-dire 

schéma dans le cas du 
les sont ceux du 

x-, 

x-; dire 
ex--·. 

des 

ordonné par la convention : 

86

ble de nous voyons que l'ordre défini est 
défini par l'ordre Ies rationnels. 

Q=Q 
ne concernant, pour le que la structureHH1H1'LJ.AL. 

d'ordre. 

tes est une section 
section 

Nous allons voir que R est un treillis 
Observons d'abord .,... , .. ~-.... 

à une 
ce contraire à 

com:nu~n(;mne 
possédait un plus 
dont il serait le 

Si alors on considère un ensemble de sections 1St ; i E I 1, 
sup )si; i El j = U ) s,i; i I: 

D'autre on énoncer : 
Théorème : Si un ensemble ordonné possède un plus élément et 

si tout sous-ensemble de cet ensemble admet une borne supérieure, il 
admet aussi une borne ''"""" ... , .. _.. 

Démonstration : soit E l'ensemble ordonné et X E et : 
X+=)y· VœEX 

l'ense1nble des de X · hvnotn~~se est que sup. X donc 

Ce théorèn:te 
a que 

élép comtne le 
ment et dont on sup.sous-ensemble 
prouve que R est un treillis complet. 
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Exercice Considérer l'ensemble de toutes les sections commençantes 
ouvertes ou fermées de Montrer que cet ensemble est totalement ordonné 
et est un treillis complet. Interpréter cet ensemble. 

Exercice 59. - Montrer R est, à un isomorphisme près, le plus petit 
treillis complet contenant 

un rationnel. Soient 

en effet deux éléments si et s2 de R tels que SI < s2, ce veut dire : 
S1 ~ S2 et S1 C S2 :::;> 3u E Q U E S2 U S1, 

s2 pas de grand élément. 
3V>u vEs2. 

il y a 

Soient s(u) et s(v) les sections com1nencantes définies par u et v : 
s1 cs(u) cs(v) cs2 

"u·'"'"IUL.:'IJ.•uu.:'l. est stricte (u EE u e s(v)), 

ainsi que la 3" (v EE 

donc: 


De ces trois 

SI~ U <V< S2 

(u et v étant Inaintenant considérés comme élé1nents de identifié 
avec Q). 

entre deux il existe toujours un réel non 
rationnel. Soient en effet deux a et b (a < b). Nous pouvons 

considérer un réel non rationnel quelconque, par exernple, et deux 
rationnels et d 

l'application r~r.~F;..-..,,~ 

c < d), faisant respectivement de la section 
commençante défini et de son considérons 

sur Q: 
b-a 

(x-c) a 
-c 

homothétie choisie de façon à faire correspondre a à c, b à d, et tous 
les rationnels de [a, b] à tous les rationnels de [c, d], et par conséquent 

à la section définissant \/~, une section son1mençante défi
nissant un réel compris entre a et b · ce réel ne être rationnel, car 

un rationnel. Il y a donclui ferait 
entre a et b. 

dre) sur R et que le vvu... aJA..:oJ..u~;;"J.I..:uJ. 

disant que Q est dense (pour l'or
de Q rapport à soit R Q, 

est dense sur 

3. Définition de R. 

La question de l'ordre sur ii semble donc réglée, mais nous savons 
que nous allons rencontrer des difficultés quand nous allons chercher les 

autres structures de Nous avons vu en effet qu'un treillis cOinplet ne 
pouvait pas être un groupe parce groupe ne pouvait posséder ni 
plus grand, ni plus petit élément. 

Le et le éléments de ii sont Q et s;S. Si nous 

retranchons de ces deux éléments, nous obtenons un ensemble R 
n'est plus un treillis c01nplet mais qui est encore un treillis 
nellement complet. En effet, si nous considérons un sous-ensemble de R 
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la réunion des sections coJmrnenc:antes 
sera encore une section COJIIHJI1e11IÇttnt:e 

et cet ensemble nossc~a€~ra 
le théorème la 

encore un ; R est donc un 
Nous allons maintenant rechercher sur R la structure de corps, en 

cherchant conunent on étendre à R les sur 

4. 	Structure de groupe commutatif de R. 
L'addition sur R est définie comme addition sur l'ensemble des 

St S2 ! Xl X2 ; Xl E SI, X2 E S2 ! . 
n est immédiat que l'opération est associative et commutative. Il est 

aussi immédiat qu'elle induit l'addition sur 
-101.Elément neutre : Considérons s(O), c'est-à-dire 

Nous avons bien pour tout SI : 

SI s(O) C St, 
grand élémais soit XE St. a pas dans St de 


donc: 

3y E SI y> X, X- y E s(O), 


donc: 

V XE St X= y (X- y) E St s(O)t 


ce 
 de conclure que : 
St + s(O) = St, 

est bien élément neutre. 

Elément de St. Considérons 
sur les parties c'est-à-dire ..., ....~""·"· ...'"''"' 

éléments de s1), c'est une section finissante ; ( - St est une section com
mençante ; cette section peut être fermée par un rationnel ; dans ce cas, 
on le retire et on considère la section cmnmençante ouverte correspon
dante que nous désignerons par St. Etant donné peut définir : 

-SI = 1X ; 3 Ut E St Ut< X 1, 


on a: 

-UI >Xl 

Donc, si on considère s1 ( s1 est l'ensemble 

! X + Ut ; X E (- S1, Ut E St ! 

avec 

- Ut > x, donc x Ut< 0, 


on peut affirmer s1 (- s1 cs(O). 

Reste à savoir si, à la place de l'inclusion ci-dessus, on a 

c'est-à-dire si un nombre négatif quelconque- q à 


( 
additif des rationnels d'êtreIci intervient la propriété du 


archimédien. Considérons l'ensemble non1bres nq, q > 0, nEZ. 
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St n'est ni ~ ni il existe a ESt, bE ( St, 

et du fait que Q est archimédien. 
3 nt, n2 e z nlq < a d'où ntq ESt 

n2q > b d'où n2q E ( s1 

~fais, entre ntq et n2q, il y a un nombre fini de multiples de q. Il 
existe donc n tel que : 

nq eSt (n + 1) q E ( St 

- (n + 1) q E- (s1 = (- St. 

A ce moment: 

-q=nq-(n 1) q ESt (-si, 
donc: 

SI + (- St = s(O) 

est démontrée. Dans le cas où (- s1 n'est pas fermée, elle est la section 

commençante ouverte inverse de s1 pour l'addition. Dans le cas contraire, 

c'est (*- s1 qu'il faut considérer ; il pourrait alors se produire que le 

rationnel retiré de (-SI soit justement (n + 1)q. Entre nq E s1 et 

(n + 2)q E (*-si, il y aurait alors une différence de 2 q. Il suffirait de 

remplacer dans le raisonnement précédent q par 1. pour retrouver une 
2 

différence de q et prouver ainsi que- q appartient à St +(*- s1• 

Nous avons donc démontré que toute section comrnençante ouverte 
a un inverse par rapport à l'addition. Remarquons que le raisonnement 
eût été en défaut si nous avions gardé ~ et Q parmi les éléments à consi
dérer. D'ailleurs : 

Vs1 Q + s1 = Q 
~ + St = ~ 

~ et Q n'ont donc effectivernent pas d'éléments symétriques. Nous retrou
vons le fait qu'ils ne pouvaient pas faire partie d'un groupe additif. 

Rapprochant la loi de groupe âinsi mise en évidence et la structure 
d'ordre, nous voyons que R est un groupe ordonné. En effet, 

StCS2 :::;. St + SCS2 +S. 

Ce groupe est archimédien. Soient en effet a et b deux réels ; nous 
voulons n1ontrer qu'on peut trouver n EN tel que na > b. Soit r un 
rationnel inférieur à a et r' un rationnel supérieur à b ; puisque Q est 
archimédien, il existe n tel que : 

nr >r' 
donc: na > nr > r' > b. 

Conséquence : Soit X un sous-ensemble de R et x sa borne 
VeER+- 101 3yEX x-s<y~x. 

7. 
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En il existe n tel que : 
(n- 1) s < x ~ ns, 

et puisque x est borne supérieure, il existe y tel que : 
(n - 1) s < y ~ x, 

sans quoi (n - 1) s serait un majorant de X inférieur à ;r. 

Exercice 60. - 1" Tout groupe totalement ordonné archimédien est iso
morphe à un sous-groupe de R (et est par conséquent commutatif>. 

2" Tout groupe totalement ordonné, archimédien, dense pour !'ordre et 
conditionnellement complet est isomorphe à R (dense pour l'ordre veut dire 
qu'entre deux éléments distincts quelconques il en existe un troisième dis
tinct des précédents). 

5. Structure de corps de R. 

Multiplication : la définition de l'opération ne peut être do11née de 
façon immédiate à l'aide d'une opération sur l'ensemble des parties, car 
le produit de deux sections commençantes ne serait pas une section com
n1ençante. 

En conséquence, on procède comme suit : 
On définit d'abord l'opération sur R+ seulement de la façon sui

vante : chaque section commençantes > s(O) est remplacée par 
s' = sn (Q+ - l 0 1 ) ' 

c'est-à-dire qu'elle est tronquée et réduite à sa partie strictement positive ; 
on fait le produit (au sens de produit sur l'ensemble des parties de ces 
sections tronquées) et on rajoute Q- à l'ensemble obtenu. 

1 1 1 1 

s l s 2 = 1Xt X2 ; Xt E s 1 X2 E s2 l 
s1 s2 = s' s:uQ-.

1 

L'ensemble s1s2 est bien une section commençante ouverte. On vérifie 
que R+ forme un groupe commutatif par rapport à l'opération ainsi 
définie. 

Cette opération est associative, commutative et distributive par rap
port à l'addition sur R+. 

Elle induit la multiplication sur Q+. 
Elément neutre : s(l) est tel que Vs ER+, s(l) ses, de plus tout 

élément y de s appartient à s(l)s, car : 

V y E s 3z E s y < z donc 1t < 1 
z 

et 
y

Y=-Xz z 
1t E s(l) 
z 

zEs 

donc: 
s(l)s =s. 

Elément inverse. Soit s'= sn (Q+- ! 0 1 ), .; est une section finis.., 
sante et son complémentaire (relatif à Q+- 1 0 ! ) est une section com
mençante tronquée qui, si elle possède un plus grand élément, sera rem

placée par la section commençante (*;. 
*1On a s' ( ;; cs'(1) avec s'(l) = s(l) n(Q+- 1 0 l ). 
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Il faut encore voir si cette inclusion être 

Remarquons d'abord que : 


( -!!<.: = 1 
s' 

Ceci posé, soit q > 0 quelconque, 

3u E s' u + q ~ s' d'où 

u E , (*ts 	 -· 
U q s' 

u 1- +q > t-.!L, si uo est un élément fixe de s', q étant u 	 q u q Uo 

quelconque et uo fixe, 1 _..!!_est arbitrairement proche de 1 et appartient
Uo 

à s' (*~ qui contient donc s'(l). 

Enfin, on étend l'opération à R entier en lui imposant d'être distri
butive par rapport à l'addition sur R, ce qui conduit à la règle des signes. 
R est bien alors doté d'une structure de corps. 

.~ est un c.orp~ ordonné. Nous avons déjà v~ que R était un groupe 
add1hf ordonne. D autre part, nous venons de vou que le produit de deux 
éléments de R+ était un élément de R+. Donc, R est un corps ordonné. 

Exercice 61. - Toute application de R dans R qui vérifie 
f(x + y} = f(x) + f(y) 

et qui est croissante est définie par 
f(x) =À x 

où À est un réel fixe. 
Que pourrait-on dire de f si la condition « f croissante » était abandonnée ? 

6. 	Limites dans R. 

1\:Iontrons maintenant que toute suite de Cauchy converge dans R. 
Soit une suite de Cauchy ! Xn l . 

Une telle suite est bornée supérieurement : 


Vn EN. lxnl < H 
n existe donc des élén1enb Vp de R définis par : 

vf) = sup. l X-n; n ~ p 1 
Vp lvvi~H 

Vp+ t ~ vP puisque Vp+t est le sup. d'un ensemble inclus dans le précé

dent. 

Posons u = inf. v11 • 


Le fait que un soit une suite de Cauchy permet d'écrire : 
Ve > 0 3no v;;.~ no lxn-Xm1 <s. 

La définition de vP et le fait que vp+t soit inférieur à vv permettent
d'écrire : 

Vs 3nt V p > n, 3u < v11 < u + s d'où lu- v11 ! <s. 
Soit alors n2, le plus grand des deux nombres no et n 1 • 

Si p est un nombre supérieur à n2 : 
3 v~ p > n2 v11 - s < X 11 < vP d'où !xv -v11 ! <s. 

On peut alors affirmer : 
Vn > n2 !xn-ul ~ lxn-Xvl+lxv-V11 i+lv11 -ul < 3s, 

3a étant positif arbitraire, la suite 1x,. 1 converge vers u. 
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Limites et inférieure d'une suite de réels. 
Si 1Xn 1est une suite de réels bornée il existe un élément 

de R défini par : 
inf sup X,m 
n m~n. 

On l'appelle limite supérieure de la suite on la note : 

lim sup Xn ou Xn. 

Si la suite n'est pas bornée, cet élément existe encore dans 
Cette. définition de 1~ limite supérieure est en général plus maniable 

que la suivante plus ancienne à laquelle elle est équivalente : 

a) lim Xn =+co veut dire: Va ER+ 3n Xn >a; 


b) lim Xn =-co veut dire : a ER+ 3no Vn > no Xn < -a ; 


c) lim Xn = L veut dire : 1) Vs > 0 3no Vn > no Xn < L + s 

(il n'y a qu'un nombre fini d'éléments de la suite ~ L s) ; 

2) Vs> 0 Vn 3m > n Xm > L- s (il existe une infinité d'élé
ments de la suite supérieurs à L - s). 

Exercice 62. - Etablir l'équivalence des deux définitions. 
Des remarques analogues peuvent être faites pour 

lim xn = sup inf Xm 
- n m~n 

Exercice 63. - Etablir lim xn ~ xn. 

Montrer que dons le cos l'égalité la suite ! xn 1 a une limite. 

Remarque : les définitions ci-dessus sont valables dans un treillis 
complet où elles permettent de définir la limite d'une suite (égalité de 

Xn et lim Xn), définition qui n'utilise que la structure d'ordre et 

pa~ qu'une distance soit définie sur l'ensemble dans lequel est prise la 
SUite. 

En particulier sur 9(E), on peut définir pour toute suite de parties 
1 En!: 

lim En= n u 
nEN m~n 

IimEn= u n 
nEN m~n 

Exercice 64. - Etudier la relation entre lim xn pour xnE R et lim s(xn.) 
où s(xn>E ~:P(R) est la section commençante ouverte déterminée par xn. 

7. 	Généralisation. Plongement d'un ensemble ordonné dans un treillis 
complet. 

Exercice 65. - Question préliminaire. X et Y étant deux parties d1 un 
ensemble ordonné, montrer que 

XcY ::;> X+:::>Y+ :::?- X+- c Y+
Soit alors E un ensemble ordonné. On considère l'ensemble 

T ! x- ; xe :PŒ> 1 

T est ordonné par l'inclusion sur ~P (E). 
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1 . Montrer que T est un treillis complet ; pour cela on montrera : 
a) que tout sous-ensemble lXi 1 de T admet une borne inférieure car 

nxi <UXi>
b> que tout sous-ensemble admet une borne supérieure. Il suffira d'appli

quer le théorème com?latif de celui de la page 86 ; on devra distinguer le 
cas où E possède un plus grand élément w et celui où E n'en possède pas et 
montrer que dons les deux cas E est le plus grand élément de T. 

2. Montrer que T ~E, E étant un ensemble isomorphe à E pour la struc
ture d'ordre ; pour cela 

a) on définira 

E = la-; aEE! 

et on montrera que l'ordre sur T induit sur E l'ordre déduit de celui de E 
dans la bijection 

a- EE~ae E 
b) on montrera que dans cette bijection la borne inférieure d'une partie 

de E est image de la borne inférieure de la partie homologue de E quand 
celle-ci en possède une dons E ; 

c) on montrera la même propriété pour les bornes supérieures. 

§ 3. 
PAR LES SUITES DE CAUCHY. 

l. 	Définition de R. 
Notre but est maintenant de plonger les rationnels dans un ensemble 
vaste où toutes les suites de Cauchy seraient convergentes. Suivant 

en cela une démarche analogue à celle que nous avons suivie rour la 
complétion pour l'ordre, nous considérerons d'abord dans ce but l ensem
ble dont les éléments sont les suites de Cauchy de Q. Soit stl cet ensemble. 
L'ensemble des suites définies sur un anneau a une structure d'anneau, 
car cet ense1nble est l'ensemble des applications : 

N-? Q (considéré comme anneau) 
et nous avons vu (exercice 37) que la structure d'anneau de l'ensemble 
d'arrivée permettait de définir une structure d'anneau sur l'ensemble des 
applications. Notre ensemble s'i est donc une partie de cet anneau et nous 
allons vérifier que c'est un sous-anneau, donc qu'il jouit d'une structure 
d'anneau. 

Soient 1Xn 1 et 1 Yn l les suites de Cauchy de termes généraux Xn et Yn· 
Nous poserons : 

1Xn l + l Yn 1= 1Xn + Yn- 1 
1 Xn 1 1 Yn l = 1 Xn Yn 1 • 

Il est immédiat que ! Xn + Yn l est une suite de Cauchy, car : 
I(Xn Yn) -(Xm + Ym)l ~ !Xn-Xmi+IYn-Yml 

et 3no Vn, m >no !xn-Xml < s 

3n1 Vn,m>nl IYn-Yml<s, 

donc: 


V n, m > sup (n1, no) !<xn +Yn)- (Xm + Ym)l < 2s. 
Pour le produit, nous remarquons d'abord qu'une suite de Cauchy est 
bornée car: 

Vn,m~no lxn-Xml < s 

entraîne Vn >no Xno-' < Xn < Xno + '· 

Donc, toute suite de Cauchy, 


3H Vn !xnl < H. 
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Ceci H et K étant les bornes des 2 suites 1Xn 1 et l Yn 1 , on peut 
écrire : 

m > sup (n~, no) !XnYn-XmYml ~ IXniiYn- Ymi+IYm I!Xn-Xm 1 
~ Hs Ks. 

L'existence de l'élément nul et des éléments opposés est évidente : 
0=101 -IXnl=l-xnJ. 

Les opérations sont associatives. 
la multiplication est distributive par rapport à l'addition. 

sfl est donc un anneau. Il a un élément unité : 
1= Ill. 

Mais sfl est trop grand pour notre :propos. En effet, nous cherchons un 
ensemble contienne Q ou du mmns un ensemble isomorphe à Q. Or, 
il existe une infinité de suites de Cauchy qui convergent vers un rationnel 
donné Ç. 11 y a d'abord la suite 1 Ç 1 dont tous les termes sont égaux à Ç, 
Inais il y a aussi toutes les suites : 

lxnl = l e+s,.J' 
sn tendant vers zéro quand n tend vers l'infini (et il y a seulement 
celles-là). Il y a donc une infinité de suites qui correspondent à un même 
rationnel et il convient de les regrouper, c'est-à-dire de regrouper toutes 
les suites dont la différence est une suite qui converge vers zéro. 

L'ensemble des suites qui convergent vers zéro est un idéal J, puis
que la .différence de deux telles suites et le produit d'une telle suite par 
une suite de Cauchy (donc bornée) quelconque sont encore des suites qui 
convergent vers O. 

Deux suites qui convergent vers le même rationnel sont deux suites 
qui appartiennent à la même classe de sfl mod J. Cela nous amène donc 
à prendre comme nouvel ensemble R l'anneau quotient sll/J, ensemble 
dans lequel un seul élément correspond à un rationnel. 

2. 	Structure algébrique de R. 

stl étant un anneau commutatif et unitaire, nous aurons prouvé que 
sll/J est un corps si nous prouvons que J est maximal (voir III. 4, 4). 

Soit donc à étudier l'idéal J + 1 X-n 1 où ! Xn 1 désigne une suite de 

Cauchy qui ne tend pas vers zéro. La suite ~_!_1 ne peut être considérée
xnl 

directement, car certains des termes de 1 Xn 1 pourraient être nuls. Mais 
le terme général d'une suite de Cauchy qui ne converge pas vers zéro reste 
à partir d'un certain rang de valeur absolue supérieure à un nombre fixe 
(et de signe constant). En effet, la définition d'une suite de Cauchy appar
tenant à J étant : 

V e 	 3 no V n > no Jxnl < s 
celle 	d'une suite n'appartenant pas à J est : 

3s 	 V no 3nl >no !Xn1 1 ~ s (1). 

Ecrivons alors : 
Xn 1 =Xn+Xn1 -Xn 
lxn, 1~ fxnl + !Xn1 -Xnl 
!xnl ~ lxnl ! - lxnl - Xnl 


lx.. 1 étant une suite de Cauchy, 


3 n2 V n, ni > n2 jxn, - Xnl < E

2 	 (2). 
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Prenons alors no= n 2 • La ligne (1) nous affirme l'existence de 
ni > n 2 tel que !Xn

1 
1 > s et la ligne (2) que pour tout n > n2 : 

E 

!Xn 1 -Xn! < 2· 
Il en résulte que : 

Vn >n2 

Remarque: L'inégalité (2) qui peut s'écrire, étant donné n1 > n2 : 
E E 

V n > n2 Xn1 - 2 < Xn < Xn1 + 2 • 
alors que !xn l > s, pr.ouv~ en outr.e que x.. est du signe de Xn,, donc d'un 

1
signe constant à partir dun certain ran~. . •r 

Ceci dit, considérons la suite 1Yn l mns1 definie : 

V n > n2 Yn = Xn V n ~ nz Yn = 1. 


Il est clair que 1Yn-Xn 1 E J, 

c'est-à-dire que l Yn 1 E J + 1Xn. l . 


Or, considérons la suite L!J. Si n et m sont supérieurs à n2, 

lyu! 

l 1 1 !Xn- Xm 1 4 --- = < lxn-Xml X 2·· 
IYn 	 Ym lxnllXm 1 E 

où s est le nombre fixe précédemment déterminé. 

1Xn 1 étant une suite de Cauchy, 


V ll 3 no V n, m > no IYn- Ym 1 < ll 

a2 

puisqu'il suffira d'avoir lxm- Xnl < ll 

{..!J est donc une suite de Cauchy. 
gaS 


1Yn. 1x ~y~f= 1 1 1appartient alors à l'idéal J + 1 Xn 1 • 


Contenant 1 1 1 , cet idéal contient l'anneau tout entier. Donc, J est 
maximal et sfl/J = R est un corps. 

Revenons au sous-ensemble : 
Qc sll/J . 

formé des classes de suites de Cauchy qui convergent vers un rationnel ; 
un élément de cet ensemble est la. classe t form~~ d~ toutes les suites de 
Cauchy qui convergent vers le rationnel Ç. La biJection : 

teij~çeQ 	 . 
est évidemment un isomorphisme puisqu'il suffit de penser aux suites 

constantes 1ç 1 et 1 ll 1 appartenant aux classes €" et ~ pour voir que : 
........... 


t+~=~+~ 
rx~=~~ 

Q est donc isomorphe au sous-corps Qde R. 

3. Structure d'ordre. 
Montrons d'abord que R est un corps ordonné. Il faut trouver 

un R+ pour l'addition (voir propriétés des G+ : II, 4, 1). 
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nous avons vu partir d'un certain tous les termes 
d'une de Cauchy n'appartenant pas à J ont un déterminé et 
puisqu'il est évident que les éléments d'une même classe mod sauf ceux 
de J, sont ainsi des suites dont tous les éléments sont ou dont 
tous les éléments sont négatifs (à partir d'un certain rang), on pourra 

comme R+ l'ensemble des classes dont les éléments sont des 
suites à termes positifs (à partir d'un certain rang), ensemble auquel on 
ajoutera .T. Cet ensemble est tel que : 

R++R+=R+ et R+nR-=101~ 
puisque les seules suites appartenant aux classes de R+ et à celles de 
son opposé sont celles de J. En outre, R = R+ UR-. R jouit donc 
d'une structure d'ordre total compatible avec l'addition. 

D'autre part, R+ R+cR+. Donc (voir note IV, 1), Rest un corps 
totalement ordonné. 

Q est dense pour l'ordre sur R, c'est-à-dire qu'entre deux élémenh 
de R il y a toujours un élément de Q. Soient, en effet : 

xER 11ER x<y 
et soient 1 an ! et 1 bn 1 deux suites de Cauchy appartenant respective1nent 
aux classes d'équivalence définissant x et y. 

1bn-an 1 ~J classe de! bn-a1~ 1ER+ 
Donc: 3h 3no Yn >no !bn-anl > h. 

D'autre part, puisque 1an 1 et 1 bn! sont des suites de Cauchy, 
Ve 3nt Vn,m >nt lbn-bml < s !an-ami< s. 

Nous pourrons choisir 6 = ~· Soit alors un nombre fixe : 

N > sup 1no, n1 1 bN -aN = H > h 

Yn > N IbN- bnl < 3h 
ce qui implique bn > bN- Sh 

. h 	 h
laN- Uni < 3 t'e qui implique Un > UN 

3 

-Gif 

1 
<E--~ +---)
lf./3 )f/.3 

<------ --- --~ 
H>it 

D'où, si nous considérons la moyenne de aN et de b:-:., on peut affirmer : 

vn > N Œn <aN bN < bn 	 (1). 

Si nous prenons alors la suite constante : 


J V ! = )GN + bNI 

n ( 2 \ 

cette suite appartient à Qpuisque aNt bN est rationnel, et (1) entratne : 

x < classe 1vn 1 < y. 
De même, le complément de Q est dense sur R, pour l'ordre (rien 
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à changer à la démonstration donnée avec l'autre mode de construction 
de 

L'ordre sur R est archimédien. Cela résulte de ce que Q est archi, 
médien et de ce qu'étant donné xE y ER+- l 0 1 , on pourra tou
jours. trouver : 

aEQ et a> x 
et be Q O<b<y 

ce donnera: 
3nEN ny >nb> a> x. 

4. Propriétés métriques de Q. 
Distance 	sur R : La distance de deux éléments x et y de R est : 

!x-yi 
au sens de la définition donnée de ce symbole pour les groupes ordonnés 
(voir Il, 4, 2), qui pour un groupe totalement ordonné équivaut à : 

lx-y!=x-y si x>y, 
=y-x six<Y· 

Il est in1médiat gue de R X R dans R+ ainsi définie est 
bien une distance puisque : 

lx- y\ = 0 :::;> x= y
lx-y= ly-xl 

et qu'enfin l'inégalité triangulaire est vérifiée comme nous l'avons montré 
(exercice 31). 

Or, si x est défini par la classe de la suite de Cauchy 1x, 1 et y par la 
classe de la suite de Cauchy l Yn 1 , x- y et y x sont respecbve:ment 
les classes de 1 Xn Y·n ! et 1 Yn- Xn l • Or si x y, par pour 
fixer les idées, si x> y, la suite 1 Xn- Yn 1 Et: J à partir d'un certain 
rang, Xn- Yn est positif. Donc, jx- yi qui, dans le cas où nous nous 
sommes placés, est x- y, est défini par la suite dont le terme général 
est toujours Xn.- Yw Dans le cas contraire, elle le serait par celle de terme 
général Yn- X 11 • Donc, dans tous les cas : 

lx- yj = classe de 1 !xn- Ynll . 

Cette règle appliquée à deux éléments r et ~ de Q donne : 

Jt -~1 =classe de ! jÇ lll ! = -lll· 

L'ismnorphisme 


Q~Q 

s'étend donc à la distance. (Un élément de Q et son dans Q 
ont des distances homologues dans l'isomorphisme). 

Q est dense sur R au sens métrique. Nous entendons par là que : 

VxER Vs 31EQ Jt-x!<s. 
(Contrairement à ce qu'il en était 

être un réel et non plus seulement un rm:IOJllnlèl 
Soit en effet l Xn 1 une des suites de définissent x. On 

peut dire: 
Ve.ER+ Vn,m>no !X11 -Xml<s. 

En effet, d'après ce que nous venons de voir : 

3s' E Q 0 < s' < s et !Xn- Xm 1 < s':::> IXn- Xm 1 < s. 
Soit alors tE Q la classe de la suite de Cauchy constante dont le 

terme général vaut x 11 (p étant un entier fixe supérieur à no), 
lxn-Xpj < s Vn >no 
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et comme: 

lx-~= classe de l!xn-x11 jl 

lx-11 <' 
R est complet, c'est-à-dire que, dans R, toutes les suites de Cauchy 

convergent. 
Soit 1 1 une suite de Cauchy de R. 

s 3no Vn, m >no IXn-Xml < 6. 

On veut montrer qu'il existe X vers lequel converge la suite. D'après ce 
qu'on vient de voir, à chaque x., on peut faire correspondre rn e Qtel 
que: 

""' 1
IXn- e.j < 2n 

r. est la classe de toutes les suites qui convergent vers en et, en parti
culier, celle de la suite constante dont tous les ternles valent en. 

Soit 	alors la suite 1 e11 J ; c'est une suite de Cauchy, en effet : 
----.,_'----""' ,..., ,.., 
!en-eml = !en-eml 

1€:-fml ~ lln-Xnl + IXn-Xml + IXm-tm! 
et par suite : 

Ve > 0 3no Vn,m >no lXn-Xml <a! 
1 	 E.

Vs> 0 Vn >nt <a· 
D'où, en prenant n2 = sup (no, nt) 

Vn,m > n2 JÇ.n-em! < 6. 

Ç11 est donc une suite de Cauchy. Soit X sa classe. Nous allons montrer 
que 1Xn 1 converge vers X. 

IXn-XI ~ IXn-rnl + !tn-XI. 
Nous savons que : 

- E.v n > nt IXn- eni < a 
D'autre part, X est justement la classe de la suite 1Ç11 1 et par consé
quent: 

et: 

(*).Donc: 

5. 	R est un treillis conditionnellement complet. 
En effet, soit XcR un ensemble majoré. 
Considérons les rationnels de la forme : 

p 
2n 

n étant un entier positif fixe et p E Z. 

(*) On obtiendrait un exposé qui serait peut-être plus intuitif en identifiant Q 
avec Q avant de commencer cette démonstration. Nous croyons qu'il est plus instruc
tif, et en un sens aussi plus correct, de ne pas procéder à cette identification. La peine 
que l'on se sera donnée aboutira en définitive à plus de clarté et de rigueur dans la 
conception de l'espace complété. 
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R étant 	 il existe un nombre Pt tel que ~~ soit un 

majorant de X et un nombre p2 <Pt tel que ~: ne soit pas un 1najorant 

de X. Dans l'ensemble fini des nombres ~n avec p2 < p ~ p1, il existe 

donc un plus petit nombre qui soit majorant de X ; soit p~:) ce nom

po(n) -1 	 .
bre, ,. n'est pas maJorant. Entre ces deux nombres, il existe

2
au moins un élément de X. La n1oyenne des deux nombres précédents 

1 

est un nombre de la fonne P Ou bien lui, ou bien po(n) est le plus
n+l n 

petit majorant de cette forme. Notons celui qui l'est : 
2 

• 	

2

1) 

On aura: 
po(n) - 1 po(n + 1) :S:: p 0(n) 

2• < 2n+1 ~~ 

Entre les deux premiers des nombres ci-dessus, il y a au moins un 
élément de X et nous pouvons recommencer l'opération précédente. Nous 
définissons ainsi la suite : 

1 \Po(n) 1 
tXn 1 =(~j 

qui est non croissante et qui est une suite de Cauchy puisque : 
1 

vm > n IXm -Xn! < 2n. 

Cette suite de Cauchy converge donc vers un nombre S qui est 
un majorant, car, s'il n'en était pas un, il y aurait au moins un élément 
de X supérieur à Set, entre S et cet élément, on trouverait des éléments 
de la suite, ce qui est absurde. D'autre part, la suite des nombres : 

l = ;po(n) -1)1 Yn ( 2n ( 
est pour la même raison que ! Xn l une suite convergente et, puisque 
Yn- x. tend vers 0, elles convergent vers le même nombre. S'il existait 
un majorant de X inférieur à S, il devrait donc exister des éléinents 
de 1Yn 1 entre ce majorant et X, ce qui est absurde. S est donc inférieur 
à tous les majorants. C'est donc la borne supérieure de X. Un raisonne
ment analogue établirait l'existence d'une borne inférieure pour tout 
X minoré. R est donc bien un treillis condi tionnellen1ent complet. 

6. Equivalence des deux définitions. 

R défini comme nous venons de le faire s'avère donc être un groupe 
totalement ordonné, archiniédien, dense pour l'ordre et treillis condi
tionnellement complet. Il suffit alors de se reporter à l'exercice 60 pour 
voir que R tel que nous venons de le définir est isomorphe à R tel qu'il 
a été défini en le complétant pour l'ordre. Nous identifierons dorénavant 
les deux ensembles ainsi définis. 



7. 
-

t_;om)llétîon d'un ey.,pace m~~triq11e. 

Soit E un espace métrique sur lequel est définie une dis
tance à valeurs dans R+. Considérons 11ensemble e des suites de Cauchy 
de E. 

On désigne par x = ! xn 1 1 y = l Yn l , .. .les éléments de C et on 
considère sur e la relation d'équiva~nce xRy <::::=:;> limn d(xw Yn> = O. On 

considère enfin l'ensemble e / R = E dont on désigne les éléments par 

;, y,... (; désignant classe d'équivalence de x). 

1) a) Montrer l'existence de limn d(xn, Yn). 
b) Posant d(x, y} lim

1
t d(xn, Yn), montrer que d(x, y) ne dépend que 

des classes des éléments x et y. 

....... c) Posant alors d(x, y) = d(~, y), montrer qu'on obtient une distance 

sur E. 

2) On trouvera dans E un ensemble È c E isométrique à E c'est-à-dire tel 
qu'il existe une bijection 

E~E 
conservant la distance (la distance de deux éléments est la même que celle 
de leurs homologues). 

3) On prouvera : 

a) que E est dense sur 

b) que E est complet, c'est-à-dire que toutes les suites de Cauchy y conver
gent. 

4) Les propriétés 3e a) et b) caractérisent E à une isométrie près. 

Exemples : Un pour la 
distance euclidienne. isomé~ 

au fermé. 
Si E est des fonctions continues sur [ 0, 1], on y défi

nir deux distances à savoir : 

d, = !.' lf(t)- g(t)! dt 

et : 

[f(t) - g(t)] 2 dt. 

E n'est pas complet pour ces distances. on le complète par 
à l'une ou on obtient deux espaces différents utilisés en 
(espaces et 

"r<a,nn.n.-rr 

Exercice 1. 
Pour constituer un sous-ensemble on devra devant chacun des n 

éléments répondre par oui ou par non à la Cet élément fera-
t-il partie du sous-ensemble ? » Il y a donc pour le pre
mier élément, 2 X 2 pour l'ense1nble des deux etc... , 2n pour 
l'ensemble des n éléments donc N = 2n sous-ensembles ..,v"'""·JJJ.''-'"· 

Une autre solution consiste à considérer l'ensemble des parties comme 
la réunion des ensen1bles formés par les con1binaisons des n p à p, 
p prenant toutes les valeurs possibles de 0 à n. D'où : 

N = 1 C ;1 + .. . . . ..... + c;~ = (1 = 2n. 

Exercice 2. 
Ces deux égalités se vérifient aisément sur des schémas. EUes se 

démontrent aussi en .,.."',,...,.,,......... chacun des trois membres 
sente la réunion des deux (disjoints)v.l..l.oJv ..AJUJAv;.> 

l x ; x E A, x B 1 et ! x ; x xEB!. 

Exercice tl. 

(A Il. B) Il. C est la réunion des deux ensen1bles : 

(A Il. B) - C = l x ; x E A, x x~ G ou x A, x E x~Cl 


et C- (A Il. B) ! x ; xE x E ( A Il. B 1 . 


lx;x x 
de A Il. B est la réunion des deux ensembles : 

B ! et 1x ; x e x e B 1 . 
En définitive Il. B) Il. C est la réunion des quatre ensembles (deux 

à deux disjoints) : 
lx ;xe x 
! x; x x 
! x; x x 
! x; x x 

donc des ensembles formés des éléments 

différence """.-.-.i>·'~'''' 

à un seul des 
trois ensembles C, ou aux trois à la forme même du résultat 
qui est de l'ordre dans on considère les ensen1bles 
démontre la d'associativité de 

Cette opération adn1et pour élément neutre l'ensemble vide : 
Ail.~=A. 

D'autre part : 

L'enseinble des forme donc par ...... ,.,..,.,.,"''''~- à la différence 
un groupe cmnmutatif où est son propre inverse. 
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Exercice 4. 
a) AAB=(A- U(B-
Or, d'après la définition, A BE o/, B-A E c:;:, donc leur réunion 

appartient à o/. De même l'intersection : 
An B =(A UB)- (A A 

différence de deux ensembles appartenant à à o/. Récipro
quement, si on considère une famille o/' tel 

A, BE o/' ~A ABE o/', An E o/', 
on peut dire : 

A-B= 1x ; xE A, x EIE B ! = (A A B) nA 
donc A-B E :F. 

D'autre part, observons que pour deux ensembles disjoints leur dif
férence symétrique est leur réunion. Et appliquons ceci aux deux ensem
bles A A B et A nB : 

(A A B) A (An B) = (A A B) U(An B) = A U B, 
donc AUBE o/'. 

Montrer que c:;: a pour ces deux opérations une structure d'anneau 
com1nutatif se réduit à montrer que l'intersection est distributive par 
rapport à la différence symétrique (il est facile de voir que l'inverse est 
faux). 

Comparons donc : 
(A A B) n ·C et (An C) A (B n C). 

On vérifiera que ces deux ensembles sont formés de la réunion des 
deux ensembles disjoints : 

1x ; xE A, x x E C 1 
1 x ; x E1E A, x x E C ! 

b) 'Montrons d'abord que la réunion d'un nombre fini de semi-seg
ments ouverts à droite est la réunion d'un nombre fini de tels semi-seg
ments deux à deux disjoints. 

Soient ai~ x < a'i ces semi-segments et soit ao le plus petit de tous 
les ai ; considérons tous les semi-segn1ents tels que ai < a'o, soit a'1 le 
plus grand de tous les a', ; la réunion de tous ces semi-segments est le 
semi-segment ao ~x< a'1. Considérons alors tous les semi-segments tels 
que ai< a'1 et soit a'2 le plus grand de tous leurs a'i ; la réunion de tous 
les semi-segments considérés jusqu'à maintenant est le semi-segment 
a 0 ~x < a'2 et ainsi de suite... Ce processus s'arrête nécessairement au 
bout d'un nombre fini d'opérations en remplaçant la réunion d'un cer
tain nombre de semi-segments par un seul semi-segment ao ~x< a'w 
Soit alors bo le plus petit des a" > a'n· On recommence à partir de lui le 
même raisonnement et on trouve un nouveau semi-segment bo ~x < b'P 
disjoint du premier. Si le processus n'a pas épuisé les semi-segn1ents on 
recommence une 3• fois à partir du plus petit des a,> bP et ainsi de suite. 

Soit alors la famille dont chaque élément est une réunion finie de 
semi-segments d'une même droite. La réunion de deux tels élén1ents est 
encore une réunion finie de semi-segments et appartient à la famille. Le 
raisonnement précédent montre que cette famille est identique à celle 
des réunions finies de semi-segments deux à deux disjoints. Pour montrer 
que cette famille est une fan1ille c:;: il reste donc seulement à montrer 
que la différence E- F de deux éléments appartient à la fa1nille. 

Mais, E étant formé de semi-segments deux à deux disjoints : 
E-F=U t [ai,a'i[-F 1 

[a,, a',[ désignant le semi-segment at~ x< a',. 
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D'autre part F étant aussi formé de semi-segments [b1, b'1[ disjoints 
il est clair que : 

[a,, a'i[- F = [ai, a',[- [b~, b'I[ ~ [b2, b'z[ ...,etc... 
c'est-à-dire que l'on retire successivement de [a,, a'i[ tous les points 
appartenant aux semi-segments de F. Il reste donc seulement à voir ce 
qu'est la différence de deux semi-segments ; quatre cas de figure se 
sentent et suivant les cas on voit que la différence est, soit un senii-seg
ment, soit la réunion de deux semi-segments disjoints, soit l'ensemble 
vide. La différence [ai, a'i[- F est donc une réunion de semi-segments 
deux à deux disjoints et E- F l'est aussi. 

Il est facile de vérifier que cette propriété relative à la différence 
serait fausse pour des segments [a, a'] ainsi que pour des intervalles 
ouverts ]a, a' [. 

Exercice 5. 
Le graphe est constitué de deux réseaux de points de l'angle xoy 

(déterminé par les directions positives de deux axes), l'un forn1é de tous 
les points dont les coordonnées sont paires, l'autre de tous les points de 
coordonnées impaires. 

Exercice 6. 
Il existe une bijection évidente de I'ense1nble des applications de 

E - A dans F sur l'ensemble des extensions de 1 à E. Or c:;: (E - A, F) 
est fini si et seulement si on se trouve dans l'un des deux cas suivants : 
a) F n'a qu'un élément (il n'existe alors qu'une extension) ; b) FetE- A 
sont finis. (Si n et p sont leurs nombres respectifs d'éléments, il existe 
pn extensions distinctes). 

Exercice 7. 
Soient E, F, G les trois ensembles et les applications dans lesquelles 

ils se correspondent : 
f i 

E~F~G 
g 

i étant injective tout élément de G correspond à un seul élément de F, 
donc: 

V X iof(x) = iog(x) ~ f(x) = g(x) 
donc: 

l=g. 
Réciproquement, si une application i est telle que la relation 

(sur g (E, F), ensemble des applications de E dans F) définie par : 
iol=iog (1) 

soit l'identité, c'est-à-dire si : 
Vl,g =iog=?l=g 

on peut affirmer que i est injective. 
En effet, considérons les applications la et fo qui à tout xE E font 

correspondre respectivement l'élément fixe a et l'élément fixe b de F 
(applications constantes). L'hypothèse appliquée à ces applications 
donne: 

iofa = io fo ~la=fo, c'est-à-dire a= b. 
Or, VXE E iofaCx) = i(a) ioi0(X) = i(b). 

L'hypothèse s'écrit donc : 
i(a) = i(b) ~a= b 

autrement dit : i est injective. 
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cette démonstration n'a utilisé la totalité de 
seulement le fait la (1) est vérifiée par les 

alYPWCatiorls constantes de E dans . L'énoncé de la réciproque nn'" ...... "'' 
modifié en t:uJa:st:q u 

Soient encore : 
s f 

E~F~G 
g 

L'hypothèse est que V xE E fos(x) = gos(x) 
mais s étant surjective, s(x) décrit tout F ; donc : 

V y= s(x) e F f(y) = g(y). 

Réciproquement, si = gos :::> f = g quelles que soient f et g, 
s est surjective. 

En effet, si s n'était pas surjective on pourrait considérer un élé
ment yo de F n'appartenant pas à s(E) et deux applications f et g telles 
que: 

V y E s(E) f(y) = g(y) et f(yo) =F g(yo) . 
Pour deux telles applications on aurait fos= go s sans avoir f = g, 

ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Exercice 8. 
1) f(A U est l'ensemble des y sont images d'au moins un élé

ment ou de ou de B, donc qui appartiennent à f(A) ou f(B) ( « ou » 
n'étant pas .._...._.__,....... ..,,...... c'est-à-dire à f(A) Uf(B). 

un élément de. f(A) U f(B) est l'image d'un élément 
appartient à A ou à donc à AU B. On peut donc écrire : 

/(AU = f(A) U 
2) f(A nB) est l'ensemble des images des x qui appartiennent à A 

et à B ; donc ces images appartiennent à f(A) et f(B) à la fois, ce qui 
entraîne : 

f(A nB) c f(A) nf(B). 
!\fais un élément de f(A) n f(B) est l'image d'au 1noins un élément 

de A et d'au moins un élément de B qui peuvent être distincts. Ils ne 
peuvent l'être si fest injective et dans ce cas l'élément dont l'image appar
tient à f(A) n f(B) appartient à A nB. 

Donc si f est injective, f(A nB) f(A) n f(B). 
3) f( (A) est l'ensemble des images des x n'appartiennent pas 

à A: 
f( ( A) = ! y ; y = f(x) x ~ A 1 • 

Mais si f n'est pas injective, un x appartenant à A peut avoir même 
image qu'un x appartenant à (A ; d'autre part si f n'est pas surjective 

des points de ( f(A) peuvent n'appartenir ni à /( ( A) ni à f(A). Aucune 
propriété simple n'apparaît donc en général. Mais il résulte du raisonne
ment précédent que : 

si f est injective f( ( A) c ( /(A) 

si f est surjective f( ( => ( f(A) 

si f est bijective f( ( = ( f(A) 
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Exercice 9. 
L'existence de g telle que go f = IE 1nontre que tout élément de F 

obtenu par f, c'est-à-dire appartenant à {CE), est l'in1age d'un élément 
unique de E, sans quoi (g étant une application) go f ne donnerait qu'une 
image de plusieurs éléments et ne serait pas l'identité. Nous pouvons 
donc déjà dire que l'existence de g satisfaisant à la première égalité 
prouve que f est injective. 

D'autre part si la seconde égalité est vérifiée, à tout élément de F, 
g fait correspondre un élément de E et fog fait correspondre lui-mên1e. 
C'est donc que f(E) décrit tout F, autrement dit que f est surjective. 
L'existence de g satisfaisant à la deuxième égalité prouve que f est sur
jective. 

L'existence de g satisfaisant aux deux égalités prouve que f est bijec
tive. 

Exercice 1O. 
On peut écrire : 

-1 
f(A nB)= 1x; f(x) E A, f(x) E B l 

or: 
-1 

f(x) E A signifie xE f(A) 
-1 

f(x) E B signifie xE f(B) 
donc l'ensemble précédent peut s'écrire : 

-1 -1 -1 

f(A nB) = l x ; xE f(A), xE f(B) 1 
-1 -1 

= ! x ; x E f(A) nf(B) 1 
1 -·1 

= f(A) nf(B). 
De même: 

-

f(A UB) = 1x ; f(x) E A ou f(x) E B 1 
-1 1 

= ! x ; x E f(A) ou x E f(B) 1 
1 1 

= l x ; x E f(A) Uf(B) 1 
-1 -1 

= f(A) U f(B). 
Et enfin : 

1 -1 

f( ( A) = l x ; f(x) ~ A 1 = ! x ; x ~ {(A) 1 
F 

-1 -- 1 

= l x ; x E ( f(A) l = ( f(A) · 
E E 

Exercice 11. 
Soient deux ensembles E et F et soit A une partie de E. Examinons : 

-1 

{o {(A). 
Tous les éléments de B = f(A) sont images d'un élément de A, mais 

si f n'est pas injective ils peuvent être en même temps image d'autres 
éléments de E, donc : 

-1 

fo f(A) ::>A 
et si f est injective : 

-1 
fof(A) =A. 

8. 
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Soit maintenant A une de F. Exan1inons : 

et si B est 

=A. 

Exercice 12. 

!U IB;BEQI 
.._ ....." .......... J1J .• ...., 
 des x qu'il existe au moins une partie A appar

soit à g, c'est-à-dire à U Çj dont x soit 

!A; AE u ÇJ ! . 
De même: 

lA; AE lB;BE qi 
est l'ensemble des x tels A E :;: et une 

B E dont x soit ; c'est-à-dire existe un couple A, 
autrement un élément du produit cartésien ç; tel que x E A nB. 
On donc écrire : 

IA;AE ':fln lB;BEÇjl 1 An B; (A, e:;:x q 1. 

!A; AE 1n IA;AE u Çj 1 
et : 

IA;AE ! U lB;BE Çjl= l A U B ; (A, B) E 7 X Çj 1 . 
aussi les établir directement. 

..,.,..,=>mHn· membre de la première l'ensemble des x 
à tous les A E et à tous B E ÇJ , donc à tous 
U démontre la fonnule. Le premier Inembre de 

des x appartiennent soit à tous 
tous les B E g ; un tel x appartient donc à A U B pour 
E Montrons que réciproquement tout x de 


de l'ensemble du premier membre. 

1 A ; A E 7 l la propriété est démontrée ; sinon, 


c'est existe au moins un soit E :;: , tel que x Ao. Mais alors 

pour que x à tous AU ce implique, en particulier : 

v B e ÇJ x e Ao uB 
est nécessaire que : 

VBE ÇJ xEB 
donc: 

e lB; e QI 
est encore démontrée.la 

-107

Exercice 19. 

a) Comparons : 


A = Xi.i) et B = ( ). 

On écrire : 

xEA~ 3i Vj 

xEB~ 3i 


Il est clair que : 
Ac B. 

x 

j~ 
x 

)( 

x 
x. 

(I} (rr) 
En effet, 1nettons les Xij dans un tableau à double entrée et co~hons 

les Xii qui admettent un x donné po~:tr élén~ent. Pour que x. apparhen~e 
à B il faut et il suffit qu'une case sOit cochee dans chaque hgne (graphi
que I). Pour que x appartienne à A il faut .en outre que toutes ces cases 
appartiennent à une Inêine colonne (graphique II). Donc : 

xEA :? xEB. 
b) On peut dire que x appartient à B si, et seulement si, il existe une 

application : 
j ~ i = f(j) 

(application dont le graphe est représenté schématiquement par I) telle 
que: 

donc telle que : 

xE n Xtri).i 
j 

On peut donc écrire : 


xEB~ 3fE 7 n x E n Xr(iJ,i

j 

7 désignant l'ensemble des applications de J dans I. 

Donc: 

Par dualité on trouve : 

A= n UXrriJ.i· 
{EJ J 
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Exercice 14. 
S étant une relation d'équivalence, on a f(x)Sf(x), ce qui entraîne 

xRx ; R est réflexive. 

D'autre part : 
xRy :?- f(x)Sf(y):::? f(y)Sf(x) puisque S est symétrique 

et f(y)Sf(x) :?- yRx ; R est symétrique. 
Enfin: 

xRy, yRz :::? f(x)Sf(y), f(y)Sf(z) :?- f(x)Sf(z) 
puisque S est transitive ; et f(x)Sf(z) :::? xRz ; R est donc transitive. 

Exercice 15. 
1o La réflexivité R1 -< R1 est évidente. 
2o R1 -< R2 signifie xR1y:::? xR2y 

Rz -< Rs signifie xR2y ::;> xRsy 
donc R1 -< R2, R2-< Rs implique que xR1y:::? xRsy, c'est-à-dire R1-< Rs, 
la relation -< est donc transitive. 

3o Enfin R1 -< R2 et R2-< R1 signifie que xR1y ~ xR2y, donc 
R1 = R2. La relation est donc antisymétrique. C'est une relation d'ordre. 
Notons qu'elle équivaut à l'inclusion du graphe de Rt dans celui de R2. 

Exercice 16. 
{1 et {2 étant deux applications de E dans F et -< la relation d'ordre 

dans F, nous pouvons poser: 
{1 antérieure à {2 ~ vxe E {!(X) -< {2(X). 

Le fait que les axiomes de la relation d'ordre sont vérifiés est évident. 

Exercice 17. 
Montrer que cR forme un treillis pour la relation d'ordre indiquée 

dans l'exercice ci-dessus (no 15) revient à n1ontrer qu'étant données deux 
relations d'équivalence R1 et R2 on peut trouver une relation Ro moins 
fine que toutes les relations plus fines que R1 et R2 et une relation So 
plus fine que toutes les relations moins fines que R1 et R2. Or toutes 
les relations R plus fines que R1 et Rz sont telles que : 

xRy :::? xR1y et xRzy. 
Il en résulte que la relation Ro définie par : 

xRoy ~ xR1y et xR2y, 
dont on vérifie immédiaten1ent qu'elle est réflexive, syn1étrique et transi
tive, est entraînée par toutes les relations R et est donc moins fine qu'elles. 
On peut donc poser : 

inf (R1R2) = Ro 
Ro étant définie comme il vient d'être indiqué et son graphe étant l'inter
section des deux graphes R1 et Rz. 

On pourrait être tenté de définir de même So comme la relation dont 
le graphe est la réunion des deux graphes de R1 et de Rz, c'est-à-dire 
prendre pour relation So : 

xR1y ou xRzy 
mais il apparaît que si une relation ainsi définie serait bien réflexive et 
sy1nétrique elle ne serait pas transitive puisque, étant donnés x, y, z trois 
éléments de E, on pourrait avoir xR1y et yR2z, ce qui n'entraînerait, en 
général, ni xR1z ni xR2z. 

Ceci nous amène à définir comme suit la relation So : x et y seront 
iians la Inême classe si on peut passer de l'un à l'autre par une suite finie 
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d'éléments x, Ut, az, ... , an7 y tels que deux éléments consécutifs soient 
équivalents mod R1 ou mod R2 : 

xSoy ~ 3 a~, a2, ... , an xR1a1 ou xR2a1 
a1R1a2 ou a1R2a2 

anR1y ou anRzy. 

Cette fois la transitivité est évidente puisqu'il suffira de mettre à la 
file la chaîne allant de x à y et celle allant de y à z pour avoir une chaîne 
allant de x à z. 

Le graphe de cette relation So inclut la réunion des graphes, mais ne 
lui est pas identique. 

Il reste à montrer qu'elle est plus fine que toutes les autres rela
tions S moins fines que R1 et R2. 

Une telle relation S est telle que : 
xR1y ::;> xSy 
xR2y ::;> xSy. 

On aura montré que So -< S si on montre que : 
xSoy :?- xSy. 

Or la définition de So entraîne : 

r xR1a1 ou xR2a1 :?- xSa1 ' 


xS0y ~ ) ~~~~~~ -~~. ~~~~~~: -~·.s·a·'· ( ~ xSy 
\ anR1y ou anR2y :?- anSy ; 

On peut donc conclure : 

sup CR1R2) = So. 


Exercice 18. 
Les hypothèses se traduisent par : 

x = l y ; xRy, yRx 1 
x' l y'; x'Ry', y'Rx' 1. 

Nous poserons : 
x-< x'~ 3Y Ex, 3Y' Ex' yRy'. 

Montrons qu'il s'agit bien d'une relation d'ordre. 
1o Elle est réflexive. En effet : xRx :?-x-< x. 
2o Elle est transitive. Soit en effet : 

x-< x' x' -< x". 
Ces hypothèses entraînent l'existence de : 

y ex, y'l ex', y'2 ex', y" ex" 
tels que : 

yRy'1 y'2Ry" 
mais y'1 et y'2 appartenant à la même classe, on a aussi : 

y'1Ry'2 
et de la transitivité de R on déduit en rapprochant ces trois relations : 

yRy" donc x-< x". 
3o Enfin, elle est antisymétrique. En effet : 

x-<x' x'-<x 
entraînent l'existence de y1 Ex, y2 Ex, y'1 Ex', y'2 Ex' tels que : 

y1Ry'1 y'2Ry2 ; 
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la définition de xentraîne celle de x' entraîne 
deux à deux ces relations : 


y1Ry'1, y'1Ry'z => y1Ry'z 

y'zRyz, yzRy1 :::> y'zRy1, 


ces deux dernières formules expriment que y1 et y'2 appartiennent à la 
que x et x' sont confondues,rrY1IY11nFY>llfi 

a) x-<x' => Y y Ex Y y' Ex' yRy'. 
b) La relation Rest en quelque sorte une relation d'ordre imparfaite, 

parfois appelée de « préordre ». On pourrait prendre comn1e exemples ! 

1" Sur N, b étant un nombre fixe : 
~quotient (à 1 près) de x par b ~quotient (à 1 près) de y par b. 
Dans une même classe, on a tous les nombres qui ont même quotient 

et la relation d'ordre sur l'ensemble quotient qu'on peut identifier à l'en
semble des quotients est l'ordre naturel des entiers. 

2o Sur un ensemble de mots, R pourra être un ordre lexicographique 
imparfait ne portant que sur la première lettre du mot. L'ensemble quo
tient est formé des 26 classes correspondant aux 26 lettres, et ordonné 
par l'ordre normal des lettres de l'alphabet. 
Exercice 19. 

Pour trouver toutes les structures possibles de groupe ayant un 
nombre donné d'élén1ents, nous devons construire les tables ae Pythagore 
de ces groupes en respectant les principes suivants : 

1) Chaque élément figure une fois et une seule dans chaque ligne et 
chaque colonne (condition que l'on exprin1e parfois en disant que la table 
doit être un carré latin). 

2) Tout inverse à droite étant inverse à gauche, e doit occuper des 
symétriques par rapport à la diagonale principale du carré. 

3) L'opération doit être associative. 
Pratiquement, on place d'abord e, c'est-à-dire qu'on décide du choix 

des éléments qui seront inverses les uns des autres ; puis, on place les 
autres éléments en jouant de l'associativité et en complétant les lignes 
et les colonnes de façon à vérifier la :{lropriété du carré latin ; enfin on 
vérifie celles des relations d'associativité qui n'ont pas servi dans la 
construction. 

n = 3. Soient e, a, b les trois éléments. On voit tout de suite que si 
a et b étaient leurs propres inverses, on ne disposerait d'aucune valeur 
à attribuer à ab. On trouve donc le seul tableau ci-contre. 

e 
b 

a a e 
b b e a 

Tous les groupes du 3" ordre sont isomorphes les uns aux autres. 
n = 4. On peut partir à priori des deux possibilités suivantes : cha

que élément est son propre inverse ou bien un seul élément autre que e 
est son propre inverse, les deux autres étant inverses l'un de l'autre, ce 

se traduit par les deux tableaux incomplets suivants : 
e a b c e a b c 

e c c 
a a a a e 
b b e b b e 
c c e c c e 
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Il est facile de voir 
obtient les deux tableaux 

a b c 

de là tout est déterminé 

e a b c 

et 

c c 
c 
b 

c 
e 
a 

c 
b 
a 
e 

e 
a 
b 
c 

e 
a 
b 
c 

a 
e 
c 
b 

c 
a 
e 

c 
b 
e 
a 

a 
b 

Quant à l'associativité de l'opération définie par l'un ou l'autre de 
ces tableaux, nous nous de la vérifier en reconnaissant dans 
la structure des deux groupes abstraits 
bien connus : pour le _premier, celui des symétries par 
formant un trièdre tnrectangle (e = transforn1ation 
deuxième, celui des entiers additifs modulo 4 (a= 

celle de deux 

....... ~, ..... ~''"-~ 
classe 

congrus à 2 mod 4). 
n = 5. Nous pouvons cette fois essayer à priori les trois cas suivants : 

chaque élément est son propre inverse ; trois seulement des éléments sont 
leur propre inverse · seul e est son propre inverse. Avec un peu de !JU".. ....,..... ._,..., 

on trouve que les premiers cas conduisent à des 
que le troisième cas ne conduit qu'à une seule structure 

ISC)monon~~s 
c 

les groupes du 5e ordre sont ison1orphes entre eux et 
groupe additif des entiers modulo 5 (avec a == 3, b == 2, 

e a b c d 
e e a 
a a c e b 
b b e d a c 
c c d a b e 
d d b c e a 

Remarquons que nous n'avons trouvé jusqu'à maintenant des grou
pes commutatifs. Il n'existe donc pas de groupe non à moins 
de six éléments. 

n 6. En raisonnant de façon on trouve trois structures 
possibles. 

c 
d 
1 

_ 
e = 

qui revient au le groupe des isométries conservant 

équilatéral (b et a sont les deux rotations -+-
2 

7C ; c, d, f, les trois 

un 

on trouve 

rapport aux axes du triangle). Ce dernier groupe n'est pas 

a c f e 
b c d e a 
c d f e a b 
d 
f 

f 
e 

e 
a 

a 
b 

b 
c 

c 
d 

Dans ces trois structures on peut reconnaitre : 
pour la première, celle des entiers additifs modulo 6 ; 
f.ou~la deuxième, celle !es entiers. modulo 7 

, a= 6, b = 4, c 2, d = 3, f = 5) , 
pour la troisième, le groupe des permutations de trois 
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des tableaux satisfaisant aux autres propriétés d'une table de groupe mais 
non associatifs. C'est le cas de celui qu'on obtient en échangeant b et d 
aux quatre endroits où ils sont soulignés dans le deuxièn1e des tableaux 
ci-dessus. (On a alors, par exemple, en effet : c2 = d, be=· e, donc 
(bc)c = c et bc2 =bd= f). 

Exercice 20. 
Dire que l'application 

a_,. 'Pa 
est injective c'est dire que : 

V (a, b) E G2 b =1= a~ 'Pa =1= 'fib, 
or 'Pa =1= 'Pb veut dire : 

3 x axa-1 =1= bxb-1 • 

Cette dernière propriété est équivalente à la suivante obtenue en multi
pliant à gauche par b et à drOite par a : 

3x b-1ax =1= xb-1a, 
'Pa =1= 'Pb veut donc dire : il existe un x qui ne commute pas avec b-ta. 
L'élément b-1a ne commute donc pas avec tous les autres; comme il décrit 
tout G- ! e 1 , quand a et b décnvent G en restant différents, dire que cp 
est injective veut donc dire qu'il n'existe aucun élément, autre que e, qui 
con1mute avec tous les autres. cp est donc un isomorphisme si et seulement 
si G ne possède aucun élément qui comn1ute avec tous les autres. 

Exercice 21. 

1) Soient Ct e c, C2 e c. On peut écrire : 
vxe G X(CtC2) =(XCI) C2 = C2 (XCt) = C2(CtX) = (C2Ct) x= (ClCz)X, 

en utilisant tantôt l'associativité, tantôt le fait que c1 ou c2 com1nute avec 
tout élément. On conclut de cette égalité : C!C2 e c. D'autre part : e e c. 

Enfin, 
Vxe G XCj1 = (ctx-1)-1 = (x-tc1)-1 = Cï1X, 

en utilisant la loi de formation de l'inverse d'un produit, donc Cj1 E C. 
Donc, C est un sous-groupe de G. 
Ce sous-groupe est invariant car ac1a-1 = c1aa-t =Ct. 

2) En nous reportant à l'exercice précédent nous voyons que : 
'Pa =· 'Pb ~ v x axa-t = bxb-t ~ b-1a e c, 

donc 'Pa= 'Pb si et seulement si a et b appartiennent à une même classe 
de G/C. C'est dire que l'ensemble A des automorphismes intérieurs cp est 
isomorphe à G/C. 

Exercice 22. 
1) La relation R définit les classes d'équivalence : 

x= 1 u ; xRu ! et y l v ; yRv 1 • 
Dire qu'on peut définir une loi de composition sur G/R de telle sorte 

que G/R soit in1age homomorphe de G, c'est dire que : 
vu e x, v v e y xy R uv. 

Supposons que R soit régulière : 
xRu ~ xy R uy l ..:.... R · R t t 't'yRv ~ uy R uvJ -T xy uv puisque es ransi Ive. 

Réciproquement si : 
V (u, v) E G2 xRu, yRv ~ xy R uv, 

on peut en déduire que R est régulière. En effet : 
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aRa puisque R est réflexive et 
~~xaRua 

Va E G xRu, aRa l ~ a x R a u 

2) Considérons alors l'élément neutre de l'opération sur G/R, c'est-à
dire la classe de e : 

ê=! u; eRu 1. 
Cette classe forme un sous-groupe de G car eRu, eRu' ~ eRuu' puisque 
R est régulière et, pour la même raison, eRu ~ eu-1Ruu-1 donc u-1 Re ; 
donc le produit de deux de ses éléments et l'inverse d'un de ses éléments 
appartiennent à ê. 

Ce sous-groupe est invariant car la régularité de R permet d'écrire : 
eRu ::;> a e a-t R a u a-1 ~ e R a u a-t, 

c'est-à-dire : a êa-1 = ê. 
Enfin: 

xRy ~ xy-1 Re ~ xy-1 E ê. 
En définitive : 

R régulière~ R de la forme xy-1 E ê (ê sous-groupe invariant). 
Réciproquement, soit une relation de la forme : 

xRy ~ xy-1 E g (g sous-groupe invariant). 
On a démontré dans le cours que cette relation R était une relation 

d'équivalence. Il reste donc seuleinent à montrer qu'elle est régulière, 
c'est-à-dire que : 

V a E G xRy => ax R a y et xa R y a 
Or, 

xRy ~ xy-t E g et, puisque g est invariant, 
axy-1a-t E g c'est-à-dire ax(ay)-1 E g, soit ax Ray. 

D'autre part xy-1 E g peut s'écrire : 
xaa-1y-1 E g ~ xa(ya)-1 E g ~ xa R ya. 

(Remarquons que cette deuxième partie du résultat n'a pas utilisé 
l'hypothèse de l'invariance de g. Nous pourrons donc démontrer que la 
relation xy-1 E g est une relation d'équivalence régulière à droite pour 
un sous-groupe quelconque g). 

En définitive, cette théorie des homomorphisines des groupes a consi
déré trois propriétés équivalentes. Dans le cours, on a démontré l'équi
valence de gauche ; dans la première question du présent exercice, celle 
de droite ; dans la deuxième question, celle d'en bas. 

G homomorphe à G/R 

R de la forme R régulière1'

xy-t Eg ~ pour la loi 

(g sous-groupe de groupe sur G 
invariant de G) 
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Exercice 23. 

Considérons le 

. 
a ~ a1 ___,. a1 = a1g1. 

L'application q11 of est la de deux 
toutes deux des homomorphisrnes par cons<~Qlieilt 
v.u... .,.t.u'V. Le groupe G1/g1 image de 
est donc, d'après le théorème général sur 
pes, isomorphe à un groupe quotient de G par un 
qui est l'image réciproque dans G de l'élément neutre 
élément neutre de G1/g1 a pour image réciproque par q; 1 dans 

groupe g1, lequel a pour i~age dans G 
le noyau de l'homomorphisme de 
un sous-groupe invariant et 
G1/g1, tel que : 

qll {=Uoq; 

que le (f,.~•mma suivant est commutatif :égalité 

b) Rien n'est changé au début du raisonnement mais le noyau de 
-1 

l'homOinorphisme de G sur G1/g1 est encore {Cg1) est un sous-groupe
invariant g' de G tel que : 

u 
et on a G/g' ___,. 
et le diagramme commutatif : 

Revenons maintenant à g et examinons alors les deux de 
G modulo g et modulo g'. 

V a E G ag'=>ag. 
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A une classe on donc faire d'une manière uni
que la classe ag' la contient. On pourra donc considérer 

~ 
G/g~G/g' 

ag ag' 

Montrons que cette application est un de G/g dans 
G/g': 

~(ag.bg) = ~(abg) = abg' =ag'. bg' = ~(ag)~(bg),
q;' se factorise alors : 

q;' = tJ!o qi 

et nous pouvons préciser le diagramme précédent : 

f 

1-q;-h----7 l ~ 1 
G/g~G1/g1

" /o/~ G/g' /U 

uotJ; = h est un homomorphisme de G/g sur G1/g1 qui donne le diagramme 
commutatif prévu par l'énoncé. 

Nous pouvons d'ailleurs préciser la relation entre les structures de 
G/g et G/g'. En appliquant une nouvelle fois le théorème général : G/g' 
image h01nomorphe de G/g est isomorphe au groupe quotient de G/g par 
rapport au noyau de ~' c'est-à-dire par rapport à l'image réciproque de 
l'élément unité de G/g'. Cet élément unité est g'. Son image réciproque 
est l'ensemble des classes modulo g que ~ a envoyées sur g', c'est-à-dire 
l'ensemble des classes modulo g contenues dans g' ; g étant un sous-groupe 
invariant de g', cet ensemble des classes modulo g incluses dans g' est le 
groupe quotient g'/g. On peut donc conclure que : 

G/g' >= G/g / g'/g. 

Exercice 24. 

a) Posons: 

g'= (Gg 
g, g' constitue une partition de G. Les classes à gauche relatives à g sont 
g et g' ; les classes à droite g et g'. Donc g est invariant. 

b) g1 et gz n'ayant qu'un élément en commun g1 Ugz a 2n - 1 élé
ments et il reste un seul élément a tel que : 

a E G a El: g1 a El: gz. 

Soit alors : 

e =;/= X1 E g1 et considérons le produit : 
X1g2 = 1X1X2 ; Xz E gz l . 
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Cet ensemble a n éléments X1 lui-même. Les n- 1 
autres éléments ne peuvent ni g2 (car X1 ~ g2), ni à g1 (car 
X2 Ef,: g1 quand X2 =1= e). Pour n- 1 autres élén1ents qui doivent être 
distincts, seule la valeur a est possible. Il faut donc que n- 1 = 1 et le 
seul groupe G répondant aux conditions de l'énoncé est donc d'ordre 4. 
Ses sous-groupes g1 et g2 ne possèdent qu'un éléinent différent respecti
vement de X1 et X2 ; la loi de groupe est entièrement déterminée par le fait 
que g1 est sous-groupe (x~ = e), que g2 est sous-groupe (x~ = e), et par 
le raisonnement fait ci-dessus qui donne X1X2 =a et donnerait de mêine 
X2X1 =a. Sur le tableau ci-dessous qui en résulte, on ,constate que l'en
semble ! e, a ! constitue un 3e sous-groupe invariant. 

e x1 X2 a 
e e XI X2 a 
Xl X1 e a X2 
X2 X2 a e X1 
a a X2 Xl e 

c) Soit g =gin g2 ; g constitue un sous-groupe invariant de g1, de g2 
et de G. Soit p son ordre. Soient alors les groupes quotients G/g, gJg et 
gz/g ; ce sont respectivement les ensembles de classes : 

l ag ; a E G ! ! ag ; a E g1 1 1ag ; a E g2 1 

Il en résulte que : 

g1/gcG!g g2/gcGjg. 
gdg et g2/g sont des sous-groupes d'ordre n/p de G/g qui est d'or

dre 2n/p. D'autre part : 
g1!gn g2/g = 1g l 

1g 1 désignant la classe de e modulo g, c'est-à-dire l'élément neutre des 
trois groupes quotients. On est donc ran1ené au cas précédent. On peut en 
déduire que n/p = 2 2n = 4p. 

Tout groupe G d'ordre 2n qui possède deux sous-groupes distincts 
d'ordre n a un ordre multiple de 4. 

D'autre part, la structure du groupe G/g trouvée à la question pré
cédente montre que G/g possède un 3e sous-groupe à deux éléments 
constitué des classes g et ag ; ag n'étant ni un élément de g1/g ni un 
élément de g2/g, c'est-à-dire a étant un élément de G n'appartenant ni 
à gi ni à g2. L'ensemble ga gU ag constitue alors un 3e sous-groupe 
invariant, puisqu'il est image réciproque par l'homomorphisme : 

G~G/g 
du sous-groupe invariant 1 e, a 1 • Nous pouvons donc énoncer : 

Tout groupe, qui possède deux sous-groupes distincts d'ordre moitié 
du sien, en possède un troisième distinct des deux précédents. 

Exercice 25. 
1) Observons d'abord que An est l'ensemble des produits de n élé

ments de A distincts ou non. 
Ceci dit, il est évident que toute partie stable contenant A doit conte

nir An pour toute valeur de A, c'est-à-dire A. 
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Il nous reste à vérifier que A est une partie stable. Soit alors : 
a e Anc.A a' e An'cA 

aa' est le produit de n n' éléments de A ; il appartient donc à An+w. 

On peut donc conclure que : 

a e A., a' e A. :::? aa' e .A. 
C'est-à-dire que A est stable. 

2) Pour qu'une partie stable contenant A soit un sous-groupe il faut 
d'abord qu'elle contienne tous les inverses des élén1ents de A, c'est-à-dire 
tous les éléments de A-1 • Elle doit donc contenir : 

B=AUA-I. 

Mais alors d'après 1) elle doit contenir 
Reste à vérifier que Best un groupe. Nous savons déjà qu'il est une 

partie stable. Ensuite si xEAcB, x-IEA-1 c donc: 
e =xx-I e B2. 

Enfin, tout élément de B étant un produit d'éléments de AU A-1 

admet dans B un inverse qui est le produit des inverses pris dans l'ordre 
opposé. 

Le plus petit sous-groupe contenant A est donc bien A u'-Â.-1 • 

Exercice 26. 
1) Le plus petit sous-groupe contenant AU B contient tout produit 

en nombre fini quelconque d'éléments appartenant à A et à B. Or, l'as
sociativité de l'opération de groupe permet de remplacer plusieurs élé
ments consécutifs appartenant à A par leur produit qui appartient aussi 
à A et de même pour plusieurs éléinents consécutifs appartenant à B. 
Tout élément de g apparaît alors c01nme le produit d'une suite d'éléments 
appartenant alternativement à A et à B. 

On peut, par ailleurs, vérifier que l'ensemble de ces produits cons
titue bien un sous-groupe. [Le produit de deux tels produits appartient 
à leur famille et l'inverse d'un tel produit étant le produit des inverses de 
ses facteurs, appartient encore à leur famille]. 

2) Dire que A et B sont pern1utables, c'est dire que : 
V ai E A V bi E B 3a'i E A 3 b'i E B a,,b., = b'ia'1,· 

S'il en est ainsi, soient deux éléments de AB : 
aibi et akbk 

(aibi) (akbk) = ai(biak)bk = ai(a'kb'i)bk = (aia'k) (b'ibk) = atbt. 
D'autre part, l'inverse d'un élément de AB appartient à AB car : 

(aibi)-1 = (b'ia'i)-1 = a'i-1b'i-1· 

Donc AB est un sous-groupe. Il est évident que c'est le plus petit, toute 
partie stable contenant A et B devant contenir AB. 

Réciproquement, si AB est un sous-groupe, c'est que : 
V ai V bi V ai V b; 3 ak 3 bk a,~,bia;b; = akbk. 

Multiplions cette égalité, à gauche par ai-1 et à droite par bi-1 • Il 
vient : 

Donc: 



118 

On conclure : 
BAc AB. 

. leur 
ai et aj décrivent tout A, bi et bj tout B, aibi et a1b; décri

akbk, produit de deux éléments au sous-
aussi tout le sous-groupe. Donc ak décrit tout A, 

a"-1 aussi, donc az aussi ; il en est de mên1e pour bz ; et al bl décrit 
tout AB. On peut donc préciser : 

BA=AB 
donc A et B sont permutables. 

Si un des groupes A et B est soit par exe1nple c'est, par 
définition, que : 

VxEG xA=Ax 
ce qui comporte 	naturellement : 

VbEB bA=Ab. 
Il en résulte donc que A et B sont permutables (et mên1e de façon 

un peu parti~ulière ~uisque dans l'égalité aibi = b'ia'i de tout à l'heure 
on a cette fOis bi= b'1). 

Un sous-groupe invariant permute avec un sous-groupe quelconque. 
En conséquence, le plus petit sous-groupe contenant deux sous-groupes 
dont l'un est invariant est le produit de ces sous-groupes. 

3) Etant donnés deux sous-groupes d'un groupe G on pourra toujours 
définir leur borne supérieure (la relation d'ordre étant l'inclusion) com1ne 
elle l'a été au l. Quant à leur borne inférieure, elle sera constituée par 
l'intersection puisque l'intersection de deux sous-groupes est un sous
groupe et que tout sous-groupe contenu dans A et B doit être contenu 
dans AnB. 

Si maintenant on considère la famille des sous-groupes invariants 
la 2" question 1nontre que : 

g1 V gz = g1g2. 
Pour conclure que : 

g1Ag2 = g1 ng2. 
il reste seulen1ent à vérifier que l'intersection de deux sous-groupes inva
riants est un sous-groupe invariant. 

Or si y E g1 ngz 
V x E G E g1 puisque g1 est invariant 

xyx-1 e gz puisque gz est invariant 
donc : xyx-1 e g1 n gz et g1 n g2 est invariant. 

4) Montrons que A et B n C sont permutables. Puisque A et B le sont 
c'est que : 

V ai E V b~, E B E A 3 b'i E B a;,b1, = b'ia', (1) 

Supposons bi appartienne aussi à C (donc à B n C) comme 
aiE Ac C, aibi Mais a'i E C ; la propriété fondan1entale de résolu
tion des équations dans les groupes 1nontre que bi appartient à C, donc 
à B n C. L'égalité (1) exprime alors la pern1utabilité de A et de B n C. 

Montrons maintenant : A(B n C) = C n AB. 

1) x EA(B n C) =*>x= ab ) b~~cC ( =*>abE C =*>xE AB n C 
bEC \ 

2) y E AB nC =*> y E C y - ab Î a E Ac C 
' - 1 bEB 

Or : ab E C a E C =*> b E C =*> b E B nC =? y E A(B nC) 
donc : y E AB n C =? y E A(B n C). 
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1) et 2) démontrent donc de ce que 
nous avons dit au 3, elle s'écrit : 

A C) =CA 
Dans le cas général, comparons A C) et A 

Nous avons les 
A-< AVB A-< C 
BAC-< C BA -< B-< AVB. 

Nous avons donc à comparer sup l a, b ! et inf l c, d! les deux élé
ments du couple a, b étant antérieurs aux deux éléments couple c d. 
La définition même des bornes inférieures et supérieures prouve que': 

sup 1 a, b ! -< c, sup l a, b 1 -< d donc sup 1 a, b ! -< inf l c, d l • 
L'implication demandée est donc établie. 

5) Remarquons d'abord que An B est un sous-groupe invariant de B. 

En effet si a E A nB: 
VxEB xax-1 E B lJIU.l~LI uc; B est un ,,.... ,.....,-,'2::.""''".,"" 

xax-1 E A A est ,....,,"<JI""'""'<JI'"t 
donc xax-1 E An B et ce sous-groupe invariant. 

Ceci considérons les groupes nB et 

Le premier est l'ensemble des classes : 
(An B) b où b décrit B. 

Le deuxième est l'ensemble des classes : 
Aab où ab décrit AB. 

Mais Aa = A et toutes les classes Aab où b est fixe et a décrit A sont 
confondues. L'ensemble est donc l'ensemble des classes : Ab où b 
décrit B. 

Ceci considérons la bijection : 

b = (AnB)b--? b 
B ~ B/An B et AB~ sont des h01nomorphisn1es : 

bb' = bb' 
et il en résulte que la précédente est un isomorphisme. 

Exercice 27. 
Soit a E G. Il engendre un groupe cyclique U1 d'ordre À1 ; ce sous~ 

groupe est invariant puisque G est abélien. Considérons alors le groupe 
quobent G/U1. S'il est cyclique la propriété est démontrée. 

S'il ne l'est pas, soit az E a2 El: U1 et considérons l'ensemble : 

Vz = a~U1 

On vérifiera aisément que G étant U2 constitue un groupe 
dont U1 est un, sous-gr~mpe invariant. U2/U1 .est engend:é par l'élé
Inent a2Ul. u2 etant fini, le groupe Uz/U1 est fini, donc cyclique puisque 
monogène ; c'est dire qu'il existe un entier À2 tel que : 

u1 =U1 
c'est-à-dire tel que : 

a~2 e U1. 
On aura alors : 

; 0 ~ i ~ À2 -tl 
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et on voit que U2 est d'ordre À1À2. Si maintenant G/U2 est cyclique la 
propriété est démontrée. 

Sinon, soit as E G as U 2 et considérons : 

Us= U u~U2 U l a~Us; 0 ~ i ~ Às -1 1 
iE Z 

Às étant le plus petit entier tel que a~a E U2· On montrera comme p~écé
demment que Us est un groupe d'ordre À1),2Às et que Us/U2 est cyclique 
d'ordre Às ... et ainsi de suite... 

L'ordre de chaque groupe Uk étant un multiple de l'ordre du groupe 
Uk-t précéde1nment considéré et l'ordre de G étant fini, le processus 
s'arrêtera au bout d'un nombre fini d'opérations. 

Exemple : G : groupe n1ultiplicatif des entiers =F 0 modulo 19. 
Prenons a1 = 7, 

on a : 73 = 1 soit ul = 1 1, 7, 72 = 11 l • 
Prenons a2 = 5, 

5s = 11 donc 5su1 = ! 11, 7, 1 l = U1 
U2=! 5iUll avec i=O, 1, 2. 

U2 a 9 éléments et 2U2 contient les 9 autres éléments de G; 22U2 
serait égal à U2 (22 = 4 E 52Ul, donc 22 E U2). 

On a donc: 

G/U2 cyclique d'ordre 2 (isomorphe à Z2) 

U2/U1 . . . . . . . . . . . . . . 3 ............ Zs 

U1 . . . . . . . . . . . . . . . . 3 ............ Zs 


2) Observons d'abord que quand l'ordre d'un groupe est premier il 
est simple. Mais inversement si l'ordre d'un gr.oupe cycliq~e n'est :pas 
premier il admet des sous-grouyes. En effet, sm t n = pq 1 ordre d un 
groupe cyclique et soit x son genérateur. 

xPq= e 
peut s'écrire (xv)q = e, ce qui montre que xP engendre un sous-groupe 
cyclique d'ordre q (et xq un sous-groupe d'ordre p) (*). 

Si donc Ài+ln'est pas pre1nier, Uï+l/Ui ne sera pas simple et admet
tra un sous-groupe engendré par une puissance de l'élément générateur 
de Ui+t!Ui, c'est-à-dire par : 

af ui. 
Au lieu de construire Ui+l à l'aide de l'élément at comme ci-dessus 

nous construirons : 

Nous aurons : 
Uicv cUi+t 

À· 
V/Ui sera un groupe cyclique d'ordre f et Uï+t /V sera un groupe 

cyclique d'ordre k (élément générateur aiV avec (aiV)k =V). 
Si l'un ou l'autre des deux groupes Uï+t /V et V/Ui n'est pas simple 

(*) 01Jservons d'ailleurs que les sous-gr~mpes de cette natur~ s~mt les seuls que 
puissent posséder un groupe cyclique. Car s1 un tel groupe possedait un s'?us-gro.upe 
qui ne soit pas monogène, c'est-à-dire admette deux générateurs xv et xq, Il contien
drait x).p+p.q (À et f.t étant des entiers quelconques) et donc x 0 , D étant le P.G.C.D. 

de p et q ; on voit alors qu'il admettrait xD comme générateur unique. 
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nous pourrons recomn1encer et ainsi de suite ce que 
tous les groupes soient >3~~''-"'-''·""'"· 

Le nombre de groupes la chaîne sera donc au nmnbre de fac
teurs de la décomposition de l'ordre de G leurs ordres 
à près, les facteurs de cette décomposition. Dans notre <CA.,, .. ,,., 

de tout à l'heure si nous étions partis de a1 = 8 nous aurions engeJrlmre 
U1 = 1 1, 8, 7, 18, 11, 12 1 et G/U1 = 13ïU1 l avec i = 0, 1, 2, mais 
n'est pas simple et admet, par exemple, pour sous-groupe l 1, 18 1 = 
nous aurons UI/V = 17tV ! avec i = 0, 1, 2 et nous aurons : 

VcU1cG 	 G/U1 cyclique d'ordre 3 

U1/V . . . . . . . . . . . . . . 3 

v ................. 2 


Quels que soient les choix faits, nous aurons finalement une suite de 
trois groupes cycliques ayant respectivement pour ordre les facteurs pre
miers de 18. 

Exercice 28. 

On vérifie immédiatement que g1 X g2 est un sous-groupe de 
G1 X G2: 


V (a1, az) E g1 X g2, (b1, b2) E g1 X gz 

(al, az) X (bl, b2) = (a1b1, a2b2) E g1 X gz 


V Ca1, az) E g1 X g2 (a1, a2)-l (a{1 
, a21 ) E g1 X g 2 


et que ce sous-groupe est invariant : 


V (x1, xz) E G1 X Gz, V Ca1, a2) E g1 X g2 

(Xt, xz). (a1, az). (xl-
1 

, x2 1 
) = (x1a1XÏ 1 

, xzazxi 1) = (a'1, a'2) E g1 X gz. 

Ceci dit, 
G1/g1 est l'ensemble des classes 1 x1g1 ; X1 E G1 ! 
Gz/92 . . . . . . . . . . . . • . . . . . . . . . l X2g2 ; X2 E G2 1 

et un élément de G1/g1 X G2/gz sera Cx1g1, xzg2), l'ensemble étant décrit 

quand (x1, x2) décrit G1 X Gz. 


D'autre part, la classe modulo 91 x g2 de l'élément (Xl, X2) e Gl x G2, 

classe que nous noterons (x1, x2), est formée de tous les éléments : 


(x1a1, xza2) 
où a1 décrit g1 et az décrit 92 ; donc elle est l'ensemble : 

! (yl, y2) ; Y1 E x1g1, yz E xzg2 1 
et G1 X G2/91 X g2 sera décrit par l'élément ci-dessus quand (x1, x2)
décrit G1 X G2. 

Il est alors évident qu'il existe une bijection : 

G1/91 X G2/g2 _ __,. G1 X Gz/g1 X 92, 


(x191, x2gz) -~ = 1 (yl, y2) ; Y1 E x1g1, y2 E xzg2 i , 
et il est évident aussi que cette bijection est un isonwrphisme puisque : 

(X191 1 X292) (x'1g1, X'zgz) = (X1X'191, X2X'2g2), 
et d'autre part le composé de deux classes de G1 X G2 (modulo g1 X g2) 
est la classe du composé soit : 

(X1X'1, XzX'2) = 1 (yl, y2) ; Y1 E X1X'1g1, Y2 E X2X'zg2 1 . 

On peut donc conclure ; 


G1/91 X Gz/g2 ~ G1 X G2/g1 X gz. 


Exemple : G1 = G2 = R g1 = mZ gz = nZ m, n ER. 

9. 
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familleUn élément de X 
UU.U.U.t;t;il kn (J.des droites d'abscisses + À 

(À et [J. h et k décrivant 
est l'ensemble desUn élément de X nZ 
À, kn 	 [J., c'est-à-dire lesconrdonnées sont de la hm 

réseau. 

Exercice 29. 

1) Si G ~ (G/H) X H c'est que est à un ~ ........ ..,- ..... 
invariant g' de G et que G/g' est isomorphe à H. Y. a donc un 
morphisnie f de G sur H où tout élément x de H est l''lmage de sa classe 
modulo g': 

-1 

f(x) = xg', 
-1 

or xg' ~ x donc f(x) ~x et f(x) =x. 
2) Réciproquement, s'il existe un hmnomorphisme de G. sur é~ant 

donné qu'il en existe aussi un de G sur nous pouvons fmre le schema 
suivant : 

f 
r G H 

a a.a 

l ~ 

G/HXH 
(â, a.) 

C'est-à-dire qu'à un élément de G nous faisons cor;espondre le .couple 
formé de sa classe (modulo et de son in1age dans 1homom?rphis~~ f, 
ce qui revient à définir une application ~ de G sur le produit cartesien 
de G/H et de H. 


On voit tout de suite que ~ est un hon1on1orphisme. en 

deux éléments a et b de G : 


~(ab)= (Ub, f(ab)), 

~(a) x ~(b) = càb, a.~). 
Or l'application canonique étant un homomorphisme = â6, et, f 

étant un homomorphisme f(ab) = f(a) f(b) =a.~. 

Pour montrer l'isomorphisme G ~ (G/H) X H il.reste donc se~le~ent 
à montrer que ~est une bijection, ce qui (~ étant évidemment surJective) 
revient à montrer qu'elle est injective, c'est-à-dire que deux éléme~~s 
différents de G n'ont pas la même dans. (G/H} X or deux ele
ments qui auraient même image (a, a.) appartiendraient 
à la classe de a ; ce seraient donc ax et ax' x e x' E H. 
f(ax) = f(ax') il faudrait que f(a)f(x) = ce est 
si x =;rb x' puisque f(x) =x pour tout x. 
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Exercice 30. 

Considérons la classe U dans G est l'élément 
rateur du rl~--..u~·~ ~~--...~ru..-n.~ la forme 
x H. 

étant est formé des classes : 
e = U, U 2 ••• UÀ ... , 

c'est-à-dire de H et classes dans G de: 
x,x2 ••• 

Si VI. xÀ 
le groupe infini : 

1UÀ · À E Z ! avec UÀ = xÀ H 
et est au sous-groupe G' de G forn1é des vu.•~"''"'·....·'v'"'"' 
et tout élément G, appartenant à une seule classe 
s'écrire de 1nanière sous la forme : 

xÀ a, 
À décrivant Z et a décrivant c'est-à-dire : 

EG' aEH. 
Nous smnmes maintenant en Inesure d'affinner G est le n-r.Arf·•.,,. 

direct de G' et de H [donc est ismnorphe à (G/H) X puisque élé
ment de G se factorise de manière unique en un élé1nent de G' et un élé
Inent de H. (Le groupe étant la condition de est 
automatiquement satisfaite). 

Remarque : Notons le rôle joué par l'hypothèse << infini ». Si 
G/H avait été fini, donc cyclique, c'est qu'il aurait existé un entier Ào tel 
que x),o EH. Tous les éléments x1·+1"'o appartiennent à la Inême classe 
que x et un même élément de G pourra se factoriser d'une infinité de 
façons en un élément de H et un élément de G' puisqu'il pourra s'écrire : 

XÀ a= x1·+k1-o. ax-k'Ao 	 xÀ+l>'Ào E G' 
ax-Ho EH. 

Exercice 31. 
(1) 	Notons que ja bi= (a+ b)+-(a + b)


et que !al !bl =a++ b+-a--b-. 

Or, on peut écrire d'après la définition n1ême du symbole a+ : 

a+ >- 0 l =? a+ + b+ >- 0 ~ 

~! ~2î_l =?a+ + b+ >- (a + b) + (1) 

b+ >- b ~ =? a+ b+ >- a + b 


et de même: 
a- b- -< (a + b)

ou: 
-a--b->-- (a+ b)- (2), 

et en ajoutant (1) et (2) membres à membres nous trouvons la relation à 
démontrer. 

(2) la- bi·= (a-b)+- (a

Or, on sait que si on ajoute b à deux leur inf et leur 
sup ""'-'~"~·.._.,._,_,_,,.,.._,,,... de b. Donc : 

(a-b)+=aVb-b 
(a-b)-=aA.b~b 

D'où la-bi =aVb-aAb. 
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Exercice :J2 (sur les groupes réticulés). 

1) aVb>- a::';>-(aVb) -<-a ( -::?-(aVb)-< a)A(
aVb>- b::';>-(aVb)-< -b} 

On dén1ontrerait de la même façon par échange des signes-< et >- , 
V et A que: 

-(al\b)>- (-a)V(-b). 

Appliquons cette formule aux nombres a) et b). Il vient : 
-[(-a) A(- b)] >- aVb 

ou (-a)A(-b) -<-(aVb), 
formule qui, rapprochée de (1), établit la propriété den1andée. 

2) a) Si la première égalité est démontrée pour la relation notée -<, 
il suffit de considérer la relation inverse notée >-, les inf relative1nent à 
la relation-< deviennent les sup relativement à la relation >- et récipro
quement et la deuxième égalité sera également dén1ontrée. 

b) Dans tout treillis on peut écrire : 

~~~~~ ~ :-::';> c-< (aVc)A(bVc) 

al\b-< a -<aVe t
aAb-< b-< bVc ~ ::';>al\b-< (aVc)A(bVc), 

cet al\b étant antérieurs à un même nombre, leur sup l'est aussi et l'iné
galité est démontrée. 

c) ~) Supposons l'inégalité démontrée dans le cas où al\b = 0 et 
soient maintenant a et b tels que a Ab= m. Nous aurons : 

(a -m)A(b-m) = 0 
et pourrons écrire : 

[(a-m)A(b-m)]Vc >- [(a-m)V A[(b-m) Vc]. 
Augmentons alors de m chacun des nombres a-m, b- m et c ; 

les inf et sup figurant dans l'inégalité augxnentent de m et l'inégalité reste 
vraie ; ce qui donne : 

[al\b] V(c +rn)>- [aV(c m)] A [bV(c m)] 

Il est clair que m étant quelconque, c + m l'est aussi et l'inégalité 
sera démontrée en général. 

~) Remarquons en outre que : 
aVe>- a 

a V c >- a >- 0 l :-::';>a V c >- 0 V c = c+ ( =>a V c >- a V c+
aVc>-c ) 

et 
aV c+ >- al 
av c+ >- c ! => a Vc+ >- a V c, 

soit 
aVe+= aVe. 

Les remarques ~) et ~) n1ontrent suffit de dén1ontrer l'inégalité 
OV c >-(aV c+) A (bV c+) avec al\b = 0, 

or 0 V c = c+. Il suffit donc de montrer que : 
c+ >- (aVc+)A(bVc+) 

ou l'inégalité équivalente : 
0 >- [(a-c+) VO] A [(b- c+) VO]. 

Mais puisque c+ >- 0 a-c+-< a et (a-c+) VO -<a. 
De meme (b-c+)VO-< b et leur sup est antérieur à al\b = 0, ce qui
démontre l'inégalité. 
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cette égalité par récurrence. Pour n = 2 on 

2 AO) = a/\0 +a 1\0. 

pour 
 a A 0 à un sup, nous pouvons aux deux nombres. 

Il vient: 

2 (a/\0) =[a+ a/\0] A(a/\0) = (2al\a)l\(al\0) = 2al\ai\O. 

Si maintenant l'égalité est démontrée pour le rang n- 1 : 


(n -1) (a/\0) = (n -l)aA(n- 2)a ..... A2aAaAO. 
Ajoutons a A 0 aux deux membres, ce que nous ferons dans le 

deuxième membre en ajoutant a A 0 à chacun des nombres ; en tenant 
compte de ce que 

pa+ a/\0 = (p + 1) al\pa, 
on trouve: 

n(a/\0) = nal\(n -l)a ......... A2aAaAO. 
Supposons alors que na >-O. L'opération indiquée dans le deuxième 

membre est, de par sa définition même, associative .et commutative..Donc 
na A 0 étant égal à 0 puisque na >- 0, on peut suppnmer na de la stnte du 
deuxième membre. Mais alors ce deuxième membre vaut (n- 1) (a A 0) 
et on peut écrire : 

n(a/\0) = (n -1) (aJ\0) ::::>a/\0 = O=>a >-O. 
4) a+ J\- (a-)= (aVO) A- (a/\0). 

Or, le 1) nous permet d'écrire : - (a/\0) =(-a) VO. 
D'où a+A-(a-) = (aVO)A(-aVO) = (aA-a)VO, 
en appliquant la propriété de .distributivité démontrée au 2). 
Mais a A - a -< a 

a A -a -<-a, 
ajoutons membres à membres ; il vient : 

2 (al\- a)-< 0, 
ce qui implique : 

a A- a-< 0 en vertu du 3). (On démontrerait na-< 0 :-::';>a-< 0 
de la même façon que na >- 0 => a >- 0). 
Donc (aA-a)VO=O, 
et par conséquent : 

a+ A- (a-) = O. 

Exercice 33. 
Additionnons les deux égalités membres à membres. Il vient : 

aVx+ al\x =aVy+ al\y, 
et en tenant compte de la propriété démontrée page 51 : 

a+ x=a +y, 

soit X= y. 


Exercice 34. 
Soit G le groupe des opérateurs, E l'ensemble donné et considérons 

l'application : 

x------? ~x ~EG. 

Montrons que c'est une bijection : 
1) Elle est surje~tive. En effet,. to!lt Ve;= E ~ u~e image y'. dans 

l'application c~-1). Fmsons alors subu a (y) 1 applicatiOn c~). Son Image 
œy' sera, d'après l'hypothèse : 



a E, à chacun des 
à E. Le 
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=e.y=y, 
Y= rzy'. 

;':junnosc)ns en effet que deux éléments x et y 
l'application cette a une 

=X a,-1(ocy) =y.

Donc ocx = ocy::? x= y. 


On a donc défini une du r<>l'rn•~·~ G dans le n~,.,... T,~ des 
, ................n~.;;:, sur E. 


G~sE 

oc-~ (oc). 


Il est clair que cette application est un homomorphisme 
(a,)o(~) =(a,~). 

de G est donc un sous-groupe de SE . 

: Nous disons bien homomorphisme et non Isc~m~onuusn1e 
différents peuvent donner la même 

le sous-groupe de SE est isomorphe à un 
le sous-groupe invariant de G formé des 

que a:ox =x, VxE E. 

t . E;emple : Soit .E ~ne droite d'un plan et soit G le groupe des isomé
ries e c~ qu1 la1~sent E : translation T parallèle à E, 

Exercice 35. 
Notons X la loi 


d'abord que, cette loi 
 à Z une· structure nous devrons avoir : 
OX~r=xXO VxEZ. 


pour que cette opération induise sur N la 
 il fautque: 
. (c, 0) X (c', 0) = (c', 0) X (c, 0) =(cc', 0). 

Smt alors le noll!bre c) opposé du nmnbre (c 0) . la deentra1ne : ' ' 
d'où [(0, c) + (c, 0)] X (c', 0) = 0 et (c', 0) X [(0, c) (c, 0)] = 0, 

(0, X (c', 0) = n..,....,..... ~-" de (c, 0) X (c', 0) = (0, cc'),
et de 
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la valeur absolue du des valeurs absolues ainsi que 
la << des ». Seul 0 0 pour valeur que 0 
ait un faudrait sa valeur absolue divise O. 
de deux entiers naturels nul. Dans Z il n'y a pas 
de O. 

L'associativité de 
valeurs absolues et de la des signes, enfin, la n ..~r.,.7 n •.-r• .,, 

à l'addition se vérifie Z étant alors muni d'une opération 
groupe (l'addition) et d'une deuxième opération associative et distri

butive par rapport à la première est un anneau. 
En nous reportant à l'ordre sur Z (cf. page 57), notons que (les lettres 

désignant maintenant des éléments de Z) : 
c >- 0, a-< b::? a-b -< 0::? c(a- b) -< 0::? ca -< cb. 
c-< 0, a -< b::? a-b-< 0::? c(a- b) >- 0::? ca >- cb. 

: Nous avons établi la définition de la multiplication en 
utilisant la représentation canonique d'un élément de Z. Un élément de 
cette forme caractérisant sa classe, la méthode est légitime et elle est la 
plus rapide. Mais nous aurions pu aussi définir une multiplication sur 
les classes de N2 /R. C'est la méthode que nous serons contraints d'em
ployer pour définir l'addition dans Q. 

2) L'absence de diviseurs de 0 dans Z permet d'écrire que si 
c =1= 0, ca= cb::? c(a- b) = 0::? a-b=· 0 ::? a = b, 

Z- 1 0 l que nous appellerons Z* sur lequel est définie une multiplica
tion associative, commutative et simplifiable est un demi-groupe commu
tatif. Si on le plonge dans le plus petit groupe commutatif qui le contient, 
que nous appellerons Q* et si on ajoute 0 à cet ensemble, on obtient Q. 

On sait d'après le théorème général que Q* et son opération de groupe 
sont déterminés d'une mani.ère uni9ue à un isomorphisme près. 

Q* = 1(a, b) ; (a, b) E Z*2/R l = Z*2/R 

(a: b) X (a': b') = (aa', bb') 
(R étant la relation d'équivalence indiquée dans le cours). 

Reste maintenant à étendre la multiplication à Q tout c'est-à
dire à déterminer ce que doit être Ox. 

Cette n1ultiplication induit sur Z* la multiplication définie à la pre
mière question. D'autre part, elle doit être distributive par rapport à 
l'addition que nous allons devoir définir, laquelle devra sur Z induire 
l'addition de Z. Notre multiplication est donc distributive par rapport à 
l'addition sur Z ; d'où il résulte que : 

On=O VnEZ. 
Soit alors Ox, x appartenant à Q*. . 

Nous savons .existe Y. E Z* tel que xy E Z* [si x= (a, b), 

y= (b, 1) car xy =(ab, b) =(a, 1) ]. 

On a alors : 
(Ox)y =· O(xy) = 0, 

d'après ce vient d'être dit. Il est alors imJ?ossible que Ox appartienne 
à Q* car son produit par y E Z* c Q* appartiendrait aussi à Q*. Donc : 

VxEQ* Ox= O. 
Or, ceci peut être décrit de façon à ce que 0 ne constitue pas une excep
tion dans Q. Nous pouvons, en effet, poser : 

VbEZ* (0, b) =o. 
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et 
ce 

= (0, be)= 0, 
à la loi générale. Il suffira de poser : 

0 x 0= 0, 

soit co:a) x co:b) = (0, ~b) 
que 0 rentre en tous points dans le cas général en ce concerne 

loi multiplicative sur Q. 
Observons qu'en revanche les couples (a, 0) n'ont pas été définis et 

si on cherchait à leur attribuer un sens on aboutirait à des contradictions. 
Nous pouvons donc conclure : 

Z XZ*
Q = ! (a, b); E 1 = (Z X Z*) /R 

ce veut dire que a peut prendre toute valeur de Z y compris 0, que b 
au contraire décrit Z à l'exclusion de 0, R conservant toujours la mên1e 
signification. 

Soit maintenant à définir une deuxième opération sur Q que nous 
noterons provisoirement et qui devra satisfaire aux deux propriétés 

. . . 
Soient et (c, d) deux éléments de Q et (a, b) EB (c, d) leur com

posé. Multip!ions ce nombre par (bd, 1) (élément choisi pour que ses pro

duits par (a-;li) et appartiennent à Z). En vertu de la distributivité 
désirée, il vient : 

[(a: b) EB (c:d)] (bd, 1) =(a: b) (bd, 1) EB (c: d), (bd, 1). . 
= (ad, 1) EB (cb, 1), 

et pour que EB induise la somme sur Z ceci doit être égal à : 

Nous avons donc l'égalité : 

EB (c, d)] (bd, 1) = 

Multiplions les deux membres par (1, bd). Il vient, la multiplication 
sur Q étant associative :. . 

(a, b)· (c, d) = (1) 

définit l'égalité (1). Reste à montrer 
que la loi ainsi obtenue répond à la question, c'est-à-dire : 

1) que c'est bien une loi de composition entre éléments de Q, c'est-à
dire indépendante du représentant de la classe (mod R) considérée ; 
ou encore que : 

(a, b)R(a', b') ~(a, b) EB (c, d)R(a', b') (c, d) ; 
2) qu'elle vérifie bien en général la condition de distributivité (et pas 

seulement dans le cas particulier qui a servi à trouver la loi), c'est-à-dire 
que: 

3) qu'elle induit bien sur Z l'addition : 

(a; 1) EB (b; 1) = (a + b, 1). 
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Ces trois vérifications sont immédiates. La 3" va nous ..................-.....d·lh·" de 

.._ .... , ••.Ha.\A:a. dorénavant le signe EB par +· 

: De la règle même et du fait a.u.•cu.u.vu. et multiplica
tion sur sont associatives et commutatives, que l'addition 
sur Q jouit des deux mêmes propriétés. 

Pour cette ?pération Q est un groupe .car 0 est élément neutre et 

tout élément (a, b) admet pour opposé (-a, b). Q, groupe par ......... r. ... ,., ... 

à l'addition et muni d'une loi distributive par rapport à elle et 
une loi de groupe pour Q- ! 0 l , est donc un corps. 

Ordre sur Q. Remarquons enfin que si nous considérons Q+, tel qu'il 
a été défini dans le cours (II, 6, 3) par plongement du demi-groupe mul
tiplicatif N*, nous pourrons le compléter par 0 en prolongeant la mul
tiplication de ce Q+ à Q+ U 1 0 ! (comme nous l'avons fait tout à l'heure 
pour prolonger celle de Q* à Q) ; nous aurons alors : 

\-· -· NXN*)
Q+ U ! 0 1 = /a, b) ; (a, b) E ~ 

tandis que : ,_._ 
Q = , (a, b) ; 

la relation R considérée pour le premier ensemble étant la restriction à 
N X N* de la relation R considérée pour le deuxiè1ne. Le pren1Îer de ces 
deux ensembles est donc isomorphe à un sous-ensemble du second, 
soit Q". 

\ . E Z XR Z* lQ" =)(a, b) ; a EN, bEN*, (a, ~ 

ou encore: 
Î • • z Z* l 

Q" = f (a, b) ; (a, b) E ---·, ab;;;:: 0 \ . 

Or, Q" a pour Q les propriétés d'un G+. En effet : 
Q"+Q"=Q". 

D'autre part Q"-, ensemble des opposés des éléments de Q", peut 

être considéré con1me l'ensemble des classes de Z X Z* où ab~ 0 ; 

donc: 
Q"nQ"-= 1o 1. 

Q" permet donc de définir sur Q une relation d'ordre total : 
x >-y Ç:::? x- y E.Q". . 

En particulier si x= (a;Ii) et y= (c, b) : 

x>- y Ç:::? - c, E Q" Ç:::? (a- c)b;;;:: 0, 
ce qui revient à dire que pour comparer deux éléments de Q on peut 
choisir des représentants de la classe ayant même dénominateur positif 
et comparer les numérateurs. 

Remarque importante : Il faut noter que la relative complication de 
cette théorie vient de ce que nous avons voulu montrer que les définitions 
adoptées pour les opérations étaient les seules possibles. Il est bien évi
dent qu'on obtiendrait, à l'usage des élèves, une théorie beaucoup plus 
simple en posant au départ ces définitions et en établissant ensuite leurs 
propriétés. 

http:a.u.�cu.u.vu
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Exercice 96. 
Soit x un élément quelconque de E et lx son par 1. Consi

dérons la différence : 
x2 =x-lx 

et formons son produit par 1. Il vient : 
lx2 = lx- l(lx) = lx- lx= 0 

donc: 

et x s'écrit : 
X= X2 + X1 

en posant lx= X1. Or l(lx) =lx, donc X1 E E1. 
Pour montrer que E est la somme directe de et E2 il suffit de 

n1ontrer que E 1 et E2 sont des sous-groupes. En effet étant commutatif 
la permutabilité est automatique. D'autre part il est clair que 0 est le 
seul x tel que lx = x et lx= 0, ce qui entraîne E1 n = 1 0 ! , condition 
suffisante pour que la somme E1 + Ez soit directe 3, 2). 

Or E 1 est bien un sous-groupe car : 

1) 1x; =Xl, l ::::? l(x1 + x'1) = X1 X'1::::? X1 + X'1 E
1X1=X1' 

2) lxl+lC-xù=lCxl+C-xl))=O=> 
et E 2 est bien un sous-groupe, car : 

1) lx2 = O 1 ::::? l(X2 X'2) = 0:::? X2
lx'z = 0 ~ 

2) lx2 + 1(- Xz) = 1[xz + Xz)] = 0::::? Xz) = 0 =>- Xz E E2. 
On peut donc conclure : 

E= E1 EB Ez 
E 1 étant un sous-groupe pour lequel l'opération induite par l'opérat~on 
définie surE, satisfait à tous les axiomes de la structure d'espace vectonel, 
est bien un espace vectoriel. 

Exercice 97. 
Soient f et g deux applications de E dans H. On peut définir l'appli

cation f + g par : 
V xE E (f + g) (x)= f(x) + g(x). 

le + du 2" membre étant le signe de l'opération interne sur H et celui du 
premier membre celui de l'opération ainsi définie sur c:J. 

Si H est un groupe, c:J est aussi un groupe. En effet, la loi de co~po
sition ci-dessus définie est associative si celle de H l'est. Cette lm de 
composition admet un élément neutre, l'application s telle que : 

Y xE E s(x) =O. 
Enfin, chaque élément f a un inverse - f défini par : 

Y xE E [- f](x) =- f(x). 
Considérons alors l'application : 

h 117 : c:J--? H ha;(f) ={(x) 
où x est un élément fixe de E. L'ensemble c:J étant doté de la loi de compo
sition définie ci-dessus, l'égalité de définition montre que cette application 
est un homomorphisme. Le noyau de l'homomorphisme est l'ensemble c:Jx 
des applications f telles que f(x) = 0 et, dans une même classe, mo
dulo c:Jx, nous trouvons toutes les fonctions qui prennent la même valeur 
pour la valeur x. [Tout ceci a d'ailleurs été dit dans le cours (Il, 2, 8, IV), 
dans le cas où E était un sous-ensemble de R et l'ensemble des applica
tions étant limité à celles qui étaient continues] . 
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Si H est anneau nous définissons de n1ême : 

.~xE E [fg](x) = f(x).g(x) 
et nous venfions la nouvelle lm de composition est associative et 

est par rapport à la première, toutes les à 
...rr...-., .... ,~..-. sur f, g, h se traduisant par des égalités de forme sur 

g(x), h(x), vraies pour tout x. 
Les applications hœ considérées ci-dessus seraient alors des homOinor

PlltSnles d'anneau. 
Enfin si H est un corps nous pourrons bien définir un élément neutre 

pour la deuxième loi de composition sur c:J : l'application 1l telle que : 
. Y xE E 1j(X) = 1 

mms quand nous voudrons trouver {-1 telle que f{-1 = 1j, f étant diffé
ren! de s, nous verrons que n'existe pas nécessairement car il faudrait 
avou: 

YxEE {-l(x) = f(~). 
Or f(x) peut être égal à 0 pour certaines valeurs de x. g n'est donc 

pas un corps. 

2) Nous définissons À{ par : 
Y xE E (Àf)(x) = À{(x). 

Si H a u.n~ structure d'espace vectoriel sur le corps K des opéra
teurs on venfie que si e est l'élément unitaire de K,
ef est par : 


YxEE (ef)(x) = ef(x) = f(x)

donc: 

VfE g ef=f. 


ÀtJ.{ est définie par : 


Y xE E (ÀtJ.{)(x) = ÀJL{(x) = À(tJ.{)(x)

donc: 

(À [J.) f est définie par : 

VxEE [À tJ.)fJ(x) =(À tJ.){(x) = À{(x) + tJ.{(x) = (À/)(x)

donc: 

(À+ [J.)f =À{ + tJ.{. 

À({+ g) est définie par : 

V xE E [À({+ g)] (x)= À(f + g)(x) = À[{(x) + g(x)] = À{(x) + ),g(x) 

= (Àf)(x) + (Àg)(x)


donc: 

À({ + g) = À{ + Àg. 
g vérifie donc les axiomes de la structure d'espace vectoriel sur K. 

3) Soit -< l'ordre sur H. Nous pourrons poser : 
V xE E f-< g~ f(x) -<g(x). 

, . 1! est i_mn:édiat que l~s trois a,xiomes d'une structure d'ordre sont 
venfies. Mms s1 E a au mmns deux eléments x et y les applications f et g
telles que : 

f(x) -< g(x) g(y) -< f(y) 
ne sont pas comparables. c:J n'aura donc jamais une structure d'ordre 
total. 
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Si H est un treillis nous pourrons définir l'inf et le sup de f et g par : 
V xE E [f Ag] (x)= f(x) Ag(x) 
VxEE [fVg](x)=f(x)Vg(x) 

et Y: sera aussi un treillis. 

4) Nous définirons une relation S sur Y: par : 


V xE E fSg ~ f(x)Rg(x). 

On vérifie immédiatement que S est réflexive, symétrique et transi

tive. S est une relation d'équivalence. Dans une mê1ne classe modulo S 
nous trouvons les applications qui font correspondre à un même ~lé~ent 
de E des éléments de H équivalents (mod R). A toutes les apphcahons 
d'une même classe de Y: (mod S) correspond donc une application de E 
dans H/R. L'ensemble des applications de : 

E~H/R 
est donc isomorphe à Y: /S. 

Exercice 38. 
Soit A un anneau d'intégrité fini à n éléments et soit a =1= 0 apparte

nant à A. Considérons tous les produits xa. Nous pouvons affirmer que : 
x =1= x'~ xa =1= x'a. 

En effet xa = x'a entrainerait (x- x')a = 0, soit x= x'. Les pro
duits xa tous différents sont donc égaux aux n - 1 éléments non nuls de A 
et l'équation xa =ba une solution pour tout bE A. On montrerait de la 
même façon en considérant les produits à droite qu~ ~x . b a une solu
tion pour tout b. A- l 0 1 est donc un groupe mulhphcahf (cf. cours 
2, 2), donc A est un corps. 

Exercice 39. 
Soient deux polynômes : 

P=[ao,al ..... am] 
Q = [ bo, b1 ..... bn] 

appartenant à A [x] et dont le produit est nul. 
aobo = 0 
aob1 a1bo = 0 

PQ = O, c'est-à-dire aob2 a1b1 + a2bo = 0 

et supposons que Q soit différent de O. Nous allons montrer qu'on pourra 
en conclure que P = 0 si A est un anneau d'intégrité. 

Soit en effet bÀ le premier des coefficients différents de 0 de Q. Pour 
que: 

il faut que : 
aobÀ = 0 donc : ao = O. 

Mais alors la nullité du coefficient suivant de PQ : 
aobl+l + a1b1, + ..... + a).+l bo 

entraîne : 
a1b1= 0 donc: a1 = 0 

et ainsi de suite. Quand on aura montré que tous les ai sont nuls jusqu'à 
l'indice tJ. on considérera le coefficient d'indice À + tJ. + 1 de PQ : 

aob).+p.+1 + ..... + ap. b;+t + ap.+l b), + ap.+2 bÀ-1 + ..... + aÀ+P.+t b 
tous les a'~uls tous les b 'sont nuls____ 
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et sa nullité entraînera : 
ap.+1 bÀ= 0 donc: ap.+t =O. 

Tous les coefficients de P sont donc nuls. 
Si au contraire A n'est pas un anneau d'intégrité, A [x] n'en sera 

pas un. C'est évident car il suffit de considérer les deux polynômes : 
[a,O,O ..... ] et [b,O,O ..... ] 

où a et b représentent des diviseurs de zéro ?e A (a =1= 0, _b =1= 0,, ab , ~). 
Le de ces deux polynômes est nul. L anneau A [x J possede d ail
leurs des diviseurs de zéro plus intéres~~nts. Un, polynô1ne ~o~lt tous les 
coefficients sont multiples de 3 (sans l etre de 6) ~era un diVIseur ~e 0 
dans Z6 [x], anneau des polynômes dont les coefficients sont des entiers 
modulo 6. 

Exercice 4-0 (sur les anneaux de Boole). 
1) Evaluons (a a)2. L'hypothèse entraîne \a.+ a) 2 = !1 +: a. I\'1.ai,s 

si nous calculons le carré de la somme a + a en ubhsant la distnbuhv1te, 
il vient aussi : 

(a a)2 = a2 a2 + a2 a 2 =a + a a + a 
donc: 

a + a= a + a + a + a soit : a + a = O. 
2) Evaluons maintenant (a + b) 2 • On trouve de même : 

(a+ b)2 =a b et (a+ b) 2 = a 2 +ab+ ba+ b2=a+ ab+ ba+ b 
D'où : a + b = a + ab + ba + b 

ab+ ba= 0 
Inais en vertu du 1) : ab + ab = 0 
le rapprochement des deux égalités donne : 

A2V(a, b) E ab= ba 
et A est commutatif. 

3) Supposons que A possède au n1oins trois éléments ; deux d'entre 
eux a et b sont différents de zéro et distincts. Calculons : 

ab(a + b) = aba + abb = a2b + ab2=ab +ab= O. 
Or par hypothèse a =1= 0, b =1= 0 et a b =1= 0 (car a + b = 0 entraînerait 
a+ b =a+ a, donc a= b, ce qui est contraire à l'hypothèse). Donc 
ab(a + b) est nul sans que ni a, ni b, ni a + b le soit ; alors, ou bien 
ab =1= 0 et ab et a b sont des diviseurs de zéro, ou bien ab= 0 et a et b 
sont des diviseurs de zéro. 

4) En fait a+ b qui n'est pas nul ne peut non plus être égal à a (ce 
qui entraînerait b = 0), ni à b ; a+ b est donc un 4" élément distinct 
de a b O. Et un anneau de Boole qui a plus de deux éléments en a au 
1noi~s 'quatre. Il est d'ailleurs facile de vérifier à l'aide des tables de 
groupes (corrigé exercice 19) que l'unique table de groupe à trois élé
n1ents ne saurait être une table de groupe additif d'anneau de Boole, car 
les élé1nents de sa diagonale principale (a +a, b + b) ne sont pas nuls. 

Les structures d'anneaux de Boole les plus simples que nous trou
vons sont donc les suivantes : 

1) n = 2. Les tables d'addition et de multiplication sont les sui
vantes : 

0 a 
ooa oj ~ ~· 
a a 0 a 0 a1 

Cette structure est d'ailleurs l'unique structure d'anneau (ou de 
corps) à deux éléments. Elle est isomorphe à celle de l'ensemble des par
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ties d'un ensemble à un élément œ, muni des lois de diffé
rence symétrique et intersection. 

[Dans le tableau ci-dessus 0 représente la vide et a la 
tie 1 œ l ] • 

2) n = 4. En nous reportant aux tables de groupes (exercice 19) nous 
voyons seule la première peut convenir pour la 
Pour la opération la propriété a2 = a et la nous ..........."·"''"' 
déjà plusieurs résultats. On a donc : 

addition 0 a b c 
c 

c b aa a 
b 0 a b b 
c c0 c 

Nous pouvons avoir a priori ab= 0 et ab= a (ou ab= b, mais ceci 
ne constitue pas deux cas distincts) et ab= c. Mais on élin1ine tout de 
suite ce dernier cas, car c a + b et le raisonnement précédent a prouvé 
que ab(a + b) = 0, ce qui donnerait c2 = 0, ce qui est impossible. 

Si on prend ab= 0 la distributivité nous fournira : 
ac = a(a + b) = a2 ab = a 
be = b(a + b) = ba b2= b 

et la table de 2., opération sera : 

Si on prend ab= a la distributivité nous fournit : 

ac = a(a b) = a2 + ab = a + a = 0 

be = b(a b) = ba + b2 = a + b = c 


et on voit que, par rapport au cas précédent, il y a seulement échange des 
rôles joués par b et c. 

Nous avons donc une seule structure d'anneau de Boole à quatre élé
ments. Cet anneau est isomorphe à l'ensemble ']J (E) des parties d'un 
ensemble à deux éléments œ et ~ ; on aura la partie vide 0, les parties 1 a. 1 
et ! ~ 1 qui jouent les rôles de a et b et l'ensemble E lui-même qui joue le 
rôle de c ( ! œ l A l ~ l = E, ! a.! n l ~ l = 0). 

Exercice 41. 
On peut soit refaire sur cet exemple le raisonnement fait ci-dessus 

(ex. 38) et on reconnaîtra la démonstration classique conduisant au théo
rème de Fennat, soit appliquer le résultat de cet exercice : 

L'anneau Zm des entiers naturels modulo n1 est un anneau d'inté
grité ; en effet, si m est premier on ne peut avoir : 

pq = 0 c'est-à-dire m!pq 
sans que m!p (ou m!q), c'est-à-dire p= 0 (ou q= 0), Zm est donc un 
corps si m est premier. 

Si m n'est pas premier il est clair que Zm adinet des diviseurs de zéro, 
donc n'est pas un corps. 
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Exercice 42. , 
, , ·fi que le polynôine 1 n admet. al!cun0 n veri Ie s· d 2 + 1 et 

x 2 

appartena'lt a un
diviseur autre que 1 dans Z · I one x , , d' l' 
même idéal principal ce ne pourrait être que l'idéal (1), c est:f~ ue t a~

1neau tout entier. Or, ceci est impossible ; en effet tous es e emen s e 
l'idéal (x2 + 1, 2x) étant de la forme : 

À(x) (x2 + 1) + !J.(X) X 2x . 
il est clair ue les seuls polynômes du premier degré présents parmi ~ux 
seront de 1:! forme 2px. L'idéal ne contient donc pas l'anneau tout entier. 

Exercice 43. 
D'après la constru?tio.n d'un idéal, principal. dans un anneau sans 

élément unité l'idéal pnnc'lpal (4) est l ensemble · 
1 4n + 4 X 2m ; n E Z, 2m E A.l 

c'est-à-dire l'ensemble des multiples entiers de 4, smt 4Z. . 
(4)A apparaît alors comme l'ensemble des multiples entiers de 8, donc 

l'inclusion : 
(4)AcA 

est stricte. . , d d lt' 1 d 8
(4)A est bien un idéal puisque la dlfierenc.e e eux mu 1p ,e~ e 

est un multiple de 8 et que produit ?'un multiple ?e 8 par un eltement 
de A est encore un 111ultiple de 8. Mais un tel ~ulhple e~t en ou re un 
multiple entier de 16 et AI, ensemble des multiples enhers de 16, est 
inclus strictement dans I. 

Exercice 44-. 
l''d' 1 · · se ti·aduit par la propriété sui1) La définition de 1 ea pnmaue 

vante relative aux éléments de A/1 : 

â~ = O ~ ~ 3 ~EN b"' = 0 
a:;I=O , 

Mais en vertu de l'homomorphisme A ----7 A/1 : 

Si À < 9: il en résulte !J. > 1 

donc: 
âb = 0 
a#O 

# 
\ :::> 3~EN 

(b)P = 0 

c'est la propriété énoncée. 
2) Soient a et b appartenant à J : 

a E J ~ 3~ E N a? E 1 
b E J ~ 3 ~· E N bP' E 1 

Nous devons montrer que a-b E J et que pour tout xE A, 
xa E J, axE J. 

a) Considérons : 
(a~ =k ( C~+P' a). bP. 

avec tJ.= ~+~'-À. 
Si À > ~ al, Inultiple de a? appartient à I. . 

~· et bP., multiple de bP , apl?arhent ~ 1, 
donc tous les termes du développement précédent appartiennent a I et 
(a- b)P+f' E I, ce qui entraîne : 

a-bEJ. 
b) (xa)? = x?a? e I donc xa E J, 

(ax)P = a?xP E I donc ax E J. 



136

D'autre part, il est clair que les élérnents de 1 à J. 
Montrons enfin que J est un idéal premier. Soient donc : 

abE J a El: J 
la partie de l'hypothèse se traduit 

3~ eN (ab)P = aPbP I 
or, la 2e partie de l'hypothèse donne : aP L 

Le fait que I soit primaire entraîne alors : 
3 J.. EN (bP)'A E I 

mais (bP)f- = bP'J. donc bP'J. e I ~bE J. 

En définitive : 

abE J l ~bE J 
aE{:J ~ 

ce qu'on voulait démontrer. 

Exercice 45. 

La classe d'équivalence d'un polynôme P(x) (n1od x2 1) est l'en
semble: 

P(x) + J..(x) (x2 + 1) 
où J..(x) décri~ ~(x]. On peut prendre comme représentant de la classe le 
res.te de la d1vrswn de P(x) par x 2 + 1 (division définie dans R [x], mais 
qur donne pour reste un polynôme à coefficients entiers quand P est à 
coefficients entiers). 

L'anneau quotient : 
Z [x] /(x2 1) 

(~2 +,1) désignant l'idéal engendré par x 2 1 est alors un anneau d'in

tegnte car on ne peut trouver deux polynômes du premier decrré différents 

de. zéro dont le produit soit dans ~'i?éal, ce qui exigerait qtfe ce 

s01t x 2 + 1. (x2 + 1) est donc un rdeal prernier. 


Il n'est pas maximal. Il suffit de se reporter à l'exercice 42 où nous 
avons vu que l'idéal engendré par x 2 t 1 et 2x, idéal qui coniien't évidem
rnent (x2 + 1), n'était pas l'anneau Z x] tout entier. 

Exercice 46. 

1) Soit un idéal de 2Z et soit 2m le plus petit de ses éléments# O. 
Soit 2n un autre de ses éléments. Ecrivons : 

n=mp + r r < m 
2n = 2mp + 2r 2r < 2m 

2r devrait appartenir à l'idéal, ce qui est contraire à l'hypothèse si r #O. 
Donc 2n est multiple de 2m et l'idéal est principal. 

2) L'idéal (2m) est n1aximal s'il n'existe aucun idéal différent de 2Z 
qui le contienne, ce qui exige donc qu'il n'existe pas 2p tel que : 

(2p) :J(2m) ou 2pl2m pjm. 
Il faut donc (et il suffit) que m soit premier. 

L'anneau quotient 2Z/(2m) est formé des classes d'entiers congrus 
à 2n modulo 2m, n prenant les valeurs 0, 1, ... , m- 1. ~ 

Dire que cet anneau possède des diviseurs de zéro c'est dire qu'il 
existe p et q n'appartenant pas à (2m) : ' 

m ne dhise pas p, m ne divise pas q 
tels que : 

2p X 2q E (2m) 
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donc 
2mj2p X 2q ml2pq 

m étant prernier cela entraîne m!2, donc rn= 2. 
Le seul idéal maxhnal de 2Z tel que l'anneau quotient possède des 

diviseurs de 0 est l'idéal ( 4). 

L'anneau quotient est un anneau à deux élén1ents : 

(0 et 2) et 2 X 2= 0 
(en d'autres termes : (4/.. + 2) (4tJ. 2) = 4 v). 

Nous avons ici un exemple d'idéal n1aximal tel que l'anneau quotient 
ne soit pas un corps. Ceci tient au fait que 2Z ne possède pas d'élén1ent 
unité. 

Exercice 47. 
1) La définition des opérations montre que stl est un groupe additif 

dont l'élément neutre est le polynôme nul ( V r a1• = 0). 
Elle montre aussi que la multiplication est comrnutative puisque 

celle de A l'est. Vérifions que cette multiplication est associative. 

[ 1 ar 1 l b,. 1 ] ! c,. 1= l ;:~ a, bt ( ! c,. l = ~ as beCu Î. 
s + t =· r \ 1s + t + u = r \ 

Il est clair qu'on aurait trouvé le n1ême résultat pour : 
! ar 1 [ l b,. ! l Cr 1 ] 

Vérifions que cette multiplication est distributive par rapport à l'ad
dition : 

! a1• Î ( ! br l + ! C,. ! ] = 1 ar. 1 l b,. + Cr l= l ~ O.s (bt Ct)~
s t= r \ 

= ) ~ a, bt + a, Ct ( 
s + f= r \ 

Or: 

! ar 1 ! br 1 + ! a,. 1 l c,. ! = ) 2, as bt ( +) ~ as Ct ( 
s+t=r \ Îs+t=r \ 

= 	~ ~ a, bt as Ct ( • 

fS+t=r \ 
.</l est donc bien un anneau commutatif. Cet anneau ne possède pas 

d'élément unité. En effet si ~ est le plus petit des indices r d'un poly
nôme P, le plus petit des indices du polynôme produit de P par un poly
nôme quelconque Q sera supérieur à ~ puisque les indices r sont stricte
ruent positifs. Donc il ne peut exister de polynôme Q tel que PQ =P. 

2) Si un idéal contient xr il contient X 8 pour tout s > r puisque x• 
est le produit de xr par xs-r qui est un élément de sil. 

3) Si un idéal 9 contient xr quel que soit r, c'est _çl tout entier. En 
effet, tout polynôme p peut se Illettre SOUS la forme XrQ par }a mise en 
facteur d'un rnonôme de degré inférieur à celui de son terme de plus bas 
degré. P appartiendrait donc à 9. 

Etant donné un idéal 9 # stl il existe donc une valeur r telle que : 
xr Et: 9 

et alors x"-h El: 9 pour tout h rationnel positif (car x ..-h E 9 entraînerait 
x" E 9 en vertu de 2). 

1-0. 
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existe dans l'idéal J rnonôn1e 
C:H.~VJ.J.,U.\.-.1, > 0 xr'+n 

faire les rationnels une coupure 
-..,n mettant: 

dans la 1re classe tous les r tels que 9 
dans la 2° . . . . . . . . . . . . . . • . . . . . . . . xr e 

tout rationnel est classé et tout nombre de la ......".,.,...'"'"'" classe est inférieur 
à tout nombre de la deuxième. 

Cette coupure définit un nombre ro et : 
y r > ro xr e 
Yr<ro xr 9. 

résulte de ceci 

considérons un idéal 9 ==.1= A contient un monôme de 
1 et pour lequel, en conséquence, le raisonnement précédent 

s'applique. Nous allons montrer que cet idéal n'est contenu dans aucun 
idéal maximal. 

Supposons qu'il soit contenu dans un tel idéal 9, ::::> 9. Le raisonne
.nent précédent s'applique encore et on pour 9' définir ro. Soit alors : 

r1 < ro =? :t"'I 
Si 9' était maximal l'idéal 9" par xr1 et 9' devrait 

être tout entier. Or : 

considérons : 
xrz avec rz < r1 < ro. 

Si xr2 appartenait à 9" c'est qu'il dans 9' un polynôme Q 
tel que : 

X'"2 = xrl p + Q. 
lVHIWtPllOilS alors cette égalité par xP, Q étant choisi de façon à ce que : 

rz + Q < ro < r1 + Q· 

Nous aboutissons à une contradiction car : 
xr1+P E 9' QxP E 9' 

alors que : 

Nous en concluons que xr2 ne 
pas 

9" qui n'est donc 
sfl tout entier. 9' n'est donc n'est inclus dans 

idéal maximal. 

Exercice 48. 

1) réciproque d'un sous-groupe dans un homomorphisme de 
rt ...r"''~"'"' est un sous-groupe. Nous avons déjà eu, par exemple, l'occasion 

la montrer dans l'exercice 23. 

Il reste si l'on pose : 

h = t (h) 
à vérifier 

e 
Or: 

c f(at)hciz 
- cb{Ca1)ch 


de Az.
est un 
est donc un idéal bilatère de A1. 
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Si en on considère 

faisant PrYrrc•cn.nn à tout élément de 
de b est est donc un idéal bilatère de 
démontre 

Considérons les 

Cj)l 

l'idéal g (0), 0 étant l'élén1ent neutre de l'addition sur 
cours page Or l'élément neutre de cette a.uu.. ~·AVJ,... , 

-1 -1 
c'est la classe neutre de Az (mod <f/2 (0) = et comme f (h) = 

g(O) =h. 
On a donc 

Remarque. Ce raisonnement est l'exacte au cas des anneaux 
de celui fait dans l'exercice cité dans le cas des groupes. 

Il aurait suffi à établir à lui dans le cas où f est que 
-1 

étant g(O), donc le noyau d'un 
bilatère. 

Si rnaintenant f n'est 

était un 

le raisonnement ci-dessus ne 
à mais considérons : 

((At)= A'z 
est un sous-anneau de Az ; d'après ce a été dit ci-dessus : 

l'image réciproque par f est h. f consi
sur A'2 : 

n =I'z 

A1 
t 

le raisonnementest, elle, un no,m~orrwr·ptnsme 
précédent et nous pouvons dire que : 

A1/h ~ A'2/I'2. 
isomorphisme : 

avec: 
f(Ût) = 
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Or tout x ap,Partenant à az + h n A'z appartient à A'2 (puisque 
somme de deux éléments appartenant à A'2). Il appartient aussi à a2 + h; 
donc: 

U2 + lz nA'zC (a2 + h) nA'z, 

Mais, réciproquement, soit y appartenant au deuxièn1e men1bre de 
cette formule : y E A'2, a2 E A'2, donc y- a2 E A'2 ; d'autre part : 

y- a2 E lz nA'z et y E az + lz nA'z, On a donc : 

az+I2nA'z= (az lz)nA'z=a2nA'2 
et : {(Û1) Ûz nA'2. 

Chaque classe de A'2 (mod l'z) est donc l'intersection de A'z avec une 
classe de Az (mod lz). 

Il existe donc une bijection entre les classes de A1 (mod h) et celles 
d~.s cl~sses de Az. (mod Iz). dont l'i~tersection avec A'2 n'est pas vide. Cette 
btJecbon est un Isomorphisme puisque ~ en est un et que la composée de 
deux classes de A2 (par addition ou multiplication) est la classe obtenue 
en faisant les opérations sur les classes de A'2 incluses dans ces classes. 

Si maintenant nous considérons toutes les classes de A2 (mod lz) 
l'application : 

A1/h ~ A2/Iz 
n'est plus un is01norphisme puisque les classes de A2 dont l'intersection 
avec A'2 est vide ne sont pas obtenues dans cette application, mais, en 
vertu de ce qui précède, elle est un homomo'tphisme injectif. 

Al A2 

I1 

Le dessin ci-contre schématise les partitions de A1 (n1od II) et celles 
de A2 (n1od h) et de A'2 (hachuré obliquement) (lnod I'2). 

2) Supposons que A1/h admette des diviseurs de zéro, a1 et bt, 
c'est-à-dire : 

3 a1 E A1, b1 E A1 a1 El: h b1 El: h a1b1 Eh 
pour leurs homologues a2 et b2 il en résulterait : 

a2b2 E lz 
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Iz étant premier ceci exige : a2 e lz si b2 h. Mais si az e Iz : 

a1 e f (lz) = h 
ce qui est contraire à l'hypothèse. 

A1/h n'admet donc pas de diviseurs de zéro et h est premier. 

Exercice 49. 

1) Aa = est un idéal à gauche ; en effet : 
xa-ya=(x-y)aE 9, 
y(xa) = (yx)a e 9. 

2) Dire que A n'est pas un anneau de carré nul, c'est dire qu'il existe 
au moins un élément a tel que Aa =1= l 0 l (sans quoi on aurait ba = 0 
V a, V b EA). Mais d'après 1) Aa est un idéal à gauche, l'hypothèse 
entraîne alors que : 

Aa=A 
c'est-à-dire que quand x décrit A, xa décrit A. Il existe donc un élé1nent e 
tel que : 

ea=a. 

Considérons alors l'ensemble : 
l=lx xe;xEAI 

(x-xe)- (y- ye) =x- y -(x- y)e E I 
y(x-xe) = yx (yx)e e 1, 

I est donc un idéal à gauche ; donc I = A ou I = l 0 1 . 
Mais si on avait I =A on aurait la= Aa =A. 

Or: 
Ia = ! xa - xea ; x E A l = l 0 l . 

Il y a donc contradiction et : 
I= l 0 l. 

C'est-à-dire que : 
VxEA X=Xe (1) 

Soit maintenant 
.J=!x ex;xEAI 

(x- ex)- (y-ey) =(x-y) -e(x- y) e J 
y(x- ex)= yx- yex 

mais en vertu de (1) : 

y = ye et y(x- ex) = 0 e J 
ce qui montre que J est un idéal à gauche et signifie en outre que AJ =O. 
Si donc on avait J = A on aurait A2 = 0, contrairement à l'hypothèse ; 
on peut donc conclure : 

J = l 0 1 ou V x E A x = ex 
e est donc un élément neutre bilatère de A. 

Soit alors un élément b =1= 0 de A et considérons l'idéal à gauche Ab ; 
on ne peut avoir Ab= 10 1 car Ab ~ eb = b =1= 0 ; il en résulte que 
Ab = A, ce qui revient à dire que : 

V xE A 3y yb=x 
en particulier il existe b' tel que b'b = e. 

Tout élément non nul de A a donc un inverse à gauche. 
A - l 0 1 est donc un groupe multiplicatif car il satisfait aux axio

mes faibles de la structure de groupe (II, 2, 1) et A est un corps. 
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Exercice 50'. 
eu:~rn•emcs a et b de : 

Ils sont tels 
1 KI 

ex 
1naîs alors 

bEK 
K étant un so1t1s-~o1rn~ 
nent à ce ...:fl11Q_f'nl~n" 

ab-1 

e 

b =F 0) 
et cette réunion est un 

corps. 

Exercice 51. 

}J anan o. 

Soit un nnii'Unri ....... 

P="lJ 
n décrivant un sous-ensemble F de N · et .. "" ... "''VAJl;:l 

que de K par à p. Soit 0 la racine 

mes, 

racine 
}J q.n =O. 

K est un corps 

écrivons : 

de p, il faut et il suffit que 6 soit 

c et si toutes les valeurs de n 
sont J..HLLlLJ,IJH:Oi:l de• C : 

V nEF 
donc: }J 

0, 
ce 

p'(6) 

EF nan=O 
or an ne être nul pour tout n car alors 

que le corps K soit de 
que tous les n soient des de cette i"o1ro.-•..-t:>·.., 

P.nJnr•nJ;rP : Nous pouvons le 
NiiUa1tiOln. et montrer est au 

p = }J anxn= 
nous avons : 0 = "2J 
et en retranchant membre à membre : 

p = }J (xkc - f)kc) = ll an [(xc )k- cac 
parelltl:lLèS;es est divisible par xc 

t'n·rot~i-6>·~"t'irrH<> 

- (je un corps de 
_ 6) C. 
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Exercice 52. 

Z2 ne contient que deux éléments Ô et i. Pour à 
coefficients dans Zz soit irréductible dans ce corps, ne 
soit nul ni Ô ni pour étant ordonné suivant les 

de i1 faut donc : 1o que son -..,... ...... ~,~ ... 

2 o que la somn1e de ses coefficients soit i, donc que 
les coefficients que le premier soient en nombre pair. 

Ces conditions sont suffisantes pour l'irréductibilite d'un polynôme 
du deuxième ou du troisième degré dont la factorisation 
nécessairement un polynôme du premier degré. En deux 
règles énoncées ci-dessus, nous trouvons donc tous polynômes irré
ductibles du deuxième et du troisième degré : 

d, i, Î) ou 1 x+x2 


(i, i, ô, Î) 1+x+x3 


(Î, ô, i, i) 1 + x 2 x 3
• 


Les mêmes appliquées aux du 
donnent les polynômes : 

(Ï, i, i, i, Î) (i, i, ô, ô, Î) (Î, ô, i, ô, Ï) (i, ô, ô, i, 
Mais il faut en outre le polynôme ne soit 

polynômes irréductibles deuxièn1e degré. ._..,,~"'rnro nous 
n'avons trouvé irréductible du degré, son carré 
est le seul polynôn1e quatrième degré à retrancher de la liste 

ce carré est le polynôme (Î, ô, i, ô, Ï) et il reste trois polynôn1es 
irréductibles du quatrième degré : 

41 + x + x 2 + x3 + x
1 +x+ x 4 

1 + x3 + x4. 

Extensions P.ar rapport à ces polynômes. Pour le de ces six 
polynômes, les eléments de l'extension K(O) sont des polynômes en 0 de 
degré inférieur à deux et sont donc au nombre de 

Ce sont : Ô i 6 i 0, 

avec : i + 6 + 02 = 0, 
ce qui donne : 02 = i 6, 
car tout élément de est égal à son opposé. 

On peut former les tables d'opération dans K(6) 

Addition 
6 i ai 6 

6 +O 

6 0 

ei ô i + 6 6 
6 ô i 


i +a 
 ô 

Pour les deux polynômes du troisième les corps 
IJ'VJu.u.,u.J.I"" ont 23 élements (chacun des d'un 
.......,,.... .,..,, ........... ,_, degré au pouvant la valeur 0 ou la 
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pour les polynômes du quatrième, K(6) aurait 24 éléments. Les tables 
d'opération s'établiraient comme les précédentes en tenant compte, cha
que fois, de la relation vérifiée par 6. 

Pour chacun de ces polynômes on pourra chercher sa factorisation 
dans le corps K(6) correspondant. 

Soit par exemple : p = i -f- x x 4 • 

Ecrivons : 0 = i + 6 + 64. 

Nous trouvons par soustraction : 
p =(x- 6) + x4- 64 = (x- 6) (x3 + exz + 62x + 63 + 1) 

=(x- 6) (x- 6- Î) (x2 + x+ 62 + 6 + 1) 
= (x-6) (x-6- Ï) (x-62 ) (x-62 - Ï), 

K(6) est donc le corps de factorisation totale du polynôme p. 

Remarque : Cette factorisation peut aussi s'écrire : 
p=(X-6) (x-62 ) (x-64) (x-68) (1) 
64 68car : = 1 6 = 1 + 62 • 

Cette dernière forme pouvait être prévue à priori (et pourra l'être de 
façon analogue pour tous nos autres polynômes irréductibles). En effet : 

p(62k) = 1 + azk + (62k)4 = 1 + ezk + (64)2k. 

mais, dans un corps de caractéristique 2, le carré d'une somme est égal 
à la somn1e des carrés et : 

p(OZk) = (1 + oz + 64)zk =O. 

Tous les 62k sont donc racines du polynôme p. Seuls sont distincts 
6, 02, 64, 68 car 616 = 6. D'où la forme (1). 

Exercice 53. 
zs 

Posons Z = 
z+1 

(1) 

Nous pouvons écrire : z3 - zZ- Z = 0 (2) 
ce qui montre que z est une racine du polynôme à une indéterminée : 

p(Z) = x 3 - Zx Z ou Z,- Z, 0, 1) 
à coefficients dans K(Z). K(z) est donc une extension algébrique de K(Z) 
et si ce polynôme est irréductible dans K(Z) c'est par rapport à lui qu'est 
faite l'extension. (S'il ne l'était pas .z serait racine d'un des polynômes 
facteurs de p, qui, lui, serait irreductible). 

Or, si ce polyn<n;ne d~ troisièn1~ degré n'était pa~ i~réd~ctibl~ dans 
K(Z) c'est qu'Il possederait une rac'lne ; autreinent dit Il existerait une 

fraction rationnelle ~ (où P et Q désignent des polynôn1es en Z) qui 

vérifierait l'égalité (2), c'est-à-dire aussi l'égalité (1). On devrait donc 
avoir : 

p3 
Q3 p3 

~ + 1 = Q2(P + Q) 
=Z. 

Q 
Une telle égalité est manifestement impossible car nous pouvon~ 

toujours supposer ~ irréductible. Q2 et P + Q sont alors premiers avec 

donc avec P 3 • Et l'égalité ne serait alors possible qu'avec Q2(P + Q) 
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égal à une constante, mais alors P et Q seraient des constantes et leur 
quotient ne serait pas Z. 

Exercice 54. 
Montrer d'un anneau A inclus dans un corps E qu'il est lui-même 

un corps se réduit à montrer que l'inverse de tout élément de A 
existe dans E) appartient à A. 

Ceci dit, supposons E algébrique sur K et soit a E A ; considérons 
l'extension K(a) qui, puisque a est algébrique, est fonnée des polynô1nes 
K [a]. Ces polynômes en a, à coefficients dans K, font tous partie de A 
(qui contient K et a). Puisque K[a] est un corps : 

a-1 E K[a] cA. 
Réciproquement, supposons que tout anneau A tel que K cAc E soit 

un corps et soit a E E un élément quelconque de E. 
Nous pouvons considérer l'anneau K[aj forn1é des polynôrnes en .a 

à coefficients dans K. D'après l'hypothèse, cet anneau est un corps, tnais 
alors c'est le plus petit corps contenant a et K ; c'est donc K(a) et a est 
algébrique sur K. 

Remarque: On peut se demander par rapport à quel polynôme pest 
faite l'extension. Soit : q~(a) E K(a) l'élement inverse de a : 

aq~(a) - 1 =O. 
1

Les polynômes q> de K [x] tels que q~(a) = constituent une classe 
a 

modulo le polynôme p. Si on nomme q~o celui qui a le plus petit degré, le 
polynôme Xq>o- 1 est celui des polynôxnes qui s'annulent pour x= a qui 
a le plus petit degré. C'est le polynôme cherché. 

Exercice 55. 
. . Il p ' P t Q t dK(A) est le corps des fractwns rahonne es Q ou e son es 

polynômes par rapport aux élén1ents de A et à coefficients dans K : 
V 6 E A K(A) ::>K(6). 

Montrons d'abord que tout élément de K(6) est algébrique sur K. Nous 
avons vu que les éléments de K(O) forment un espace vectoriel de dimen
sion n sur K si n est le degré de l'extension. 

Soit alors ~ E K(6) ; les éléments 1, ~' ~2 •••• ~n sont n + 1 élément~ 
de cet espace vectoriel. Nous verrons (au chapitre des espaces vectoriels) 
que n + 1 éléments d'un espace de dimension n sont toujours linéaire
ment dépendants, c'est-à-dire : 

3 ao ...... an e K ao + a1 ~ . . . + an~n = 0, 
autrement dit ~ est racine d'un polynôme à coefficients dans K. ~ est 
algébrique par rapport à K. Tout élément d'une extension algébrique sim
ple est algébrique. 

De ceci, nous pouvons déduire qu'un élén1ent algébrique quelconque 
par rayport à K a des puissances, un opposé, un inverse qui sont aussi 
algébnques. 

:Montrer que K(A) est algébrique sur K revient alors à montrer que 
œ et ~ étant deux éléments algébriques sur K, œ + ~ et œ~ sont aussi algé
briques sur K ; car, s'il. en est ~1ns~, tous les élément,s, de K(A) é,ta~t 
obtenus par une succession d'operatiOns donnant des elements algebri
ques à partir d'éléments algébriques seront eux-n1ê1nes des éléments 
algébriques. , , . 

Soit donc œet ~ deux elements de E tels que K(œ) et K(~) sment des 
extensions algébriques. Cherchons à construire K (œ, ~) en prenant 
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dire que 

ce corps. 

Exercice 56. 
1o La condition est nécessaire. En 

puisqrue EcF les éléments E 
de F est racine d'un 
EK 

est surE· 

n'être pas irréductible dans 
mais alors 6 ce racine d'un PK irré

ductible dans E diviseur de 
2o La condition est 

sur E. Tout élément 6 

rents coefficients de pK ; chacune ces ÇAIVCA..L.:5J.vuc;:, 

comn1e un vectoriel de 
cours 5, est donc 

auneJns'lon finie sur K 
irréductible à coefficients 
toriel de dimension finie 

ne donc pas 

d'un nnn:TT"'fi1TIP 

espace vee
l élén1ents : 

n 

3ao ... ai an e K 

Autrement dit a est racine d'un ..-..n.hnnn,rna à K[x] et F est 
sur K. 

LI~'"-'"'P'·v • Prenons pour K le corps Q des rationnels. Prenons pour 

Q . 
On vérifie aisétnent que ce corps est l'ensemble : 

E = l a + b, c, d E 
6 une racineforme sur Q un espace 

pE =ocX3 + + yx +ô oc, ~, 1, ô e E. 
Posons: 

et d'un 

-s) 

et 

- 6r2- s2 + 
= (2p2 

T>nl·u1Cli\1rnP. 

/Q .lAJ.ILU.L.lfJ'Jl'V 
 de pg dont a est racine. 

du douzièn1e 

nulle ceci 
l'ensemble l ne ; nez ! soit Il a donc une carac-

Par définition la "".""''.... "' ...' d'un corps 5, 
ce corps est donc un corps des modulo c ; et ce sur
corps être obtenu en un non1bre fini d'extensions 

Chacune de extensions est 
transcendante aurait un nombre infini d'éléments 
numérateur et dénominateur n'étant 

l'extension 

fini ne avoir une 

ments fonnée de T\Ahnnn.•oY>C>C' 

éléments de K ; elle a 
La extension élérnents celle 

corps construit aura = cnn' élétnents et ainsi de suite ... le 
fini K obtenu après un nombre fini d'extensions aura un no1nbre q 

sera encore une de 
! forme pour la ....."' .........,.u ••"'... donc 

cours page 
VaEK 1 0 1 aq-t = 1. 

Il en résulte VaEK l 0 1 , a est racine de 1 = 0, 
et v a e a racine de xq x= 0, a ainsi pour racines les 
q éléments K. 

K est donc le de factorisation de ce 

Posons : =N K-101= 

Montrer que forme un 
 revient à 

montrer existe au moins une que: 
a_N = 1 et ocn ~ 1 V n < 

ce que nous m•~rr•n"' en disant que t:~. est une racine d'ordre 
quons tout diviseur p de N ou 
p élétnents X'P 1. 
p racines sont toutes racines 
XN-1= dans tout 
anneau de nAI'[T1rlh1rY>t:"' à '-'V'v>..t.JL'-'J.\J.lJ.<,.:J 

en outre que si p et sont 
constitués racines de 

intersection réduite à l existait oc 

http:V'v>..t.JL'-'J.\J.lJ
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aurait pour À et tJ. entiers oci.P+P.P' = 1 et on choisir À et IL de telle 
sorte que Àp + ILP' = 1, ce entraînerait oc = 1. 

Ceci posé, supposons que : 

N=p'' 
p, p', p" étant des facteurs 

Considérons le sous-groupe de K' formé des éléments tels que : 
xP~, = 1. 

Parmi ces élé1nents, il y en a qui sont d'ordre p),. En effet, s'ils ne 
le sont pas ils sont d'ordre pP. avec IL < À et vérifient donc xPÀ-l = 1. 
Or, cette équation ne peut avoir pÀ racines distinctes. 

Soit donc oc une racine d'ordre pÀ et oc' une racine d'ordre p')! et 
considérons le produit oc~ et cherchons son ordre. Pour avoir (oc~)m = 1, 
il faut avoir ocm = 1 et ~m = 1 car ocm et ~m appartenant à deux sous-grou
pes dont l'intersection est 1 1 1 ne peuvent être inverses l'un de l'autre s'ils 
ne sont pas égaux à 1. Or, 

11.m= 1, ~m = 1 ::::;> PJ.Im, p'l.'!m, 
oc~ est donc une racine d'ordre pl. p'À'. 

Soit alors y une racine d'ordre p"J." et considérons le produit 11.~y. 
A • t t Q t d' d ).l ,')J ,).'' DLe meme ra1sonnemen nous mon rera que OCt~'f es or re p p p . e 

proche en proche nous trouverons ainsi une racine d'ordre N. 

Exercice 58. 

L'ensemble E de toutes les sections commençantes (ouvertes ou fer
mées) est totalement ordonné par inclusion. 

La réunion d'une fa1nille de sections connnençantes est une section 
c01nmençante. A partir de là, il n'y a rien à changer à la démonst;ation 
de IV, 2, 2 et l'ensemble E est encore un treillis complet. Tout rationnel 
définit deux éléments de E (sa section commençante ouverte et sa section 
commençante fermée). Ces deux élén1ents de E sont consécutifs, c'est-à
dire qu'entre eux il n'existe aucun élément de E. E contient deux ensem
bles isomorphes à Q. 

Interprétation : Si nous cherchons un ensemble ayant cette structure, 
nous son1mes a1nenés à penser à celui des suites déchnales illin1itées, 
ensemble totale1nent ordonné lexicographiquement (c'est-à-dire que les 
chiffres étant numérotés vers la droite à partir de la virgule une suite est 
antérieure à une autre si leurs chiffres étant égaux jusqu'à l'ordre n, le 
n• chiffre de la première est inférieur au n" chiffre de la deuxièn1e) ; dans 
cet ensemble il y a bien certains groupes de deux élén1ents (tels 
2, 3499 ... 9 ... et 2, 3500 ... 0 ... ) qui représentent un même nombre de Q, 
mais seuls les nombres décimaux ont cette double représentation et non 
pas tous les rationnels. L'ensemble S des suites ne paraît donc pas four
nir l'interprétation que nous cherchons. 

Nous allons n1ontrer qu'il est cependant is01norphe pour l'ordre à E 
à condition d'établir un mode de correspondance correctement choisi 
entre les éléments des deux ensembles (et non pas en faisant correspon
dre à chaque suite périodique le rationnel qui en est la limite). 

Nous allons commencer par montrer qu'on peut établir un isomor
phisme (pour l'ordre) entre Q et D enseinble des décimaux. D et Q sont 
des ensembles dénombrables, ce qui signifie qu'on a pu attribuer un 
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rang nE N à chaque élé1nent u E et v E D. Nous faisons d'abord cor
respondre le premier élément llo et le élé1nent Vo de D : 

Uo~Vo, 

puis on met en correspondance parmi les éléments 
vement à llo et Vo les deux éléments u1 et V1 
dans chaque ensemble : 

i 
U1~V1 

Puis on met en correspondance d'une part les éléments de 
i 

rang des intervalles ] uo, u1 [ et ] vo, VI[, soient u2 ~ v2 et d'autre part 
les éléments de plus petit rang des intervalles ] UI, oo [ et ] VI, + oo [, 

i 
soient us ~ Vs. Puis on recommence pour les éléments de plus petit 
rang des intervalles. 

Uo Us] Uo, U2 [ et ] Do, V2 [ -,·---'1111-'1!-----·-,] u2, ul[ et ] v2, vi[ 
] U1, Us [ et ] V1, Vs [ 

] us, + oo [ et ] Vs + oo [ et ainsi de suite..... 
Chaque intervalle est coupé en deux en 1nettant chaque fois en cor

respondance les éléments de plus petit rang de cet intervalle. On proce
dera de la même façon de l'autre côté de uo et vo. 

On peut montrer que tout nombre (de Q ou de D), quel que soit son 
rang, finira par être atteint par ce procédé donc par avoir son homologue 
défini. Soit en effet un nombre q E Q de rang p (rien ne serait changé 
au raisonnement s'il appartenait à D). Considérons les bornes de l'inter
valle dans lequel il se trouve après chaque dichotomie ; ce sont des nOin
bres de rang inférieur à p (sans quoi c'est q qui aurait été choisi) et à 
chaque dichotomie une des deux bornes est remplacée par un nombre de 
rang supérieur. L'ensemble des 2n bornes entourant q après n dichotomies 
forme donc un ensemble de n nOinbres distincts dont tous les rangs sont 
inférieurs à p. C'est dire qu'il est forcé que q ait été atteint au plus tard 
à la pe dichotomie. La bijection est donc définie pour tout élément de Q 
(ou de D). Et il est clair d'après le procédé de construction qu'elle respecte 
l'ordre (*). 

Ceci dit, les sections com1nençantes ouvertes (resp. fennées) de Q 
sont isomorphes aux sections commençantes ouvertes (resp. fermées) 
de D. 

Mais la donnée d'une section cOinn1ençante de D n'est autre que la 
donnée d'une suite décimale illimitée. [En effet, la donnée d'une telle 
suite définit une section comn1ençante et, réciproquement, si on connaît 
une section commençante, on connaît, pour tout n, le plus grand décimal 
ayant n chiffres après la virgule qui lui appartient, ce qui revient à définir 
une suite illimitée]. 

L'isomorphisme i s'étend doue à S, ensemble des suites décilnales 
illimitées et à E, qui sont respectivement les ensembles de toutes les 
sections commençantes de D et Q : 

i 
s~E 

(*) Cette démonstration s'appliquerait à n'importe quel couple d'ensembles 
dénombrables totalement ordonnés et denses pour l'ordre dont on a ainsi montré qu'ils 
peuvent être mis en correspondance biunivoque respectant l'ordre. 
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termes à d'un cer~ 
coJrre~spon.d à une section commen

définit a pour 
a..- ............... .oa des 9 et la suite 

à la 
défi-

Exercice 59. 
Pour 

que 
Y supXET 

Soit donc un ensemble T contenant les bornes de tous 
les sous-ensembles de 

Etant donné un élément a de considérons l'ensemble : 
!x al 

-< étant celui de la sur 
................... ,, ... a sur Cet ensemble est une section co.m1nenc:an 

un élément de que nous nommerons Nous avons donc défini une 

auo1H~at:wn f de T dans R : 
t 

T~R 
a s(a) 

rét~Ip1roquen1erlt une section co:mrneJnc::tn1te s de 
est donc un élément de T et 
donc 

est un sous
n'est autre 

est est un hmnomor~ 

à un ensemble 
par classe 

obtenons un sous-ensemble de T R est treillis 

contenant Q contient donc un à et R 
à un le complet conte~ 

Exercice 60. 
1 o Soit G un groupe totalement ordonné archimédien. 

Nous allons essayer de définir une appncanon 


G~ 
ce soit un c'est-à-dire un 

ISCin11()l'I)lllSlllle de 
d'abord a un élément un 

élément arbitraire de 

Si f doit être un IS<>m.orpnisine on devra avoir : 
f(na) =n. 

Si G est le groupe ........., ..."'..... .._, .... 'lJ infini (*) 
ISülmc)rr•ne au groupe et la 

(*) Dans un groupe ordonné, un sons-groupe ne peut être cyclique. 
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voyons onvVUH.H\:-·U 

la forme mb se 

no < ~ < no 1 si m > 0 
m m 

no 1 < ~ noro sim< 0 
m m 

f est 

dont nous avons construit ~ montre 
Soient eu effet b -< c ; on ...,.,..,..,.,..,"" 

-<a ; à ce .moment il 
kb-< la-< kc 

l 
f(b) < k et k < 

d'après ce vient de voir ; donc : 

< 
Ceci n1ontre en outre 

Reste à savoir si est rapport à de groupe. 
Soient b et c deux éléments y leurs s~ et Sy les 
sections com1nencantes et Soient deux rationnels 
conques à un même ULvU.U.<A.LJ..U.U 

positif) .,.,.,. .... ,.,. .. i-,.• .-. à ces sections 
n'

:!_e -Esy 
m m 

n n' 

Es,.~ na< mb - E Sy ::;>n'a < mc 

lll t' rn 
d'où: c) 

groupe 

connne:nç::tmce définissant c). Donc: 
(1). 

Mais le même aux sections finissantes 
s'~' s'y, s', montrerait que : 

s'~ cs' (2). 
membres et les deux seconds membres de (1) 

en conclure : 

c'est-à-dire : 

fest donc bien un hOID()monJhisrr.te est démontrée. 


Autrement dit : 

YmEZ 

ce entraînera : 

Ceci revient à dire 
~ est donc défini par 

à tous les rationnels ; 
revient au 

tous les non1bres rationnels une section comnien
. ~ est donc un réel défini de 

http:hOID()monJhisrr.te
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2" Soit maintenant G satisfaisant aux conditions précédentes et en 
outre treillis conditionnellement cmnplet et dense pour l'ordre. D'après 
le 1o il est isomorphe à un sous-groupe E de R. Nous allons montrer 
que E = R. Soit en effet un élément x de R. Il y a, dans E, des élén1ents 
inférieurs à x puisque E est archiinédien. Considérons leur ensemble L ; 
cet enseinble ne peut avoir sa borne supérieure strictement inférieure à x 
car E étant dense pour l'ordre, L aurait des éléments entre x et cette 
borne ; pour la mên1e raison, cette borne ne peut être stricten1ent supé
rieure à x. Donc il adinet x pour borne supérieure et x appartient à E. 

Exercice 61. 

Posons: 
f(l) =À. 

Nous avons immédiatement : 
VnEZ f(n) nÀ 

V mEZ puisque mf(~)=t(~)= À 

f( n) nV(n, m) e z:~ -=-À. 
,m m 

Soit alors x réel non rationnel, s sa section conunençante, s' sa sec
tion finissante. Puisque f est croissante : 

v q e s v q' e s' (q' q') e Q2 


Àq < f(x) < Àq' si À > 0 

Àq' < f(x) < Àq si À< 0 


f(x) admet donc ÀS et Às' c01nme section connnençante et section finis
sante ; c'est donc /,x d'après la définition du produit des deux réels. 

V xE R f(x) = À;r 

Remarque : si f n'était pas croissante nous pourrions affirmer : 

v q e Q f(q) = Àq 
Inais nous ne pourrions plus rien affirmer pour les réels non rationnels, 

c'est-à-dire appartenant à (R Q. 

Etant donné un de ces irrationnels, pour fixer les idées, nous 
pourrions poser arbitrairement : 

f(V"TJ =Il-· 
On dé1nontrerait comn1e plus haut que : 

t(~: ~) n 

et toute expression de la forme : 

p V'lq p,qe Q 
aurait alors pour image : 

À(p !J.q). 

Mais nous ne pourrions rien dire pour les réels qui ne seraient pas de 
cette forn1e, c'est-a-dire pour ceux qui n'appartiendraient pas à Q [ v2], 
R constituant sur Q un espace vectoriel à une infinité de dimensions 
nous serions ainsi amenés à introduire une infinité de nombres analo
gues à Il-· 
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Exercice 62. 

Nous utiliserons systématiquement le fait suivant : si X est une par· 
tie bornée de R, il y a au moins un élément x de X tel que : 

sup X- s <x::::;; sup X 
et un élén1ent x' de X tel que : 

inf X ::::;; x' < inf X + s 
pour tout s donné réel strictement positif. 

Pour abréger l'écriture convenons de noter : 
sup Xm = (sup),. inf Xm = (inf),.. 

m>n m>n 

Cas L fini. 


a) Partons de la première définition. Tous les (sup)n sont supérieurs 
à L. Donc pour tout s et pour tout n il existe un Xm compris entre L-a 
et ce sup. Donc : 

V s > 0 V n 3 m > n Xm > L - s. 
D'autre part L est l'inf des (sup)n. Donc : 

3 no (sup)n 0 < L s. 
ce qui entraîne : 

V n > n 0 x,. < L + s. 
, b) Pa;.tons.de ~a 2e définition. Tous le_s (Sl:lP)n so~t inférieurs ou égaux 
a L car s Il existmt (sup)n0 < L ce serait dire qu'Il n'existe aucun élé
ment Xm pour m > n 0 compris entre L et ce sup, ce qui est contraire à 1:.:. 
2• partie de la définition. L est donc un minorant de l'ensemble des sup. 
D'autre part la première partie de la définition entraîne que : 

·Vs 3 no (sup) 110 < L + s. 
Il en résulte que la horne inférieure de ces sup ne peut être supérieure 

à L car si elle l'était il n'existerait pas de sup entre L et elle. Donc L est 
bien la borne inférieure de l'ensemble des sup. 

Cas où lim Xn = + oo. 

a) La première définition veut dire que : 
Va ER+ 3no (sup)n

0 
>a 

mais alors : 
Vs 3 m > no Xm > a - s 

a et s étant arbitraires, la 2" définition est bien obtenue. 
b) La 2• ~éfinition entraîne immédiatement que : 

V n (sup)n = + oo 
c'est-à-dire que l'ensemble des (sup)n est constitué par l'unique élément 

deR qui est + oo (section commençante= Q) ; ·cet ensemble réduit à un 
seul élément a évidemment cet élément pour horne inférieure et la 2• défi
nition entraîne encore la première. 

Cas où Iim Xn =- oo. 

La première définition veut dire : 
V a ER+ 3 no (sup)n

0 
< a 

mais ceci entraîne : 
Vm>n0 Xm <-a. 

Réciproquement la 2" définition entraîne : 
V a eR+ 3 no (sup)n

0 
< -a 

mais ceci implique que : 
inf 1(sup)n l =- oo. 

11. 
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Observons que dans ce cas particulier x,. = lim x,., la 2• définition 
n'étant autre que celle de : lim x,.=- oo. 

Exercice 63. 
Si on avait : 

Iim x,.> x,. 
on devrait avoir entre ces deux nombres une infinité de x,. d'après le 2<> 
de la deuxième définition appliquée à lim x,. et on ne pourrait en avoir 

qu'un nombre fini d'après le 1<> appliqué à x,., il y aurait donc contra
diction et : 

lim ~ lim x,. (1). 

Si on a l'égalité : 
V e 3no V n > n 0 x,.<L+e 

3nt Vn >nt x,.> L e. 
Donc: 

V n > sup (n0, nt) L-e < x,. < L + s 
et L est la limite de la suite 1x,. 1 • 

Remarque importante : L'inégalité (1) a été démontrée ici en utili
sant le fait que R était totalement ordonné. En fait cette propriété est 
encore valable dans un treillis complet qui ne serait plus totalement 
ordonné. En effet : 

Vn (inf),.-< (sup),. 
et d'autre part : 

(inf),. -< (inf),.' 
n<n'~ (sup),. >- (sup)n'· 

Il en résulte que n'importe quel sup est majorant de tous les inf et le 
plus petit majorant de ces inf, soit lim est donc antérieur à tous les 

sup, donc à leur plus grand minorant : 

-< lim Xn-

Quant à l'égalité entre les deux limites supérieure et inférieure, elle 
ne nous permet plus d'affirmer l'existence d'une limite au sens habituel
lement donné à ce mot et qui suppose que l'ensemble où est définie la 
suite est un espace métrique. Mais comme cela a été signalé dans la 
remarque IV, 2, 6, c'est un nouveau moyen de définir une limite sans avoir 
préalablement défini une distance. 

Exercice 64. 
s(x,.) désigne la section commençante ouverte formée de tous les réels 

strictement inférieurs à x,.. 

lim S(Xn) = n u s(Xm).
nE N m>n 

Cherchons d'abord ce que représente U s(xw). Cet ensemble est 
m>n 

identique à : 
s(sup Xm) 

m>n 
car si x appartient au premier de ces deux ense1nbles, il appartient au 2" 
et s'il appartient au 2e, il existe un rationnel entre lui et sup Xm ; ce 

m>n 
rationnel appartient à la section commençante ouverte de Q définis
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est la réunion des sections ouvertessant 

de Q vU.U.Ao.:>O<CUJ.~ les Xm ; donc il .-.-n.-n.n-... i-><'1o-n-t à une de ces se~~t'liOllS, donc à 

la section co:mrne:nç:lmte de R donc à ). 
m>n 

On peut donc écrire : 

s(xm) = s(sup Xm) 
m>n m>n 

et: 
s(sup Xm). 

li m>n 

Posons: 
sup Xm = Yn 
m>n 

et comparons : 

s(yn) et s(inf Yn). 
11 11EN 

Tout élément du 2e ensemble 
Tout élément du premier ensemble 
à la section commençante ou fermée, de inf Yn· 
inf Yn El: 1 Yn 1 , inf Yn appartient à les sections s(yn) et 
l'intersection de ces sections ouvertes est fermée ; si, au contraire, inf Yn 
est un des yM soit Yv' il n'appartient pas à s(yp), donc pas à l'intersection 
et celle-ci est une section ouverte]. On peut donc seulement dire : 

lim S(Xn) = S Xn) OU lim S(Xn) =a Xn), 

a représentant la section commençante fermée définie par xt~· 

Exercice 65. 
Plongement d'un ensemble ordonné dans un treillis complet. 
Question préliminaire. Soient XcE et YcE. 

Si Xc Y, on a: v xE Y u >-x ~ V xE X u >-x 
c'est-à-dire : 

uEY+ ::;> uEX+ 
ou: 

Y+ eX+. 
On montrerait de même que : 

Y-ex
et par conséquent : 

XcY ::;> Y+ eX+ x+-cY+

et: XcY =? Y-ex- x-+cY-+ 

Considérons alors X+-, cet ensemble est constitué de tous les élé~ 
ments antérieurs à tous les éléments de X+. Il est donc évident 
contient tous les éléments de X : 

XcX+- (1) 
ce qui, en vertu de la remarque précédente, entraîne : 

X+:::>X+-+ (2). 

Mais d'autre part posons X+= Y et appliquons à Y l'inclusion évi
dente comparable à celle (1) utilisée ci-dessus : 

YcY-+. 
11. 
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Il vient: 
x+cx+-+ 

de (2), donne : 
X+=X+-+. 

On montrerait de même que : 
x-= x-+-. 

I. ! étant une famille de parties de x,- est l'ensenlble 
des x antérieurs à tous les éléments de tous xi, donc aux élé' 
ments la réunion des xi. 

x"- 1u ; x e , u -< x 1 = ( ~)- .. 
Il en résulte est un élément de T. C'est un minorant de 

1Xi-! et c'est evJLue:m:mt:mr le plus ; donc cet ensen1ble possède 
une borne inférieure : 

inf 1 ! = ( Xi)- (1). 
D'autre part nous avons démontré (IV, 2, 2) un théorè1ne dont le 

est : si un ensemble ordonné possède un plus grand élément et 
si tout sous-ensemble de cet ensen1ble admet une borne inférieure, il 
admet aussi une borne 

Or l'ensemble par inclusion, J?Ossède un plus grand élé
ment si E possède un plus grand élement w. Car w-, ensemble 
des minorants de w, est E lui-meme. 

Si E ne possède pas de plus grand élément nous pourrons quand 
même admettre que E fait partie de l'ensemble T. On peut en effet vérifier 
que la règle précédernn1ent établie et traduite par l'égalité (1) ne sera 
pas en défaut si on range E les X- en posant : 

E=~-. 
Le théorème cité ci-dessus s'applique donc dans tous les cas et T 

est un treillis ....,...,AAA.JA.._, .... 

IL Etudions maintenant ce que les structures de T induisent sur 
l'ensemble image de E par la 

a~a-=a 

(a- est une partie de E, mais c'est un élément de E que nous nommons a). 
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Soient a et b deux éléments de E tels que a-< b. 
Ceci entraîne : 

a-cb

donc surE: 
""" a-< 

L'ordre sur T induit donc sur E l'ordre de celui de E dans la 

Voyons maintenant si, dans le cas où un ensemble XcE un 
inf et un sup, ce sont bien leurs images par la bijection sont inf Xet 
sup X étant l'image de X. On a d'abord, en 

infX=} !x!; xEX-~=X-. 
Si X possédait une borne inf X : 

X-= (inf X)
donc: 

inf X (inf X)
dans la inf X a pour infX: 

infX=infX. 
Passons maintenant à l'étude des sup. Le fait que : 

V a, b E E a -< b ::;> ~-< b 
entraîne que : 

aEX+=?aEd{)+ 
ou: 

c(X)+. 

Mais alors le élément de + est sup X est antérieur 
au plus petit élément de ; celui-ci est (toujours en vertu de la conser
vation de l'ordre dans la bijection) l'image du petit élément de x+, 
c'est-à-dire sup X ; on peut donc écrire : 

sup X-< sup 

Mais d'autre part un majorant de X est un ensemble de la forme y~ 
qui contient X et pour contenir X il est nécessaire et suffisant 
contienne X. Le petit de ces majorants est leur intersection. 
effet la borne de leur ensemble et on vient de montrer 
était l'intersection. 

On peut donc poser : 

supX= 1Y-; Y-:::)x l. 
On a donc: 

x EX xE Y-
ce entraîne : 

YxEX x+::) Y-+. 
Donc: 

lx+;xEXI :)Y-+. 
Or: 

1x+ ; x E X l = (sup X)+ 
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donc: 

étEmctaiJtt à tous les Y tels que Y-::> X. 
la 

:::>Y-+ 
ceci 

cette dernière inclusion entraîne : 
(sup cY-+-

n'est autre que (sup suffit de se ....., ...,...,....... "" .... à la .... ...,,.....u ... "·'"'·""J.' 
= Y- la question pr,en:minane Donc : 

V Y-::>X (sup cY-. 
Donc: 

::> 1Y- ; Y-::>X 1 , 
c'est-à-dire : 

sup -< sup 
En rapprochant de l'inégalité opposée on voit qu'on a l'égalité des sup. 

Exercice 66. 
Complétion d'un espace métrique : 
1o a) Montrons que d(xm Yn) est une suite de Cauchy de R, ce qui 

suffira à établir sa convergence. Evaluons donc : 
ld(xm Yn)- d(Xm, Ym)l. 

On sait que: 
< d(xn, Xm) 

donc: 

Et de même 

Donc: 
jd(Xm,ym) d(XmYn)i <d(xn,Xm) d(yn,Ym). 

nu:tsarue 1 Xn 1 et 1 Yn 1 sont des suites de Cauchy, 
sE R+ 3no Vn, m >no d(xm Xm) < s 

:Jn1 Vn,m > n1 d(YmYm) <s. 
Donc: 

V n, m > sup (no, ni) 

b) Soient x' et y' appartenant respectivement aux classes de x et y, 
nous devons montrer que : 

d(x, y)= d(x', y'), 
c'est-à-dire que : 

lim [d(xm Yn)- d(x'n, y',,)]= O. 
Or, de la même façon que ci-dessus, on peut écrire : 

ld(Xn, Yn)- d(X'm Y'n) 1 < d(xn, X'n) d(ym Y'n). 

Puisque 1Xn 1 R 1x'n 1 , d(xm X'n) a pour limite 0, 
donc, Vs ER+ 3no V n >no d(Xm X'n) < s, 
et de même : 3 n1 V n > n1 d(ym Y'n) < s, 

donc : V n > sup (no, n1) ldCxm Yn) - d(x'n, Y'n) 1 < 2s, 

ce entraîne bien que la limite de cette quantité soit nulle. 


c) L'application définie est bien une distance car : 
d(x, y)= 0 Ç::::;> lim d(Xm Yn) = 0 <=::=>X= y, 

'U~,~~J.I"G d(x, y) = d(y, X) est évidente ; 
d(Xm Zn) ~ d(Xn1 Yn) + d(yn, Zn), 

donc : Hm d(xn, Zn) ~ lim d(xn, Yn) + lim d(ym Zn). 
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2<> Ê sera l'ensemble des classes de 'Suites de de E conver
dansE. 

On définir la É ~ E 
x~x 

en faisant à tout élément x de E la classe x des suites de 
convergent vers cet classe contient en 

constante ! x 1 dont tous les termes à cet ..., .....,...........,....IL ... 

Cette est une isométrie car : 
· y)= lim d(x, y)= y). 

3o Il n'y a rien à changer (sauf les notations) aux démonstrations 
des deux mêmes propriétés lors de la complétion de Q en R (voir cours 
IV, 3, 4). 

4<> Soit Fun ensemble répondant aux conditions de l'énoncé, c'est-à~ 
dire qui soit un espace métrique incluant E et sur lequel E soit dense. 
Etant donné un élément Ç de F, le fait que E soit dense sur F permet 
d'affirmer qu'il existe des suites de Cauchy de E qui convergent vers Ç. 
Il suffit, en effet, de se donner une suite de réels l sn 1 tendant vers .zéro 

(par exemple sn = de choisir Xn pour que d(xm ~) < sn pour obtenir 

une suite ! Xn ! de E convergeant vers 
Mais ceci nous fournit une de suites de Cauchy qui ayant 

:même limite appartiennent à la même classe de e (mod R). A un élément 

x de F on fait donc correspondre un élément de K Mais, réciproquement, 

un élément de est une classe de e (mod R). Les suites de cette classe 
convergent vers un élément de F puisque F est complet et que les suites 
dans E sont des suites dans F ; et elles convergent vers le même élément. 

Donc à un élément de correspond un élément de F et nous avons bien 
une bijection : 

F~ 

Reste à montrer que cette bijection est une isométrie. Soient deux 
éléments Ç et "'l de F et deux suites de Cauchy l Xn 1 et 1Yn 1 de E qui 
convergent respectivement vers Ç et "'l· 

d(Ç, "fl) < d(Xm Ç) + d(yM Xn) + d(ym "tl) 
(d désigne ici la distance définie sur F qui induit sur E la distance qui y 
était initialement définie). Ceci donne : 

ld(Ç, l)) - d(ym Xn) 1 < d(Xm Ç) + d(ym "tj). 

Pour n assez grand, le second membre sera inférieur à s donné : 
c'est-à-dire que d(yn, Xn) converge vers d(~, "tj). Or, lim d(yn, Xn) était pré
cisément la distance des classes de l Xn l et ! Yn 1 telle qu'on l'avait définie 
surE. L'isométrie est donc bien établie. 
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