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« Atin que, ... aux dépens d’autrui

Sage, je m'enseignasse. »
REGNIER.

« C'est assez désagréable... de ne pouvoir plus rien
apprendre pour toute la vie | Nos aieux s’en tenaient aux
enseignements qu'ils avaient recus dans leur jeunesse :
mais, nous, il nous faut recommencer tous les cing ans, si
nous ne voulons pas étre complétement démodés. »

GETHE (Les affinités électives).

Les brochures de I'A.P.M. mettent & la disposition des professeurs
des textes utiles a l'enseignement.

Ou bien ces textes sont inédits, ou bien ils ont déja paru, soit dans
le Bulletin de I"A.P.M., soit ailleurs. Dans tous les cas, il a paru inté-
ressant de regrouper des écrits sous une forme commode pour les maitres
qui auront & s’en servir.
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Les pages qui suivent contiennent la matiére d’un cours organisé a
Paris par PA.P.M.E.P. durant Pannée scolaire 1960-1961, & raison d'une
séance d’une heure et demie tous les quinze jours,

Conférencier, rédacteur du cours, correcteur des stencils (une poly-
copie du cours précédent et des solutions d’exercices étail disiribuée &
chaque séance), organisateurs, auditeurs (leur nombre a dépassé deux
cents) étaient tous bénévoles : ce qui prouve que les professeurs de Mathé-
matiques n’hésitent pas a consacrer du temps et de la peine a approfon-
dir leur culture, et témoigne de la vitalité de IAssociation.

Ce cours ne prétend pas constituer un traité d’Algébre parfaitement
équilibré : les nécessités de horaire ont contraint a passer sous silence
certaines questions importantes, comme l'étude élémentaire des groupes
de substitutions, les anneaux euclidiens..., qui sont traitées dans un autre
ouvrage d’initiation (Lentin et Rivaud), ou a ne les faire figurer que sous
forme d’exercices (par exemple, la structure de corps de Q). Il est a
souhaiter d’autre part que de nombreux lecteurs aient envie d’aller au-
dela de ce qui a été traité et désirent connaitre, par exemple, la théorie
des idéaux ou la théorie de Galois, qu’ils trouveront dans les ouvrages de
Bourbaki, de Dubreil, de Van der Waerden...

Soixante-six exercices ont été proposés. Leurs solutions sont groupées
a la fin du volume. Ils sont de difficulté assez inégale, mais en général
assez soutenue (il ne faut pas oublier qu’il s’agit d’'un cours s’adressant
a des professeurs !) : quelques applications immédiates, des exemples, des
conire-exemples et un assez grand nombre de compléments importants &
certains points du cours.

Des conférences d’initiation a ce qu’on appelle les Mathématiques
modernes avaient été organisées les années précédentes en liaison avec la
Société Mathématique de France. Le but du cours 1960-1961 était d’ap-
profondir cette initiation par des exposés se déroulant plus lentement et
n’hésitant pas & pénétrer dans le détail de certaines questions. Son ambi-
tion était de convaincre que les Mathématiques dites modernes ne s’op-
posent pas auxr Mathématiques des dges précédents, mais sont essentiel-
lement issues d’une prise de conscience de ce qui restait trop souvent
implicite. On retrouve toutes les Mathématiques classiques dans les
Mathématiques modernes, mais on les retrouve sous un éclairage qui sur-
prend parfois au premier abord, mais dont les avantages : cohérence,
clarté des idées fondamentales, mise en ordre des théories, mise en évi-
dence des raisons profondes des résultats, apparaissent bien vite.
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Dans cette mise en ordre, la notion de structure est Poutil essentiel.
Pour parler briévement, on peut dire qu’une théorie mathémalique est
létude d’une ou de plusieurs structures et de leurs homomorphismes, ou
encore que U'esprit moderne pense en termes d’ensembles, de relations et
d’applications, de structures et ’homomorphismes. C’est a acquérir cette
mentalité que Uon a voulu aider le lecteur : pour ce faire, on n’a pas
craint d’insister lourdement au départ, et de ne pas aller toujours droit
au but. On remarquera, en particulier, que I'étude de "homomorphisme
des groupes est traitée lentement et non sans lourdeur, et que, quelques
paragraphes plus loin, le théoréme général sur la factorisation des homo-
morphismes de structures algébriques est exéculé en quelques lignes :
c’est, assurément, cette derniére démonstration qui est la « bonne », mais
on a pensé qu’il n’était pas mauvais d’avoir auparavant démonté dans le
cas particulier des groupes le détail du mécanisme. De méme, dans I'étude
des nombres réels, on a cru devoir insister sur toutes les structures de R
et étudier en détail les deux méthodes fondamentales trés différentes qui
permettent de passer de Q a R, en ne cherchant pas I'élégance de U'exposé,
mais la mise en lumiére de la motivation de chacune des démarches
effectuées.

On assiste actuellement a une pénétration progressive de Uesprit
moderne dans PEnseignement du Second Degré. Un des buts de ce cours
est d’y aider. On n’y trouvera cependant aucune allusion directe a 'En-
seignement du Second Degré. L’objectif visé, et qui parait bien raisonna-
blement le premier a atteindre, était de répandre chez les professeurs
Pesprit des Mathématiques contemporaines. Un second objectif sera de
déterminer comment cet esprit peut pleinement se développer dans U'En-
seignement élémentaire, dont une des tdches est certainement de faire
prendre conscience, dans les démarches intellectuelles les plus familiéres
a Phumanité du xx° siécle, des structures mathématiques qui en sont le
fondement. Il faut souhaiter que de futures « brochures de V'A.P.M. »
soient prochainement consacrées ¢ cette étude, et qu’elles naissent, comme
celle-ci, et plus encore que celle-ci, d’un travail collectif au sein de I'Asso-
ciation.

André Revuz.

TABLE DES MATIERES

CHAPITRE PREMIER. — ENSEMBLES. RELATIONS.

§ 1. Notion d’ensemble. Algébre des ensembles,

-

R P I

Lesensembles ........oiiiiiiinii i
Appartenance ..............ciieiteiiiiiaiiiean,
Inclusion et égalité ........... .. . . oL,
Ensemble des parties d'unensemble ..................
Complémentaire d’un ensemble .....................

. Quantificateurs logiques ......... ... ... ... . oL
. Opérations sur les parties d’un ensemble : intersection
SRéunion L. e
. Différence symétrique .......... ... .. il

DI Arence ... ittt e e e e e

. Produit cartésien d’ensembles ........... ... .. ... ...

§ 2. Relations et applications.

. Relation binaire ............. ... ... il
. Relation ternaire ........... ... ... ... . i, “
. Fonctions et applications ...........................
. Classification des applications ......................

Restriction ... ot it e it e ittt
5 Q=) 1 153 Lo + NSO R NN

. Composition des applications .......................
. Image par une application f d’'une partie Ade E ......
. Inversion d’une application .........................
. Famille indexée ................ ..o,
. Généralisation des notions d’intersection et de réunion
. Relation d’équivalence ................. .. .. ... L
. Factorisation canonique d’une application ............
. Relation d’ordre ...............c i,
. Eléments remarquables dans les ensembles ordonnés ..
CTreillis oo e

Exercices 1 a 18

CHAP. 2. — GROUPES.

§ 1. Généralités sur les structures algébriques.

1.

Loi de composition interne .................. ...

2. Loi de composition externe .........................

3.

Propriétés des lois de composition interne ...........

29
29



— 6 —
§ 2. Propriéiés générales des groupes. Homomorphismes.
1. Axiomes de la structure de groupe ..................
2. Applications du groupe sur lui-méme et résolution des
équations dans un groupe ...........iiiihiiiiaa..,
3. Partie stable d’'un ensemble ............ ... ... .. ...
4. Extension 4 ?(E) d’'une loi de composition sur E .....
5. SOUS-ZTOUPES .. vvrvirntiniinairie et iinnananenss
6. Isomorphismes des groupes ..............ooiiiiuo.n
7. Homomorphismes des groupes ..............cooouens.
8. Quelques exemples de groupes et de sous-groupes ....
9. Générateurs d’un groupe. Groupes cycliques ..........

§ 3. Produit cartésien de groupes.

1. Produit cartésien de groupes .............. ... . ...,
2. Produit direct .............. . o il e

§ 4. Groupes ordonnés.

1. Groupes ordonnés ....... ... iiriiiini i
2. Groupes réticulés ........ ... ... o i e
3. Groupes archimédiens .......... ... ... .. ... 0 0

§ 5. Groupes de transformation.
§ 6. Plongement d’un demi-groupe abélien dans un groupe abélien.

S A I U
2. Construction de Z, groupe additif des entiers ..........
3. Construction de Q+, groupe multiplicatif des rationnels

positifs ... ... e

Exercices 19 a 34

CHAP. 3. — ANNEAUX. CORPS.

§ 1. Principales structures algébriques.

Anneau ...... N
oS o e e
Espace vectoriel ............ ... .. ... i,
Module ..... ... o i
Algebre SUT UM COTPS .« vtvvniinninnnnnrennnennan
Homomorphisme de structures algébriques ...........

P o 00

§ 2. Quelques anneaux importants.

1. Anneaux de polyndémes ...........cooviininiiitonn
2. Diviseurs de zéro. Anneaux d’intégrité ..............
3. Anneaux de Boole ......... ... iiiiiii i i

45
46

43

51

52

53

57

_—7 —

§ 3. Homomorphismes d’anneaux. Notion d’idéal.
§ 4. Propriétés élémentaires des idéaux.

1. Idéaux dans UM COTPS . ..vvvrrreronrennacnsensvanons
2. Exemples d’idéaux ........ ... .. iiiiiiiiiiiiian
3. Construction des idéaux d’un anneau ................
4. Idéaux premiers et idéaux maximaux ................

§ 5. Plongement d’un anneau commutatif dans un corps.
§ 6. Corps.

1. Corps premier .............oceveieiriiiarnoaaenennn
2. Extension des COIPS . ..vvvrnenvnienrenennanunensnes
3. Extensions simples .......ccoviieiiniiiiiiiiiia
4, Exemples ...t i [EERRE
5. Factorisation d’un polyndéme. Corps de décomposition ..

Ezxercices 35 & 57

CHAP. 4. — NOMBRES REELS.

§ 1. Inventaire des propriétés de Q.
§ 2. Point de vue de Pordre.

1. Définition de R ...ttt eniniennsanas

. Structure d’ordre de R ......... ..o, -
Définition de R ... ..o it
. Structure de groupe commutatif de R .......... ceeen
Structure de corps de R ........... ..ot
Limites dans R . ... ... i,
. Généralisation. Plongement d’un ensemble ordonné dans
un treillis complet ........... ... oo i P

N U WO

§ 3. Point de vue métrique.

Définition de R ... ...
. Structure algébrique de R ......... .. ... ... il
. Structure d’ordre ... .. e
. Propriétés métriques de R .............. . ... ... ...
. R est un treillis conditionnellement complet ..........
. Equivalence des deux définitions ....................
. Généralisation. Complétion d’un espace métrique ......

Exercices 58 a 66

=S Ok QO DO

SOLUTION DES EXERCICES.

Chapitre premier. — Exercices 1 4 18,
Chap. 2. — Exercices 19 4 34.
Chap. 3. — Exercices 35 a 57.
Chap. 4. — Exercices 58 a 66.

Index terminelogique ....... ... ... .. i

66

68
68
68
70

73

74
75
77
79
80

83

85
85
87
88
90
91

93
94
95

98
99
100

101
110
126
148

161



Page

Page

Page
Page

Page
tout.

Page
Page
Page

Page

Errata

15, lignes 5 et 8, lire : R au lieu de : R.
ligne 6, lire : N au lieu de : N,

16, ligne 4, lire : étant donnée au lieu de : étant donné.
ligne 18, lire : R au lieu de : R.

19, n° 10, ligne 5, lire : N au lieu de : N.

23, ligne 7, lire : ¥ (a,b,c) € E3 aRb et bRc=> aRc
au lieu de : ¥Y{(a, b, c) € E2 aRb = non bRa.

ligne 4 du bas, lire : R au lieu de : R.

29, derniére ligne de la note, supprimer la virgule aprés par-

31, 2. ligne 7, ajouter une virgule entre ax =0>= el x = a—'b.
34, ligne 16, lire : ci-dessus au lieu de : ci-contre.

35, exemples, lignes 1 et 6, lire : R au lieu de : R.

39, ligne 4 du bas, lire : z au lieu de : x.

CHAPITRE [

ENSEMBLES - RELATIONS

§ 1. NOTION D’ENSEMBLE. ALGEBRE DES ENSEMBLES

1. Les ensembles.

Les Mathématiques prenant leur départ dans la notion d’ensemble,
il s’agit d’une notion premiére donc exempte de définition. En fait, cette
notion s’est élaborée par abstraction de celle de collection, de collections
finies d’abord, puis de collections infinies.

Exemples : 1’ensemble des droites d’un plan ;
Iensemble N des entiers naturels.

La considération de collections infinies repose sur une axiomatique
précise (il y en a d’ailleurs plusieurs possibles). Ces axiomatiques abou-
tissent 4 ne pas considérer comme ensembles certaines collections trop
vastes, considération qui conduirait 4 des paradoxes (*). Nous ne nous
attarderons pas ici sur cette question et nous admettrons qu’un ensemble
est déterminé dés linstant qu’on sait décider de l'appartenance d’un
élément & cet ensemble.

2. Appartenance.

Un élément a étant donné, il faut pouvoir décider par oui ou par non
s’il appartient & ’ensemble.

Dans le premier cas on écrira :
a€E.

Dans le deuxiéme :
a € E.
Exemple :
3E€N 2/7 €& N.

(*) Parmi les différentes positions que I'on peut adopter & ce point de vue, citons
la suivante : accepter comme ensembles, ’ensemble N des entiers naturels et tous
ceux que l'on peut en déduire: 1) comme partie d’un ensemble déja considéré ;
2) comme ensemble des parties d’un ensemble déja considéré ; 3) comme produits
cartésiens d’ensembles déja considérés. Cette position suffit, pour les besoins des
mathématiques, jusqu’a un niveau assez élevé et a l’avantage de n’introduire que
des ensembles que l’on peut construire de maniére assez « naturelle » a partir
d’un ensemble lui-méme trés « naturel ».

2.
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Remarquons que dans des questions non mathématiques on peut se
trouver dans une situation différente ; il peut y avoir une zone indécise
ot on ne sait pas répondre par oui ou par non (dans les classifications
d’histoire naturelle, par exemple). Nous supposerons toujours en Mathé-
matiques qu’il n’en est pas ainsi. Un ensemble est souvent défini comme
celui des éléments x qui possédent une propriété P. On notera un tel
ensemble :

b P
Ezxemples : le cercle du plan P, de centre O, de rayon R, s’écrira :
IM;M€P,0OM=R{;
I’ensemble des nombres impairs :
jz;x €N, x==1 (mod. 2){.

Remarque : 11 est prudent, dans I'enseignement élémentaire, d’ex-
clure a priori toute relation de la forme a € a. On peut considérer comme
intuitif qu’elle est dépourvue de sens et qu’il est absurde de considérer
un étre qui puisse étre 4 la fois un ensemble et un élément de cet ensem-
ble. II faut noter cependant que les théories formelles n’imposent en
général pas explicitement cette condition, mais sont agencées de telle
sorte que tout étre qui satisferait 4 a € a est exclu de la théorie. Imposer
la condition dés le départ a I’avantage de couper court & toutes les dis-
cussions prématurées que ne manqueraient de faire naitre certains éléves
en considérant des monstres tels que « Pensemble de tous les ensembles ».

3. Inclusion et égalité.

Si 2 ensembles A et B sont tels que :

a€A=>a€B
(le signe => se lisant « implique », comme le signe <= se lira « équi-
vaut a »), on dit que A est inclus dans B et on écrit :

AcB ou Bo A
La relation d’inclusion est transitive :
AcBet BcC= AcC.
‘ Si AcBet BcA, les ensembles sont constitués des mémes ¢éléments ;
on dit qu’ils sont égaux et on écrit :
A =B.
On emploie le terme d’inclusion stricte pour caractériser le cas :
AcB A == B.
Quand A est inclus dans B, on dit aussi que :
A est une partie de B
ou A est un sous-ensemble de B.
Il importe de ne pas confondre I'appartenance d’un élément 4 un
ensemble et I'inclusion d’un ensemble dans un autre,
a € A avec BCA.

4. Ensemble des parties d’un ensemble.

On appelle ainsi 'ensemble dont les éléments sont les sous-ensem-
bles d’'un ensemble E. On le note par

P(E).

— 11 —

Un sous-ensemble de #(E) est une famille de sous-ensembles de E.
Il est commode de codifier les notations :
minuscules latines pour les éléments de E : a € E,
majuscules latines pour les parties de E : ACE ou A € 2 (E),
majuscules gothiques (ou rondes) pour les familles de parties :
d c P(E), cest-a-dire oA &€ PPE).
Une partie de E peut ne contenir que ’élément a ; on la note alors
par :

laf,
qu’il faut distinguer de a.a € | a | a un sens, a € a n’en a pas (cf. L. 1, 2).

Parmi les éléments de »(E), il ne faut pas oublier 'ensemble E lui-
méme et 'ensemble vide qui ne contient aucun élément et est noté : 4.

Exercice 1. — Si E a n éléments, P(E) a 2v éléments.

5. Complémentaire d’un ensemble.

Soit un ensemble E et A € ?(E). L’ensemble des éléments x de E qui
n’appartiennent pas & A est appelé le complémentaire de A par rapport
4 E que I'on note :

(A

ou, si aucune confusion n’est & craindre, (A.

Cette définition s’écrit: (A= |z;2€E zEA]|.
Propriétés :
(A=A (E=u.

6. Quantificateurs logiques.

Ce sont les 2 signes :

V¥ qui se lit « pour tout »,
3 qui se lit « il existe » pris dans le sens de
« il existe au moins un ».

Si r€E=>z, P,
c’est-a-dire si tout x posséde la propriété P, on écrira :
VeEE, P,

et s’il existe parmi les éléments de E au moins un élément qui posséde P,
c’est-a-dire si ’

jle;x€E, 2, P|=44,
on écrira plus briévement :

jx&€E, P.
Lien entre les deux quantificateurs. Soit ’ensemble E tel que :
vrE€E, P.

La négation de cette propriété, c’est que 'ensemble des x de E qui
possédent la propriété contradictoire, ensemble qui est le complémentaire
de lx;x € Ex P/{, nest pas vide, ce qui peut s’écrire :

x€E, «nonP.
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D’ot1 I'énoncé :
non (yr € E, P)< jr€E, nonpP.

De méme :
non (Ix €E, P) < yx €L, non P.

L’introduction des quantificateurs ¥ et 3 permet un véritable auto-
matisme pour passer d’une proposition a sa contradictoire. Lorsqu’il
s’agit d’'une proposition simple : « Toutes les Francaises sont blondes »
et de sa négation : « Il existe une Francaise non blonde », le symbolisme
peut sembler superflu. 1l n’en est plus de méme pour la proposition :
« La fonction réelle f de la variable réelle x est continue pour x, » qui
s’écrit symboliquement :

Ve>o03dn>0 V&€ ) x,—n, %, + [ lf(x)*"‘f(xo)l <&
dont la négation s’écrit automatiquement :

3ce>0 V>0 € Jx,—0, %+ 0 [ [f@ —[x)]| = .

Un autre exemple de I'utilité des quantificateurs nous est fourni par
Pexpérience faite par un collégue allemand qui présenta 4 ses étudiants
(niveau propédeutique) le raisonnement suivant : Aucune opération ne
peut étre non commutative ; en effet, ceci signifierait a - bs4b -+ a.
Faisons a = b ; on arrive a a -+ a s a | a, ce qui est impossible. 22 étu-
diants sur 72 seulement virent que la faute de raisonnement résidait dans
le fait que la négation de

v (a,b) a-+b="b-4 a (commutativité de P'opération )
était

J@b) a-t+bs=b-+a
et non pas

v(a, b) a- bs=b - q, comme le raisonnement admettait impli-
citement.

Opérations sur les parties d’un ensemble (*)

7. Intersection.

L’intersection de 2 ensembles A et B, partie d’un méme ensemble E,
notée par
ANB
gstB Pensemble formé par les éléments qui appartiennent & la fois & A et
AB:

TEANB<E>r € A, x €B.

. Propriétés. L’intersection est une opération commutative et associa-
ive.
ANB=BNA
ANB)NC= ANMBNC)

On notera ce dernier ensemble ANBNC.

(*) Les opérations que nous définissons dans ce paragraphe peuvent étre effec-
tuées sur deux ensembles quelconques, mais dans la pratique mathématique cou-
rante, elles ne sont considérées que pour les parties d’'un méme ensemble ; nous nous
en tiendrons, ici, &4 ce point de vue.
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Deux ensembles dont Pintersection est vide,
AN B=¢g
sont dits disjoinis.

8. Réunion.

La réunion de 2 ensembles A et B parties d’'un méme ensemble,

notée par
AUB

est ’ensemble des éléments qui appartiennent & I'un ou l'autre des deux
ensembles (ou n’étant pas disjonctif), c’est-a-dire 4 au moins un des
2 ensembles. ‘
‘ rEANB<>r€Aour €D
ce que 'on peut encore énoncer :

TE€EAUB= @ EA> €D

Propriétés. La réunion est une opération commutative et associa-
tive :
AUB=BUA
(AUBUC=AUBUC=AUBUC

La réunion et lintersection sont distributives l'une par rapport a
Pautre :
AUBnNC=AnOUBNO
AnNnB UC=QAUCONBUOG

Le soin des démonstrations de ces diverses formules est laissé au
lecteur. Le recours & un schéma peut aider lintuition.

Relation avec le complémentaire. On voit tout de suite que
(AuB=(an(B
(AuB= (An(B

Il en résulte qu’a toute formule comportant les signes de réunion,
d’intersection et de complémentaire, et ne comportant qu’eux, corres-
pond une formule dite duale de la premiére obtenue par échange des
signes de réunion et d’intersection et remplacement des ensembles par
leurs complémentaires. C’est ainsi que la premiére des formules de dis-
tributivité écrite ci-dessus donne :

(Can(B)u(c= (Cau(c)n ((BUCC)

Mais A, B, C, étant 3 éléments arbitraires de  (E), leurs complé-
mentaires sont aussi arbitraires et la formule obtenue en négligeant les
signes complémentaires est encore vraie. C’est la deuxieme, duale de la
premiére. Elle a donc été obtenue, & partir de la premiere, par simple
échange des signes de réunion et d’intersection. Le fait est général :
quand une identité ne comporte que des signes de réunion et d’intersec-
tion, on obtient sa duale par échange de ces signes.

9. Différence symétrique

notée par A A B,
On pose :
AAB= |z;2 €A, cEBouxrsEArEDB|
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10. Différence.

On pose :
A—B= |z;z€A,2&EB| =An(B
Exercice 2, — Montrer que :
AAB=A UB—ANB=A~-—B) U (B—A)
Exercice 3. — Montrer que la différence symétrique est une opération

associative ; caractériser les éléments de A A B A C. Montrer (en anticipant
sur la suite des cours) que la différence symétrique donne une structure
de groupe commutatif & I'ensemble des parties d'un ensemble ; quel en est
I’élément neutre ?
" Exercice 4. — Soit ¥ P (E) une famille de parties qui satisfait aux
conditions suivantes :

ABE ¥F=>AUBE F,A—B&E &

a) Démontrer que la propriété de définition équivaut a la suivante :
ABE F>AABE FANB&E 7

Montrer (en anticipant encore sur la suite) que & a pour ces deux der-
niéres opérations une structure d’annecu commutatif.

b) Montrer que, I'ensemble E étant une droite, la famille dont chaque
élément est une réunion finie de semi-segments ouverts & droite (@ < x < b)
est une famille 7. (On observera d‘abord que toute réunion finie de semi-
segments est une réunion finie de semi-segments 2 & 2 disjoints).

11. Produit cartésien d’ensembles.

Etant donnés 2 ensembles E et F, on appelle produit cartésien noté
EXF
Pensemble des couples d’'un élément de E et d’un élément de F :
EXF= |y ;c€E y&EF|
Exemple : Le plan est le produit cartésien d’une droite par une
droite, ou encore :
: R X R=R?
R représentant ensemble des réels.
On posera de méme :
E1 X E2 X Es = | (x1, 2, x3) ; 1 € Ey, 22 € B, 13 € E3 |

On dit que (x1, x2, x3) décrit le produit lorsque x; décrit Ei, x2, dé-
crit Ea...

§ 2. RELATIONS ET APPLICATIONS

1. Relation binaire.

Etant donnés 2 ensembles E et F (qui peuvent étre identiques), on
dit qu’une relation est définie entre les éléments de E et ceux de F si, de

tout couple (x,y), t € E, y € F, on sait ¢’il vérifie ou non la relation.

La donnée d’une relation est alors celle d’un sous-ensemble du pro-
duit cartésien E X F. Ce sous-ensemble est appelé graphe de la relation.

— 15 —

Soit R une relation. On indiquera que le couple (x, y) la vérifie en
écrivant :

xRy ou bien (x,y) € P
R € 2 (E X F) étant le graphe de la relation.

E
Fic. 1

E et F étant des segments de la droite réelle R le graphe est un
sous-ensemble du rectangle construit sur E et I.

Exercice 5. — Si E = N, F = N, tracer le graphe de la relation: x et y
ont méme parité.

Si E et F ne sont pas des segments de f, on peut encore utiliser le
dessin ci-dessus, non pas comme donnant le véritable graphe, mais
comme un schéma.

2. Relation ternaire.

Elle sera définie de méme par la donnée d’une partie de
Ei X E2 X Es

3. Fonctions et applications.

Supposons donnée une relation R entre x € E et y € F. Nous posons
la question de savoir si, x étant donné, il existe y tel que xRy.

1°" cas. — Pour tout x € E, il existe au plus un y tel que

xRy '

On dira qu'une telle relation est une fonction définie dans E et a
valeurs dans F.

On appellera ensemble de définition de la fonction Iensemble :

jx;x€E 37; xRy

c’est-a-dire 'ensemble des x pour lesquels il existe exactement un y.
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2° cas (plus restrictif). — Pour tout x € L, il existe exactement un y
tel que zRy. La relation est alors appelée application de E dans F ou
encore application définie sur E et a valeurs dans F. Observons tout de
suite que, étant donnézune fonction, quand on a déterminé son ensemble
de définition, on se trouve en présence d’une application définie sur cet
ensemble (*).

Notations. On désignera une application de E dans F par une seule
lettre f et on écrira schématiquement :

f:E—FouE—F

On pourra aussi dans certains cas se contenter de la fléche et écrire :
E—F

Une autre possibilité, si E et F ont déja ¢té nettement indiqués, est

d’écrire :
xr— f(x)

olt x désigne un élément arbitraire de E et f(x) ’élément de I’ image de x
par l'application f.

Cette derni¢re notation semble assez indiquée pour les fonctions
usuelles telles que, x décrivant §g,

r— 222 4+ x+ 3

On s’abstiendra en tout cas de la trés ficheuse appellation habi-
tuelle : « la fonction f(x) », qui crée une regrettable confusion entre I'ap-
glicbgtion f qui est un élément de 2(E X F), et f(x) qui est un élément

e F.

Nous désignerons par ¥ (E X F) l'ensemble des applications de E

dans F. #(E X F) est une partie de 2 (E X F).

4. Classification des applications.

1) Nous nous posons maintenant la question : la proposition sui-

vante est-elle exacte ?
VWwEF 32z y=f® (1).

Autrement dit, tout élément de F est-il obtenu par Papplication
comme image d’éléments de E ?

Si (1) est vraie, on dit que I’application f est une application de
E sur F, ou qu’elle est surjective, ou encore que c’est une surjection.

2) Soient maintenant les éléments de y qui sont obtenus par f, donc
tels qu’il existe au moins un x tel que y = f(x). Il peut y en avoir un
seulement, ce qui revient a dire :

ViE€EE Yu€E xs£u= f(z)+f(u)

. Dans ce cas, on dit que P'application est injective ou que c’est une
injection. ‘

(¥) La distinction que nous introduisons ici entre fonction et application n’est
pas faite par la plupart des auteurs, qui considérent les deux termes comme rigou-
reusement synonymes. Elle a V’avantage de s’adapter au cas, fréquent dans Den-
seignement clémentaire, olt ’expression du nombre réel f(x) est’ donnée avant que
Pon ait déterminé pour quelles valeurs réelles de x, f(x) était calculable : pratique
qui n’est sans doute pas trés recommandable, mais quwil n’est pas toujour. facile
d’éviter. Il ne semble en tout cas pas mauvais, lorsque Von dispose de deux syno-
?ymes, de spécialiser le sens de I'un d’entre eux pour accroitre les ressources du
angage.
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3) Si maintenant une application jouit des 2 propriétés précédentes
2 la fois, on dit qu’elle est bijective ou que ¢’est une bijection (ou encore
une correspondance biunivoque).

5. Restriction.
Soit :
f
E—>F .
une application de E dans F, et soit AcE. L’application qui fait corres-
pondre aux éléments x de A leur image dans F par f:
rE€EA—flx) €F
est dite restriction de f a4 A.

6. Extension.

Soit :
f

A—>F o
et soit E oA ; une application g de E dans F, dont la resfrictlon a A
est f, est dite une extension de f & E. Une application n’a quune 1:estrlc-
tion 4 un ensemble donné, mais elle a, en général, une infinité d’exten-

sions 4 un ensemble donné.

Exercice 6. — Déterminer dans quels cas une application de A dans F
n'a qu’un nombre fini d'extensions & un vrai sur-ensemble de A.

7. Composition des applications.
Soient :

E—F —G.

11 existe une application de E dans G:
tE€E— g[f(x)] €G.
Cette application est dite composée des 2 applications et est notée :
gof-
D’aprés sa définition méme, cette opération est associative :
he(gof ) = (hog)of

Exercice 7. —
1) Soient f et g, deux applications quelconques, et i, une application
injective. Montrer que :
jof=iog=>f=g
Enoncer et démontrer une réciproque.
2) Soit maintenant s, une surjection. Montrer que :
fos=gos =>f=9g

Enoncer et démontrer une réciproque.

8. Image par une application f d'une partie A de E,

On appelle ainsi 'ensemble :
f(A) = |f(x) ;x‘EA;
A appartenant & 2 (E), f(A) appartient a P(F).



On a donc défini une nouvelle application :
P(E) —> 2(F)
que Ton peut considérer comme une extension 4 »(E) de I'application
précédemment définie sur les seuls éléments de » (E) réduits & un seul
¢lément. On convient de garder la méme notation f pour cette nouvelle
application.

Exercice 8. — Comparer :

fAUB)etf (A UF (B
fFANBef(A) N FEB

Fne (o

9. Inversion d’une application.

Une application

E—F
étant d(;n?néﬁ, revenons a la question : Pour y € F, existe-t-il un z tel que
y=[@1 ,
, D’abord, si f n’est pas surjective, on ne peut affirmer Pexistence d’un
tel 2.
Ensuite, si [ est surjective sans étre injective, & un y peut corres-
pondre plusieurs z.
C’est donc seulement dans le cas d’une application bijective qu’a
tout y correspond un x et un seul et qu’il existe une application inverse g
; g
F— E
définie par :
x=g(y) si y=f(x.
Notons que :
Ve € E gof(x) =z,
VIEF  fogy) =y.
L’application gof = Ir sera dite application identique de E sur lui-
méme. De méme, fog = I.

) Exercice 9. — Montrer que, réciproquement, l‘existence d‘une applica-
tion g qui satisfait §

gof=lg fog=Ir

est une condition suffisante pour que f soit bijective. Que peut-on dire de f

si une seule des deux égalités précédentes est vérifide ?

Cas ot [ n’est pas bijective. Nous pouvons encore considérer Pen-
semble : ’
b5y =@ |
qui dans le cas d’une bijection ne contenait qu'un élément. A un élé-
ment y de F, nous faisons donc correspondre une partie de E. Il est alors
plus intéressant de considérer plus symétriquement une correspondance

entre 2(F) et 2(E).
Etant donné A € ?(F), nous considérons ’ensemble :
jx s fx) € A
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que I'on appelle image réciproque de A par f. On définit ainsi une appli-

-1 .
cation de #(F) dans ?(E) que I'on note f et que l'on appelle applica-

tion réciproque de f.
—1

f
PF) —— 2P(E).
Exercice 10. — Comparer :
—1 —1 —1
FIA N B) et f(A) N #(B)

-1 -1 1
f(A U B) et f(A) U f(B)

HCA) o« Crw

Exercice 11. — A étant une partie de E, comparer :

—1

fof (A) et A
Dans quel cas a-t-on F'égalité, quelle que soit A & PE)?
A étant une partie de F, comparer :

—1

fof(A) et A

Dans quel cas a-t-on ['égalité, quelle que soit A & P(F) ?

10. Famille indexée.

Définissons d’abord un cas particulier de famille indexée qui est
celui des suites : a4 tout entier naturel n correspond un élément d’un
ensemble E que 1’'on note x,. Se donner une suite dans un ensemble E
est donc se donner une application :

N—s E.

De facon plus générale, 1 étant un ensemble quelconque qui sera
Pensemble des indices, se donner une famille d’éléments de E indexdée
par I, c’est se donner une application :

I— E
qui a tout i €1 fait correspondre x; € E.

11. Généralisation des notions d’intersection et de réunion.

Soit 7 une famille de parties de E et A, son élément générique :
A€ g5 FcPE) ou FE€ »2(E)

On considére une réunion el une intersection définies par :
Uia;aeqi=|2; 307, 2€,
NIAAE Fl=|z; VAE7, 2 €A,
On peut aussi employer les notations :

Ua A

Ae 7 AE T
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Exercice 12, — Fet @ étant 2 familles de parties de E démontrer -

[U;A;AE%‘}]U[U;A;AE@{]:U}A;AE FU g
[NAas7]n [NAAsg]=n1aae 7ug
[Uaas]n[U5;8e ¢]=W)Ane; (A B)E gl
[Niaas gg]u[n |B; B gg]:ngAus;(A,s)e F< G|

La deuxiéme et [ quatrigme de ces formules peuvent &tre démontrées

soit directement, soit com
me f s d ia ;
ey f e formules duales de la premiere et de la troi-

erei A , .

d'uix r::(;c(:je .13. — §0|t une fo‘m!l‘!e de parties de E, indexée par les éléments
y pre uit cartesien | X J, Xij un élément de cette famille, f étant une

application de | dans J et F lg famille de ces applications.

a) comparer :
i ljgy’] ® igj ,-2|X”J

b) démontrer

QY] = Y[

et en déduire la formule duale.

12. Relation d’équivalence.

deuxoélnd%%gegfs ﬁggttzshg;ztdﬁm enselamble E une famille de sous-ensembles
i ) elle que leur réunion constitue tout I’ '
ou, ce qui revient au méme, t 8 e E puisee me
. elle que tout élément de E i é
« classé » dans un des sous-en ’est-a-di parti P ot
I -ensembles, c’est-a- i ;
ensemble of Bon des » ¢’est-a-dire appartienne a un sous-

= représente donc une partition de E si
A€ BEr AB>ANB—g

Ceci posé, considé i
érons la relation : x et 1 J
sous-ensemble de la partition. Y appartiennent au méme

TRy<=> A€z €A yea.

On constate que cette relation jouit des propriétés suivantes :
D }ille‘ e;t réflexive : V&€ E xRx '
ceci découlant du fait que tout élément z i :
2) Elle est symétrique : xRy => yRx. “ppartient & un &).
3) Elle_es’g transitive : xRy, yRz=> xRz,
(ceci découlant du fait’ que tout x n’appartient qu’a un seul A)
Réciproquement : A toute relation réflexi tri .
ont 0 ! exwe, symétrique et transitive
ent .re les éléments d’un ensemble correspond une partition de cet ensem-

Soit E I'ensemble et R la relation isfai
. w Le @ satisfaisant aux troi iti
c’l-dessus ;X étant un élément de E, on appelle classe de x (?;S;);l?lnodgiozi
Pon note x, 'ensemble : ’

rum, Sl
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r=)y; xRy x € 7 (BE).

Pour montrer que 'ensemble des x constitue une partition, on doit
montrer que la réunion des classes est E et que ces classes sont deux a
deux disjointes, c’est-a-dire que :

rnyE£s >r=17.

1) Tout x est classé puisque xRz, done x € x et la réunion des clas-
ses est bien E.

2) Soit : z&€z Ny, o .
on a xRz et yRz, donc, grace 4 la symétrie zRy, donc grace a la transiti-
vité xRy, donc y € z, et ,

vu€y yRu donc zZRu donc yc x.

On montrerait évidemment de méme que x cy. Dot x=y.

Une relation réflexive, symétrique et transitive entre les éléments
d’un ensemble est appelée une relation d’équivalence. Les classes ci-des-
sus définies sont nommées classes d’équivalence (modulo R) et I'ensem-
ble des classes est dit ensemble quotient de E par R et est noté :

‘ E/R.
L’application
E— E/R
qui &4 x fait correspondre x est trés importante. Elle est dite application
canonique de E sur E/R.

Exemples :
R Une classe d’équivalence définit :

un nombre rationnel,

une direction de droite,

un vecteur libre,

une <« figure indéformable » par
glissement et retournement dans
son plan au sens de la géométrie
intuitive.

égalité de fractions,
parallélisme de droites (*),
équipollence de vecteurs,
isométrie des ensembles plans.

13. Factorisation canonique d'une application.

Soit d’abord une application :

f
E—sF
et soit la relation définie sur E :
2Ry <= f(x) = f(y).

Cette relation est évidemment réflexive, symétrique et transitive ;
c’est une relation d’équivalence et chaque classe est constituée par I’en-
semble des éléments de E qui ont méme image dans F.

(*) Pour que le parallélisme jouisse de la propriété de réflexivité et, sans res-
triction, de celle de transitivité, il est nécessaire de prendre le terme paralléles dans
le sens de « confondues ou n’ayant aucun point commun » (pour les droites dun
méme plan).
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Exercice 14,

Rourboe, Soit S une relation d’équival

xRy <= f(x) 5 fly)

M
ontrer que R est une relation d’équivalence

- Re;n;pla(;ons maintenant F par
es éléments qui pe sont pas im

[(E), ce qui revient 3 s i
uppr
Papplication : Feonsiirons

a 5217 ~
ges d’éléments de E, et considérons

g
. E—s fE
dérer Tappiomst Siﬁgi?euapﬁﬁ‘*‘“‘”{ s, O
fait correspondre Iui-méniqe (ecetie/glE) fons O & bout mement de [

plus ‘génerbpmdre. viné te application est évidemment injecti
: : st : Injective ;
ensermble 1o neit I’apggﬁil teiolél‘}:e(ttlon canonique d’une partieJA d’ﬁn

peut ensuite consij-

A—sF

qui, a tout x € A, fait correspondre x lui-méme)

On peut done éerire :

pour traduire le schémg : f=teg

dans E, done correspond i uyn élément

peut donc étre re résenté / ’
décomposée de Iq acon suixlf)aallx'tef: . L “pplication 9 peat alors étre

® ¥ [
E—ER pm_Lp
X ~——> —> I — I

surjec_tmn bijection injection
canenigue canonique

Exemple : E étant s
que OM <oy ; Sélmtine bo.ule.fermee (ensemble des points M tels

14. Relations d’ordre,

‘v 5111 ts;a%itt «d:pgé()nneg une formulatio
s ». Or,
avant b onteeis ) Qe o OF (glrns le langage courant, b est avant o et ¢ est

A g0 an i
dome sirs transiil Ensuite. ta. La relation « p est avant g » devra

ence sur F; on définit
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cluent dans le langage courant. Ici, les mathématiciens considérent deux
cas différents suivant que les deux affirmations précédentes s’excluent
ou bien sont compatibles dans le seul cas olt a et b sont égaux. Nous
poserons donc les définitions suivantes :
Relation d’ordre strict. Une relation R sur un ensemble E est dite
relation d’ordre strict si :
y(a, b,c) € E* aRb= non bRa.
v(a, b) € E aRb = non bRa.
Relation d’ordre. Une relation R sur un ensemble E est dite relation
d’ordre (sans épithéte) si :
v(a, b, c,) €E3> aRD et bRc= aBc transitivité.
va € E aRa, réflexivité,
Y(a, b) €E?* aRb et bBRa=>a=0>,
cette derniere propriété étant parfois nommée « antisymétrie ». Bien
entendu, les relations a < b et a < b entre nombres réels sont respecti-
vement une relation d’ordre strict et une relation d’ordre.
Nous n’avons pas supposé pour le moment que pour tout couple

(x,y) d’éléments de E on avait :
xRy ou yRx.

Si, au contraire :
vz, y) € E2, vRy ou yRuz,
on dit que R est une relation d’ordre total.
Dans le cas contraire, on dit que R est une relation d’ordre partiel

ou une relation d’ordre (sans épithete). )
Les exemples précédemment cités sur I'ensemble des réels étaient

des relations d’ordre total. On peut au contraire citer les exemples sui-
vants d’ordre partiel.

1) Sur I'ensemble des lieux appartenant au bassin d’un fleuve, la
relation « étre en aval de » :

Rouen est en aval d’Auxerre,

mais Auxerre et Troyes ne sont pas comparables.

2) Sur Pensemble »(E), I'inclusion A c B est de méme une relation
d’ordre partiel.

Notations. Nous conviendrons de noter une relation d’ordre :

a<b

ce que nous lirons a est avant b, ou a e’st antérieur a4 b, ou b est aprés q,
ou b est postérieur a a.

R étant une relation d’ordre, la relation S définie par :

aSh <= bRa

est évidemment aussi une relation d’ordre. Chacun des deux ordres est

dit dual de Pautre.

Autre exemple : Ordres sur le plan.

Nous citerons 2 relations d’ordre possibles sur le plan rapporté i
2 axes de coordonnées, c’est-a-dire sur R? (R représentant I’ensemble des
réels) :

1) Etant donnés les points M (x1, x2) et P (y1, y2), on posera :

<
M<Pe | TS0
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Exercice 14. — Soit S une relation d’équivalence sur F; on définit
R sur E par
xRy <> f(x) S fly)

Montrer que R est une relation d’équivalence.

Remplacons maintenant F par f(E), ce qui revient & supprimer dans
F les éléments qui ne sont pas images d’éléments de E, et considérons

Papplication :

g

E— f(E)
remplacant ainsi f par une application surjective. On peut ensuite consi-
dérer I'application canonique de [(E) dans F qui & tout élément de f(E)
fait correspondre lui-méme (cette application est ¢videmment injective ;
plus généralement, on appelle injection canonique d’une partie A d’un
ensemble F dans ¥ P'application :

A—F

qui, & tout x € A, fait correspondre x lui-méme).

On peut donce écrire :
[==1cg
pour traduire le schéma : ,
g i
E— f(E) — F.

Revenons & la relation d’équivalence xRy <= f(x) = f(y). Elle
pourra aussi bien étre définie par g(x) = g(y). Mais cette fois, g étant
surjective, tout élément u de f(E) est image d’'une classe d’équivalence
dans E, donc correspond 4 un élément de ’ensemble quotient E/R qui

o | .
peut donc étre représenté par f (u). L’application g peut alors étre
décomposée de la facon suivante :
E— f(E) — F.
L’application E —— E/R est application canonique de ’ensemble E

L=t
sur ensemble quotient. L’application E/R —— f(E) qui & tout x = [ (u)
fait correspondre u est une bijection. Finalement, on écrira :

f=1lotorp
avec .
¥ ) {
E—— E/R— f(E) —> F
x x u u

surjection bijection injection

canonique canonique
Exemple : E étant une boule fermée (ensemble des points M fels
que OM < rayon), f sera la projection orthogonale de E sur un plan F;

[(E) sera le disque fermé, projection de E. Un élément x est un segment
de la boule perpendiculaire & F. Ces éléments se correspondent biunivo-
quement avec la trace de leur support sur F.

14. Relations d’ordre.

Il s’agit de donner une formulation mathématique des idées de
« avant » et « aprés ». Or, dans le langage courant, b est avant a et ¢ est
avant b entraine que ¢ est avant a. La relation « b est avant a » devra
donc étre transitive. Ensuite, « a est avant b » et « b est avant a » s’ex-

R
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cluent dans le langage courant. Ici, les mathématiciens considérent deux
cas différents suivant que les deux affirmations précédentes s’excluent
ou bien sont compatibles dans le seul cas oli a et b sont égaux. Nous
poserons donc les définitions suivantes :

Relation d’ordre strict. Une relation R sur un ensemble E est dite
relation d’ordre strict si :
v(a, b,c) €E2 aRb= non bRa.
v(a, b) € E aRb = non bRa.

Relation d’ordre. Une relation R sur un ensemble E est dite relation
d’ordre (sans épithéte) si :
¥(a, b, c,) €E* aRb et bRc= aRc transitivité.
va € E aRa, réflexivité,
y(a,b) € E2 aRbet bRa=>a=1>,
cette derniere propriété étant parfois nommée « antisymétirie ». Bien
entendu, les relations a < b et a < b entre nombres réels sont respecti-
vement une relation d’ordre strict et une relation d’ordre.
Nous n’avons pas supposé pour le moment que pour tout couple
(x,y) d’éléments de E on avait : '
xRy ou yRex.
Si, au contraire :

v(x, y) € E2, xRy ou yRx,
on dit que R est une relation d’ordre total.

Dans le cas contraire, on dit que R est une relation d’ordre partiel
ou une relation d’ordre (sans épithete).

Les exemples précédemment cités sur I'ensemble des réels étaient
des relations d’ordre total. On peut au confraire citer les exemples sui-
vants d’ordre partiel.

1) Sur l’ensemble des lieux appartenant au bassin d’un fleuve, la
relation « étre en aval de » :

Rouen est en aval d’Auxerre,
mais Auxerre et Troyes ne sont pas comparables.

2) Sur 'ensemble 2 (E), inclusion A ¢ B est de méme une relation
d’ordre partiel.

Notations. Nous conviendrons de noter une relation d’ordre :
a<b,
ce que nous lirons a est avant b, ou a est antérieur a b, ou b est aprés a,
ou b est postérieur a a.
R étant une relation d’ordre, la relation S définie par :

aSb < bRa
est évidemment aussi une relation d’ordre. Chacun des deux ordres est
dit dual de Vautre.

Autre exemple : Ordres sur le plan.

Nous citerons 2 relations d’ordre possibles sur le plan rapporté a
2'3;&;3 de coordonnées, c’est-a-dire sur R? (R représentant ’ensemble des
réels) :

1) Etant donnés les points M (x1, x2) et P (y1, y2), on posera :

s | 2 <
M<P x;Sg;
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1l s’agit d’une relation d’ordre partiel. M est avant tous les points du
gquadrant 1, aprés tous ceux du quadrant ITI, n’est pas comparable & ceux
des quadrants II et IV (fig. 2).

Remarquons que ce qu'on nomme en probabilités, la valeur de la
fonction de répartition F (x1, x2) est la probabilité pour qu’un point soit
antérieur au point M (x1, x2), c’est-a-dire pour que ce point tombe dans
le quadrant IIIL.

/.

1 7 Y
Tl .

Fi1c. 2 Fic. 3

2) On posera :
M<P<> 1<y ou xi=Yy1, L2SY2

Cette fois, il s’agit d’une relation d’ordre total. Les points antérieurs
34 M sont ceux du demi-plan situé & gauche de z’z et ceux de la demi-droite
Mz ; ceux du demi-plan de droite et ceux de la demi-droite M z sont
aprés M (fig. 3).

Cet ordre, qui est fondé sur le méme principe que celui adopté pour
les mots d’un dictionnaire, est dit ordre lexicographique.

Remarque. De la méme fagon que nous venons d’ordonner le plan R2,
on peut ordonner un espace a4 n dimensions R" par Pun ou lautre des
procédés que nous venons d’indiquer.

Exercice 15. — Relation d’ordre sur I‘ensemble R des relations d'équiva-
lence sur un ensemble E. On dira:

Ry < Ry (on lira ici « Ry est plus fine que Rg ») si xRiy = xRay.

Montrer qu’il s’agit ‘bien d’une relation d’ordre; gu’en résulte-t-il pour
les graphes des relations Ry et Ry ?

Exercice 16. — F étant un ensemble ordonné montrer que le premier pro-
cédé utilisé pour le plan permet de munir d'un ordre I'ensemble F (E, F)
des applications de E dans F.

Autre exemple : Un mobile étant en mouvement sur un axe Oz, on
considére « 'espace temps » qui est ici le plan rapporté aux axes Ot et
Ozx ou 'on considére le point M de coordonnées : le temps f et 'abscisse x
du mobile 4 linstant . On suppose que la vitesse du mobile doit rester
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en valeur absolue inférieure a4 une valeur fixe ¢ (vitesse de la lumicre
dans la} théorie de la relativité). Un point M ({,, ,) étant donné, on peut
considérer le passé et le futur du mobile, ceux-ci étant définis respecti-
vement comme I'ensemble des positions que le point M peut avoir occu-
pées avant et celles qu’il est susceptible d’occuper aprés.

Ceux-ci sont respectivement les points de 2 angles opposés par le

sommet, définis par les 2 droites de coefficient angulai _
par Mo (fig. 4). P gulaire ¢ et — c passant

avant
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15. Eléments remarquables dans les ensembles ordonnés.

tM(,I jorant d’un ensemble. E étant ordonné par une relation d’ordre =<,
Zon;nderons un sous-ensemble A &€ » (E). a sera dit élément majorant de
si:
vViE A z<a.

Si un ensemble a des majorants, on dit qu'il est majoré.
. E étant le plan ordonné par la premiére des relations d’ordre consi-
dérées ci-dessus, le point a majore tout ensemble tel que A, formé de

points du 3° quadrant défini par a. Au contraire, la bande de plan B
n’admet aucun majorant.

o

Fie. 5 Fic. 6
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Remarque. On définit de facon analogue un minorant.

Plus grand élément d’un ensemble. On nomme ainsi un majorant qui
appartient & I'ensemble. Si un tel élément existe, il est unique. En effet,
si a et b étaient deux tels éléments, la définition appliquée a a entraine-
rait b < a et appliquée & b entrainerait a < b ; done : b =a.

Remarque. On définira de fagon analogue un plus petit élément.

Elément maximal. Un élément a d’un ensemble A est dit maximal si

aE A xrEA a<xr = x=aq,
autrement dit si a est aprés tous les éléments qui lui sont comparables.
Un plus grand élément est maximal mais la réciproque est fausse. Par
exemple, sur la bande de la figure précédente, tout élément de la frontiére
supérieure est maximal sans étre plus grand élément.

Remarque. On définira de facon analogue un élément minimal.

Borne supérieure d’'un ensemble. On dit qu'un ensemble admet une
borne supérieure si I'ensemble de ses majorants admet un plus petit
élément (désignée en anglais par 1. u. b. lowest upper bound). On appelle
de méme borne inférieure (en anglais g. 1. b. greatest lower bound) le plus

grand élément de I'ensemble des minorants.
/)

ehsemble

a des majorq}l’; 7

. . majcrnnr:/ b
ensemble des’
‘minorants R
/ gy 7
/ % as=z sqr {a,‘,j
- Z Z La inf {a,&:}
Fie. 7 Fic. 8

Notations. Les bornes supérieures et inférieures d’un ensemble A
seront notées :
sup A et inf A,
Dans le cas particulier d’un ensemble constitué de 2 éléments [a, b {, on
pourra employer les notations :
 aVb=sup |a,b|et apab=inf |a,b|.
Ces signes, déformations des signes de réunion et d’intersection, se jus-

tifient par le fait que dans le cas de I'ensemble ?(E): des parties d’un
ensemble ordonné par la relation d’inclusion :

sup(A,B)=A UB inf(A,B)=An B,
puisque :
CcA,CcB=>CcAnB
et :
CoA, CoB=>C> AUB.
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Exemple : Dans le plan ordonné par la premié¢re de nos relations
d’ordre, Pensemble de 2 éléments admet toujours une borne supérieure
et une borne inférieure. En effet, 'ensemble des majorants d’'un point
est ensemble des points du quadrant I (relatif & ce point). L’ensemble
des majorants de I’ensemble constitué de 2 points a et b est donc linter-
section de 2 quadrants I. Il est facile de vérifier que dans tous les cas
cette intersection est un quadrant qui a son sommet pour plus petit
élément. Les circonstances sont analogues pour 'ensemble des minorants

(fig. 7 et 8).

16. Treillis.

Quand un ensemble ordonné est tel que toute partie | a, b!formée de
2 éléments admet une borne supérieure et une borne inférieure, on dit
qu’il forme un treillis (en anglais lattice) ou encore qu’il est réticulé.

Remarquons quun ensemble muni d'un ordre total forme toujours
un treillis. Des cas plus intéressants sont fournis par des ensembles munis
d’un ordre partiel qui aient une structure de treillis.

Exemples : 1) Le plan muni de la premiére de nos structures d’ordre,
comme on vient de le montrer.

2) P(E) ordonné par Pinclusion est un treillis, comme nous Pavons
vu aussi ci-dessus.

3) Sur P’ensemble des entiers naturels, la relation

alb (a divise b)

est une relation d’ordre partiel et la borne su%érieure de 2 nombres est
leur P.P.C.M.,, la borne inférieure est le P.G.C.D.

Exercice 17. — Montrer que l'ensemble des relations d‘équivalence muni
de lordre indiqué dans l'exercice 15 forme un treillis.

Exercice 18. — Considérons une relation réflexive, transitive, mais pour
laquelle on peut avoir xRy et yRx avec y £ x.
Considérons la relation S définie par :
xSy <=> xRy et yRx

Montrer que S est une relation d’équivalence et que sur E/S on peut
définir un ordre naturellement associé & la relation R.




CHAPITRE II: GROUPES

§ 1. — GENERALITES SUR LES STRUCTURES ALGEBRIQUES.

On dit qu’on a muni un ensemble d’une structure algébrique quand
on a défini des opérations (ou loi de composition) entre les éléments de
cet ensemble.

1. Loi de composition interne.

A tout couple d’éléments de E, la loi fait correspondre un élément

de E (*). Donner la loi est donc donner une application
E2—— E

Exemples : 1) L’addition et la multiplication sont des lois de com-
position interne sur I’ensemble des réels.

2) La réunion et I'intersection sont 2 lois de composition interne sur
Pensemble des parties d’'un ensemble.

3) Les lois

(a,b) >a pAb et (a,b) >aV¥ b

sont 2 lois de composition internes sur un treillis. Le 2° exemple n’est
d’ailleurs qu’un cas particulier du 3°.

2. Loi de composition externe. Il s’agit cette fois d’une application
EXF—E
L’exemple le plus simple est celui du produit d’'un vecteur par un
scalaire qui, au couple formé d’un vecteur et d’un scalaire, fait corres-
pondre un vecteur.
L’ensemble F est dit ensemble des opérateurs.

Remarque. — Le produit scalaire, faisant correspondre un nombre a
un couple de vecteurs, apparait comme une application
E2— R

ol E désigne 'ensemble des vecteurs libres de 1’espace. Ce n’est donc pas
une loi de composition.

3. Propriéiés des lois de composition interne. Nous conviendrons de
noter par
aTb

le composé de 2 éléments a et b.

(*) On peut aussi considérer des lois non partout définies, c’est-a-dire qui, & cer-
tains couples d’éléments de E (mais pas forcément a4 tous), fassent correspondre un
élément de E. Une telle loi est, pour utiliser la terminologie introduite en I, 2, 3,
une fonction de E2 dans E et non une application. C’est le cas de la soustraction
dans N. Nous ne ferons ici aucune étude générale de telles lois, car dans les cas
élémentaires, le progrés a consisté i utiliser la possibilité (qui n’existe pas dans
le cas général) de remplacer I’ensemble E par un ensemble F plus vaste sur lequel
la loi non partout définie de E a été prolongée en une loi partout, définie sur F.
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Commutativité. Si
v(a, b) € E2 aTb=>bTaq,
on dit que la loi est commutative.

Les opérations de I’algébre élémentaire sont commutatives, mais les
exemples de lois non commutatives sont nombreux : produit de 2 trans-
formations en géométrie ; composition des permutations de n éléments,
c’est-a-dire des applications bijectives d’un ensemble de n éléments sur
lui-méme.

Associativité, Si

V(a, b, ¢) € E3 (@Tb)Tec=aTOBTo),
on dit que la loi est associative. Dans ce cas, ’élément obtenu sera noté :
aThTe.

Observons qu’une puissance d’un élément (en adoptant le langage
de Popération multiplication) n’est un élément défini sans autre conven-
tion que si la loi considérée est associative.

Exemple de loi non associative : celle qui, 4 un couple de points de
Vespace, fait correspondre leur milieu.

Elément neutre. Soit toujours une loi de composition interne sur un
ensemble E. On appelle élément neutre un élément e tel que :

VaE€EE aTe=eTa=a.
Exemples : 0 est élément neutre pour Paddition dans R.
1 est élément neutre pour la multiplication dans R,
la t{{agnsformation identique pour le produit de transformations dans R2
ou R3.

Si Ya€ E ¢ Ta=aq, ¢ est dit élément neutre a gauche.

Si ya€ E aTe” = a, e” est dit élément neutre ¢ droite.

Sil existe un élément neutre & gauche et un élément neutre a droite,
ils sont égaux ; en effet :

eTe =¢ puisque e’ est neutre 4 gauche
eTe =e .. .., e’ . droite,

Elément inverse. 1’é1ément inverse d’un élément a est ’élément o’
défini, s’il existe, par :

. aTad =aTa=ce.
11 est noté a—!. On dit alors que a est inversible.

§ 2. PROPRIETES GENERALES DES GROUPES. HOMOMORPHISMES

Dans tout ce qui suit, il s’agira de loi de composition interne sur un
ensemble. Sauf avis contraire, la loi de composition sera notée multipli-
cativement, ab désignant le composé de a et de b pris dans I’ordre indiqué.

1. Axiomes de la structure de groupe,
On dit qu’un ensemble G est un groupe pour une loi de composition
donnée sur un ensemble si :
1) La lof est associative :
Vg, be)E€EG (ab)c=a (b o).
2) Il existe un élément neutre bilatére :
Vi€ G ae=¢caq=aq.
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3) Tout élément admet un inverse bilatére -
Ya € G Jja—t € G aa—t=qagla=-e.
3 3
Ces axiomes de la structure de groupe sont plu’s forts qu’il n’est
nécessaire. On peut en effet montrer que le s‘ysteme’d'axmmes que nous
allons considérer maintenant entraine le systéme précédent et, en 'constej
quence, suffit a établir une structure de groupe. Ce systéme est le suivant :

1) La loi est associative.

2 bis) Il existe un élément neutre ¢ droite e :
VaiEG ae=a.
3 bis) Tout élément a un inverse a droite :
ViEG 3IE€EG ad=ce.
Montrons d’abord que a’ est inverse a gauche, c’es’t-é-dire que
a’ a = e. Pour cela, considérons I'inverse & droite de ¢’ que 'on note a” :
al al' e e,
et calculons a’ a en utilisant la propriété d’associativité :
ara — a;ae — ata (aran) e (aa:) arr — a'ean —_ ara” —
Montrons ensuite que e est élément neutre & gauche en montrant que
eq == a pour tout a !
ea == (aa’) a = a (a'a) = ae = a.
Remarque. L’inverse d’un produit de plusieurs facteurs est le produit
des inverses des facteurs pris dans l'ordre opposé :
(abe)—! == ¢c—1 b—1 q—1.
En effet :
(abc) (c—1b—1a—1) = ab (cc—1)b—1 a1
= abe b~ ¢! = a(bb—!) a—! = aea—! = aa—! = e.

2. Applications du groupe sur lui-méme et résolution des équations dans un
groupe.

Considérons les produits de tous les éléments d'un groupe G par un
élément a de G, ce qui veut dire que nous considérons Papplication :
rE€G— ar € G

Cette application est injective, car ar=ay=> a'ar=a'ay,
donc x =uy.
Elle est surjective car :
Vb€ G 3x tel que ar = b c’est x=a1b.

Elle est donc bijective. : pott
Cette propriété fondamentale est illustrée par les tables de Pythagore
du grgupe? talf)leaux 4 double entrée ot figurent les composés de 2 é1é-

ents. )
" La propriété précédente s’exprime immédiatement par le fait que
dans la colonne a figure une fois et une seule chaque élément du groupe.
La méme propriété peut étre démontrée pour les lignes en considérant
une multiplication 4 droite et I'application :

r—> xa.
Remarque. Le fait que Papplication x-—— ax (ou Papplication
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* ——> xa) soit injective peut s’énoncer : une égalité entre éléments d’un
groupe du type ax = ay (ou xa = ya) est simpl;'ﬁable :
ar=aqy=>x=y ra==ya=xr=y.

Fic. 9

Il résulte de ce qui précéde que Uéquation
ar==2>,

ggll{lziignappartlennent au groupe et oir x doit lui appartenir, admet la

r=a"'b
et n’admet qu’elle. 11 en sera de méme pour I'équation
. ra=>b
qui admet la solution
T = ba—!

et n’admet qu’elle.

On reconnait les formules classi : == i
¢ ques : a 4 x==> a pour solutio
X ==opposé de a + b dans R (ensemble des réejfs) qui forlge un gro&plé

Y

par rapport a laddition, et ax =5 a pour solution r=-Xb dans
: a

R —]0fou dans R+ — |0/ (ensemble des réel 0 if
pes par rapport & la multiplication. ® > O qui forment des grou-

Réciproquement. Si, sur un e o .
sition assooition tos e nsemble E, est définie une loi de compo-
Ya Vb€ E r&E E = —
cette loi est une loi de groape, a=>b 3YEE ya=1,

En effet, montrons I’existence d’un élément ne : i
. ; ] utre & droite. L -
miére hypothése permet d’affirmer qu’il existe e, tel que azm_—f aLd pre
Il suffit alors de montrer que Y¥b  Dbe,=b. ’ .

Pour cela, utilisons la 2° hypothése et soit y tel que ya=="=:
be, = yae, = y(ae,) = ya = b,
Donc, e, que nous notons dorénavant e est neutre a droite. Ensuite,

LeS axiomes falbles énOIlCQS Cl-dessus Sont dOI}C ‘elifles.
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Remarque. L’unicité des solutions des équations ax =50 et ya=1>
n’a pas été supposée. Elle résulte de I'existence de ces solutions pour les
équations relatives 4 tous les couples (a, b).

3. Partie stable d’un ensemble.

Soit E un ensemble muni d’une loi de composition. Un sous-ensemble
A c E est dit stable pour la loi de composition si
via, b) € A2 ab& A,

Exemple : N (ensemble des entiers naturels) est une partie stable de
Z (ensemble des entiers relatifs) pour Paddition. Une loi de composition
interne est alors définie sur A. C’est une application
AXA— A
qui est la restriction 4 A XX A de la loi de E qui est une application de

E X E dans E.
Cette loi de composition est dite la loi induite sur A par la loi de

composition sur E.
Il sera commode 4 ce propos d’introduire ce qu’on appelle :

4. Extension a »(E) d’une loi de compesition sur E.

Si A c E, B c E, on appellera composé de A et de B ’ensemble défini
par :
AB=|c; 3a € A, b€ B, c=abl,

Cet ensemble ne doit pas étre confondu avec le produit cartésien
A X B qui est défini dés que A et B le sont et indépendamment de toute
loi de composition. Un élément ab de AB est le composé des 2 éléments
du couple (a, b) de A X B. Toutefois, la notation A% désigne suivant le cas
AA ou A X A (on précisera si une confusion est & craindre).
En particulier, on considérera I'ensemble des produits par un élément
fixe a de tous les éléments d’une partie B de E :
ja|B=lc; ab&€B c=ab|
que, par abus de langage, on notera plus simplement aB. De méme, on
note par A—! ’ensemble des inverses des éléments de A :
A-1l=|b; @€ A c=ab|.
Remarquons les régles de calcul suivantes qui sont évidentes :
AcB >ACcBC,
AcB =>A1c B.

Si A—1 n’est pas vide, ¢ € AA—', mais généralement { e} s AA-1
Avec ces notations, une partie stable est caractérisée par AA c A.

5. Sous-groupes.

Si g est une partie stable d’'un grouge G qui soit un groupe pour la
loi induite, g est dit un sous-groupe de G.

Exemples : Dans Z, P'ensemble des entiers pairs (noté 2Z) est un
sous-groupe pour laddition. Dans le groupe des déplacements plans, les
translations forment un sous-groupe.

5i g est un sous-groupe de G, en tant que partie stable il satisfait 4 :

. 99 < g
et, en tant que groupe, a :
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gicg.
Réciproquement, si g est une partie stable de B satisfaisant 4 :
gltcg et g°cy,
g est un sous-groupe. En effet :
aE€g al€glcy aa—l =¢ € g*>Cyg,

donc e appartient &4 g et puisque g—! c g, tous les inverses des éléments
de g sont donc dans g.

__ Remarquons enfin qu’en appliquant les régles de calcul signalées
ci-dessus, onAtrouve que g—'cg entraine gc g—!, donec g=g-1 et que
le |c g entraine eg = g cgg qui, avec gg c g, donne gg = g.

Exercice 19. — Quelles sont toutes les structures de groupe pour des
ensembles de n = 2, 3, 4, 5... éléments.

Pour n == 2, on trouve une seule structure possible dont la table de
Pythagore est donnée ci-contre. Tous les groupes 4 2 éléments ont donc
la méme structure. Nous dirons qu’ils sont isomorphes. Rentrent, entre
autres, dans ce schéma : '

loi de composition élément e élément «a
« régle des signes » signe - signe —
somme classe des entiers ==( classe des entiers==1
. (mod 2) (mod 2)
produit *lasse des entiers =1 classe des entiers =2
(mod 3) (mod 3)
produit.
(ou composition) symétrie par r
de transformations identité yé une d€o§te ?&%‘.}rt
produit 1,2
de permutations identité permutation (2’ 1 )

Nous allons définir de facon plus générale :

6. Isomorphisme des groupes.
) On dit que 2 groupes G: et G: dotés de lois de composition
notées respectivement J et T sont isomorphes quand :
1) il existe une bijection ¢ de G1 sur Go ;
2) VP € G o1y =¢@To@ 1)
Ceci peut étre schématisé de la fagon suivante :
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Les lois de composition sont les applications :

1 T
G—>6G  G— G
D’autre part, on peut faire correspondre G2 a G par lapplication
désignée par ¢ X ¢ :

e X ¢
(x, y) € G—— (5(@), 9y € G

On peut alors faire le diagramme :

o X ¢

G} —m G3

;i@r

G1-~——‘—>G2

L’égalité (1) exprime alors qu’on peut aller de Gi & G2 par un chemin
ou par Pautre sans que le résultat en soit modifié. Un tel diagramme est
dit commutatif.

Exemples : Gy et Go étant R+ et les lois de groupe T et 1 la multipli-
cation, ¢ étant I'application

@
r— T,

'isomorphisme exprime simplement que le produit des racines (chemin
de droite) est égal a la racine du produit (chemin de gauche).

G, étant R+, la loi 1 la multiplication, G2 étant R, la loi T Paddition,
¢ étant I'application :

x —> Log z,

Pisomorphisme exprime que le Log du produit (chemin de gauche) est
égal a la somme des Log (chemin de droite).

Un isomorphisme de G sur lui-méme est appelé automorphisme.
Notons que parmi eux il y a I'identité.

Automorphismes intérieurs. Soit un groupe G non commutatif et soit
a un élément de G. Considérons I'application :

xr—> axa—?

qui ’est pas une identité si « ne commute pas avec tous les éléments de G
(IbEG ab=ba).

Cette application définit un isomorphisme de G sur lui-méme appelé
automorphisme intérieur. En effet :

1) Cette application est bijective. Elle est en effet la composée des
2 applications :

r—sar=y et y—>yal, .

dont nous avons montré plus haut qu’elles étaient bijectives.

92) Cette application est compatible avec la loi de composition du
groupe. En effet, elle fait correspondre :



— 36 —

r—>axa?
y—>aya?
xy —> a (xy) a—*.
Or (axa) (aya?) = ax (a—'a) y a—! = a (xy) a—".

L’image du composé (par la loi de groupe) est donc bien le composé
des images.

Nous allons considérer maintenant Uensemble A des automorphismes
intérieurs d’un groupe G et montrer que cet ensemble a une structure
de groupe.

Soient ¢, et ¢, les éléments de A, automorphismes définis comme
précédemment, respectivement & Iaide des éléments a et b. Le composé
009, de deux automorphismes intérieurs est un automorphisme intérieur.
En effet, faisons subir & un élément x Papplication composée ci-dessus.
Il vient :

Pa Pb
- axa—! ——> b (axa—") b—! = (ba)x(a—'b—*)
= (ba)x(ba)—",
ab étant un élément de G, on peut donc écrire :
9p 090 = Poa-

Cette loi de composition est associative en vertu méme de cette éga-

lité, car :

x

9e0(9p09a) == @ooPpy == Pog == Pe0Pa == (95098) 0 Pas
cette loi posséde un élément neutre car ¢, est I'identité.
D’autre part, tout automorphisme intérieur a un inverse qui est
Papplication réciproque :
—1
$q = 9
car ‘{:’a,MI 0P, == Qg —1a = Pe» d’aprés 1).
A forme donc un groupe, la loi de composition interne étant la com-
position (au sens des applications). Nous pouvons nous demander si ce
groupe est isomorphe a A.
L’application
aEG—— ¢, €A
est compatible avec les lois de composition définies sur G et A en vertu
de I’égalité (1). Il resterait donc seulement a établir que cette application
est bijective et, comme elle est évidemment surjective, il faudrait seule-
ment montrer qu’elle est injective.

Exercice 20. — On montrera qu’elle I'est si, et seulement si G ne posséde
aucun élément =4 e qui commute avec tous les autres.

7. Homomorphisme des groupes.

Soit une application ¢ d’un groupe G dans un ensemble K muni d’une
loi de composition et qui jouit de la méme propriété qu'un isomorphisme,
exprimée avec les mémes notations par : o

o (x 1y =9 Tay), L
mais que, cette fois, on ne suppose plus bijective.

Une telle application est appelée homomorphisme de G dans E.

Si Papplication ¢ est injective, on parlera d’homomorphisme injectif
ou monomorphisme.

Si Iapplication ¢ est surjective, on parlera d’homomorphisme sur-
jectif ou épimorphisme.
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Soit donc une application d’un groupe G (loi de composition notée 1)
dans un ensemble E muni d’une loi de composition (notée T), et utilisons
la factorisation canonique des applications vue au chapitre premier.

@ h i
G G/R f(G)—— E
appl. canonique bijection inject. canonique
f = iohocp
et supposons que f soit un homomorphisme, ce qui se traduit par I'hy-

potheése :
. [@ TfQy) =f(x l.é!]) (D),

et voyons ce qui en résulte pour les divers ¢léments de cette factorisation.

D’abord, f (G) est une partie stable de E et est un groupe. En effet,
I’hypothése (1) montre que f(G) est une partie stable pour T, puisque
2 éléments quelconques de f (G) sont de la forme f(x) et f(y) et que leur
composé par T est I'élément f (x L y) qui, par définition, appartient aussi
a f (). L’associativité de la loi induite par T sur f (&) découle immédia-
tement de celle de la loi g.

Cette méme égalité (1) monire que :
f@) Tfle) =f(x Le)=[),
donc que f(e)’est élément neutre pour T.
Enfin, f(x—11), x—*'1 désignant I'inverse de x pour la loi de compo-
sition sur G, est 'inverse [f(x) |='T pour la loi sur E, puisque :
[@i a) =[(e) = f@) Tfla—?).
Done, f (G) est un groupe.

Si maintenant nous négligeons E pour ne considérer que f (G), nous
sommes devant un homomorphisme surjectif qui se factorise comme suil :

h
G G/R —> f (G).
r—s x —> f(x) = h).

Les 2 ensembles G et f(G) sont munis de leur loi de composition ;
quant a I'ensemble G/R jusqu’ici non structuré, nous allons le munir
d’une loi de composition que nous noterons * et qui sera déterminée par
la condition que h soit un isomorphisme, ce qui n’est possible que d’une
segl’e maniére. Voyons ce qui en résulte pour ¢. Nous avons donc le
schéma :

9 h
G ——— G/R — f(G)
i *  isomorphisme  §
Le fait que f soit un homomorphisme s’écrit :
vz, y) € G2 flxr y) = f@) Tfy)
ou h(x 1y) = h(x) T h(y) €Y
Le fait que h doive étre un isomorphisme donne de méme :
h(x *y) = h(x) T h(y) ).
En rapprochant (1) de (2), on trouve que la loi * satisfait a :
ziy=xxy v,y €G>
c’est-a-dire olx L y) = o(x) * o(y),

c’est-a-dire que ¢ est un homomorphisme. L’ensemble G/R muni de cette
loi de composition est I'image homomorphe du groupe G par 'applica-
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tion canonique G ——> G/R. C’est donc un groupe que I'on qualifie de

roupe quotient de G. . )
I Il;lt,qen conclusion, un homomorphisme d’un groupe G dans un ensem

ble E quelconque muni d’une loi de composition peut se factor?ser en:
1) un homomorphisme surjectif dc(zG()} sur un groupe quotient G/R ;
9) un isomorphisme de G/R sur ;
3% un homon{)orphisme injectif d’'un sous-groupe f(G) de E dans E.

i étre homomor-
obtiendra donc tous les groupes auxquels G peut étre 1
he Snndéterminant tous les groupes quotients G/R auxquels il peut étre
homomorphe. Cherchons a caractériser ces groupes quotients.

La relation R est définie par : »

o e oo f(yl), d lois de groupe 2 la

: peut aussi s’écrire, en revenant pour les deux lois de groupe

xcle(g)t(zlitcliloﬁ multiplicative et en désignant par ei, I'élément neutre du

Gy = (G):
groupe Gi1 = [ (@ @] = e

Or, en vertu de I’homomorphisme, cette derniére relation peut
g’écrire : g = en
c’est-a-dire que : »
2yt € f (ew),
Fl(el) étant 'image réciproque de e; dans G ; cet;(e image est appelée le
noyau de P’homomorphisme. Il peut se faire que f (e1) se réduise a e :

-1
f (er) =lef.

Cette condition est évidemment réalisée quand I’homomorphisme :

- ) le est suffisant
i i Sci t, elle est suffisante
de Gy sur G est un isomorphisme. Et, réciproquement,
piurlque f soit un isomorphisme. En effet, elle exprime que ’seul‘ (ei‘ a
pour image e1, donc qu’on ne peut avoir f(@) = f(y), cCest-a- II:%
flxy—!) = e1, sans avoir xy—!==¢, Cest-a-dire =1, autrement di
que :
@ =f@ =x=Yy, , . .
donc que [ est injective,fce qui suffit ici pour qu’elle soit un isomor-

phisme.

Revenons maintenant au 1cas général ou le noyau ::i;% a
— [ I O
fen)=1lels ) = %

-

-1 .
et remarquons que le sous-ensemble f (e1) de G, que nous désignons
par g, est un sous-groupe. En effet :
€9 vEYS f(W=e f(v) = ey,
donc : f(uv) = fa)f(v) = ey,
donc: uv€g.

D’autre part : eE€g
Enfin : fa—) = [f 1.

-1
(Ne pas confondre : [fm)]—* avec f @).
fu—1) = [fw) ]~ = ex~1==e1)
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done, g—! ¢ g, donc tout élément de g a son inverse dans g et g est bien
un sous-groupe.

11 résulte donc de la théorie précédente que la relation R, qui don-
nait un groupe quotient G/R homomorphe & G et dont on a vu qu’elle
pouvait s’écrire :

—1
xy—t € f (e1),
prend la forme :
gt €y,
g étant un sous-groupe de G. De plus, ce sous-groupe n’est pas quelcon-
que. Il est invariant dans tous les automorphismes intérieurs de G. Soit,
en effet :
9,(x) = axa—1.
Si: x € ¢, glx) € g, car [flo (1) = fla)eif(a—?) = fla) [fla) ]! = e,,
donc 1 ¢,(9) < g, ce quon exprime par :
va € G aga—' c g
aga—' représentant 'ensemble des axa—! quand x décrit g. Mais, ceci
étant valable pour tout a, on peut écrire :

av'ga g,

ce qui entraine (aprés multiplication a gauche par q, et a droite par a—) :
g caga—i,

done : g == aga—!.

Un sous-groupe qui jouit de cette propriété est dit sous-groupe inva-
riant ou sous-groupe distingué (en allemand Normalteiler). Remarquons
que si G est commutatif, tous ses sous-groupes sont invariants.

On convient de noter G/g 'ensemble quotient G/R muni de la loi
de composition qu’on vient de lui attribuer, c’est-a-dire le groupe quo-
tient. Et nous énoncerons :

Tout groupe qui peut étre image homomorphe d’un groupe G est iso-
morphe @ un groupe quotient G/g, g étant un sous-groupe invariant.

Exercice 21. — 1° Démontrer que 'ensemble des éléments ¢ d’un groupe
G qui commutent avec tous les éléments du groupe forment un sous-groupe
invariant C que l'on appelle le centre du groupe.

2° Reprenant l'exercice 20, montrer que quand G4 | e} , I'ensemble A
des automorphismes intérieurs est isomorphe au groupe G/C.

Etude de la réciproque. A tout sous-groupe invariant g de G, peut-on
associer un groupe quotient G/g qui soit image homomorphe de G ?

Soit donc un sous-groupe ¢. Sans utiliser pour le moment le fait qu’il
est invariant, nous pouvons montrer que la relation R définie par :

Ry ay1 €g

est une relation d’équivalence. En effet :

1) e=gr—1 &g,

2) yrtE€g=> (xy—) =yr €g,

3) € g, yrt € g ay-lyzl =1z € g.

Pour cette relation d’équivalence, la classe d’équivalence de x est :

x= |y 2Ry |=ly ;g Eg|=]y; yx! €g/,

cette derniére formule exprimant que x est 'ensemble des y tels que :

. WwEyg y = uzx,
c’est-a-dire ’ensemble des ux pour u décrivant ¢ ; on écrira :
xr=gx
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et on appellera cet ensemble une classe & droite relativement & g. On
peut définir de méme la relation d’équivalence S par :
Sy <=yl €9 < iy €g.

La classe d’équivalence de x est alors xg, classe a gauche relative-
ment 2 g.

La définition d’un sous-groupe invariant :

(xgr—! =g <> 19 = gx),

n’est donc autre que : sous-groupe dont les classes 4 gauche sont iden-
tiques aux classes a droite, ’est-a-dire, encore, sous-groupe tel que les
deux relations d’équivalence R et S soient confondues.

Il s’agit de montrer maintenant que I'on peut munir G/R d’une loi
de composition (notée *), telle que l'application canonique :

¢: G—> G/R

soit un homomorphisme (G/R, image homomorphe d’'un groupe, sera

alors un groupe).
Le fait que ¢ soit un homomorphisme impose comime loi de compo-

sition :

Ceci ne sera possible que si u décrivant toute la classe x et v toute
la classe y, le produit uv appartient toujours 4 la classe de xy, c’est-a-
dire si:

gxr gy < gxry

gx gy contenant d’ailleurs gx ey, ¢’est-a-dire gxy, I'inclusion précé-

dente est équivalente a I'égalité :
gxr 9y = gry (D).
Pour un sous-groupe quelconque, il n’en est généralement pas ainsi.
Mais si ¢ est invariant :
gx == 14,
ce qui veut dire :
vuE€g IJuw€g telque ur= X,
et, dans ce cas, on peut écrire :
) grgy = gg9xy = gry, . ., .
ce calcul symbolique traduisant 14 stuccession d’égalité entre éléments :
v(uv) € g* uxvy = WY = x(w'o)y = xwy = Wy
aveew=uv g et wEyg.

L’égalité (1) est donc démontrée moyennant hypothése que g est
invariant ; G/R est dans ce cas identique & G/S; on note cet ensemble
quotient, auquel on vient de donner la structure de groupe G/g, et il est
'image homomorphe de G.

En rapprochant ce résultat de celui démontré page 45, nous pou-
vons énoncer :

Pour que Uespace quotienl G/R @Ry <>y €9) puisse étre
image homomorphe de G, il faut et il suffit que g soit un sous-groupe
invariant de G.

Ou encore :

On obtient tous les groupes qui peuvent étre images homomorphes
de G en prenant tous les groupes isomorphes aux groupes quotients G/g,
g décrivant Pensemble des sous-groupes invariants de G
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Exercice ?2. — Relation d‘équivalence réguliére.
i g, R e selotion: dhqcinalonce sur Gr qos Goht e pour o
. : un i ence , que doit étre our qu
o Pl i s T ot G5 e o 5 oot i
so;: )Gi(:; eé:gb(l}i;: gues%of!tcrgonﬁition nécessaire et suffisante pour qu'il en
o e & guliere par rapport & la loi de composition sur
Va &€ G xRy => axRay et xaRya

n montrera (sans utiliser la théorie dU COU!S) que cette COHdl“O“
est equi alente a: il existe un sous-groupe in ariant g de (5 tel que :
2 iv A i invari .

xRy & xy—1 &g

8. Quelques exemples de groupes et de sous-groupes.

I(ihz’ el?semtble des entiers relatifs, forme un groupe pour laddition

rchons tous ses sous- i i i .

Stant oerchons Lot sous-groupes qui seront tous invariants, ce groupe
Un tel sous-groupe contient obli i

grouy ) gatoirement des mombr itif

et des norflbres négatifs. Soit a le plus petit des nombres > 0l il%ugosgliis

groupe ¢ ; le sous-groupe contient tous les nombres de la forme : .

atat.+fa
’ . n termes,
que P'on convient de noter na. (8i n < 0, on pose na=-—[(—n)a])

Soit b un autre élément du sous-groupe et supposons que :
na <b n
on pourra alors écrire : b ::ia(—l—“{z: e O<r<a
b&€g, na&€ g, donc r€ g, ce qui ireal’ .
, N € r & g, ce qui est contraire a 'hypotheé
le plu.st petit élément positif de g. g ne posséde donc au%%n éTgfngrlllf If 631’1:
ne soit pas de la forme na ; g est I’ensemble des na et sera noté aZ a

Ensemble quotient. Les classes d’équivalence seront de la forme :
xr=x -+ aZ.

®

Il y aura a classes distinctes : 0, i, ..., a/: 1.

Z étant abélien, Z/aZ est image homon Bt
Z , ‘ 1omorphe de Z: o+ f=10a - 8.
st Z;;roupe Z/aZ est le groupe additif des entliers modulo a, noté

II. Groupe additif des réels. Il posséde de nombreux sous-groupes

Z en est un ; R/Z est formé des classes 2
5 ; s r=ua -4 Z, c’est-a-di -
3;'3; ;Seieé; I}llogsﬂl(i)solx‘nge l§roupe noté '51 est appelé parfoi;r(tﬂo(rieesén?lrlale
. rphe au groupe des réels modulo 2=, d
classe est l'e i ili ’ R
oy nsemble des abscisses curvilignes d’un point d’un cercle de

e gg(l)ﬁp(ér?ll’léi gac;es };ggmétrie.i du plan. Contrairement aux précédents

¢ abélien et tous ses sous-groupe i ’

riants. (Par exemple, les rotati e Tomment wn Somegronme
1 C ions de centre fixe for

qui n’est pas invariant). orment un sous-groupe

Parmi les sous-groupes invariants, on peut citer :
?, groupe des déplacements (ou isométries positives), le produit
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IoDoI~1 étant un déplacement si D est un déplacement, que I soﬂ’; un
déplacement ou une isométrie négative. Il y a deux classes : D (dépla-
cements) et o (isométries négatives).

9/ @ est donc un groupe a 2 éléments isomorphe a tous les groupes
4 2 éléments (voir IL, 2, 5). ' »

¢, groupe des translations est un sous-groupe invariant de @, car
DoToD—1 est une translation si T en est une, co’mme on le mo_ntre en
géométrie. D/ T est constitué des classes Do T, D étant une rota’tlon dor}—
née d’angle « ; or, on sait que Iensemble des déplacements DoT consti-
tue lensemble des rotations d’angle a. /T _est donc isomorphe au
groupe des réels modulo 2x : B/27Z, c’est-a-dire a Ti.

o . A . cant

Remargue. Observons quici T est aussi un sous-groupe invarian
de 9. En e(i’fet, on peut décomposer I en S:Di et I-* en D2oS, S étant
une symétrie et D1 et Do des déplacements d’angles opposes, ce qui
donne : v )

IOTOI’“}‘ — SO(DlOTODQ)OS = SO'.F’OS = T s i i

T” étant la translation de vecteur symétrique de celui de T dans la symé-
trie 5.

Ici done :
@ est sous-groupe invariant de 9

T
T I

NOERCY

Il faudrait se garder de croire que cette circonstance est générale :
un sous-groupe invariant d’un sous-groupe invariant de G pouvant ne
pas étre un sous-groupe invariant de G.

i i 8 t
IV. Ensemble ¢ des fonctions conlinues 'r'eelles sur [.a, b]. Ce
ensemble forme un groupe par rapport a l'addition, la fonction [ -4 g
étant définie par :
vz &€ [aq,b] (f+ 9 @ =[@ + 9@,

Pélément neutre étant la fonction partout nulle que nous notons 0.

On peut considérer le sous-groupe des fonctions 'nulles en T
soit J.,. Le groupe étant abélien, ce sous-gf'oupe gst invariant. La classe
d’une fonction J est formée de [+ Yz c’est-a-dire de toutes les fgnct-
tions qui, en &, prennent la meme valeur que f ,Le groupe quotien
T/ 9u, est donc isomorphe au groupe additif des réels.

Exercice 23. — Soient G et Gy, deux groupes tels qu'il existe un homo-
morphisme f de G sur Gy.

G —— &y

G/\l;g —_— Gi/g1

— 43 —

—1

a) g1 étant un sous-groupe invariont de Gy, montrer que g = f (gy)
est un sous-groupe invariont de G; et que les groupes quotients G/g et
Gy/g;1 sont isomorphes.

b) Soient deux groupes G et G; et un homomorphisme f de G sur
Gy, g et g1, deux sous-groupes invariants de G et Gy respectivement et
tels que f(g) C g;.

Montrer qu’il existe un homomorphisme h de G/g dans Gy/g; tel que le
diagramme précédent soit commutatif.

Exercice 24.
a) Dans un groupe G d'ordre 2n, tout sous-groupe g dordre n est

invariont.
b) Soit G dordre 2n possédant deux sous-groupes g; et go d’ordre n,
tels que g3 1 g2 == }Je|. Montrer que ceci n'est possible que pour une

seule valeur de n et une seule structure de G. Combien G posséde-t-il de
sous-groupes d’ordre n?

¢} Dons le cas généial d'un groupe G d’ordre 2n ayant deux sous-
groupes distincts d'ordre n, se ramener au cas précédent par un passage

convenable au quotient. Que peut-on en déduire pour l‘ordre et la structure
de G?

9. Générateurs d’'un groupe. Groupes cycliques.

Remarquons d’abord que I'intersection d’une famille de sous-groupes
est un sous-groupe. Soit alors A une partie de G et considérons tous les
sous-groupes qui contiennent A, leur intersection g est le plus petit sous-
groupe de G contenant A. On dit que g est engendré par A ou que A est
un ensemble de générateurs de g.

Supposons alors que A ne contienne qu'un élément a. Le plus petit
sous-groupe contenant a est celui des puissances de a:

oo @ L al...e a a?... am ..,

Un tel groupe g engendré par un seul élément est dit monogéne.
Puisque a*.a™ = a»+™, Papplication :

n &€Z-—a

est un homomorphisme de Z sur g ; g est donc isomorphe 4 un groupe
quotient de Z, c’est-a-dire soit & Z lui-méme, soit & Z/nZ.

Dans le premier cas, qui se présente quand aucune puissance de a
west égale a I’élément neutre, ¢ est un groupe monogéne infini. Dans le
2° cas, a" = ¢, q"+! =@ ... a*t™ = g™, le groupe a un nombre fini d’élé-
ments, n. On dit qu’il est cyclique. n (qui est la plus petite puissance de a
telle que a* = e, et qui est ordre du groupe g) est dit ordre de I'élément a
dans le groupe G.

Or, si G est lui-méme fini, et si g est un quelconque de ses sous-
groupes, toute classe modulo g (classe 4 gauche par exemple) a autant
d’éléments que g lui-méme. Il en résulte que I'ordre de G est un mul-
tiple de 'ordre de g. Dans un groupe fini, Pordre d’un sous-groupe est un
diviseur de lordre du groupe.

Si, en particulier, g est le groupe cyclique engendré par un élément a,
le théoréme précédent prouve que 'ordre d’un élément divise 'ordre du
groupe (tout élément a un ordre fini dans un groupe fini). Il en résulte
que g™ == ¢ avec m|n, n étant 'ordre du groupe, donc a» =e.

Dans un groupe fini d’ordre n, a* = e, a étant un élément quelconque
du groupe.

Remarque. Si p est premier, les entiers différents de 0, de Z,, for-
ment pour la multiplication un groupe &4 p-—1 éléments, comme nous le
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verrons ultérieurement. Appliquée 4 ce groupe, la propriété précédente
n’est autre que le théoréme de Fermat (a—! =1 mod p).

Exercice 25. —

a) A étant une partie non vide d’un groupe G, montrer qu’il existe une
plus petite partie stable A contenant A et que :

A= 1A, neN

b) Déterminer le plus petit sous-groupe contenant A.

Exercice 26, —

1) A et B étant deux sous-groupes d‘un groupe G, on considére le plus
petit sous-groupe g contenant A U B. Montrer que tout éiément de g est
obtenu comme produit d'une suite finie d'éléments appartenant alternative-
ment A et & B.

2) Montrer que la condition nécessaire et suffisunte pour que g soit égal
4 AB est que l'on ait AB = BA (les deux groupes A et B seront dits permu-
tables).

Qu’en résulte-t-il si un des groupes A, B est invariant ?

3) Déduire de ce qui précéde que [‘ensemble des sous-groupes d‘un
groupe G ordonné par inclusion est un treillis.

Méme question pour |‘ensemble des sous-groupes invariants d’un groupe G.
(Préciser ce que sont alors g; Ags et g1 Vga).

4) Montrer que si A et B sont deux sous-groupes permutables et C un
sous-groupe contenant A, A est permutable avec BN C et qu'on o

ABNC) =CNAB

En déduire que le treillis des sous-groupes invariants d’un groupe est modu-
laire ce qui signifie que

A<LC => AVBAQO=AVBAC

On pourra montrer & ce propos que, dans tout treillis, I'implication sui-
vante est vraie

A<C => AVBAO<MAVYBAC

5) Montrer que si A est un sous-groupe invariant de G et B un sous-groupe
quelconque de G, les deux groupes B/AN B et AB/A sont isomorphes.

Exercice 27. —

1) Soit G un groupe abélien d’ordre n fini. Montrer que l'on peut trouver

une suite finie de sous-groupes Ui, Us, ... U, tels que
ec Ugc Us < Usg..... C Uk-1c Uy G
et tels que Ui, Ua/ Uy, Us/ Uz.... U,/ Uk—1, G/ Uk

solent cycliques.

2) On dit qu’un groupe G est simple lorsqu’il n‘a pas de sous-groupes
non triviaux (autres que G et (el ).

Montrer qu’on peut résoudre la question précédente en imposant aux
groupes quotients Ui+1/ Ui d’étre cycliques simples.

Montrer qu’alors le nombre des groupes U, et ['ensemble des ordres des
groupes quotients est unique pour toutes les décompositions de ce type.
(Autrement dit, pour deux décompositions différentes, on obtiendra comme
groupe quotient les mémes groupes cycliques simples, mais pas forcément
dans le méme ordre). i
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§ 3. PRODUIT CARTESIEN DE GROUPES

1. Soient 2 groupes Gi et Gz et soit :
G=G1 X Ge=1{(a,a) ;01 €G a:€G:},
leur produit cartésien. Nous pouvons doter ce produit cartésien d’une
structure algébrique en définissant I'opération :
, (ai, az) . (by, b2) = (aibi, a2b2).

Il est immédiat que Gi X G: forme un groupe pour cette opération,
I'élément neutre étant (ey, e2) sier et ez désignent respectivement les
¢léments neutres de G; et Go.

Exemples : 1) R X R ol R est le groupe additif des réels forme un

groupe :
_ @,y + @, y) = @&+, 5+ y),
cette opération n’est autre que la somme vectorielle.

Ceci s’étend sans difficulté a R

2) R X T, représente les points d’un cylindre.

3) T1 X T représente les points d’un tore.

Sur 'une comme sur 'autre de ces surfaces, comme précédemment
sur le plan R2?, 'opération de groupe est une loi de composition qui, &
deux points, fait correspondre un point.

Ces groupes sont les mémes que ceux de transformations dans les-
quels les points considérés sont les homologues d’un point origine fixe :
groupe des translations dans le plan R? groupe des déplacements héli-
coidaux sur le cylindre R XX T; et sur le tore T? le groupe des doubles
rotations, en désignant par double rotation le produit d'une rotation sur
le paralléle par une rotation sur le méridien.

Chacun de ces groupes est commutatif comme les groupes facteurs
du produit, R ou Ti.

Gi et Gg sont isomorphes a des sous-groupes invariants de Gy X Gg.

Cette proposition s’établit facilement. En effet, considérons :

gr="!(a,ex) ; 1 €G11}.
11 est immédiat que g; est un sous-groupe de G: X Gz et que 'application
g1 ——> &1
(a1, e2) —— a1
est un isomorphisme. Il reste donc seulement & vérifier que gy est inva-
riant. Or,
(b1, b2) (a1, €2).(by ', by") = (brarby™", bzeabi™)
= (a;, 82) [ gi.

Cherchons alors ce qu’on peut dire du groupe quotient G/g,. Ses

éléments, classes de G modulo g1, sont de la forme :
g1 (b1, b2) = {(a1by, e2bs) ; a1 € Gy} = 1 (c1,b2) ;1 €G1 ).

Une classe est donc constituée par tous les couples dont la deuxiéme
composante bz a une valeur fixe et dont la premiére décrit tout le groupe.

L’isomorphisme G/g;—> G2

(b1, b2) —> ba
est alors évident. Chacun des groupes facteurs du produit G = G: X Gz
est donc isomorphe au groupe quotient de G par un groupe isomorphe
a lautre.
Il ne faudrait pas croire qu’il s’agit 14 d’une propriété générale. Il
est, en général, faux que G soit isomorphe au produit G/, X g, g étant
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un quelconque sous-groupe invariant de G. Il résulte en effet du raison-
nement précédent que, pour qu’il en soit ainsi, il serait nécessaire que
G/ soit aussi isomorphe 4 un sous-groupe invariant de G. Or, il n’en est
généralement pas ainsi. (Dans Z, par exemple, tous les sous-groupes sont
infinis et tous les groupes quotients sont finis. Un groupe quotient de Z
ne peut donc étre isomorphe 4 un sous-groupe de Z, sauf pour les cas
triviaux ot le sous-groupe est ! 0} ou Z: Z est trivialement isomorphe

au produit cartésien de Z par { 0] .

2. Produit direct.

Si G == G1 X Gz, tout élément a de G est de la forme (a1, az) avec
a1 € Gy, az € Gg, et peut s’éerire : a = (ai, e2) (e1, az), c’est-a-dire, en fai-
sant intervenir les deux sous-groupes g: et g» de G respectivement iso-
morphes 4 G; et Gz, que tout élément de G s’exprime comme le produit
d’un élément de g1 par un élément de go.

On a donc : G = g1 g2 et G est le produit des deux sous-groupes g:
et g2 (ici non plus, au sens de produit cartésien, mais au sens de I'opéra-
tion sur les parties du groupe G).

L’étude précédente a fait apparaitre un certain nombre de propriétés
de g1 et gz

1) Vz € G, la factorisation x = x1x2 avec x1 € g1, x2 € g2 est unique.

2) V€91, V€0 I1X2=T2x1.

En effet (a1, e2) (e1, az) = (a1, az) == (e1, az) (ay, e2).

3 giNga=tle}.

4) g1 et g2 sont invariants.

On peut alors se poser le probléme suivant : un groupe G étant le
produit (pour I'opération sur I’ensemble de ses parties) de deux de ses
sous-groupes g et g», est-il isomorphe a leur produit cartésien ? Lorsqu’il
en sera ainsi, on dira que G est le produit direct de ses deux sous-groupes

1 et go.

g S%us Phypothése initiale H (G == g192), les quatre conditions énoncées
ci-dessus apparaissent comme nécessaires. Mais elles ne sont pas indé-
pendantes. On a, en effet :

Sous Phypothése H, les implications suivantes ont lieu entre les qua-
tre conditions énoncées ci-dessus :

1<=>3;2=>4;3et4=>2 et par suite (1 et 2) <> B et 4).

Démonstration. 1=3. Si giNg: contenait un élément u=£e, cet
élément admettrait les deux factorisations u = ue = eu.

3=>1. Si x==x122=Yy1y2, on en déduit y; ! 1 =yox;' =e si g1
et g2 n’ont en commun que e, et par suite x1 = yi1, T2 = yo.

2= 4. Soit u1 € g1, et considérons xuix—! ot x € G. On peut écrire
T =221 et x uy 7' = ozl Or, wusx! € g,

D’aprés 2, on a donc :
xz(:l?1ll1$;")x2_1 = (xlulx;‘)xzxz“ = 361‘111:!2;'I (= gi1.
Méme démonstration pour g2.

(3 et 4) = 2. Considérons xixo(xex1)—! = u = xix2x;’ x7"; go étant
invariant, Tixex;! € g2, d’ol u € g2. De méme, g; étant invariant,
rexix]' € g1, dolt u€ g1 De giNga= el résulte u=ce, c’est-a-dire
T1Xg == X2x1.

AT

Sous Phypothése H, les conditions 1 et 2 impliquent que :
G~g1 X gz

Soit, en effet, x == xix2, la factorisation unique de P'élément x &€ G ; elle
permet de définir une bijection ¢ de G sur g1 X g2 :

CP(CE) = (xly xz)o

Reste & vérifier que ¢ est un homomorphisme. Si y est un élément
de G et yiyz sa factorisation, on a xy==xix201y2 qui, en vertu de 2),
s’éerit aussi xiyixayz, dolt o(xy) = (X1y1, X2y2) = o{a)¢(y).

En résumé : Pour que le groupe G, produit de deux de ses sous-
groupes g1 et gq, en soit le produit direct, il est nécessaire et suffisant que
lun des deux groupes de conditions (1 et 2) ou (3 et 4) soit satisfait.

En particulier, si G est commutatif, il faut et il suffit que la condi-
tion 1 (unicité de la factorisation) ou la condition équivalente (3)
(g1Ngs = tel) soit satisfaite.

Notations : Dans le cas ol le groupe est noté additivement (auquel
cas on parlera de somme directe), on notera :

G=g1 & g2 .
Mais en cas de notation multiplicative, il ne faut pas utiliser © réservé a
un aufre usage.

Insistons encore sur le fait qu’un groupe G qui admet un sous-groupe
invariant g; n’est pas nécessairement pour cela isomorphe au produit
cartésien G/g1 X g1, méme dans le cas ou Gr/g1 est isomorphe a un autre
sous-groupe invariant g.. Nous verrons a ce sujet 'exercice 29.

Exemples : En attendant, donnons différents exemples de diverses
circonstances possibles.

Un exemple de la derniére circonstance signalée nous est fourni par
le groupe Zs des entiers additifs modulo 8. Ce groupe admet le sous-
groupe invariant g1==10, 2, 4, 6} et Zs/g, est d’ordre 2. Or, Zs posséde
aussi un sous-groupe d’ordre 2 : go==10, 4}, nécessairement isomorphe
a Zs/g,, mais Zs n’est pas somme directe (et ici n’est pas somme non plus
ar sens des opérations sur les parties) de g1 et go.

Dans Z, nous avons déja montré (I, 3, 1) qu'un groupe quotient de Z
ne pouvait jamais étre isomorphe & un sous-groupe et que Z ne pourrait
donc jamais étre non trivialement somme directe. En reprenant en quel-
que sorte la question 4 envers, nous pouvons choisir deux sous-groupes
g1 et g2 tels que Z = g1 4- g2. On sait en effet que tous les sous-groupes
de Z sont de la forme mZ (ensemble des multiples de m). 1l suffira de
choisir g1 = mZ et g2 = nZ avec m et n premiers entre eux pour que
am - pn, somme d’un élément de g, et d’un élément de g2, décrive tout Z
comme on le démontre en arithm&ique.

Mais Z+4 g1 @ g2, car g1iNgzs< tel (ou, si Pon préfére, la mise
d’nn entier sous forme Am -+ pn est possible d’une infinité de facons).

Les deux groupes d’ordre 4 (voir corrigé exercice 19) admettent
Pun et lautre le sous-groupe {e,al de table de groupe |e a

egle a
aa e

et le groupe quotient G/g: = t g1, bg: } de table de groupe :
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| g1 by
g1 g1 bg:
bg: l bgs o1
isomorphe & g2 = t ¢, b | de table de groupe :
eb
eleb
blbe

Or, le produit g1 X g2 a pour table (dont on n’écrit qu’une moitié en
profitant de la commutativité) :

| (e, e) (a,e) (e,b) (a, d)
(e,e) | (e, e) (a,e) (e,b) (a, b)

(a, ) (e, e) (a,b) (e, b)
(e, b) (e, e) (a,e)
(a, D) (e, )
isomorphe & : leabec
eleabc
a ecb
b e a
c e

Le premier des groupes d’ordre 4 trouvés (celui des symétries par
rapport aux 3 axes d’un triédre trirectangle) apparait donc comme le
produit direct de deux de ses sous-groupes. Le deuxiéme, au contraire,
ne I'est pas et n’a d’ailleurs méme pas de sous-groupe isomorphe & G/g,

(contrairement & ce qui se passait pour Zs).

Exercice 28. — Soient Gy et Gy, deux groupes ayant respectivement deux
sous-groupes invariants g; et ge. Montrer que G; X Gg posséde un sous-
groupe invariant isomorphe 4 g; X gs et que

G1 X Ga/g; x gy =~ Gi/gy X G2/g, )

Exemple: Un tore Ty peut étre considéré comme produit cartésien
T1 X T1. On peut aussi dans B2 considérer le sous-groupe Z2 et le tore T2
comme le quotient R2/ g2,

Exercice 29. — Une condition nécessaire et suffisante pour que, H étant
un sous-groupe invariant de G on ait G=H X G/H, est qu’il existe un

homomorphisme de G sur H dont la restriction & H soit I'identité (c’est-a-dire
f(x) =~ x pour tout x).

Exercice 30. — Si G est commutatif et H un de ses sous-groupes, si G/H
est monogéne infini montrer que
GaH X G/H.

§ 4. GROUPES ORDONNES

1. On appelle groupe ordonné un ensemble G muni d’une structure d’ordre
et d’une structure de groupe compatibles entre elles, c’est-a-dire que :
{ ax < bx
VZEG a<b=> )02
Remarquons d’abord que les formules d’antériorité peuvent étre multi-
pliées membre & membre :
a<b ac < be
=> = ac < bd
c<d be < bd
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Remarquons ensuite que
fabl<e<ath
a<b = b—ta<e< bat

et qu’une seule des 4 formules de droite implique celle de gauche. Il en
résulte que la structure d’ordre sur G est donnée par la connaissance
des éléments postérieurs a e dont 'ensemble est désigné par G+.

Exemple : groupe additif du plan. Le plan R? est un groupe (v. p. 45)
ordonné (voir page 23). 8’il est ordonné par la relation :
(< @, y)<=>r<x,y <y, G+ est le 1" quadrant.

S’il est ordonné par Pordre lexicographique, G+ est constitué par
Pensemble des quadrants I et IV et de la partie positive de I'axe des
ordonnées (xr > 0, y quelconque ; x =0, y = 0).

Propriétés de Gt+: e <a, e <b = e < ab, donec (G+)2c G+, mais
G+ c(G+)2 (il suffit de considérer les produits ea ot a décrit G+ pour voir
que Gt est une partie de (G+)2). Donc :
(GT)? =G+, (D
G+ est invariant dans tous les automorphismes intérieurs de G, car
e<b=aea?! <abat, soit e < aba—

aGta—t = G+. (2)
D’autre part, si e <La al < e
et si e > a a=t>e
Posons G— = (G+)—! ; on vient donc de constater que
G+t NG—='lel. (3)

Les propriétés de G+ que nous venons d’établir sont caractéristiques
du sous-ensemble G+ d’un groupe ordonné ; c’est-a-dire que l’'on peut
définir sur le groupe G, admettant un tel sous-ensemble, une. relation
d’ordre telle que G+ soit ensemble des éléments > e. Soit donc :
GtcGtelque (GP2 =G+ ;¥Ya€ G, aGtat=G+t; GFr NG =tle}l.
(Sur un groupe commutatif, la 2° des 3 conditions disparait).

Soit la relation

a < b<> ba! € Gh,
montrons que c’est une relation d’ordre :
1) elle est réflexive car Ya aa—!=—ce¢ &€ G+ ;
2) elle est antisymétrique car V{a, b) € G2,
ab1 € G+, ba 1 € G+ = (ba—)—'=a b '€ G- donc ab—1=c¢;
3) elle est transitive car V(a, b, ¢c) € G5,
ba—! € G+, cb—! € G+ = cb—1ba—! = ca—! &€ G+,
puisque (G+)2 = G+,

Reste a vérifier la compatibilité avec la loi de groupe. Soient a
et b tels que : ba—! € G+.

Formons bx (ax)~l=brax—! a! =ba—! &€ G+
et ab(xa)—!= xba—txr1,
ba—! € G+ et linvariance de G+ dans les automorphismes intérieurs
montre que xba—'x—! appartient aussi 4 G+,

donc : a <b é{gg zgg
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Nous sommes maintenant en mesure de chercher toutes les structu-
res d’ordre dont on peut doter un groupe G en cherchant tous les sous-
ensembles G+ possibles.

Exemples : Dans le groupe additif R* on peut prendre pour G+ un
secteur convexe (angle saillant) de sommet O. G— étant le secteur symé-
trique par rapport 4 O, G+ N G—=={ O} et la premiére condition est aussi
vérifiée. (L’ensemble des points & coordonnées entiéres > 0 peut aussi étre
pris pour Gt).

Sur Q+, ensemble des rationnels positifs considéré comme groupe
par rapport & la multiplication, on pourra prendre pour (Q+)+ ’ensemble
des entiers naturels, a < b veut alors dire b/a entier, ¢’esf-a-dire si a et b
sont entiers : a|b.

2. Groupes réticulés.

~ C’est un groupe ordonné qui, pour son ordre, est un treillis, ¢'est-a-
dire qui est tel que, pour tout couple (a, b) on puisse définir aVb et aAb.
Tous les exemples de groupes ordonnés que nous venons de citer
étaient réticulés.
Nous nous bornerons & étudier les propriétés de ces groupes dans
le cas ou ils sont commutatifs et nous utiliserons une notation additive.
Premiére propriété. a-+bV¥Ve=1(a- b)V(a- o).
En effet,
b < bVc| entrainent grace 4 la compatibilité
c < bVcf avec la loi de groupe :
at+c<atbV¥c )
at+b<a-+bVel = ((a-+b)V¥(a-+c) <a-+bV¥e (1).
Mais appliquons cette régle a (a 4 b)V(a + ¢) en prenant comme
élément a ajouter (—a). Il vient :
bVe < (a+b)¥(a+¢) + (—a),
donc a-+-bVe<(a-++bV(a- o),
ce qui, rapproché de I’égalité (1), démontre I'égalité indiquée qui peut
s’exprimer : si on ajoute un méme élément aux deux éléments d'un
couple, leur sup est augmenté du méme élément.

c___cve
arcll—ph 5
/ h{z‘.«f-‘@
@,

d={(a+4c) ¥ (a-+ b).

Remarquons qu’appliquée au groupe additif du plan (ordonné avec
G+ = 1" quadrant), cette égalité exprime simplement que la translation
a laisse invariante la figure formée par b, ¢ et leur sup. On démontre de
méme (en remplacant partout < par > et ¥V par A) que

a-+tbAc=(a-+b)Ala-+} o).
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Deuxiéme propriété. b¥c 4 bAc=1"b +}c.

Faisons a = bV ¢ dans I'égalité précédemment établie :

bVc -+ bAc=bVc+bADBYci o).

Mais bVe +b=2bV(c+b) >b+c,
bVec+c=(c+b)¥V2 > b+ c.

L’inf de ces deux éléments est donc aussi > b + ¢,

done : bVc -+ bAc > b+ c.

Mais on montrerait de méme (avec échange des < et >, V et A) que :
bAc 4+ bVec<b - c.

Le rapprochement de ces deux formules démontre I’égalité indiquée.
Remarquons qu’appliquée au groupe multiplicatif des rationnels (ordonné
par la relation a < b <=> ba—! entier) et a deux éléments entiers, cette
derniére propriété n’est autre que :

P.P.CM. X P.G.C.D. = produit des 2 nombres.

Quelques nouvelles définitions : 0 représentant I’élément neutre, on
pose : at =aV0 et a—==aA0.

La régle précédente donne : a+ -} a—==a el on convient de poser
a+ — a— == |a| que 'on appelle valeur absolue de a. Ces diverses notations
sont figurées sur le schéma ci-dessous dans le cas du groupe additif R* et
pour un élément qui n’appartient ni & G+ ni 4 G—.

a at lal

% by |

]

|
|
i
t
0o -a

A

Exercice 31. — Montrer que |a + b| < |a| + |b]
et que |a—b| = a¥b—aAb.

3. Groupe archimédien.

On appelle archimédien un groupe ordonné ot1 a étant un élément > 0
et =0 et bp donné, on ne peut avoir na < b quel que soit n €N.

x8

De nombreux groupes usuels sont archimédiens mais pas tous.
Exemple : dans le plan ordonné par I'ordre lexicographique, on pourra
avoir na < b pour tout n (voir figure ci-dessus).
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Exercice 32 (sur les groupes réticulés). — Soit G un groupe réticulé commu-
tatif noté additivement.
1) Montrer que
V&G, &G —{aV¥b) = (—a)A(—Db) o

2) On veut prouver qu'en tant que treillis G est distributif c’est-a-dire que
Y(a, b, c) €G> on a

(@Ab)Yec = @Yo AbVYD

@¥b)Ac= @AAV®bBAD »
a) Montrer qu'il suffit d’établir une des deux égalités précédentes.
b) Montrer que dans tout treillis

@A V<L @VaAbY
¢) Montrer que dans G

WAPIVc > a¥aABbBV

Pour cela on montrera :
%) qu’on peut se ramener au cas ou afAb =0,
#) que si o est positif aV¥c =a¥ct
et on déduira I'égalité cherchée. .
3) Montrer que n(a A 0) = na A (n—Ta A .. Aa A 0, n entier > 0.
En déduire que na > 0 implique a > 0.
4) Montrer a+ A — (@) =(@A —a VO
et en déduire gue at+ A — (@) = 0.

Exercice 33. — Montrer que dans un groupe réticulé les deux égalités
aV¥x =aV¥y
afAx = aly

impliquent x =y

§ 5. GROUPES DE TRANSFORMATION

E étant un ensemble, on considére 'ensemble des bije(:,tions de E sur
E désigné par Si. Cet ensemble constitue un groupe appelé groupe syme-
trique de E. - . )
! La loi de groupe est évidemment la composition et Vinverse d’une
bijection f est la bijection réciproque, c’lest-a—dlre

1"‘_-..’

Quand E est un ensemble fini de n e’?]f’:’rlaqents,]t le groupe symétrique
bijections de E sur E, appelé S,, a n ! elements. o
aes L'Zas transformations de la géométrie élémentaire sont des bijections
(méme la transformation par polaires réciproques a condition de consi-
dérer des ensembles d’éléments de contact), I’ensemble E etant{_ par
exemple, le plan euclidien, le plan projectif ou le plan anallagmz;. 1que€
1l 0’y a pas de différence de nature entre un groupe de transformation e
un groupe abstrait, car tout groupe peut étre considéré comme un groupe
de transformation.
(@)
Soit en effet la bijection x——>ax .
i i i-mé ) ¢ des bijections (a) et (b), soit
ui applique G sur lui-méme. Le compose soil
?b)o(agp fgit correspondre a4 x Iélément bawx. Le groupe G fast d(gnc mtgg-
morph’e a un sous-groupe de ses transformations sur ui-méme 1so'd
phisme qui & a € G fait correspondre la bijection (@) & s; ¢ Ss). En iden-

tifiant G et sg on écrira :
GcSe.

Supposons maintenant que soit donné un ensemble E et que G soit

— b3 —

homomorphe & un sous-groupe s, <Ss, c’est-a-dire qu’a tout élément o &G
je puisse faire correspondre une bijection (2) de E sur lui-méme. Cette
bijection («) envoie x sur un élément 2’ de E que nous noterons par ax.
Nous avons ainsi défini sur E une loi de composition externe qui 4 tout «
de G et a tout z de E fait correspondre 2’ = ax, image de x par la bijec-
tion (o).

GXE—E

(a, ) —> ax.
Les éléments de G sont dits des opérateurs et on dit que G opére dans E.
Remarquons que cette loi de composition externe n’est pas queleonque.
En effet, faisons subir & x la bijection (8)o(a) :

() ®
r—> ax —> B (ax).
Mais 'homomorphisme entre G et le sous-groupe des bijections exige que
o (Ba) == (B)o(a).

Or, la bijection Ba envoie x sur Baz. La loi de composition externe précé-
demment définie satisfait donc a :

B8 (ax) = Bax.
D’autre part, la bijection (¢) correspondant & s, élément neutre de G, est
la bijection identique. Donc

VrE€E eX = 1.

Exercice 34. — Réciproquement si une opération externe est définie sur E,
ses opérateurs appartenant & un groupe G et si cette loi vérifie les deux
propriétés

Vi, B &€ G2 YV x&EE Blax) = Bax
et V¥ x&E eX = X
montrer que G est homomorphe & un sous-groupe de Sk.

G opérant sur E est transitif, si
V (z,y) € E2 JIeEG y=ax,
ce qui veut dire que les bijections du groupe G peuvent faire se corres-
pondre deux éléments quelconques de E. Les déplacements (et méme les

translations) forment pour le plan un groupe transitif. Il n’en serait pas
de méme pour les rotations de centre donné.

Si G n’est pas transitif, il est intéressant de savoir quels sont les
couples z, y dont G peut faire correspondre les éléments. Posons
TRy <= 3 ¥ = al.
On vérifie que R est une relation d’équivalence. Dans une méme classe
on trouve tous les éléments qui peuvent étre envoyés les uns sur les autres.

(Pour les rotations de centre O, une classe d’équivalence est un cercle de
centre O).

§ 6. PLONGEMENT D’UN DEMI-GROUPE ABELIEN
DANS UN GROUPE ABELIEN

1. (Nous utiliserons, sauf indication contraire, la notation multiplicative).

Une propriété fondamentale des groupes est qu’il existe pour tout
couple (a, b) un élément x et un seul tel que ax = b. Or, certains ensem-
bles oi1 une loi de composition est définie ne jouissent pas de cette pro-
priété, certaines des équations ar = b ne possédant pas de solution dans
Pensemble et il est naturel de chercher a plonger I’ensemble dans un
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ensemble plus vaste tel que ces équations y possédent alors toutes une
solution.

De facon plus précise, étant donné 'ensemble D sur lequel est définie
une loi de composition, il s’agit de trouver un groupe Go>D tel que la loi
induite sur D par celle de G soit celle de D. Nous allons chercher & quel-
les conditions doit satisfaire D pour que cette opération soit possible.

Conditions nécessairement vérifiées par D.

Une premiére condition apparait évidente : c’est que la loi sur D soit
associative,

D’autre part, D doit étre une partie stable de G pour 'opération de
groupe de G. Et, a étant un élément de G, nous avons vu que I'application
G—> G
x ax

était une bijection. Il faut donc que 'application
D—D
T ax a€D
soit la restriction & D d’une application bijective. Or, cette restriction
n’a aucune raison d’étre surjective, mais elle doit étre injective ; on doit
pouvoir affirmer :
ar=ay = r=1y,
ce qui peut encore s’exprimer : dans D, une égalité doit étre simplifiable.
Nous voyons donc qu’on doit imposer & D que sa loi de composition
soit associative et que les égalités y soient simplifiables. Et nous allons
montrer que si nous ajoutons a ces conditions celle que G soit commu-
tatif, ce qui entraine que la loi de composition sur D soit commutative,
le probléme de construction de G admet une solution et une seule.
Construction de G. Nous la ferons en partant de deux idées voisines
qui nous conduiront au méme résultat.

Premier point de vue : Pour transformer D en un groupe, il est
d’abord nécessaire de lui adjoindre un élément neutre s’il n’en possédait
pas. Il faut ensuite lui ajouter les inverses de ceux des éléments de D qui
n’en ont pas. Pour que G soit un groupe, il devra enfin contenir tous les
éléments de la forme xy—' et leurs produits.

[Les mots « inverse » et « produit » sont pris ici dans leur sens
relatif & la loi de composition & déterminer pour G, détermination qui fait
partie de la construction de GJ.

Observons tout de suile que le produit de deux éléments de la forme
ay— est lui aussi de cette forme, c’est-a-dire que leur ensemble est fermé
pour la loi de composition ; en effet,

xy—' uv—! = xuy—tv—!
grace a ’hypothése de commutativité ; et
ruy—tv—! = zu (yv)—'.
Mais certains éléments de cette nature peuvent étre égaux :
xy—! = uv—-1t si xv=yu (). .
La loi de composition qui intervient dans cette égalité étant cette fois la
loi induite sur D, donc la loi connue.
Or, nous constatons que la relation R définie par
(x, ) R (u,v) <> av=yu
est réflexive, symétrique (ce qui est immédiat) et transitive, car
(x,y) R (u, v) <> 2v=yu
(u,v) R (s, 1) <> ut = vs, o
en multipliant la premiére égalité par ¢, la deuxiéme par y, il vient :
2wt = vsy > xt = sy > (x, y) R (s, D),
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en utilisant le fait que les égalités sont simplifiables. R détermine donc
une partition sur Pensemble des couples d’éléments de D ; en d’autres
termes, un élément de G correspond & un élément de D2/R.

Deuxiéme point de vue : Considérons les équations ar=b, a et b
appartenant & D. Si elles ont une solution, ¢’est qu'au couple (q, b) € D?
on peut faire correspondre x &€ D, parfaitement défini par ax = b. (Le fait
que les égalités sont simplifiables exclut la possibilité de deux solutions
distinctes d’une telle équation). Mais cette correspondance n’est pas
injective car

ax == b = amx = bm,
et les couples (a, b) et (¢ = amn, d = bm) ont la méme image x dans cette
correspondance. Deux tels couples vérifient ad = bc et réciproquement
tout couple (c, d) tel que ad = bc aura la méme image x que (a, b) car
ar = b= acxr = bc=ad = cx=d.

Tout z, solution d’une équation ax==">, correspond donc & une
famille d’éléments de D? ou & un élément de D?*/R, R ayant la méme
signification que précédemment.

L’idée est alors de manipuler les couples (a, b) pour lesquels il n’y
avait pas de solution dans D, comme s’il y en avail une. Nous nous trou-
vons amenés 4 nouveau a considérer Pensemble D2/R.

Mais D n’est pas un sous-ensemble de D2/R puisque leurs éléments
ne sont pas de meéme nature. Il y a seulement correspondance entre les
éléments de D et certains éléments de D2/R. Ceci nous ameéne 4 modifier
légérement I’énoncé du probléme posé :

On dira gu’on plonge un ensemble D muni d’une loi de composition
dans un groupe G si on peut déterminer ce groupe G de telle facon qu’il
posséde un sous-ensemble qui, pour la loi de composition de G, soit iso-
morphe & D.

Les deux raisonnements faits précédemment ont montré qu’un
ensemble G répondant & la question ainsi posée devait nécessairement
contenir D?/R (ou un ensemble isomorphe a D2/R). Si nous montrons
maintenant que D2/R vy salisfait effectivement, nous aurons moniré que
les conditions imposées a D étaient suffisantes et que D2/R est le plus
petit groupe répondant a la question (déterminé a un isomorphisme pres).

La loi de composition sur D?/R est évidemment définie par la loi de
composition sur D? appliquée aux éléments de chacune des classes.

(a, b) (¢, d) = (ac, bd),
ce qui n’a de sens que si le résultat est indépendant du couple d’éléments
choisi dans une classe. Vérifions-le : soit

(a, V) € (a, b), c’est-a-dire tel que ab’ = ba’
et formons (a’c, b’d). Il appartient bien & (ac, bd), car
ach’'d = bda’c.

Cette loi de composition donne 4 D?/R une structure de groupe. En
effet :

1) elle est associative ;

2) elle posséde un élément neutre (a, @), car

(u,v) (a,a) = (ua,va) = (4, v) ;
3) tout élément (a, b) a un inverse (b, a), car

@1 (b, a) = (ab, ab).
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Reste a voir si D?/R contient un sous-ensemble qui soit isomorphe
a D. Nous appellerons ce sous-ensemble D ; nous allons voir qu’il est
counstitué par ’ensemble dfes classes (&77:.‘ b). En effet, faisons correspondre
a tout a € D la classe (m.
D——> D2/R
a (m-
Cette application est un homomorphisme car elle fait correspondre :
a1 — (aibs, b)
az —> (m

. asaz ——> (aiazbs, bs).
Mais le produit des 2 classes images de a; et a» est :

(alblazbz, b1 bg) == (a102b1b2, b1b2).
Cet homomorphisme est injectif car

(aiby, by) = (azbz, b2) = a1b1bs = brash: = a; = a-.
Si nous considérons alors 'application
. D—D
qui, elle, sera surjective, nous voyons que nous avons affaire 4 une bijec-
tion et que

—

D~ D.

On peut identifier alors D et D si on veut donner une solution au pro-
bléme tel que nous I’avions initialement formulé.

En résumé : Nous appellerons demi-groupe commutatif un ensemble
;uzl;llequel est définie une opération associative, commutative et simpli-
iable.

Et la conclusion de I'étude précédente s’énoncera : Pour qu’un ensem-
ble muni d’'une loi de composition puisse étre plongé dans un groupe
comumutatif, il faut et il suffit que ce soit un demi-groupe commutatif, et
le plus petit groupe commutatif contenant le demi-groupe est alors déter-
miné de maniére unique (¢ un isomorphisme preés).

Application a N. Considérons I’ensemble N des entiers naturels. N est
muni de deux lois de composition associatives, commutatives et simpli-
fiables. Il pourra donc étre considéré comme demi-groupe pour chacune
et, en conséquence, pourra étre plongé dans un groupe additif et dans un
groupe multiplicatif.

2. Censtruction de Z, groupe additif des entiers.
Les éléments de N2/R sont des classes de couples d’entiers naturels ;
(a, b) et (¢, d) sont dans la méme classe si a 4 d = b -+ c. L’ensemble N

est ’ensemble des classes (a -+ b, b), c’est-a-dire celui des classes (a, b)
ol a =2 b (mettre = est admettre que 0 fait partie des entiers naturels).
Dans chacune de ces classes il existe un représentant remarquable (¢, 0)
avec ¢ == a—b. Si au contraire a < b, il existe dans la classe (q, b) le
représentant (0, ¢) avec ¢ = b — a. L’habitude est de poser

(c,0) = ¢ (Identification de i/\I\et de N)
et 0, ¢) =—c¢,

R
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(c,0) et (0, ¢c), dont la somme est (¢, ¢) qui appartient & la classe neutre,
sont évidemment des éléments inverses.

Ordre sur Z. Sans se servir de 'ordre que posséde N, on peut remar-
quer que pour I'ensemble Z, N a les propriétés d’'un G+. L’ensemble G—

est constitué par 'ensemble des classes (0, ¢) et Z est alors formé de la
réunion de N et N—. Il en résulte que Z est muni d’une structure d’ordre
total puisque, étant donnés deux éléments quelconques, le composé de
I'un avec 'inverse (ici opposé) de l'autre appartient nécessairement soit
a N, soit a N—, L’ordre ainsi obtenu sur Z induit d’ailleurs sur N Pordre
naturel.

3. Construction de @+ (groupe multiplicatif des rationnels positifs).

La classe (a, b) ne posséde pas cette fois d’élément donnant une
forme réduite aussi jolie. On peut toutefois, en divisant a et b par leur
P.G.C.D., prendre comme représentant de la classe un couple dont les
deux termes soient premiers entre eux (fraction réduite a sa plus simple
expression). Contrairement 4 ce qui se passe pour Z, on a d’ailleurs
I'habitude de travailler avec n’importe quel représentant des classes.

On peut encore prendre N comme G+ de QF (voir groupes ordonnés,
exemple page 50), mais NUN—5« Q+ (N— n’a évidemment pas la méme
signification que dans le paragraphe précédent) et 'ordre ainsi établi sur
Q+ n’est pas total.




CHAPITRE ITI

ANNEAUX - CORPS

§ 1. PRINCIPALES STRUCTURES ALGEBRIQUES

Avant d’aborder ’étude de ces deux structures, nous donnons la liste
des principales structures algébriques :

1. Annean (Ring en anglais et en allemand).

C’est un ensemble muni de deux lois de composition :
La 1™ (notée additivement) est une loi de groupe commutatif.
La 2° (notée multiplicativement) est associative et distributive par
rapport 4 la 1.
(a 4 b) c=ac + be
va, b, c { cl@a-+b) ==ca-}cb.
Si la 2° 1ol est commutative, on dit que 'anneau est commutatif,

S’il existe un élément neutre pour la 2° loi, 'anneau est dit « 4 élé-
ment unité » ou « unitaire », et cet élément neutre est appelé unité.

Dans un anneau on a, si 0 est 'élément neutre de la 1™ loi :

ba=((b-+0a=>ba-+}+0a et ab=a(b-+ 0) =ab -} al.
Donc Va 0a=al=0.

Exemple d’anneau : Z (voir exercice 35).

2. Corps (field en anglais, Korper en allemand).

1) Un corps K est d’abord un anneau.
2) Si on retire de K I'élément neutre de la premiére opération, Ten-
semble obtenu K — { 0 | = K* est un groupe pour la 2° opeération.

Un corps peut étre commutatif ou non commutatif. Dans ce cas, il
est dit « gauche » (skew field ou sfield en anglais).

Exemples de corps :
Q corps des rationnels
R corps des réels
C corps des complexes.

Exercice 35 (définition des opérations sur Z et sur Q & partir des opéra-
tions de M. Structure d’anneau sur Z et de corps sur Q).

1) On a obtenu plus haut € comme plus petit groupe commutatif conte-
nant M (I‘opération de Z induisant 'addition sur W),
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Montrer qu’il existe une opération et une seule sur Z, possédant les deux
propriétés :

a) étre distributive par rapport a Vaddition,

b) induire sur N la multiplication,
et retrouver ses propriétés classiques (commutativité, régle des signes, produit
des valeurs absolues, absence de diviseurs de zéro, comportement & 'égard
de l'ordre sur Z).

2) On remarque que Z-— {0} est un demi-groupe commutatif pour
la fﬂulhphcotion. Q est la réunion de { 0} et du plus petit groupe commu-
tzcmf c;)tge;ncnt Z— {0} et dont l'opération induit la multiplication sur

'Mc‘mtrer qu’il existe un unique prolongement de la multiplication ainsi
définie sur @ — { 0} & Q tout entier et une opération et une seule sur @
possédant les deux propriétés :

a) la multiplication est distributive par rapport & elle,

b) elle induit I'addition sur Z,
et retrouver les propriétés de cette opération.

3. Espace vectoriel (linear space ou vector space en anglais, Vektorraum
en allemand).

_ On se donne un ensemble E et un corps K ; nous nous bornerons
ici au cas ol ce corps K est commutatif et nous dirons que E est un espace
vectoriel sur K si:

1) E a une structure de groupe commutatif (opération notée ) ;
2) il existe une opération externe E X K— E
(x, \) Az
satisfaisant aux conditions suivantes : A(pa) = Apx
Ay =i+ Ay
G+wr=rx+px
lr ==

On retrouve dans ces axiomes de la structure d’espace vectoriel les
propriétés signalées pour les groupes d’opérateurs sur un espace E, pro-
prietés auxquelles on a ajouté la double propriété de distributivité par
rapport a la somme sur K et 4 la somme sur E de 'opération externe.

Exercice 36. — Montrer que si 'on a tous les axiomes des espaces vecto-
riels sauf 1x = x, E (groupe commutatif) est la somme directe de deux sous-
groupes E; et Ep tels que 'on ait

V x; &€Ey Ixy = x1
VX2EE2 1)(2 = (
E; a une structure d’espace vectoriel pour les opérations induites sur lui.

On montrerait de la méme fagon que dans les anneaux que

W=20 Vi€ K
O0x=20 Vx&€E.

Dans ces deux égalités, 0 ne représente pas le méme élément (élément
de E dans la premiére, élément de K dans la 2°). L’habitude est de ne pas
les distinguer quand aucun ennui ne peut en résulter.

Ezxemples d’espace vectoriel : Le plan R* ou l'espace R® (munis de
leurs structures de groupe additif) sur le corps des réels. Tout corps peut
aussi étre considéré comme espace vectoriel sur lui-méme.
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4. Module.

La définition d’un module ne différe de celle d’un espace vectoriel que
sur un point : les opérateurs ) n’appartiennent plus 4 un corps K mais a
un anneau. Nous nous bornerons encore au cas ou cet anneau sera
commutatif.

Exemple de module : Tout groupe abélien G est un module sur Z (on
dit aussi un Z-module), 'opération externe na pour n € Z, a € G étant
définie par :

na=a-+4a-+4...... e ta sin>0
T termes
na=(—a +{—a+........ +(—a) sin<o0
R
— n termes

L’étude des espaces vectoriels et des modules constitue I’algébre
linéaire.

5. Algébre sur un corps (ou sur un anneau).

Soit K un corps (ou un anneau) commutatif et un ensemble E possé-
dant une structure d’anneau. Cet anneau est une algébre sur K si une loi
de composition externe

KX E—E
A x) Ar
est définie qui vérifie tous les axiomes de la structure d’espace vectoriel
(ou de module) et vérifie en outre :
Oa:)g = NMxy)
x(\y) = Mzxy).

Exemple d’algébre : L’ensemble des polynémes & une variable x 4
coefficients dans R, ensemble que I'on notera R[x], est une algébre sur R.
C’est en effet un anneau et la multiplication par un nombre réel satisfait
a tous les axiomes posés.

Exercice 37. — On veut montrer que les structures d'un ensemble H per-
mettent de définir des structures analogues sur l'ensemble & (E, H) des
applications f de E dans H, E étant un ensemble dont on ne suppose rien.

On montrera en particulier :

1) que si H posséde une loi de composition interne on peut en définir une
sur 7 telle qu’en particulier si H est un groupe, ¥ est un groupe dont H
est d’une infinité de maniéres image homomorphe (indiquer quels sont les
noyaux de ces homomorphismes) ; telle que, si H est un anneau % est un
anneau ; mais telle que si H est un corps, ¥ n’en est pas un si E a plus
d’'un élément;

2) que si H posséde une loi de composition externe on peut également
doter F d‘une loi de composition externe, I"ensemble des opérateurs étant
le méme et telle qu’en particulier si H est espace vectoriel sur un corps K, &
est aussi espace vectoriel sur K;

3) que si H posséde une structure d'ordre (partiel ou total), F pourra
étre doté d‘une structure d’ordre qui sera toujours partiel, si E a plus d'un
élément ; que si H est un treillis, ¥ en sera un aussi;

4) que si une relation d’équivalence R est définie sur H, il en résulte une

partition de F. Que peut-on dire de {‘ensemble des applications de E sur
H/R? ,
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6. Homomorphisme de siructures algébriques.

Nous dirons que deux ensembles E et I sont munis de structures
homologues s’ils possédent le méme nombre de lois de composition interne
et de lois de composition externe et s’il existe une correspondance bijec-
tive entre les lois de E et celles de F telle que chaque loi sur F jouisse
des mémes propriétés que son homologue sur E (commutativité, associa-
tivité, existence d’élément neutre, existence d’inverses...), que les pro-
priétés des lois les unes par rapport aux autres (distributivité) se retrou-
vent sur leurs homologues,

E et F étant deux ensembles munis de structures homologues, une
application f de E dans F sera un homomorphisme pour ces structures si
elle en respecte toutes les opérations, c’est-a-dire si

flx* y) = f(@) « f(), 0.
our toute loi * définie sur E et son homologue dans F (notée de 1a méme
acon). Si la structure comprend des ogérations externes, ’ensemble des
opérateurs A étant le méme pour E et F, il faudra que :
fOx) = M(x). (2).

Si les ensembles d’opérateurs sont différents, il faudra qu’il existe
une application ¢ de I'un de ces ensembles dans 'autre qui soit elle-méme
un homomorphisme pour leur structure et telle que :

fOx) = oWf(). @),

Remarquons maintenant que, dans la définition de ’homomorphisme,
I’hypothése que les structures étaient homologues n’est pas intervenue,
mais seulement I'existence du méme nombre d’opérations sur E et F, et
considérons un homomorphisme d’un ensemble E dans un ensemble F
muni du méme nombre d’opérations. Nous pouvons énoncer le résultat
général suivant :

Si un ensemble E posséde une structure comportant un certain nom-
bre de lois de composition et si { est un homomorphisme de E dans un
ensemble F muni du méme nombre de lois de composition, f(E) est une
partie stable de F pour toutes les lois de composition sur F et a une
structure homologue de celle de F.

En effet, le fait que f(E) soit une partie stable de F résulte immé-
diatement des égalités (1). Ces égalités entrainent aussi le fait que si *
sur E est associative (resp. commutative), * sur F sera associative (resp.
commutative), que si E a un élément neutre e pour =, f(e) est élément
neutre dans f(E), et ainsi de suite.

Les égalités telles que (1) appliquées 4 deux lois différentes entrai-
nent aussi que si I'une est distrigutive par rapport & l'autre dans E, les
homologues le sont dans f(E) ; en effet :

zx(YT2D) = (x+y) Tlrx*2z)

) f@) « flgT2) = flxxy T flx *2),
et ceci entraine : ;
@ * [ T ()] = [f(x)* fP] T [f(x) * f(2)].

_ La derniére égalité exprime la distributivité annoncée. Enfin, les éga-

lités (2) montrent que f(E) est aussi une partie stable pour une opération
externe, et on vérifierait de facon analogue que les propriétés (distribu-
tivité..., etc...) de opération externe sur E se retrouvent sur f(E).

Nous pourrons donc dans Pensemble F ne considérer que f(E). f sera
alors un homomorphisme surjectif de E sur f(E). Cest dans ce cas que
nous nous placerons dans ce qui suit immédiatement, méme si nous
notons par F I'ensemble d’arrivée.

entraine :
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Avant d’aller plus loin, nous ferons la remarque importante sui-
vante :

Le composé de deuxr homomorphismes surjecti{:s est un homomor-
phisme surjectif. Soient f et g deux tels homomorphismes :

f
E——> F — G.

L’application gof est un homomorphisme de E sur G comme on le

vérifie immédiatement.

Factorisation des homomorphismes. Nous allons maintenant géné-
raliser ce que nous avons fait pour les groupes et factoriser les homomor-
phismes de structures quelconques.

Soit donc :

. E—F
un homomorphisme surjectif et considérons sur E la relation :
xRy < f(x) = f(%).
R est une relation d’équivalence sur E; on peut donc considérer
Pensemble quotient E/R et, comme on I'a fait pour les groupes, I'appli-
cation :

g
E/R — F,
qui est bijective, donc permet d’attribuer & E/R une structure isomor-
phe de celle de F. Faisons alors le schéma suivant :

E —— F

9/

N S

o™ 91
E/R

L’application ¢ : E ——— E/R, peut étre considérée comme le

—1
composé de f et de I’application ¢ : F ——— E/R, qui est un isomor-
phisme. Il résulte alors de la remarque faite ci-dessus que :

-1
== o 3

pg(_)duit d’'un homomorphisme pq;r ugn fisomorphisme est un homomor-
phisme.

‘On peut alors considérer que dans la décomposition f = go9, ¢ est un
homomorphisme et g un isomorphisme :

¢
E E/R v, F
homomorphisme surjectif isomorphisme

Tout homomorphisme d’une structure sur une structure homologue
peut étre factorisé en un homomorphisme sur un espace quotient muni
d’une structure homologue suivi d’un isomorphisme. '

Ce qui va différer suivant les structures, c’est la signification de la
relation R. Rappelons que si E était un groupe, celle-ci était de la forme :

Ry <y €g

g étant le sous-groupe invariant de f(0).
Nous allons dans la suite chercher & préciser cette relation pour les
principales structures et d’abord pour celle d’anneau.
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§ 2. QUELQUES ANNEAUX IMPORTANTS

. Nous avons déja cité Z, 2Z (ensemble des entiers pairs), ou plus
ger}fgalement mZ. Notons que ces derniers ne possédent pas d’élément
unité.

1. Anneaux de polynémes.

Un autre exemple est 'anneau noté A[x] des polyndmes formels a
une indéterminée & coefficients dans un anneau A. Un tel polyndme est
une suite finie [ao, a1, ..., a,] d’éléments de A appelés coefficients du
polynéme, ou, ce qui est équivalent, mais plus commode pour la défini-
tion des opérations, une suite infinie dont les termes sont nuls & partir
d’un certain rang: [ao, ai,..,a, ..]. Etant donnés deux polynoémes
[ao, a1, ...] et [bo, by, ...] la somme est le polyndéme [ao + by, a1 + b1, ...]
et le produit le polynéme [¢, ¢y, ...] avec

Cq = aoby + arbg—1 4 ... 4+ ag—1b1 4+ a,b,.

On vérifie aisément que ces opérations donnent & A[x] une structure
d’anneau (I'élément neuntre de la 1™ opération étant le polynome dont
tous les coefficients sont nuls). Si A a un élément unité 1, le polyndme

[1,0,0,..] est élément unité de A[x]. Dans ce cas, en posant
x==[0,1,0,..], on vérifie sans peine que

[ao, aiy ..., a,, 0, ...] = a0 + a1 4 ... -+ a,x.
La méme notation sera souvent employée pour désigner le polyndme

(@0, ..., Ay, 0, ...], méme lorsque A n’est pas unitaire, mais alors = ne
représente aucun élément de Afx].

Le point de vue formel ot 'on s’est placé différe de celui de I'algé-
bre élémentaire o, d’une part, on prend pour A le corps R, et ol, d’au-
tre part, on considére que le Polync‘)me P de coefficients «o, a, ..., a, est
Papplication de R dans R qui a {£ € R fait correspondre :

P& = ao -+ ait 4 ... + @,k

L’ensemble » de ces polyndmes-applications a une structure naturelle
d’anneau (les opérations étant définies comme dans P'exercice 37). En
faisant correspondre au polyndéme formel [ao, ..., a,] € R[z] le poly-
ndéme-application £ — a¢ + ai% + ... 4+ a,&" on définit un homomorphisme
d’anneau de R[x] sur 2. C’est méme ici un isomorphisme, en vertu du
théoréme classique : « deux polyndémes-applications sont égaux si et seu-
lement si leurs coefficients de méme rang sont égaux », ou encore : « deux
polynémes équivalents (égalité dans ) sont identiques (égalité dans
R[f:c]) ». Ce théoréme reste valable si on remplace R par un aufre corps
infini. o

Mais on peut considérer une situation plus générale : si E est une
algébre unitaire sur 'anneau A, a tout polyndéme [ao, ..., a,] € Alx] on
peut faire correspondre I’application de A dans E qui 4 § € E fait cor-
respondre dao + ait 4 ... + a,i* € E. L’ensemble ? de ces applications
a encore une structure naturelle d’anneau et on a encore un homomor-

hisme de A[x] sur @, mais ce n’est plus en général un isomorphisme.

renons par exemple pour A et E le corps Z: des entiers modulo 2. Aux
deux polyndémes formels 0 et [0,1,1] =z 4 x2 correspond la méme
application de E dans E, car 0 - 0=14 1= 0.
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On peut aussi considérer de la méme fagon des suites infinies de
coefficients et les composer de la méme fagon. On obtiendra Panneau des
séries formelles & coefficients dans un anneau.

2. Diviseurs de zéro. Anneaux d’intégrité.

Nous savons que dans un anneau A :
VxE€A. 20=0x=0

On peut se demander si, réciproquement, de la nullité du produit,
on peut conclure & celle d’un des facteurs du produit ou si, au contraire,
le produit de deux éléments peut étre nul sans que 'un d’entre eux le
soit ; en d’autres termes si, dans Panneau, existe des diviseurs de zéro.
On appelle ainsi un élément a de annean tel que :

a0 apeE A bs£.0 ab=0 ou ba=20.

L’existence ou la non existence de diviseurs de zéro est une carac-
téristique importante des anneaux. Quand un anneau ne posséde pas de
diviseurs de zéro, on dit que c’est un anneau d’intégrité ou anneau inté-
gre.

Il est facile de donner des exemples d’anneaux qui ne soient pas

des anneaux d’intégrité : Zs ot 2 X 3 = 0, et plus généralement tous les
anneaux d’entiers modulo un nombre qui n’est pas premier ; ou bien
I’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] ; sur "anneau que forment
ces fonctions, deux fonctions f1 et f2 (telles celles représentées ci-dessous),
telles qu’en tout point x € [0, 1], une des deux au moins s’annule, sont
telles que fif2 = 0 avec f1 540, f2 5= 0, 0 représentant évidemment I’élé-
ment neutre de la premiére opération, c’est-a-dire la fonction nulle sur
tout l'intervalle.

Y 4
1 1 - ——————— -
/
i
3 - x !
S i 7 0 31 g
4 &

Observons qu’'un corps est un anneau d’intégrité.
En effet, si : ab = 0 avec a + 0, 'existence de I'inverse a—! de a per-
met d’écrire :

a—lab =0,
qui entraine b ==10.
Exercice 38. — Réciproquement, tout anneau intégre fini est un corps.
Exercice 39. — Montrer que l'annecu des polyndmes Alx] est un anneau

d’intégrité si et seulement si I'onneau A est un anneau d'intégrité.

3. Anneaux de Boole.

Nous avons vu en exercice (n° 4) que les parties d’un ensemble for-
maient un anneau par rapport a la différence symétrique et a I'intersec-
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tion. Cet anneau posséde la particularité que la deuxiéme opération est
telle que :

ala==a.

Quand un anneau posséde celte propriété, on le qualifie d’anneau
de Boole. :

Exercice 40. — On considére un anneau daons lequel
VoA a? = a

D:émontrer que g+ a =0 et que I'anneau est commutatif (&tudier le
carré de a -+ b).

Si cet anneau posséde au moins trois éléments il a des diviseurs de zéro.

Meontrer qu’en fait il ne peut posséder trois éléments mais deux ou au moins

quatre et qu’'il existe une seule structure d’anneau de Boole & quatre élé-
ments.

§ 3. HOMOMORPHISME SUR LES ANNEAUX. NOTION D’IDEAL

Nous reprenons notre schéma de tout 4 I'heure :

A1 e Az
N S
NA/RY

oll, cette f.ois, les ensembles E et F — f(E) ont la structure d’anneau. et
nous étudierons Ia relation R.

f, homomorphisme d’anneau, est déja un homomorphisme pour les
groupes additifs qui font partie de cette structure. Donec :

1
xRy <> z—y € f(0),

-1 Lo § {ay20)

et f_(;O) est’ un sous-groupe additif de A. Mais, en outre, 0 représentant
toujours I’élément neutre (1™ opération) de A., on doit avoir :

Va: € A Oaz = a20 = 0.
Or, l’ho;rimmorphisme relatif 4 la deuxiéme opération entraine donc
que si x &€ f(0), son produit & droite et & gauche par un élément quel-

-1
conque a doit appartenir & f(0), puisque : i

YA [@f@ =0f(@) =0, =5 o Y
SCY Harke = S =0 > e g 9/

Nous avons donc mis en évidence les deux propriétés suivantes du

—1
sous-ensemble 9 ==f(0) d’un anneau A :

1) c’est un sous-groupe par rapport & Paddition ;
2) Va€ A Vr€g ar &€ o ra € 9.
) Ces deux propriétés définissent ce que Von nomme un idéal bilatére
d’un anneau. La deuxiéme propriété peut aussi s’écrire :
Agco JAc 9.
Réciproquement : Si on donne un idéal bilatére 9 d’un anneau A,
la relation :
Ry z—ypeE2

e 7 —

définit une partition de 'anneau tel que I'espace quotient ait une struec-
ture d’anneau image homomorphe de A par I'application canonique.

Vérifions-le. Nous savons déja que R est une relation d’équivalence
puisque 9 est par rapport a4 'addition un sous-groupe, nécessairement
invariant puisque l'addition sur A est commutative (1° axiome de la
structure d’anneau). Une classe (mod. ) s’écrit :

r=ly;r—y &€ Il =r-+9.
Sur 'ensemble de ces classes, on peut définir une addition :
x + y =zt Y,
et une multiplication :
ces opérations ne prenant un sens que si le résultat est indépendant du

représentant de la classe considéré. Ceci se vérifie aisément ; en effet,
soient :

Fol— 5:, y e g}, cest-a-dire v —r € 9,y —y € 9
@+yY)—@@tpPp=@—+F—y €9,
donc :

Ay =r+y,
vy —ay =@ —a)y + 2y —y €9,
donc :
Ty =7,
I1 résulte de ces égalités que A/R est doté d’une structure d’annean

bomomorphe de celle de A (les propriétés d’associativité, commutativité
et distributivité < passant aux classes »).

Il sera appelé anneau quotient modulo Uidéal 9 ef noté A/g.
Remarque : Cet homomorphisme entraine que si on fait la somme

x4 g et le produit xy en donnant & ces symboles le sens d’opérations
sur 'ensemble des parties de I'ensemble A, tous les éléments des par-

ties = - i et 2y devront appartenir 4 la méme classe ; donc, que = + ¥

et 2y devront étre respectivement inclus dans x -+ y et xy.
Réciproquement, ces inclusions prouvent que la somme (ou le pro-

duit) de tout z € x et de tout y € y appartient & une méme classe, donc
qu’on peut définir une opération sur les classes qui fait de I'espace quo-
tient une image homomorphe de anneau. Ceci nous donne donc un autre
moyen de démontrer "homomorphisme précédent. Nous avons en effet

pour z -+ y et xy au sens d’opérations sur les parties :

g+y=a+94yto=aty+ o =z+ty,
(9-+ 9=29, puisque 9 est un sous-groupe),

et
zy=@+ NG+ N=ay+29+ Iy+ o
or
z9cC 9 Igycy 9 c 9 done xycay - O
xrycry

1l résulte donc de ceci que 'ambiguité des notations (opération sur
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les parties d’un ensemble ou opération sur les éléments de I'espace quo-
tient) est sans importance pour la somme puisque le résultat est le méme.
Pour le produit ol il y a seulement inclusion, il y aura lieu de préciser
le point de vue adopte.

§ 4. PROPRIETES ELEMENTAIRES DES IDEAUX

1. Idéaux dans un corps. | 0 | constitue un idéal puisque
Ya 0a =0 == al.

Soit alors as=0; un idéal contenant a contient son produit par
a—?! ; il contient donc I’élément neutre de la 2° opération et, par consé-
quent, le produit de cet élément neutre par tout élément du corps, donc
le corps tout entier. Les seuls idéaux d’un corps sont { 0 et le corps tout
entier.

Dans le premier cas (9=101), Panneau quotient K/ 5 = K.

Dans le deuxiéme cas, 'anneau quotient est réduit & un seul élément.

Si 'on met 4 part ce 2° cas (c’est-a-dire celui des homomorphismes
triviaux ol tous les éléments de K sont envoyés sur un seul élément), on
voit que les seuls corps qui puissent étre images homomorphes de K sont
ceux qui lui sont isomorphes. {1 n’y a pas d’homomorphisme de corps
qui ne soit un isomorphisme.

2. Exemples d’idéaux.

Idéaux de Z. Nous savons déja que les seuls groupes additifs de Z
sont de la forme mZ. Eux seuls peuvent donc étre des idéaux. On vérifie
immédiatement qu’ils en sont en effet. L’ensemble quotient constitué
par les entiers modulo m a donc une structure d’anneau commutatif.

Exercice 41. — Montrer que cet anneau est un corps si et seulement si
le nombre m est premier.

Idéaux dans les anneaux de polynémes.

Polynémes a coefficients dans un corps : K{x]. : ;

Soit 9 un idéal de cet anneau et soit B€ 9 un des polynomes dif-
férents de 0, de 9, pris parmi ceux qui ont le plus petit degré.

Soit A un autre polynéme quelconque appartenant &8 9. On sait qu’il
existe deux polynéomes Q et R a coefficients dans le méme corps et tels
que :

A=BQ-+R d°R < d°B.
Or, A€ 9,BE 9>BQ €9 2>A—-BQ&E 9.

R de degré inférieur a celui de B devrait donc appartenir 4 g, ce qui
est contraire 4 I'hypothése. Il faut donc que R = 0, donc que A soit un
multiple de B. [Dans le cas ol B serait une constante parmi les multiples
de B il y aurait 1, produit de B par son inverse, et 'idéal se confondrait
avec Panneau tout entier]. Dans cet anneau comme dans Z, tous les
idéaux sont formés par les multiples d’'un élément de I'anneau.

Dans un anneau de polynémes a coefficients dans un anneau qui ne
soit pas un corps, Z[x] par exemple, cette propriété, qui reposait sur
Pexistence d’une division avec reste, n'est plus vraie (voir exercice 42).

3. Construction des idéaux d’un anneau.

Observons d’abord que si on considére un anneau A et une famille
d’idéaux de A, lintersection de cette famille est encore un idéal. En par-
ticulier la famille des idéaux qui contiennent une partie B donnée n’est
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as vide (A lui appartient) ; I'intersection de cette famille est le plus petit
1déal contenant 3. On I'appelle idéal engendré par B.

En particulier, nous pourrons considérer les idéaux engendrés par
un élément. Soit a un élément de 'anneau et (a) le plus petit idéal conte-
nant a. Cherchons 2 le déterminer dans ’hypothése oil Panneau est com-
mutatif.

(@) doit d’abord contenir na, Vn € Z.

Si 'anneau posséde un élément unité e, ceci peut s’écrire :

ae-f-ae+ ......... +ae=alete+ ...... “+ e]l=a X ne
n termes
ou si n est négatif (—e—e.... —e)u=neq,

et ne étant un élément de Panneau, na est alors le produit de deux élé-
ments de 'anneau. Mais si A n’est pas unitaire, na n’est pas le produit
de deux de ses éléments. (a) doit aussi contenir xa pour tout x de A ; (@)
doit done contenir tous les éléments na 4 za.
Or, on peut vérifier que 'ensemble de ces éléments forme un idéal
car :
1) na+za-tna+xa=m+n)a-+t+(x+x)a
et — (na+za) =(—n)a+(—=xa
2) nat+zxa)ryr=[a-+ ........ 4+ a] ¥ 4+ xx'a
=ar .o + ax’ 4 xx'a
=a [nx’ + xx’].

On peut donc conclure :

(@)=I!natza;nE€Z x€Al
et si A est unitaire, na étant un xa particulier,
(@y=1{xa;x€ A} .

Un tel idéal est dit principal et un anneau, ou tous les idéaux sont
principaux, pourrait étre dit un anneau principal. L’usage réserve, en fait,
ce terme a ceux qui sont en outre intégres et unitaires. Les anneaux Z
K[x] sont donc des anneaux principaux.

Relation d’ordre sur Pensemble des idéaux.
Observons que, dans un anneau principal,
(a) c(b) <> bla.
Par analogie, méme dans un anneau non principal, on exprimera
g1 92 en disant que 92 divise 9.
Les idéaux d’un anneau forment un treillis. En effet, leur ensemble
peut étre ordonné par inclusion et on aura :
91N 92 =inf (91, 92).
En conservant le langage que 'on vient d’indiquer, 1'idéal ainsi défini
sera qualifié de P.P.C.M. des 2 idéaux.
Pour ce qui est du sup, il faut observer que 91 U 92 n’est pas un idéal
(la somme d’un élément de 9; et d’'un élément de 92 n’appartient pas &
91U 92), mais 91 + 92 en est un, et c’est le plus petit qui puisse contenir
g1 et 92. Cest donc le sup de 9; et 92 et on l'appelle le P.G.C.D. des
2 idéaux.
Dans un anneau principal, 'idéal P.G.C.D. et I'idéal P.P.C.M. sont
erux-mémes des idéaux principaux et on a:
(@) N(b) = (m) (@) 4- (b) = (d),
les éléments m et d générateurs de (in) et (d) sont appelés respectivement
P.P.CM. et P.G.C.D. de a et de b et, dans les anneaux tels que Z ou R[z],
ce P.P.C.M. et ce P.G.C.D. sont identiques 4 ceux définis élémentairement.



—_ 70 —

Ceci entraine que d est un élément de (a) + @) :
D EA d=2a+ub;
appliqué &2 Z ou & R[x], ceci constitue le théoréme de Bezout.
En particulier si a et b sont premiers entre eux :
(@) +b)=©10)=A
I €A M 4 pb=1.
Mais si I'anneau n’est pas principal, il n’existe pas d’élément géné-
rateur unique du P.P.C.M. et du P.G.C.D.

Exercice 42. — Dans Z [x] I'idéal engendré par x2 + 1 et 2 x n'est pas
un idéal principal.
Exercice 43. — Dans l'anneau A = 2& des entiers pairs on considére
I'idéal principal (4); montrer que Vinclusion
(4)AC(4)
est stricte.

Montrer que 'ensemble des multiples de (4) [multiple de 4 == produit
de 4 par un élément de Al est un idéal | distinct de (4) et que pour cet
idéal inclusion

Al cl
est stricte.

4. Idéaux premiers et Idéaux maximaux.

Soit un anneau A et o un idéal bilatére de A. Nous allons caracté-
riser maintenant les idéaux qui donnent & l’gnneau quotlerft' A/g des
structures remarquables. Cherchons d’abord a quelles conditions A/9
est un anneau d’'intégrité. .

Dire que A/ 9 est un anneau d’intégrité, c’est dire que :

ab=0 |
i 0 ,

Les lettres surmontées de points désignant comme précédemment
les éléments de A/ 9, c’est-a-dire les classes mod 9 (a, classe contenant a...,
etc...). Cette propriété est équivalente & la suivante :

abE 9 A
a¢9}$b€} |

Un idéal qui vérifie cette propriété est par définition un ’zdeal premier.

Ce nom s% justifie par ce qui se passe dans Z. Tout,ldeal y est de la
forme (m) = { km ; k € Z} et a € (in) veut dire m[a..L anneau quotient
correspondant est constitué par les entiers mod m. Dire que (m) es:t un
idéal premier c’est dire, en traduisant la définition précédente, que :

mjab |
non (mja) { = m|b. 5
Cette propriété est caractéristique des nombres premiers. Les idéaux
remiers dI:a Zpsont donc les idéaux engendrés par des nombres poremier;;.
Nous avions d’ailleurs déja vu cetle proI_)r}ete en exercice (n 41)‘. i
convient d’y ajouter I'idéal (0) qui est premier, puisque Panneau quotien
est Z tout entier qui est un anneau d’intégrite. L -

Remarque : Cette derniére propriété est évidemment générale. L idéal
(0) est idéal premier d’un anneau si, et seulement si, cet anneau est
d’intégrité.

= b =9.

Exercice 44. — On dit qu’un idéal | est primaire si

a€El | °

|
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1) Montrer que si | est primaire, dans A/l tout diviseur de 0 est nil-
potent ¢’est-&-dire qu’une de ses puissances est nulle.
2) | étant un idéal primaire montrer que l‘ensemble des éléments a de
I‘anneau qui possédent la propriété
JoEHN dE |

est un idéal premier J qui contient |

Cherchons maintenant & quelles conditions A/9 est un corps (indi-
quons que nous excluons le cas oli 9 serait A tout entier et A/9 réduit
4 un élément. Nous ne considérerons que les idéaux 9 = A que nous
appellerons idéaux propres de A).

En employant toujours les mémes notations, si A/9 est un corps
c’est que :

Va€A/9 a0 Vi€ A/9 Fx€A/9 axr="0.

(Il existe aussi y tel que ya = b, mais nous n’en aurons pas besoin).

Traduisons encore cette définition en revenant aux éléments de A.
11 vient :

Vi€ A a€ 9, VDEA
ou encore, sous les mémes hypothéses :
de€ A Hdr€9 b=ar-+tr.

Le fait que A/9 est un corps entraine donc que pour un a fixe
n’appartenant pas &4 9, tout b € A peut se mettre sous la forme ax - r,
ce qui exige que r décrivant 9 et x décrivant A, ax - r décrive tout A.

Mais si nous considérons le plus petit idéal qui contient 9 et a, tous
les ax -+ r lui appartiennent ; ce plus petit idéal contient I'ensemble des
ax - r ; il doit donc contenir A. La propriété de 9 qui est apparue est
donc la suivante :

Un idéal contenant 9 et un élément a € 9 est A tout entier, et ceci
quel que soit a ; autrement dit, il n’existe pas d’idéal contenant stricte-
ment 9 et qui ne soit A tout entier. Si nous considérons I'ensemble des
idéaux propres de A ordonné par inclusion, nous voyons que 9 est un
élément maximal (I. 2, 15) de cet ensemble. Un tel idéal est dit maximal
et nous énoncerons :

Pour que A/9 soit un corps, il est nécessaire que 9 soit un idéal
maximal.

Cette condition n’est, & elle seule, pas suffisante.

Nous démontrerons seulement qgue :

Si A est anneau commutatif ¢ élément unité et si 9 est un idéal maxi-
mal, A/ 9 est un corps.

Ce que nous devons démontrer, c’est que ax = b admet une solution

pour tout a = 9 et tout 13, c’est-a-dire que :
Va€A g9 VbEA Fr€A Ir€9 b=—axr-r.
L’hypothése 9 maximal entraine que I'idéal qui contient 9 et a soit A.
Or, nous savons que si A est commutatif et unitaire, le plus petit idéal
contenant a est (@) = t xa ; x € A} et le plus petit idéal contenant 9 et a

est :
9 + (a).

L’hypothése 9 maximal s’écrit donc: 9 J-(a) = A et signifie que
ax i}{i r décrit tout A quand x décrit A et r décrit 9. La propriété est done
établie.

Un corps étant un anneau d’intégrité, dans un anneau commutatif
et unitaire un idéal marimal est premier.

dJr€A b—ar€ 9,
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Réciproquement, nous allons montrer que, dans un anneau principal
commutatif, un idéal premier est maximal. Soit (p) un idéal premier
engendré par I'élément p 5% 0 et soit a € A, a € (p). Nous allons montrer
que le plus petit idéal contenant (p) et a est Ianneau A tout entier, en
montrant que I’élément unité 1 appartient & cet idéal. Puisque I'anneau
est principal, cet idéal est engendré par un élément ¢ et nous le notons
(¢) ; p lui appartenant, on a :

p =1c, mais alors i ¢ € (p).

Or, ¢ ne peut appartenir a4 (p) car a = (c'), donce a== ke ;’si on avail
¢ = hp on aurait a = khp donc a € (p), ce qui est contraire a 'hypothése.

Donc, A ¢ € (p), ¢ € (p) ; la définition des idéaux premiers permet de
conclure X € (p) ou A=y p, c’est-a-dire p=yppc,
ce qui, puisque 'anneau est unitaire, peut s’écrire :

pl—uc)= 0.

L’anneau étant d’intégrité et p =0, il vient pc =1, donc 1 appar-
tient a (¢).

Nous allons voir en exercice quelques contre-exemples prouvant la
nécessité de certaines des hypothéses utilisées.

Y

Exercice 45, — Dans £ [x1, annecu des polyndmes & coefficients entiers
I'idéal engendré par x2 -+ 1 est premier, non maximal (il s’agit ici d’un
anneau qui n’est pas principal).

Exercice 46. — Dans 2Z : 1) Montrer que tout idéal est principal. 2). Déter-
miner les idéoux maximaux et montrer que pour l'un deux, J, Fanneau
quotient 2Z/9 n'est pus un anneau d'intégrité (il s'agit ici d’un anneau qui
n‘est pas unitaire).

D’autre part, nous énoncerons sans démonstration (celle-ci _exige
Paxiome de Zermelo) le théoréme de Krull : dans un anneau unitaire,
tout idéal propre est contenu dans un idéal maximal. L’exercice qui suit
nous fournira, au contraire, un exemple d’anneau (sans élément unité)
ol il n’y a pas d’idéal maximal.

Exercice 47. — On considére I'annecu ¢ des polyndmes fractionnaires &
coefficients dans un anneau A commutatif. Un élément de cet anneau est
une famille {a.} d'éléments de A indexés par Q+ — {0} (ensemble
des rationnels strictement positifs) mais dont tous les éléments sont nuls sauf
un nombre fini d’entre eux. L’addition est définie par

fa,1 + tb}l = to, 4+ b}
la multiplication par

Lo} ibt = |, 3 asbi|

On peut utiliser aussi la notation suivante pour désigner un tel polynéme
Ta,x"; on a alors :
Sax" 4+ Tbx" = Zla, + b)x"
(Sax) (b = 2 2 asbpr)
les sommes étant étendues & tous les éléments r de Q@+ — 1 0} .

1) Vérifier que les lois indiquées font de un anneau commutatif sans
élément unité.

2) Sion suppose que A a un élément unité, si x” est le polynéme (@, =1,
as = 0 pour §=£ r), montrer que si un idéal contient x", il contient x® pout
s>

3) Montrer que si un idéal 9 n'est pas of tout entier il existe des
valeurs r tel que x"€E 9. En déduire qu'il existe dans of des idéaux qui ne
sont contenus en aucun idéal maximal.
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Exemple d’idéal maximal : Sur anneau des fonctions continues sur
[0, 1], Pensemble I (x,) des fonctions nulles pour la valeur z, constitue
un idéal. Cet idéal est maximal ; en effet, si on considére T'idéal qui
contient 9 (x,) et une fonction f quelconque n’appartenant pas a 9 (x,),
1cetfidéa} est 'anneau tout entier car toute fonction g peut se mettre sous
a forme :

; g(xo)+ ; g(¢o> 9(x,)
9= g— =
fa) @) flxy)

¢
¢ appartenant a4 g (x,) puisque ¢(x,) = 0.

Exercice 48.. — Soient A et As deux anneaux et f un homomorphisme
de Ay dans As.

1) Montrer que I'image réciproque par f d'un idéal bilatére |2 de Ag est
un idéal bilatére de Aj.

En particulier si Ay est un sous-anneau de Ay et Iz un idéal bilatére de
Az, Aj N lg est un idéal bilatére de Aj.

Que peut-on dire de

-1
‘ Ap/f(l) et Ag/ls
1) si f est surjectif ?
2) si f ne 'est pas ?
3) montrer que si lg est premier, f(lo) 'est aussi.

§ 5. PLONGEMENT D’UN ANNEAU COMMUTATIF DANS UN CORPS

Un anneau A commutatif étant donné, peut-on trouver un corps K
dans lequel A soit inclus et dont les deux operations induisent sur A ses
deux opérations ? ;

Une condition apparait immédiatement comme nécessaire, c’est que
A soit sans diviseurs de zéro puisqu’un corps est sans diviseur de zéro.
Cette condition est suffisante. En effet, plonger un anneau dans un corps
revient 4 plonger un ensemble muni d’une multiplication associative et
commutative dans un groupe multiplicatif. Nous savons que c¢’est possi-
ble si A est un demi-groupe multiplicatif (II, 6, 1), ce qui exige que la
multiplication soit simplifiable :

) ax=qy " > x==1,
or, il en est justement ainsi puisque A est un anneau d’intégrité
(ax=ay<>ax—y) =0 = =1y

Le groupe multiplicatif est formé des classes d’équivalence des cou-

ples (a, b) d’éléments de A, la relation d’équivalence étant définie par :
(a, b) ~ (¢, d) <= ad = bc.

Il resterait & montrer qu’on-peut définir entre les éléments de ce
groupe une addition par rapport 4 laquelle la multiplication soit distri-
butive et qui induise sur A 'addition de A.

C’est ce que nous avons fait (exercice 35) pour 'anneau Z des entiers
et la construction du corps Q des rationnels. Le raisonnement serait le
méme pour un autre anneau. Nous en concluons que tout anneau d’inté-
grité commutatif peut étre plongé dans un corps que nous appellerons le
corps des quotients de Panneau d’intégrité. (e corps que nous avons
déterminé est le plus petit corps contenant anneau A. Il est déterminé
d’une maniére unique & un isomorphisme prés.

Exemple : Nous avons vu que Alx] était un anneau d’intégrité si A
était un anneau d’intégrité (exercice 39). L’anneau des polyndémes A [z, y]

6.
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4 deux variables et & coefficients dans A peut étre considéré comme un
anneaun de polynémes & une variable y et a coefficient dans A[zx] ; Alx]
étant un anneau d’intégrité, A [x; y] le sera aussi. Nous verrons ainsi, de
proche en proche, que quand A est anneau d’intégrité, A [z, 22 .... x,],
anneau des polynémes a n variables, est encore un anneau d’intégrité.
Pour tous ces anneaux, on pourra définir le corps des quotients appelés
corps des fractions rationnelles. (Ils admettent tous comme sous-corps
le corps des quotients de A).

Exercice 49. — On o vu que dans un corps K it n'y a d'idéaux - que
{01 et K. On veut étudier la réciproque : on va montrer que si dans un
anneau A, 1 01 et A sont les seuls idéaux & gauche (un idéal & gauche
est un sous-groupe additif de A qui vérifie Al < 1) il n'y a que deux possi-
bilités :
@) A est un anneau de carré nul cest-d-dire A2 = { 0’} (Vo VbEA,
ab = 0) et A n’a pas de sous-groupe non trivial.
B) A est un corps.
On montrera :
1) que dans un anneau, pour tout élément g de A, Aa est un idéal a
gauche ; )
2) supposant que a) n'est pas réalisée on prouvera qu'il existe un élé
ment a tel que Aas£ { 0] et un élément e tel que ea = a.
On étudiera alors les ensembles

| x — xe ; x€EA }
{x—ex ; xXEA 1
et on conclura.
§ 6. CORPS

1. Corps premier.

L’intersection de tous les sous-corps d’un corps K est un sous-corps
de ce corps K. Dans tout corps K il existe donc un sous-corps qui n’a pas
de sous-corps propre, ¢’est-a-dire distinct de lui-méme et de {0} . On le
nomme corps premier.

Construction d’un corps premier. Notion de caractéristique.
Un corps premier k contient déja au minimum 0 et e ; il contient
ne(n€Z); il contient les sommes d’éléments de cette nature :
, ne 4+ me =(n -+ m) e,
Il contient les produits d’éléments de cette nature, soit :

pour m >0 n>0 meXnem@/—_{;k...—#e}(ﬁ—}—...+e)zmne2

m termes Tt termes = mne
pour n>0m <0 meXne=(—e....—e)(e4 .... + e
PR S i
m termes n termes

== (—— m)N(— e2) = (— m)n(— e) = mne
pourm <0 n<0 mexne=((—e....—e)(—e....—e)=
miermes  ntermes
= (—m) (— n)e* = mne.
Nous considérons alors P'application ¢ de Z dans k, définie par :

¢
n ———>» ne

Cette application est un homomorphisme d’anneau puisque :

9 (m + n) = ¢(m) + o(n)
¢ (mn) ==o(m) o(n).

7B

¢(Z), image homomorphe de Z, est donc un anneau isomorphe 4 un
anneau quotient de Z modulo un idéal 9. D’autre part, ¢(Z), devant étre
un sous-anneau d’un corps, ne peut avoir de diviseurs de 0. Il faut donc
que 9 soit un idéal premier de Z. Or, on sait que les seuls idéaux premiers
de Z sont les idéaux engendrés par un nombre premier et I'idéal (0). Il
n’y a donc pour ¢(Z) que deux types de structure possibles :

1) 9 est engendré par un nombre premier p ; Panneau quotient est
Panneau des entiers modulo p qui est un corps ; ¢(Z) étant isomorphe &
un corps est le corps premier k cherché.

2) 9 est Pidéal (0); Z/9 =1Z ; o(Z) est isomorphe & I'anneau des
entiers. Le plus petit corps qui le contienne est donc isomorphe a Q.

Tout corps premier est donc isomorphe a Uun des corps suivants :

1) corps des rationnels ;

2) corps des entiers modulo p (premier).

Il y a lieu de remarquer qu’ils sont tous commutatifs. Dans le pre-
mier cas, on dit que le corps est de caractéristique nulle ; dans le
deuxiéme, qu’il est de caractéristique ({) Et on appelle caractéristique d’un
corps quelconque la caractéristique de son corps premier.

Dans un corps de caractéristique p, va pa=20
En effet, le corps contenant un sous-corps isomorphe aux entiers

modulo p, on a :

pe=10
et
pa=a-+a- ...... a = qe-}+ae - ...... -+ ae
e e e’
p termes p termes )
=alet e el =axXpe=0.
p termes

Il résulte de 14 que les régles du calcul algébrique dans un corps de
caractéristique p sont trés différentes de celles du calcul algébrique habi-
tuel (corps des réels ou corps des complexes, admettant Q comme corps
premier et ayant pour caractéristique 0). Soit par exemple 4 développer
(x +y)?. Le développement formel du binéme reste valable, mais tous

les Cf;’ pour k=0, k>4 p et pour p premier sont des entiers divisibles par

pp—D. :k'»-i(pm k+ 1?«, aucun des facteurs du
dénominateur, inférieurs a p, ne peut éiviser le nombre premier p). Done,
dans un corps de caractéristique ps40, on a :

@+ y)r =2 + .

p. (Dans la fraction C =

2. Extension des corps.

Dans toul ce qui va suivre, nous supposerons toujours que nous
sommes en présence de corps commudlatifs. Nous commencerons par nous
placer dans la situation suivante : soit un corps K et un corps E dont K
est un sous-corps :

} KcE
(on dit aussi que E est un sur-corps de K).

Soit alors A une partie de E. Tous les corps contenus dans E et conte-
nant K et A ont pour intersection un sous-corps de E qui est le plus petit
sous-corps contenant K et A ; nous 'appellerons le corps engendré par A

et le noterons K(A).
; E-oK(A) oK Eo>K(A)DA.
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Cherchons a construire K(A).

. K(A) doit Acontenir. les é}éments de A, les puissances de ces éléments,
puis les polyndmes P & coefficients dans K et & valeurs dans A, et enfin

; . P
les fractions rationnelles — avec Q%40 (*). K(A) doit donc contenir I'en-

semble de ces f_racﬁions rationnelles. Or, cet ensemble forme un corps,
comme on le vérifie immédiatement (**). Ce corps contient A et contient K,
done c’est K(A).

_ Portons maintenant notre attention sur I'ensemble de ces fractions
rationnelles qui ne contiennent qu’un ensemble fini B= tu;y ... u, |
d’éléments de A. Leur ensemble forme le corps le plus petit contenant B
et K et est donc K(B). Si nous considérons alors tous les B possibles
c’est-a-dire si B décrit I'ensemble ’

o P,(A)
des partles. finies de A, nous obtenons un ensemble de sous-corps K(B).
Tous sont inclus dans K(A), leur réunion Pest done aussi ; mais, récipro-
quement, toute fraction rationnelle appartenant 2 K(A) contient un nom-
bre fini d’éléments de A, donc appartient & celui des K(B) qui correspond
a cet ensemble d’éléments. On peut donc écrire : ' ~

KA)=U{E®B); BE€ »(A)}.

Il en résulte que, pour trouver K(A), on peut commencer par cher-
cher les corps engendrés par une partie finie de A. ‘

Exercice 50. — Soit un corps E et une famille 9 de sous-corps de E
telle que

VK, Ko &€ % IKE A KoK KoK
pour une telle famille
U € %\

est un corps.

Dans la construction du corps engendré par une partie finie de A,
nous allons étre aidés Kar la propriété suivante : soient A;CE, A:cE et
leur union A; UAs. K(A1) est un sous-corps de E ; son extension engen-
drée par la partie Az, que nous noterons K(A1)(A:), est identique au
corps K(A: UA»).

En effet, K(A1)(A2) contient K, A, Az, donc A;UAs, done :
K(A1(A2) DK(A1 U Ay).

Mais, d’autre part, K(A; UA:) contient A: et contient K(A uis-
que A, est une partie de A1 UA2; K(A;UA2) contenant Ai ét),I?(ATf)
contient K(A1)(A2) qui est le plus petit corps qui les contienne,

K(A1 U Az) DK(Al)(Az)-
Les deux inclusions opposées donnent I’égalité :
K(A1)(A2) = K(A; UAy)

(*) 11 importe de bien préeciser qu’il ne s’agit 6 i
. en prec pas de polyndémes ou de fract
rationnelles formels, mais d’¢léments de E, qui sont les vglegrs prise(s) pax? c::cpt)olzf
ggm;gl é?u ﬁ;aduin?i ralt”loxmelles(.1 En pzirticulier, Q = 0 ne signifierait pas qw’il sagit
ment nul de P'anneau des polyném i ’élé
prise par 16 polnte e polynomes, mais de I’élément nul de E, valeur
(**) C’est  ici qu’intervient Phypothése "de commutativité ; car les mondmes

k h .
au; et a;u; n’ont pour produit le monome niajulf‘u;.‘ que dans cetie hypothése.
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Ceci nous permet de construire en deux temps K(A; UA2) par adjonc-
tions successives de A; et de As. Cela prouve en méme temps que Pordre
dans lequel se font ces adjonctions n’influe pas sur le résultat.

Pour former le corps engendré par la partie finie B= tuy, .., 1,1,
on pourra donc former K(u:), puis K(ui)(u2)..., etc... Tout revient done
a construire K(6), corps engendré par un seul élément. Une telle extension
est dite simple.

3. Extensions simples.

Soient donc un corps E et K un sous-co;'é)s de E, 6 un élément de E
n’appartenant pas & K (6 € K= K(0) = K), K(6) contient tous les poly-
nomes en 0 & coefficients dans K. dont nous désignons P'ensemble par
K[8]. Les régles de calcul sur ces polynéomes sont les mémes que celles
sur les polyndémes de Panneau K[x] des polynémes & une indéterminée
et a coefficients dans K. On peut donc considérer T’application :

f
K[z} —— K[0]cK(9),
qui est un homomorphisme d’anneaux. K[6], image homomorphe d’un
anneau, est isomorphe 4 'anneau quotient de K[x% par lidéal :

=1
9 == f(0).
Cet idéal est constitué par I’ensemble des polyndmes P de Kx]
tels que :
P(6) = 0.

Nous devons donc chercher & préciser cet idéal ; mais K[8] étant
inclus dans un corps est un anneau sans diviseur de zéro ; donc, K[x]/ 9
Pest aussi ; c’est-a-dire que 9 est un idéal premier de Klx].

K[z] étant un anneau d’intégrité (ceci a été démontré dans Pexer-
cice 39), I'idéal 1 0} y est un idéal premier, (K[x]/ ! 0} = K[x]). Nous

ouvons donc avoir 9 =0 ou bien 9 idéal premier différent de {0} .
onsidérons séparément ces deux cas :

1) 9 =10}.Lhomomorphisme f est un isomorphisme et K[6] est
un anneau d’intégrité qui n’est pas un corps. Le plus petit corps qui le
contient est, comme nous I'avons montré (111, 5), le corps des quotients,
c’est-a-dire K(8), corps des fractions rationnelles en 6 a coefficients dans K.
Une telle extension est dite une extension transcendante simple. Ce cas
est caractérisé par le fait que ¢ n’annule aucun polynéme de K[z].

2) 93 101. K[zr] étant un anneau principal (I11, 4, 2), tout idéal
premier y est maximal (IIl, 4, 4), et K[x]/ 9 sera un corps. K[6] qui lui
est isomorphe est un corps ; et, dans ce cas, le corps K(8) n’est autre
que K[6]. Une telle extension est une exfension algébrique simple.
7 est un idéal principal ; tous les polynémes qui lui appartiennent sont
donc les multiples d’un polynéme p tel que :

p6) = 0.

Ce polyndéme p est irréductible, ce qui veut dire qu’il ne peut exister
deux polyndmes p: et p» (4 coefficients dans K) non réduits 4 des cons-
tantes, tels que p== pips, car, §’il existait deux tels polyndmes, I'idéal
engendré, par exemple par pi:, inclurait I'idéal 6 qui ne serait pas
maximal.

Or, nous excluons le cas sans intérét ot p serait un polyndéme du
premier degré, car alors sa racine § aurait déja appartenu 4 K et K(6) ne
serait autre que K lui-méme. Si donc, p est un polynéme de degré au
moins égal & 2, que p soit irréductible, entraine qu’aucun nombre
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x € K n’annule p, donc que P'équation p(x) = 0 était sans solution dans
le corps K (*).

Une extension algébrique simple se fait donc en ajoutant au corps K
un élément 6 du corps ED% qui est racir{e d’'un polynélme a coefﬁcgmts
dans K, irréductible (et par conséquent sans racines) dans IID{ Cette exten-
sion K(b) est isomorphe & I'anneau quotient de K[x] par I'idéal engendré
par ce polynome p.

| K0 ~ K[x]/(p).

. Examinons la structure de cet anneau quotient (qui est un corps
Si n est le degré de p, il existe dans chaque %lasse (mc?d. p) de K[x}puzl
polynéme de degré inférieur & n, car tout polynéme est congru (mod. p)
au reste de sa ‘division par p ; et, dans chacune de ces classes, il existe
un seul polynéme de degré inférieur a n, la différence de deux tels poly-
nomes ne pouvant étre divisible par p. Chaque classe peut donc étre
représentée par un polyndme de degré inférieur & n et Ii{(e) peut étre
représenté par I'ensemble des polynomes en 9 a coefficients dans K et de
(.ie.gre inférieur & n. La somme de deux éléments g(0) et h(6) s’obtient en
faisant la somme des polynoémes formels g et h et, en prenant (g + h)(0) ;
pour le produit g(8) X (), on fera le produit gh, puis, si son degré atteint
ou dépasse n, on prendra le reste de la division par p, c’est-a-dire que si:

gh=pq+r r'<n,
g(0) X h(6) = r(6).

Ceci fevient 4 dire qu’on calcule sur les éléments de K(8) comme sur
les polynémes formels de K[x], mais en remplacant p(6) par 0.

Remarque : Le fait que K(9) soit un co
Pexistence de h(8) tel qug : ) rps prouve pour fout g0

on aura .

= h(6).
g(®)

Quant au moyen de trouver cet élément h(6), il peut nous étre f i
par le théoréme de Bezout (voir III, 4, 3), qui s’agplique daense Ko{l;cléfm
p étant irréductible et g de degré inférieur 4 n, donc premier avec p, il
existe k et h (polyndmes & coefficients dans K) tels que : ’

. 5 kp + gh=1,
ce qui se traduit (en vertu des régles de calcul ci-dessus énoncées) par :

g®Yh(8) = 1.

On appelle degré de U'extension algébrique le degré 6

: n 3 gré du polynéme p.

K(6) est isomorphe au groufpe additif des polynémes en x ds dggré inflé)-

rieur a n ; ces polynom&;s orment un espace vectoriel sur K et peuvent

s’exprimer S.OI-IS forme d’expressions linéaires des n éléments 1,9, ..., n—1.
En anticipant un peu sur la théorie des espaces vectoriels, nous

dirons que cet espace vectoriel est de dimensi isqu’i
ron e < en_d);.) imension n puisqu’il admet la

g Autre point de vue. Nous avons jusqu’a maintenant cherché a éten-
re un corps K en lui adjoignant un élément qui appartenait au sur-
corps E de K déja connu. Nous pouvons au contraire nous poser le pro-

(*) Bien entendu, la notion d’irréductibilité d’un ive
: polyndéme est relative & I'en -
ble dans lequel on cherche 4 le factoriser. 4 4 1, irréductible dans @, e:t factof'tiz:;-

ble dans R puisqu’il peut séerire (@2 +2V2+1) 2—axV2 4 1).
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bléme suivant : étant donné seulement le corps K, peut-on fabriquer un
corps KoK ?

1l existe toujours une solution & ce probléme : Pextension transcen-
dante formée des fractions rationnelles a coefficients dans K ; elle est
unique, ce qui veut dire que deux extensions transcendantes simples du
méme corps K sont isomorphes. Parmi les éléments de cette extension
figure le polyndéme formel (0,1, 0, ..., 0).

Si nous désignons cet élément par 6, tous les autres éléments de
Pextension apparaitront comme des fractions rationnelles en 6. Mais
peut-on trouver des extensions algébriques ?

Oui, si on connait des polynomes irréductibles dans K[x], et on
pourra construire autant d’extensions algébriques simples que K[x] pos-
séde de polyndmes p irréductibles [ces extensions peuvent étre distinctes
ou non]. Le polyndme [0, 1,0, ..., 0] (mod. p) étant encore désigné par 6,
tous les éléments de I'extension peuvent étre considérés comme des poly-
némes en 0 (mod. p). Le nouvel élément est racine du polynéme p qui,
dans le nouveau corps, nest plus irréductible.

4. Exemples.
Construction des irrationnels algébriques. K est le corps des ration-
nels, Q. Prenons, par exemple, pour p :
— 29,
irréductible dans Q. L’extension Q(8) est constituée par toutes les expres-
sions ab - b, ot a et b sont des rationnels et § un nombre tel que : :
82— 2 = 0.

(a8 + b) (cb } d) est le reste de la division par x> —2 de:

(ax - b) (cx + d), ot on fait x =1, ce qui n’est autre que I’expression
obtenue en remplacant 02 par 2 dans 'expression précédente. De méme :
ab + b (ad+b) (cd—d) _ 2ac— bd + be —ad
b Ld (cd+d) (cd—d  22—d? 2c2 — d?’

En définitive, on calcule avec le nombre § comme avec les rationnels
en remplacant, chaque fois que P'occasion s’en présente, 62 par 2. Ce
nombre § est celui habituellement désigné par /2 (mais peut-étre tout
aussi bien — v2). Dans Pextension ainsi créée et notée conformément
aux notations indiquées Q(v2), le polynéme x* — 2 se factorise en :

(x— V2 (x+ VD).

11 est clair qu’un certain nombre d’autres polynémes, irréductibles
dans Q, « éclatent » (c’est-a-dire se factorisent en facteurs du premier
degré) dans Q(\V2).

Toutes les extensions quadratiques (c’est-a-dire toutes les extensions
par rapport a des polynomes irréductibles du 2° degré) se feront de fagon
analogue et permettront de définir les racines carrées de tous les entiers.

Constructions des complexes. Prenons pour K le corps R des réels

et pour p:
p=x>+ 1
Appelons i un des nombres 8 correspondants :
i241=0.

Nous calculerons sur les expressions du premier degré ai + b de
fagon analogue a ce que nous avons fait ci-dessus, mais en remplacant
cette fois i par — L. ‘ :
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Le polynéme x2 -1 se factorise en (x - i) (x —1i) ; mais, ce que
nous apprend le théoréme de d’Alembert, c’est que le corps des complexes,
extension algébrique des réels ainsi construite, est un corps ol tous les
polynémes a coefficients réels se factorisent en polyndémes du premier
degré. Qui plus est, tous les polyndmes & coefficients dans le nouveau
corps y éclatent aussi. On ne pourra donc construire aucune extension
algebrique du corps des complexes.

On dira de ce corps qu’il est algébriquement clos.

Les quatre propriétés suivantes, équivalentes entre elles, sont carac-
téristiques des corps algébriquement clos :

1) Aucun polyndme de degré supérieur a 1, a coefficients dans ce
corps, n’est irréductible.

2) Tout polyndme non constant a coefficients dans ce corps est pro-
duit de polyndémes du premier degré.

3) Tout polyndme & coefficient dans ce corps a au moins une racine
dans ce corps.

4) Toute extension algébrique de ce corps est identique 4 lui-méme.

Nombres algébrigues ou trancendants. Un élément est dit transcen-
dant par rapport & un corps K quand il n’est racine d’aucune équation
4 coefficients dans K ; on a pu démontrer que e et = sont transcendants
par rapport & Q. L’extension simple correspondante est transcendante.
(Le plus) petit corps contenant Q et e est celui des fractions rationnel-
les en e). ; P

Si, au contraire, un élément est racine d’un polynéme irréductible
de degré n sans I'étre d’aucun polyndéme de degré inférieur & n, il est dit
algébrique de degré n ; 'extension simple correspondante est une exten-
sion algébrique de degré n. :

5. Factorisation d’un polynéme. Corps de décomposition.

Nous avons vu tout a4 ’heure deux exemples du cas oil, ajoutant un
élément au corps de ses coefficients, on rend possible I’éclatement d’un
polyndme, c’est-a-dire du cas oli, en ajoutant une racine, on les ajoute
toutes. I1 en sera ainsi pour toutes les extensions du second degré. En
effet, le polyndme p du 2° degré se factorise en :

p=(rt—8 (ax + B) a, B € K(0).

Mais il peut ne pas en éire ainsi. Par exemple, si on ajoute & Q une
racine de 23 — 2, les autres ne viennent pas en méme temps. Cela améne
a faire des extensions successives d’'un méme corps jusqu’au moment ol
nous arriverons 4 un corps dans lequel le polynome donné se factorise
en polynémes du premier degré. Le corps ainsi obtenu, qui est le corps
de factorisation totale du polyndéme, est appelé, en anglais, splitting field,
et en francais, suivant les auteurs, corps des racines, corps de rupture ou
corps de décomposition du polynoéme.

Or, un polynome p étanf factorisé en polyndémes pi, p2; ..... de degrés
supérieurs a 1, on peut faire d’abord une extension du corps de ses coeffi-
cients par rapport au polynéme p: ; on obtient une nouvelle factorisa-
tion ; si un des facteurs est encore de degré supérieur 4 1, on fait une
nouvelle extension, etc... ; mais on aurait pu commencer par faire une
extension par rapport 4 p» et la question se pose alors de savoir si le
résultat aurait été le méme. La réponse est :

Le corps de factorisation totale d’un polynéme est déterminé a un
isomorphisme pres.
Pour établir cette propriété, nous montrerons d’abord comment un
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isomorphisme de corps peut s’étendre aux extensions de ces corps. Soit
un isomorphisme :

K— K
Un polynéme p irréductible dans K est transformé par ¢ en un poly-
néme p irréductible dans K (chaque coefficient de p étant I'image du
coefficient correspondant de p).
Les deux extensions sont respectivement isomorphes & :
: K{x‘]/(m et Klzx] !
qui sont évidemment isomorphess i )
Supposons alors qu’un polyndme & coefficients dans K éclate dans
deux corps k et ‘x, tous deux surcorps de K, en ayant dans le premier

les racines a1, ..,, et dans le deuxiéme P a, (leur nor_nbre'est Ifi
méme, car c’est le degré de p). Nous nous trouvons dans la situation ou
nous étions au début de ce chapitre (1°" point de vue) et nous allons cons-
truire les corps : L
K1, v 2, ) K et Ko, oy a,) < K
Ces corps sont parfaitement déterminés et 'ordre dans lequel on
ajoute les éléments n’intervient pas puisque K(a1)(az) et K(a2)(a1) éga-
lent K(a; Ua2). Nous ajoutons donc d’abord «; et oz et obtenons deux
extensions isomorphes K(a:) et K(a1). )
Dans ces extensions, le polynéme p se factorise de fagons isomor-
phes. Nous entendons par 14 que si :
p=(x—a)@—B1) .. (x—2) gh ..k,
p=(x—a)(@—B1) .. ®x—2%) gh..k
B1..%; et B1..A ont des expressions identiques respectivement par
rapport 4 «1 et a1 et que les polyndmes irréductibles g, h, ..,k et

g, h, ..., k sont identiques au remplacement prés de «; par a1 dans l'ex-
pression de leurs coefficients. . X
Les racines 81 ...A; sont parmi les nombres ai ...a, de méme que

B1... % sont parmi les nombres 2 ... #,. En cherchant & construire K(a1)
et K(Zl), nous avons, en fait, construit les corps isomorphes :
K(ai .o ay) et Ko ...oap).
Puisque P'ordre dans lequel on fait les adjonctions n’intervient pas,
nous choisissons d’ajouter maintenant les racines ary1 et ‘ax+1 de p qui

sont respectivement racines des polyndmes isomorphes g et g. Le lemme
démontré ci-dessus s’applique alors et :
K(ar ... aprt1) =~ Ko .. apari1).

Nous considérerons alors les décompositions de p dans ces deux nou-
veaux corps et construirons de nouvelles extensions en m’trodulsant deux
racines de facteurs homologues... Et ainsi de suite jusqu’au moment o1,
en procédant par extensions successives et en ayant toujours deux corps
isomorphes, nous obtiendrons deux corps de décomposition isomorphes.

Racines multiples. Une question qui se pose encore est la suivante :
un polyndéme irréductible dans K peut-il avoir dans sa décomposition
dans lextension K(8) plusieurs facteurs du premier degré identiques ?
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Soit :
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p=(@&—0'q avec x > 1.

Nous y répondrons dans ’exercice suivant :

Exercice 51, — La condition nécessaire et suffisante pour que § soit une
racine multiple d'un polynéme est que le corps K soit de caractéristique
c == 0 et que !

p € Kix‘]

Pour les corps de caractéristique nulle (rationnels, réels, par exemple)
§ sera toujours racine simple.

Exercice 52. — Dans le corps Zs (entiers mod. 2) chercher tous les poly-
ndmes irréductibles de degré 2, 3, 4. Etudier {a structure des extensions
correspondantes.

Exercice 53. — Soient un corps et une indéferminée z, les corps K(z) et
: 3
7

PR S
K(w—v—)des fractions rationnelles en z et ———. Le deuxiéme de ces corps
z. 4 17 z 41

est un sous-corps du premier. Montrer que le premier est une extension algé-

brique du second et trouver le polynéme irréductible par rapport auquel est
faite cette extension.

Exercice 54. — Un surcorps E est dit algébrique sur K'si tous les éléments
de E sont algébriques sur K. Lo condition nécessaire et suffisante pour que E
soit algébrique sur K est que si A est un anneau. tel que K ACE (les opé-
rations sur A étant induites par celles de E), alors A soit un corps.

Exercice 55. — Soit E un surcorps de K et A une partie de E algébrique
sur K, c’est-a-dire dont tous les éléments sont algébriques par rapport & K.
Montrer que K(A) est algébrique sur K. :

Exercice 56. — Soient trois corps KCECF. La condition nécessaire et
suffisante pour que F soit algébrique sur K est que E soit algébrique sur K
et F algébrique sur E. Dans ces conditions § étant un élément de F comparer
les deux polynémes pe irréductible dans E et px irréductible dans K tels que

pe(0) = 0 px®) =0

Exercice 57. — Tout corps fini a une caractéristique différente de 0 soit c.
Montrer que:

1) un corps fini, de caractéristique c, a g == c” éléments avec n entier :

2) c’est le corps de décomposition du polynéme x4 —x = o

3) son groupe multiplicatif est cyclique.

-~ CHAPITRE IV

NOMBRES REELS

§ 1. INVENTAIRE DES PROPRIETES DE Q

Les chapitres précédents ont mis en évidence les principales proprié-
tés de Q :
1) Cest un corps commutatif.

2) 11 jouit d’une structure d’ordre total compatible avec la structure
de corps (*) et cet ordre est archimédien (11, 4, 3).

3). Q est un espace métrique.

Nous appelons distance sur Q P'application :
d:Q* — QF

définie par : d(x, y) = |x —yl.

Elle jouit des propriétés suivantes :

dlx,y) =0<=>zx=y,
ve, vy o d@y) =dyx),

v, Yy, Vz d(z, y) < d(z, z) 4 d(y, z) (inégalité triangulaire).

Les deux premiéres de ces propriétés sont évidentes. La 3° a été dé-
montrée (exercice 31).

Plus généralement, une distance sur un ensemble E sera une appli-

‘cation d de E? dans R+ (ensemble que nous allons définir et qui contient

Q+), d possédant les trois propriétés énumérées ci-dessus. Un ensemble
muni d’une distance est dit un espace métrique (ou distancié).

Nous allons maintenant mettre en évidence certains aspects insuffi-
sants de ces propriétés :

1) Q n’est pas algébriquement clos. x* — 2, x* 4 1, par exemple, ne
s’y factorisent pas. Dans ce chapitre, nous ne nous arréterons pas a ce
point de vue, car le corps des réels que nous allons construire n’est pas,
lui non plus, algébriquement clos.

2) Comme tout ensemble muni d’un ordre total, Q est un treillis,
mais ce n'est pas un treillis complet. Un ensemble E est dit un treillis
complet si tout A € 7 (E) posséde un plus petit majorant qui est dit
sup. A et un plus grand minorant qui est dit inf. A ; cette propriété en-
traine que tout A € » (E) posséde des majorants et des minorants.

(*) Nous entendons par la que: 1) c’est un groupe additif ordonné (voir
cours II. 4.1 et corrigé de ’exercice 35); 2) que le produit de deux éléments positifs est
positif. Ceci, compte tenu de la structure de groupe additif ordonné et de la distribu-
tivité de la multiplication par rapport & Vaddition, a entrainé la régle des signes.
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Si, au contraire, on peut seulement affirmer Pexistence de sup. A
(resp. inf. A) pour ceux des A € » (E) que P'on sait étre majorés (resp.
minorés), on dit alors que A est un treillis conditionnellement complet.

Observons qu'un groupe n’aura jamais une structure de treillis
complet compatible avec sa structure de groupe. En effet, parmi les par-
ties de E, il y a E lui-méme ; donc, E aurait une borne supérieure qui
serait un de ses éléments, a, et alors a 4+ x devrait étre <a pour tout
x € E, ce qui est impossible pour les éléments positifs x de E, et en par-
ticulier pour a si le groupe n’est pas réduit a 0.

Mais Q nr’est pas non plus un ftreillis conditionnellement complet.

Si nous considérons 'ensemble :
A={r€Q+;r2 <2y,

ce sous-ensemble de @ posséde pour majorants tous les éléments de :
A=I1s€EQ+;52>21,

mais cet ensemble A’ ne posséde pas de plus petit élément.

3) Dans un espace métrique, on est amené a se poser la question de
la convergence des suites.

On nomime suite une famille d’éléments x, indexés par les éléments
de N et on dit qu'une suite converge vers une limite X si :

VGEB""“"‘%O{ Adno €N Vn>ne dX, x,) < e.

(Ici, la définition sera évidemment donnée avec Ve € Q+ — 101} ).
On peut souhaiter donner de la convergence d’une suite un critére qui ne
ferait pas intervenir la limite X. Or, I'inégalité triangulaire qui permet
d’écrire :
d@,, zm) < dX, x,) + dX, xm) < 2,
permet d’affirmer :

Ve dIm €N Vnk>n1 m>ny  dx,, xm) < ..

Une suite pour laquelle cette propriété est vérifide est dite une suite
de Cauchy et nous pouvons dire : une suite convergente est une suite de
Cauchy. ,

Mais nous ne savons pas si la réciproque est vraie.
Dans Q, cette réciproque est fausse (la suite des valeurs décimales

a 10— prés de V2 est une suite de Cauchy et ne converge pas). Un espace
ou_cette réciproque est vraie, c’est-a-dire un espace métrique o foute
suite de Cauchy converge, est un espace complet et Q n’est pas complet.

Nous allons chercher 4 construire des extensions de Q qui en
fassent :

un treillis conditionnellement complet,
un espace métrique complet.

Les procédés que nous utiliserons s’étendraient, le premier & tout
espace ordonné dont on veut faire un treillis complet, le deuxiéme 4 tout
espace métrique dont on veut faire un espace métrique complet.

La propriété remarquable de Q est que, en cherchant 4 obtenir une
des deux propriétés, on obtiendra les deux. Les extensions obtenues par
les deux procédés seront, en effet, isomorphes.

Elles n’en partent pas moins, de deux points de vue, totalement dis-
tincts que nous examinerons successivement.
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§2. POINT DE VUE DE L’ORDRE

1. Définition de R.

Nous utiliserons une variante des coupures de Dedekind s’appuyant
sur la notion de : section commencante.

On dit que s est une section commencante d’un ensemble totalement
ordonné E si:

rTE€Es y<cx => yE s.

Une section finissante, définie de facon analogue, sera le complémen-
taire d’'une section commencante. ,

Une section commencante peut posséder un plus grand élément ; elle
est alors dite fermée ; elle peut ne pas en posséder ; elle est alors dite
ouverte.

Si on considére les rationnels x<r, ils constitluent une section
commencante fermée.

Si on considére les rationnels x < r, ils constituent une section
commencante ouverte s(r) ; mais il suffirait de leur rajouter r pour en
faire une section fermée.

Au contraire, I'ensemble des rationnels :
{ir€Q; 2]
est une section commengante ouverte qu’on ne peut pas fermer en lui
rajoutant un élément.

Tout rationnel r définit donc une section commencante ouverte et
une seule (formée de tous les rationnels < r). Mais A certaines sections
commencantes ne correspond aucun rationnel ; et I'idée est alors la sui-
vante : nous considérerons 'ensemble des sections commengantes ouver-

tes de Q. Nous le nommerons R.
Rc 7(Q).

Remarquons d’abord que cet ensemble contient ¢ et Q qui 'un et
Pautre satisfont & la définition (on peut les désigner par — o et -} o
respectivement).

Examinons les propriétés de R.

2. Structure d’ordre de R.

D’abord, cet ensemble jouit d’une structure d’ordre total. Cet ordre
est défini par l'inclusion ; car, si deux sections commencantes s; et se
sont distinctes, Pune est incluse dans 'autre. Soient en effet :

S1 5482 dx; € 53 1 € s

Ces hypothéses entrainent :
YV € s xrs < X1 (définition de s3)
d’otr :
e &€ 5 (définition de s;)

donc :
82 C 81.

Si nous considérons l’ensemble Q formé des sections commencan-
tes ouvertes, s(r), déterminées par les rationnels, et qui est un sous-ensem-
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ble de R, nous voyons que Pordre défini ci-dessus est 'ordre sur Q
défini par Pordre sur les rationnels.

Pisomorphisme indiqué ne concernant, pour le moment, que la structure
d’ordre.

Nous allons voir que R est un treillis complet.

Observons d’abord qu’une réunion de sections commencantes ouver-
tes est une section commencante ouverte. Il est évident que c’est une
section commencante (qui peut étre Q tout entier) ; d’autre part, si elle
possédait un plus grand élément, il devrait appartenir & une des sections,
dont il serait le plus grand élément, ce qui est contraire & I’hypothése.

Si alors on considére un ensemble de sections |s,; i €1,

sup |5, i€ 1] = U ls;; i€1]
D’autre part, on peut énoncer :
Théoréme : Si un ensemble ordonné posséde un plus petit élément et

si tout sous-ensemble de cet ensemble admet une borne supérieure, il
admet aqussi une borne inférieure.

Démonstration : soit E I'ensemble ordonné et X &€ »(E), et :
XKt=ly;, Ve €X z<y|
I’'ensemble des majorants de X ; ’hypothese est que sup. X existe, donc
que X+ a un plus petit élément,

Appelons de méme :

XT=ly; VeE€X x>yl
I’ensemble des minorants de X. Cet ensemble n’est pas vide puisque nous
avons supposé que E avait un plus petit élément. II' s’agit de montrer
que X— a un plus grand éiément.

Or, par hypothése, X~ posséde une borne supérieure sup. X ; dire
que X7 a un plus grand élément est donc équivalent a sup. X~ &€ X, Or,
sup. X~ est par définition le plus petit élément de (X—)+, ensemble des
majorants de X7. Or, (X—)+ o X, donc le plus petit élément de (X—)+
est un minorant de X, c’est-a-dire sup. X~ &€ X7, donc inf. X existe.

(Ci-dessous schéma dans le cas du plan ordonné par la convention :
les éléments positifs sont ceux du premier quadrant).

|
\S}{\#—{m F X :?u; ;:

Ce théoréme appliqué 4 R qui posséde ¢ comme le plus petit élé-
ment et dont on a déja montré que tout sous-ensemble avait un sup.

prouve que R est un treillis complet.

:
\é
|
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Exercice 58. — Considérer 'ensemble de toutes les sections commerngantes
ouvertes ou fermées de @. Montrer que cet ensemble est totalement ordonné
et est un treillis complet. Interpréter cet ensemble.

Exercice 59. — Montrer que R est, & un isomorphisme prés, le plus petit
treillis compiet contenant G.

Remarques : Entre deux réels, il y a toujours un rationnel. Soient
en effet deux éléments s; et s» de R tels que $1 < sz, ce qui veut dire :
si“soets1Cs2 > JEQ u€s: u€s,
sz n’ayant pas de plus grand élément.
Jv>u v & so.

Soient s(u) et s(v) les sections commencantes définies par u et v :
sics(u) cs(v) Cs2

De ces trois inclusions, la deuxiéme est stricte (u € s(u), u € s(v)),
ainsi que la 3° (v & s(v), v € s2),
done :

sisu<v<<s:

(u et v étant maintenant considérés comme éléments de QR, identifié
avec Q).

Inversement, enire deux rationnels, il existe toujours un réel non
rationnel. Soient en effet deux rationnels a et b (a < b). Nous pouvons

considérer un réel non rationnel quelconque, /2 par exemple, et deux
rationnels ¢ et d (¢ < d), faisant respectivement partie de la section
commencante qui I’a défini et de son complémentaire. Puis, considérons
Papplication définie sur Q :

homothétie choisie de facon a faire correspondre a a4 ¢, b 4 d, et tous
les rationnels de [a, b] & tous les rationnels de [¢, d], et par conséquent

4 la seetion commencante définissant /2, une section sommencante défi-
nissant un réel compris entre a et b ; ce réel ne peut étre rationnel, car
Papplication réciproque lui ferait correspondre un rationnel. Il y a donc
un réel non rationnel entre a et b.

Ces propriétés s’exprimeront en disant que Q esf dense (pour lor-
dre) sur R et que le complémentaire de Q (par rapport 4 R), soit R — @,
est dense sur R.

3. Définition de R.

La question de P'ordre sur R semble donc réglée, mais nous savons
que nous allons rencontrer des difficultés quand nous allons chercher les

autres structures de R. Nous avons vu en effet qu'un treillis complet ne

pouvait pas étre un groupe parce qu'un groupe ne pouvait posséder ni
plus grand, ni plus petit élément.

Le plus grand et le plus petit éléments de R sont Q et ¢. Si nous

retranchons de R ces deux éléments, nous obtenons un ensemble R qui
n’est plus un treillis complet mais qui est encore un treillis condition-
nellement complet. En effet, si nous considérons un sous-ensemble de R
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majoré, la réunion des sections commencantes qui définissent ses éléments
sera encore une section commencante (qui ne risquera plus d’étre Q tout
entier) et cet ensemble possédera encore un sup. ; enfin, si cet ensemble
est minoré, le théoréme de la page 86 reste valable et Pensemble possctde
encore un inf. ; R est donc un treillis conditionnellement complet.

Nous allons maintenant rechercher sur R la structure de corps, en
cherchant comment on peut étendre & R les opérations sur Q.

4. Structure de groupe commutatif de R.

L’addition sur R est définie comme addition sur lensemble des

parties : :
s1+se=la f a2 1 E 51, 12€ 8521

11 est immédiat que opération est associative et commutative. Il est
aussi immédiat qu’elle induit 'addition sur Q.
Elément neutre : Considérons s(0), c’est-a-dire Q—— 10 .
Nous avons bien pour tout si :
s1 -+ s(0) sy,
mais réciproquement, soit x &€ s.. Il n’y a pas dans s; de plus grand él¢é-
ment, done :
yEs, y>x, r—y€s0),
donc :
Ve€s, xz=y+ (@—y €35 -+ s(0),
ce qui permet de conclure que :
s1 -+ 8(0) = s1,
$(0) est bien élément neutre.

Elément symétrique de si. Considérons — s; (au sens de Vopération
sur les parties d'un ensemble, ¢’est-a-dire ensemble des symétriques des

éléments de s1), c’est une section finissante ; ( — 8¢ est une section com-

mencante ; cette section peut étre fermée par un rationnel ; dans ce cas,
on le retire et on considére la section commengante ouverte correspon-

dante que nous désignerons par (**——sl. Etant donné qu’on peut définir :

sy = lx; Fu € 51 —uy <l
ona:
(—si=lz; Y €s —u; > x|

Dong, si on considére s1 - (msl qui est ensemble

et ;€ (—s, €51l

avec
—1uy >z, done x -+ w1 < 0,

on peut affirmer s1 -+ (—s1cs(0).

Reste 2 savoir si, & la place de I'inclusion ci-dessus, on a P’égalité,
c’est-a-dire si un nombre négatif quelconque — g appartient a

s1 - C-—-sl.

Ici intervient la propriété du groupe additif des rationnels d’étre
archimédien. Considérons 'ensemble des nombres ng, q > 0, n € Z.
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Puisque sy n’est ni ¢ ni Q, il existe a € 51, b &€ ( Sy

et du fait que Q est archimédien.
In,n: €2  nmig<adol nigE€s;

naqg > b d’olt nag € (51

_ Mais, entre niq et nzg, il y a un nombre fini de multiples de ¢. Il
existe done n tel que : '

ng€s; n+1Dqg€ (s

—(n4+1Dqg€—(s1=(—=s.
A ce moment :

—q=ng—m+Dg€si+ (—s1,
donc :

S1 + C-———Sl :8(0)
est démontrée. Dans le cas on ( — 81 N’est pas fermée, elle est la section

commencante ouverte inverse de s; pour I'addition. Dans le cas contraire,

c’est (*—s1 qu’il faut considérer ; il pourrait alors se produire que le
rationnel retiré de ( —s: soit justement (n-- 1)q. Entre nq € s, et
(n+4 2)qg € ("“_31, il y aurait alors une différence de 2 q. Il suffirait de

remplacer dans le raisonnement précédent g par g pour retrouver une
différence de g et prouver ainsi que — g appartient & s; + (*— s,.

Nous avons donc démontré que toute section commengante ouverte
a un inverse par rapport i 'addition. Remarquons que le raisonnement
elt été en défaut si nous avions gardé ¢ et Q parmi les éléments a consi-
dérer. D’ailleurs :
: Vs Q-+s1=Q

g +s1=¢
¢ et Q n’ont do’x}c effectivement pas d’éléments symétriques. Nous retrou-
vons le fait qu’ils ne pouvaient pas faire partie d’un groupe additif.

i Rapprochant la loi de groupe ainsi mise en évidence et la structure
d’ordre, nous voyons que R est un groupe ordonné. En effet,

$1Cs2 > s1 -+ scs2 s,

Ce groupe est archimédien. Soient en effet a et b deux réels ; nous
voulons montrer uw'on peult trouver n € N tel que na > b. Soit r un
rationnel inférieur 4 a et r’ un rationnel supérieur & b ; puisque Q est
archimédien, il existe n tel que :

nr>r
donc ; na>nr>r>hb.

Conséquence : Soit X un sous-ensemble de R et x sa borne supérieure
Ve&E R+ — 10 dJy€Xx rT—e<Yysa
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En effet, il existe n tel que :
(n—1) s < x < ng,

et puisque x est borne supérieure, il existe y tel que :
(n—e<y<nz,

sans quoi (n — 1) ¢ serait un majorant de X inférieur 4 z.

Exercice 60. — 1° Tout groupe totalement ordenné archimédien est iso-
morphe & un sous-groupe de R (et est par conséquent commutatif).

2° Tout groupe totalement ordonné, archimédien, dense pour {‘ordre et
conditionnellement complet est isomorphe & R (dense pour l‘ordre veut dire
qu’entre deux éléments distincts quelconques il en existe un troisiéme dis-
tinct des précédents).

5. Strueture de corps de R.

Multiplication : la définition de 'opération ne peut étre dounée de
facon immédiate 4 I'aide d’une opération sur '’ensemble des parties, car
le produit de deux sections commencantes ne serait pas une section com-
mencante.

En conséquence, on procéde comme suit :
On définit d’abord Popération sur R+ seulement de la facon sui-
vante : chaque section commengante s > s(0) est remplacée par
=sNQ+—101),
c’est-a-dire qu’elle est tronquée et réduite 4 sa partie strictement positive ;
on fait le produit (au sens de produit sur I’ensemble des parties de ces
sections tronquées) et on rajoute Q— a I’ensemble obtenu.

Ss=lmain€s nEs |
81 82 == SI1 S;UQ‘.

L’ensemble s1s2 est bien une section commencante ouverte. On vérifie
que R+ forme un groupe commutatif par rapport & 'opération ainsi
‘définie.

Cette opération est associative, commutative et distributive par rap-
port & Paddition sur R+. '

Elle induit la multiplication sur Q-+.

Elément neutre : s(1) est tel que Vs € R+, s(1) scs, de plus tout
élément y de s appartient a s(1)s, car :

Vy€s :€s y<z doncg<1

et
y=~§~><z gés(l) 1€ s
donc : )
$(1)s =s.
Elément inverse. Soit ' =sNQ+—10}), —ql—, est une section finis-
sante et son complémentaire (relatif 4 Q+— 1 01 ) est une section com-

mencante tronquée qui, si elle posséde un plus grand élément, sera rem-

placée par la section commengante C*:-

Ona s ("} cs(1) avec s'(1) = s(1)N(Q+ —101).

— 01 —

Il faut encore voir si cette inclusion peut étre remplacée par I’égalité.
Remarquons d’abord que :

¥11
Iy
Ceci posé, soit ¢ > 0 quelconque,

1 #1
Ju€s u € s’ d’ol1 e[ -
+4q T (C:

[ = C*%

u

u-q

> 1—-—Eq-—, si wo est un élément fixe de s, q étant
0

u 1 q
u-q u-+gq

quelconque et uo fixe, 1 —.g_
0

est arbitrairement proche de 1 et éppartient

as C*i—, qui contient donc s'(1).

. Enfin, on étend Popération & R entier en lui imposant d’étre distri-
butive par rapport 4 'addition sur R, ce qui conduit 4 la régle des signes.
R est bien alors doté d’une structure de corps.

R est un corps ordonné. Nous avons déja vu que R était un groupe
additif ordonné. D’autre part, nous venons de voir que le produit de deux
éléments de R+ était un élément de R+. Done, R est un corps ordonné.

Exercice 61. — Toute application de R dans R qui vérifie
Hx + y) = fx) + f(y)
et qui est croissante est définie par
flx) = X x
ol X est un réel fixe.
Que pourrait-on dire de f si la condition « f croissante » était abandonnée ?

6. Limites dans R.
~Montrons maintenant que foute suite de Cauchy converge dans R.
Soit une suite de Cauchy {x, ! .
Une telle suite est bornée supérieurement :
VnE€N [z,|]<H
I1 existe donc des éléments v, de R définis par :
vy=sup. lx,;n=pl
Vp || <H
Up+1 SV, puisque vp4; est le sup. d’'un ensemble inclus dans le précé-

dent.
Posons u == inf. v,,.

Le fait que u, soit une suite de Cauchy permet d’écrire :
Ye>0 dno V= no [y — &m ] < e,

La définition de v, et le fait que vp41 soit inférieur & v, permettent
d’écrire :

. Ve dn; Yp>n Ju<y, <u-t-« dolt ju—v,| <.
Soit alors n2, le plus grand des deux nombres no et ni.
Si p est un nombre supérieur a n; :

vz2p>n v,—e<x,<v, dott |z, — V| < e
On peut alors affirmer :
Yn > ne |, —u| < |z, — x, |42y — v,|-F|v, — u| < 3Bs,

3¢ étant positif arbitraire, la suite {x,! converge vers u.
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Limites supérieure et inférieure d’une suite de réels.

Si | z, | est une suite de réels bornée quelconque, il existe un élément
de R défini par :

inf  sup xm
n mzn.
On T'appelle limite supérieure de la suite et on la note :
lim sup x, ou [im x,.
Si la suite n’est pas bornée, cet élément existe encore dans R.
Cette définition de la limite supérieure est en général plus maniable
que la suivante plus ancienne & laquelle elle est équivalente :
a) limx, = -} « veut dire: Va € R+ dn x,>a;
b) limx,=-—o veut dire: Ya&€ R+ dno Vo>ny, x,<—a;
) ¢) imz, =1L veutdire : 1) Ye>0 3dno Vn>ny x, <L -t
(il n’y a qu’un nombre fini d’éléments de la suite Z L -} ¢) ;

2) Ve>0 Vn 3m>n xm>L-—c¢ (il existe une infinité d’élé-
ments de la suite supérieurs & L — ¢).

Exercice 62. — Etablir I'équivalence des deux définitions.
Des remarques analogues peuvent étre faites pour
lim x,, = sup inf xy,
n - mZ2z2n
Exercice 63. — Etablir lim x,, < lim x,,.
Montrer que dans le cas de I'égalité la suite { x, | o une limite.

Remarque : les définitions ci-dessus sont valables dans un treillis
complet out elles permettent de définir la limite d’une suite (égalité de

lim x, et Ergxn), définition qui n’utilise que la structure d’ordre et n’exige

pa'st qu'une distance soit définie sur 'ensemble dans lequel est prise la
suite.

En particulier sur ?(E), on peut définir pour toute suite de parties

{E, | :
ITI}IE", == n U En
n&€& N m=n

IimE,= U N Eun
. n€N m=n

Exercice 64. — Etudier la relation entre lim x, pour x, & R et fi-r;;s(xni
ol slx, )& P(R) est la section commengante ouverte déterminée par x,,.

7. Généra}isation. Plongement d’un ensemble ordonné dans un  treiilis
complet.

Exercice 65. — Question préliminaire. X et Y étant deux parties d'un
ensemble ordonné, montrer que

XcY = X+o¥Y+ = X+—c Y+—
-Soit alors E un ensemble ordonné. On considére V'ensemble
T = { X7 ; X& PE]
T est ordonné par l'inclusion sur ? (E).
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1. Montrer que T est un treillis complet; pour cela on montrera :

a) que tout sous-ensemble  {X;” | de T admet une borne inférieure car
NX7 = (UXp™

b) que tout sous-ensemble admet une borne supérieure. il suffira d’appli-
quer le théoréme corrélatif de celui de la page 86 ; on devra distinguer le
cas ot E posséde un plus grand élément et celui ol E n'en posséde pas et
montrer que dans les deux cas E est le plus grond élément de T.

2. Montrer que T:)E, E étant un ensemble isomorphe & E pour la struc-
fure d’‘ordre ; pour cela : :
a) on définira
E= {a ; a€E }
~
et on montrera que Vordre sur T induit sur E l‘ordre déduit de celui de E
dans la bijection ‘
-
a- EE«——> o &€E
b) on montrerd que dans cette bijection la borne inférieure d'une partie
de E est image de la borne inférieure de la partie homologue de E quand
celle-ci en posséde une dans E ; .
¢) on montrera la méme propriété pour les bornes supérieures.

§ 3. POINT DE VUE METRIQUE.
COMPLETION DES RATIONNELS PAR LES SUITES DE CAUCHY.

1. Définition de R.

Notre but est maintenant de plonger les rationnels dans un ensemble
plus vaste ol toutes les suites de Cauchy seraient convergentes. Suivant
en cela une démarche analogue A celle que nous avons suivie pour la
complétion pour I'ordre, nous considérerons d’abord dans ce but lensem-
ble dont les éléments sont les suites de Cauchy de Q. Soit « cet ensemble.
L’ensemble des suites définies sur un anneau a une structure d’anneaun,
car cet ensemble est ’'ensemble des applications :

N — Q (considéré comme anneau)
et nous avons vu (exercice 37) que la structure d’anneau de I'’ensemble
d’arrivée permettait de définir une structure d’anneau sur I’ensemble des
applications. Notre ensemble sf est donc une partie de cet anneau et nous
allons vérifier que c’est un sous-anneau, donc qu’il jouit d’une structure
d’anneau. :

Soient { x, | et [ y, } les suites de Cauchy de termes généraux x, et y,.
Nous poserons : ‘

fa,t +ty = la,+7ul
ta, b by, =tz yst.
11 est immédiat que { x, + y, | est une suite de Cauchy, car :
l(xn + yn) — (xm + ym)! < txn_"xml“*‘lyn"“ Ym|
et Gne Vn,m>noe |€,—Tm] <s

dn; Vam>n |[J,—ym|<se
done :

Vn,m > sup (1, no)  |(@y + Yu) — @m + Ym)| < 28
Pour le produit, nous remarquons d’abord qu’une suite de Cauchy est
bornée car :

Vnm=2no [X,—ZTm]<e

entraine VR >no Xnp,—e < Ty < Ty + 6.
Donc, pour toute suite de Cauchy,

dH Vn |z, <H
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. Ceci dit, H et K étant les bornes des 2 suites l x,} et 1 y,1, on peut
éerire :

¥n,m > sup (1, Ro) | X0, — ZmYm] < |T] Yo — Ym| |G | |20 — ZTm |

< He + Ke.
L’existence de I’élément nul et des éléments opposés est évidente :
0=10} — i xy b=t .

Les opérations sont associatives.
Enfin, la multiplication est distributive par rapport 4 I’addition.

st est donc un anneau. II a un élément unité :
1=111. ‘
Mais s est trop grand pour notre propos. En effet, nous cherchons un
ensemble qui contienne Q ou du moins un ensemble isomorphe & Q. Or,
il existe une infinité de suites de Cauchy qui convergent vers un rationnel
donné £. Il y a d’abord la suite { £ | dont tous les termes sont égaux & §,
mais il y a aussi toutes les suites :

la, =ttt e, 1,
¢, tendant vers zéro quand n tend vers linfini (et il y a seulement
celles-12). I1 y a donc une infinité de suites qui correspondent 4 un méme
rationnel et il convient de les regrouper, c’est-a-dire de regrouper toutes
les suites dont la différence est une suite qui converge vers zéro.

L’ensemble des suites qui convergent vers zéro est un idéal J, puis-
que la différence de deux telles suites et le produit d’une telle suite par
une suite de Cauchy (donc bornée) quelconque sont encore des suites qui
convergent vers 0.

Deux suites qui convergent vers le méme rationnel sont deux suites
qui appartiennent 4 la méme classe de « mod J. Cela nous améne donc
4 prendre comme nouvel ensemble R Panneau quotient < /J, ensemble
dans lequel un seul élément correspond a un rationnel.

2. Structure algébrique de R.

o étant un anneau commutatif et unitaire, nous aurons prouvé que
o1/J est un corps si nous prouvons que J est maximal (voir Iil. 4, 4).
Soit donc a étudier l'idéal J - tx,} olt { x, | désigne une suite de

Cauchy qui ne tend pas vers zéro. La suite ;%t ne peut étre considérée

directement, car certains des termes de ! z, | pourraient étre nuls. Mais
le terme général d’une suite de Cauchy qui ne converge pas vers zéro reste
a partir d’un certain rang de valeur absolue supérieure & un nombre fixe
(et de signe constant). En effet, la définition d’une suite de Cauchy appar-
tenant & J étant:

Ve dno VYn > no jr,] < e
celle d’'une suite n’appartenant pas 4 J est :

3¢ ¥Yno  3ni>no  [Ta | 2 .
Ecrivons alors :
Zn, =&y, -+ Tn) — T,
[Zn, | < fx,,[ + [, — x,)
[#a] 2 |0, | — |Tn, — 2]

{z,1 étant une suite de Cauchy,

In; Vnnm>nz |Za —o,) < ;— (2).
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Prenons alors no= nz. La ligne (1) nous affirme -P’existence de
ni > ns tel que |xn, | > ¢ et la ligne (2) que pour tout n > nz:

[Xn, — ] < %
11 en résulte que :
£
¥n>n: |z, > 3
Remarque : L’ihégalité (2) qui peut s’écrire, étant donné ny > n2:

£ €
VYan>n: Tn—3 <&y < Tyt 5

- i
alors que |Zn,| > ¢ prouve en outre que , est du signe de xn,, donc d’'un
signe constant & partir d’un certain rang.

Ceci dit, considérons la suite | y, | ainsi définie :
Vn>ny Y,=a, Yn<n: y,=1

1l est clair que { y, —x, | €J,
cest-a-dire que ty, | €J 4 tx, 1.

Or, considérons la suite ;—L; Si n et m sont supérieurs a ne,

Un
1 1| _®—am]
g gl T Eml
ofl ¢ est le nombre fixe précédemment déterminé.
i x, | étant une suite de Cauchy,
A& dno Yn,m> ne {y,,«—;—yml< n
€
puisqu’il suffira d’avoir |xm —x,| < T

4
< |y —xm| X 3

i; est donc une suite de Cauchy.
Un

|9l x |-} = 1 11 appartient alors & Pidéal J + 12, 1.
Yn , ; '
Contenant ! 11, cet idéal contient 'anneau tout entier. Done, J est

mazximal et «/J =R est un corps.
Revenons au sous-ensemble :
Qc «A/J . . .
formé des classes de suites de Cauchy qui convergent vers un rationnel ;

un élément de cet ensemble est la classe Eformgé_e de toutes les suites de
Cauchy qui convergent vers le rationnel £. La bijection :

T€Q——t€Q o .
est évidemment un isomorphisme puisqu’il suffit de penser aux suiles

constantes { £} et { 4 | appartenant aux classes £et ::; pour voir que :
fE+a=t+n
~ ~ T
EX n=1En =
Q est donc isomorphe au sous-corps Q de R.

3. Structure d’ordre.

Montrons d’abord que R est un corEs ordonné. Il faut trouver
un R+ pour P'addition (voir propriétés des G+ : I, 4, 1).
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Puisque nous avons vu qu’a partir d’un certain rang tous les termes
d’une suite de Cauchy n’appartenant pas a J ont un signe déterminé et
puisqu’il est évident que les éléments d’une méme classe mod J, sauf ceux
de J, sont ainsi des suites dont tous les éléments sont positifs ou dont
tous les éléments sont négatifs (2 partir d’'un certain rang), on pourra
prendre comme R+ Pensemble des classes dont les éléments sont des
suites & termes positifs (& partir d’un certain rang), ensemble auquel on
ajoutera J. Cet ensemble est tel que :

R+ Rt=R+ et RTNR—=101,
puisque les seules suites appartenant aux classes de R+ et i celles de
son opposé sont celles de J. En outre, R=R+UR— R jouit donc
d’une structure d’ordre total compatible avec 'addition.

D’autre part, R+ X R+cR+. Donc (voir note IV, 1), R est un corps
totalement ordonné. ‘

Q est dense pour lUordre sur R, c’est-a-dire qu’entre deux éléments
de R il y a toujours un élément de Q. Soient, en effet :

r€R yER r<y
et soient { a,} et | b, } deux suites de Cauchy appartenant respectivement
aux classes d’équivalence définissant x et y. :
Ib,—a,} €&J classe de { b, —a, | € R+

Donc : 3h dn, Yn > no |by — au| > h.
D’autre part, puisque t a, | et { b, | sont des suites de Cauchy,
Ve dn; Vn,m>n1 lbn,"“'bmf<$ Ia.n‘—‘“am{<€-.

‘s h .
Nous pourrons choisir s = 3 Soit alors un nombre fixe :

N>supliny,n! by—av=H>h
¥n >N [bx——-bn{<§ ce qui implique bn>bN.~§.

. . h [ . h
law—a,| < 3 ce qui implique a, > ay -+ 3

a a-N+ gﬂ g
N lg N
] ! ] ]
| ' I 1 ]
> “~—
£/3 £/3
H>%
D’ol, si nous considérons la moyenne de ax et de by, on peut affirmer :
vn >N an<9—’i—;~’—{}—“<bn .
Si nous prenons alors la suite constante :
y g YA~ -+ bN’
V1= =
GN+ bN

cette suite appartient 4 Q puisque D)

r<classe L V, | <.
De méme, le complément de Q est dense sur R, pour 'ordre (rien

est rationnel, et (1) entraine :
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3 cil{a)\nger a la démonstration donnée avec 'autre mode de construction
e R).

L’ordre sur R est archimédien. Cela résulle de ce que @ est archi-
médien et de ce qu’étant donné xr € R, y&€ R+ — {01, on pourra tou-
jours trouver :

AaEQ et a>zx
et bE€EQ 0<b<y
ce qui donnera : '

dn€N ny >nb>a>zx

4. Propriétés métriques de Q.
Distance sur R : La distance de deux éléments x et y de R est:
x_.._
au sens de la définition donnée dL ce sy)}mbole pour les groupes ordonnés
(voir II, 4, 2), qui pour un groupe totalement ordonné équivaut & :
lt—y|=2—y siz>y,
=y si x < .
Il est immeédiat que U'application de R X R dans R+ ainsi définie est
bien une distance puisque :
lt—y|l=0 = =y
L Tl =y —a
et qu’enfin I'inégalité triangulaire est vérifiée comme nous 'avons montré
(exercice 31).

Or, si x est défini par la classe de la suite de Cauchy { x, | et y par la
classe de la suite de Cauchy {y, !, x—y et y— x sont respectivement
les classes de { x,—y, et ly,—x, 1. Or si x5y, par exemple, pour
fixer les idées, si x > y, la suite t x, —y, } € J et, a partir d’un certain
rang, x,— Yy, est positif. Done, |x—y| qui, dans le cas ou nous nous
sommes placés, est x — y, est défini par la suite dont le terme général
est toujours x, — y,. Dans le cas contraire, elle le serait par celle de terme
général y, — x,. Donc, dans tous les cas :

|t —y| = classe de ! |x,—uy,|} .
Cette régle appliquée & deux éléments ¢ et 4 de Q donne :

; o
-~

[ al=classede { [f—m|} = [E—n].
L’isomorphisme
| q—Q
s’étend donc 4 la distance. (Un élément de Q et son homologue dans @
ont des distances homologues dans Pisomorphisme). -
Q est dense sur R au sens métrique. Nous entendons par 1 que :
VrE€R Ve 1tT€Q F—x <e.
(Contrairement & ce qu’il en était jusqu’ici dans ce chapitre, ¢ pourra
étre un réel et non plus seulement un rationnel).
Soit en effet ! x, } une des suites de Cauchy qui définissent z. On
peut dire : ‘
Ve &€ R+ dno ¥Yn,m> no L, —xm| < s
En effet, d’aprés ce que nous venons de voir :
35'66 O<e<e et o, —n| <> |[T—Tn| < -
Soit alors £ € Q la classe de la suite de Cauchy constante dont le
terme général vaut x, (p étant un entier fixe supérieur a no),
' [ — 25| < & ¥Yn>no
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et comme :
|z —&] = classe de ! |, — ]

lt—E| <«
R est complet, c’est-a-dire que, dans R, toutes les suites de Cauchy
convergent.
Soit ! X, { une suite de Cauchy de R.
Ve dno Vn,m>ne |X,—ZXn] <e
On veut montrer qu’il existe X vers lequel converge la suite. D’aprés ce

qu’on vient de voir, 4 chaque X,, on peut faire correspondre £, € Q tel
que :

Py 1

i £, est la classe de toutes les suites qui convergent vers £, et, en parti-
culier, celle de la suite constante dont tous les termes valent &,.

Soit alors la suite { £, 1} ; c’est une suite de Cauchy, en effet :
—~

IEn """\E—I;?/! = [gn_""gm‘

6 —En) < f—Xo] + X — X + [Xm— |

et par suite :
Ve>0 dne vYn,m>ne !X,,———Xml<-e-

3
Ve>0  dm Vao>m :;—<§
D’oti, en prenant ng = sup (1o, n1) ¢ ‘
Vn,m>n; B —Em| < e
£, est donc une suite de Cauchy. Soit X sa classe. Nous allons montrer
que { X, | converge vers X.

X, —X| < X, —E,| + £ —X|.

Nous savons que :
vas>nm X, —fl<s
D’autre part, X est justement la classe de la suite | £, | et par consé-
quent :
[X—E&,|=t]f, —E,|!} p décrivant N
et : Vp,n>n: B —Eil < &

Donc : ¥Yn>n: X, —X| < 4—; ™).

5. R est un treillis conditionnellement complet.
En effet, soit XcR un ensemble majoré.

Considérons les rationnels de la forme :

P
on
n étant un entier positif fixe et p € Z.

~

(*) On obtiendrait un exposé qui serait peut-&tre plus intuitif en identifiant @

avec @ avant de commencer cette démonstration. Nous croyons qu’il est plus instruc-

tif, et en un sens aussi plus correct, de ne pas procéder & cette identification. La peine

que l'on se sera donnée aboutira en définitive 4 plus de clarté et de rigueur dans la
conception de P’espace complété.
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R étant archimédien, il existe un nombre p; tel que P1 oit un

on
majorant de X et un nombre p2: < p1 tel que g—; ne soit pas un majorant
de X. Dans I'ensemble fini des nombres % avec p2 < p < pi, il existe
d . - . .. po(n)
onc un plus petit nombre qui soit majorant de X ; soit

2n

n’est pas majorant. Entre ces deux nombres, il existe

ce nom-

bre’ pO(n;“——" 1
au moins un élément de X. La moyenne des deux nombres précédents
P poln)
on-1 on
petit majorant de cette forme. Notons celui qui lest :

poln + 1)

an+1

est un nombre de la forme . Ou bien lui, ou bien

est le plus

On aura :
po(n) —1  po(n -+ 1) < po(n)
9In ont+1 TN on

Entre les deux premiers des nombres ci-dessus, il y a au moins un
élément de X et nous pouvons recommencer 'opération précédente. Nous
définissons ainsi la suite :

(x| =3p°(2ﬁ)}

qui est non croissante et qui est une suite de Cauchy puisque :
1
vm >n i:z:m——-x,,{<—§;;.

Cette suite de Cauchy converge donc vers un nombre S qui est
un majorant, car, s’il n’en était pas un, il y aurait au moins un élément
de X supérieur 4 S et, entre S et cet élément, on trouverait des éléments
de la suite, ce qui est absurde. D’autre part, la suite des nombres :

(g )= po(n) — 1 s
yn - ? 2n
est pour la méme raison que !x,} une suite convergente et, puisque
y,— x, tend vers 0, elles convergent vers le- méme nombre. Sl existait
un majorant de X inférieur & S, il devrait donc exister des éléments
de |y, | entre ce majorant et X, ce qui est absurde. S est donc inférieur
4 tous les majorants. C’est donc la borne supérieure de X. Un raisonne-
ment analogue établirait I’existence d’une borne inférieure pour tout
X minoré. R est donc bien un treillis conditionnellement complet.

6. Equivalence des deux définitions.

R défini comme nous venons de le faire s’avére donc étre un groupe
totalement ordonné, archimédien, dense pour Pordre et treillis condi-
tionnellement complet. Il suffit alors de se reporter & I'exercice 60 pour
voir que R tel que nous venons de le définir est isomorphe & R tel qu’il
a été défini en le complétant pour 'ordre. Nous identifierons dorénavant
les deux ensembles ainsi définis.
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7. Généralisation. Complétion d’un espace métrigue.

Exercice €6. — Soit E un espace métrique sur lequel est définie une dis-
tcntée & valeurs dans R+. Considérons 'ensemble © des suites de Cauchy
de E. :

On -désigne par x = {x, 1, y= 1y, |, ..les éléments de C et on
considére sur C la relation d'équivalence xRy <= lim,, d(x,, y,) == 0. On

considére enfin I'ensemble @/ = E dont on désigne les éléments par

;c, ;', (x désignant la classe d’équivalence de x).
1) @) Montrer I'existence de lim,, d(x,, y,).
b) Posant d(x, y) == lim,, d(x,, y,), montrer que d(x, y) ne dépend que
des classes des éléments x et y. :
c)’ Posant alors dix, y) == d(;c, )./), montrer qu’on obtient une distance
sur E,

2) On trouvera dans E un ensemble E ¢ E isométrique & E c’est-a-dire tel
qu’il existe une bijection
E<«—E
conservant la distance (la distance de deux éléments est la méme que celle
de leurs homologues).
3) On prouvera :
a) que E est dense sur E,

b) que E est complet, c’est-&-dire que toutes les suites de Cauchy y conver-
gent.

4) Les propriétés 3° a) et b) caractérisent E & une isométrie prés.

Exemples : Un disque ouvert du plan est un espace métrique pour la
distance euclidienne. En le complétant, on obtient un ensemble isomé-
trique au disque fermé.

Si E est 'ensemble des fonctions continues sur [0, 1], on peut y défi-

Y

nir deux distances importantes, & savoir :

1
d1==j; [f(6) —g(®)] dt

1
ds = \/ ﬁ [/(5) — g(1)]? dt.

E n’est pas complet pour ces distances. Quand on le compléte par
rapport &4 'une ou I'aufre, on obtient deux espaces différents utilisés en
analyse (espaces Ly et La). ~

et :

.
.
|

SOLUTION DES EXERCICES

Ezxercice 1.

Pour constituer un sous-ensemble on devra devant chacun des n
¢léments répondre par oui ou par non 4 la question : « Cet élément fera-
t-il partie du sous-ensemble ? » Il y a donc deux possibilités pour le pre-
mier élément, 2 X 2 pour I’ensemble des deux premiers..., ete..., 2* pour
I'ensemble des n éléments donc N == 2" sous-ensembles possibles.

Une autre solution consiste 4 considérer 'ensemble des parties comme
la réunion des ensembles formés par les combinaisons des n objets p a p,
p prenant toutes les valeurs possibles de 0 4 'n. D’oir :

N=1+4+Ch+..... 4+ CE ... 4+ Cl =1 + 1)r =2,

Exercice 2.

Ces deux égalités se vérifient aisément sur des schémas. Elles se
démontrent aussi en remarquant que chacun des trois membres repré-
sente la réunion des deux ensembles (disjoints) :

tx;,x €A, x€&EBletlix; €A, cE=B}.

Exercice 3.

(AAB)AC est 1a réunion des deux ensembles :
AAB)—C=tlzx;2€ A, zv&€EB,rEConar€E A v&EB, € C}

et C—(AAB)=lz;z2€Cz&€( AAB}.

Or, le complémentaire de A A B est la réunion des deux ensembles :
lx;c €A, c€EBletlx;x €A c€E€BY.
En définitive (A A B) A C est la réunion des quatre ensembles (deux
4 deux disjoints) :
: te;c €A, 2 <EB, €
trx;,c €A EB, € CI
lrz;rEA xEB € CH
tr;x €A, r€E€B,xr&€C}
done des ensembles formés des éléments qui appartiennent 4 un seul des
trois ensembles A, B, C, ou aux trois a la fois. La forme méme du résultat
qui est indépendante de P'ordre dans lequel on considére les ensembles
démontre la propriété d’associativité de la différence symétrique.

Cette opération admet pour élément neuire 'ensemble vide :
AAg=A.
D’autre part: '
AAA=g¢g

L’ensemble des parties forme donc par rapport 4 la différence symé-
trique un groupe commutatif ot chaque élément est son propre inverse.
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Ezxercice 4.
a) AAB=(A—B)UB—A).
Or, d’aprés la définition, A— B &€ %, B-— A € %, donc leur réunion
appartient 4 ¥. De méme l'intersection :
ANB=(AUB)—(AAB),
différence de deux ensembles appartenant & & appartient 4 %. Récipro-
quement, si on considére une famille F tel que :
ABE€E #=>AABE€ ¥, ANBE 7,
on peut dire :
A—B=lz;xr €A x&E€BI=(AAB)NA
donc A—B&E 7.

D’autre part, observons que pour deux ensembles disjoints leur dif-
férence symétrique est leur réunion. Et appliquons ceci aux deux ensem-
bles AABet ANB:

(AAB)AANB)=(AAB)U(ANB)=AUB,
donc AUBE 7.

Montrer que ¥ a gour ces deux opérations une structure d’anneau
commutatif se réduit a montrer que lintersection est distributive par
;appgrt 4 la différence symétrique (il est facile de voir que l'inverse est
aux).
Comparons donc :
(AaB)nCet (ANC)ABNAO).

On vérifiera que ces deux ensembles sont formés de la réunion des

deux ensembles disjoints :
lr;c€ A,z <€EB, &= C
le;x€E A z€E€EB, &€ C

b) Montrons d’abord que la réunion d’un nombre fini de semi-seg-
ments ouverts & droite est la réunion d’un nombre fini de tels semi-seg-
ments deux & deux disjoints.

Soient a; < x < a’; ces semi-segments et soit ao le plus petit de tous
les a; ; considérons tous les semi-segments tels que a; < a’o, soit a’y le
plus grand de tous les a’;; la réunion de tous ces semi-segments est le
semi-segment ao < x < a’1. Considérons alors tous les semi-segments tels
que a; < a’1 et soit a’2 le plus grand de tous leurs «’;; la réunion de tous
les semi-segments considérés jusqu'a maintenant est le semi-segment
ao <k < @'z et ainsi de suite... Ce processus s’arréte nécessairement au
bout d’'un nombre fini d’opérations en remplacant la réunion d’'un cer-
tain nombre de semi-segments par un seul semi-segment ao <z < @',
Soit alors bo le plus petit des a; > «’,. On recommence & partir de lui le
méme raisonnement et on trouve un nouveau semi-segment by <x < b,
disjoint du premier. Si le processus n’a pas épuisé les semi-segments on
recommence une 3° fois a partir du plus petit des a; > b, et ainsi de suite.

Soit alors la famille dont chaque élément est une réunion finie de

semi-segments d’'une méme droite. La réunion de deux tels éléments est

encore une réunion finie de semi-segments et appartient & la famille. Le

raisonnement précédent montre que cette famille est identique 4 celle

des réunions finies de semi-segments deux & deux disjoints. Pour montrer

que cette famille est une famille 7 il reste done seulement & montrer

que la différence E —F de deux éléments appartient &4 la famille.

Mais, E étant formé de semi-segments deux & deux disjoints :

E—F=|j![a,a,[—F]I ‘

[a, @[ désignant le semi-segment a, <z < a’s.

.
.
{
|
:
.
.
z
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D’autre part F étant aussi formé de semi-segments [bj, ;[ disjoints
il est elair que :

la, ;[ —F = [a;, ;[ — [b1, I'1[ — [b2, b'2[ — ..., etc...
c’est-a-dire que I'on retire successivement de [a;, a;[ tous les points
appartenant aux semi-segments de F. Il reste donc seulement & voir ce
qu’est la différence de deux semi-segments ; quatre cas de figure se pré-
sentent et suivant les cas on voit que la différence est, soit un semi-seg-
ment, soit la réunion de deux semi-segments disjoints, soit 'ensemble
vide. La différence [a;, ;[ — F est donc une réunion de semi-segments
deux & deux disjoints et E—TF T’est aussi.

Il est facile de vérifier que cette propriété relative a la différence
serait fausse pour des segments [a,a’] ainsi que pour des intervalles
ouverts Ja, a'[.

Exercice 5.

Le graphe est constitué de deux réseaux de points de Pangle xoy
(déterminé par les directions positives de deux axes), 'un formé de tous
les points dont les coordonnées sont paires, 'autre de tous les points de
coordonnées impaires.

Exercice 6.

I1 existe une bijection évidente de 'ensemble des applications de
E — A dans F sur Pensemble des extensions de f 4 E. Or F(E— A, F)
est fini si et seulement si on se trouve dans 'un des deux cas suivants :
a) F n’a qu'un élément (il n’existe alors qu’une extension) ; b) Fet E— A
sont finis. (Si n et p sont leurs nombres respectifs d’éléments, il existe
pm extensions distinctes).

Exercice 7.

Soient E, F, G les trois ensembles et les applications dans lesquelles

ils se correspondent :

o

ESFoG

g
i étant injective tout élément de G correspond 4 un seul ¢élément de F,
done :

VYV iof(x) =i-glx) = flx)=glx)
donc :
f=g9. .
Réciproquement, si une application i est telle que la relation
(sur 7 (E, F), ensemble des applications de E dans F) définie par :
lof = iog (1
soit I'identité, c’est-a-dire si :
Vg | lf=ig=>[=g
on peut affirmer que i est injective.

En effet, considérons les a]pplications fo et fp qui & tout x €E font
correspondre respectivement I'élément fixe a et I'élément fixe b de F
(applications constantes). L’hypothése appliquée a ces applications
donne :

: iof=1icfy=> fo==fs, Cest-a-dire a =b.

Or, Ve €E if,(x)=1ila) i-fy(x)=1b).

L’hypothése s’écrit donc :

i(a) =ib)=>a=">
autrement dit : 7 est injective.
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Observons que cette démonstration n’a pas utilisé la totalité de
I'hypothése, mais seulement le fait que la relation (1) est vérifiée par les
applications constantes de E dans F. L’énoncé de la réciproque pourrait
étre modifié en conséquence. :

Soient encore :

s f

E-F-G
g

L’hypothése est que YVx&€E [os(x) = gos(x)
mais s étant surjective, s(x) décrit tout F ; donc :

Vy=s@) €F f) =g@).

Réciproquement, si fos=gos = f=g quelles que soient f et g,
s est surjective. :

En effet, si s n’était pas surjective on pourrait considérer un-élé-
ment yo de F n’appartenant pas & s(E) et deux applications f et g telles

que :
Vy € s(E) (@) = g@ et f(yo) + g(yo) .
Pour deux telles applications on aurait fos = gos sans avoir f=g,
ce qui est contraire 4 'hypothese.

Exercice 8.

1) f(AUB) est I'ensemble des y qui sont images d’au moins un élé-
ment ou de A, ou de B, donc qui appartiennent a f(A) ou f(B) («ou»
n’étant pas exclusif), c’est-a-dire a f(A) Uf(B).

Inversement, un élément de f(A) Uf(B) est I'image d’un élément qui
appartient & A ou 4 B, donc 4 AUB. On peut donc écrire :

f(AUB) = f(A) Uf(B).

2) f(ANB) est 'ensemble des images des x qui apgartiennent aA
et & B ; donc ces images appartiennent & f(A) et f(B) a la fois, ce qui

entraine :
fAANB) <  f(ANfB).

Mais un élément de f(A)Nf(B) est I'image d’au moins un élément
de A et d’au moins un élément de B qui peuvent étre distinets. Ils ne
peuvent ’étre si f est injective et dans ce cas I'élément dont I'image appar-
tient 4 f(A) Nf(B) appartient 4 ANB.

Done si f est injective, f(ANB) = f(A)Nf(B).

3) f(( A) est 'ensemble des images des x qui n’appartiennent pas
aA:
(A =ly;y=fx) =<€A}.
Mais si f n’est pas injective, un x appartenant & A peut avoir méme
image qu'un x appartenant 4 { A ; d’autre part si f n’est pas surjective

des points de ( f(A) peuvent n’appartenir ni & f( ( A) ni a f(A). Aucune

propriété simple n’apparait donc en général. Mais il résulte du raisonne-
ment précédent que : :

si f est injective f(a e ra
fCC oo ()
f(CA) = (1)

si f est surjective

si f est bijective

L b R i
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Ezercice 9.

L’existence de g telle que gof=I:. montre que tout élément de F
obtenu par f, c’est-a-dire appartenant a f(E), est I'image d’'un élément
unique de E, sans quoi (g étant une application) gof ne donnerait qu'une
image de plusieurs éléments et ne serait pas l'identité. Nous pouvons
donc déja dire que Pexistence de g satisfaisant a la premiére égalité
prouve que f est injective.

D’autre part si la seconde égalité est vérifiée, & tout élément de F,
g fait correspondre un élément de E et fog fait correspondre lui-méme.
Cest donc que f(E) décrit tout F, autrement dit que f est surjective.
L’existence de ¢ satisfaisant a la deuxiéme égalité prouve que f est sur-
jective.

L’existence de g satisfaisant aux deux égalités prouve que f est bijec-
tive.

Exercice 10.
On peut écrire :

HANB) =z ; f(@) €A, f(x) €B |
or @

f(z) € A signific z € f(A)

—1
f(x) € B signifie x € f(B)
donc I'ensemble précédent peut s’écrire :

TANB) —=lz;z €A), z€[(B) |
— iz € HA)NB)
— (A N[®).
De méme :
TAUB) —iz;f@@) €A ouf@) €B|

= { x;xé?(A) ouxéf‘(B) ]
— 22 € f(A)UfB) I
—F(a) Uf(B).
Et enfin :
‘fz(F A) = ix;f(x)eAixlx;x€E7‘(A) !

_ -1
—tz;ze (A =( [

Exercice 11.
Soient deux ensembles E et F et soit A une partie de E. Examinons :
—1
fof(A).
Tous les ¢é1éments de B ==f(A) sont images d’un élément de A, mais
si f n’est pas injective ils peuvent étre en méme temps image d’autres

éléments de E, donc :
—1

fof(A)DA
et si f est injective :

fof(A) = A.
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Soit maintenant A une partie de F. Examinons :
—1
fof(A).

—1

B = f(A) représente I'ensemble des « € E qui ont leur image dans A ;
Papplication f transforme ces éléments en éléments de A, mais si f n’est
pas surjective des éléments de A pourraient ne pas avoir d’image réci-
proque appartenant 4 B, donc :

—1
fof(A)cA
et si B est surjective :

1
fof(A) = A.
Exercice 12.

Yia;Ae 51U {J 1B; BE ¢

représente I’ensemble des x tels qu’il existe au moins une partie A appar-
tenant soit & &, soit & ¢, c’est-a-dire appartenant & 7 U ¢ dont x soit
élément ; c’est donc :

Uia;as U0 ¢t
De méme :

Uia;as sin JiB;BE g}
est Pensemble des x tels qu’il existe &4 la fois une parlie A€ 7 et une
partie B € ¢ dont x soit élément ; c’est-a-dire qu’il existe un couple A, B,
autrement dit un élément du produit cartésien 7 X ¢ tel que r € ANB.
On peut donc écrire :

ia;ae sinJiB;BE ¢ 1 =J1ANB; A, B EFX ¢1.

Les formules duales sont respectivement :

Nia;asesinfitB:BEgi=fllA;A€ U ¢}
et :

flta;A€ 51 Uf}!'B;BE€ g1 =f11AUB; A, BIE 7 X gl.

On peut aussi les établir directement.

Le premier membre de la premiére représente ensemble des x qui
appartiennent & tous les A€ Fet 4 tous les BE ¢, donc a tous les
¢léments de 7 U ¢, ce qui démontre la formule. Le premier membre de
la deuxiéme représente I'ensemble des x qui appartiennent soit & tous
les A€ g, soit & tous les B&€ ¢ ; un tel x appartient donc 4 AUB pour

tout couple (A, B) € ¥ X ¢. Montrons que réciproquement tout x de
I'ensemble du 2° membre fait partie de ’ensemble du premier membre.

$’il appartient & ﬁ lA; A€ 7! la propriété est démonirée; sinon,
c¢’est qu’il existe au moins un A, soit Ag € 7, tel que x € A,. Mais alors
pour que x appartienne a tous les AUB, ce qui implique, en particulier :

vBe& ¢ T &€ Ao UB
il est nécessaire que :

YyBE ¢ x€B
done :

r€ f}iB;BE ¢

et la propriété est encore démontrée.

— 107 —

Exercice 13.

a) Comparons : v ‘
A= l}(OXM) et B= @(UXj)

On peut écrire :
r€A<> qi Vj r€X,
rE€B<> Vvj 3Ii x € X,

11 est clair que :
A c B.

Cow e
e
%'

X
| X | %] X

g )

En effet, mettons les X;; dans un tableau a double entrée et cochons
les X,; qui admettent un x donné pour élément. Pour que z appartienne
a B il faut et il suffit qu'une case soit cochée dans chaque ligne (graphi-
que I). Pour que x appartienne & A il faut en outre que toutes ces cases
appartiennent A une méme colonne (graphique II). Donc :

T€A > rE€B.

b) On peut dire que x appartient & B si, et seulement si, il existe une

application : .

j=>i=1() o
(application dont le graphe est représenté schématiquement par I) telle
que :

Vi x€Xpji

dongc telle que :

T &€ r,‘ Xreisi

On peut done écrire :
r€B<e=> 3f€ 70,0 z< X5

i
7 désignant I’ensemble des applications de J dans I

Donc :
B= U Nxp.
fes i
Par dualité on trouve :

A= N Uxm
fes



— 108 —

Exercice 14%.

S étant une relation d’équivalence, on a f(x)Sf(x), ce qui entraine
xRx ; R est réflexive.

D’autre part :
xRy = f(x)Sf(y) = f(y)Sf(x) puisque S est symétrique
et f(y)Sf(x) = yRx ; R est symétrique. y 1
Enfin :

xRy, yRz = f(@)Sf(y), [(y)Sf(z) = f(x)Sf(z)
puisque S est transitive ; et f(x)Sf(z) > xRz ; R est donc transitive.

Exercice 15.

1° La réflexivité R; < R; est évidente.

2° Ry < Rq signifie xR1y = aRey

R: < Rs signifie xRy = xRsy

donec Ri < Rz, R2 < R; implique que xRy = xRy, c’est-a-dire R1 < Rs,
la relation < est donc transitive.

3° Enfin Ri < R: et R2 <R signifie que xzR:y <> xR:y, donc
R = R2. La relation est donc antisymétrique. C’est une relation d’ordre.
Notons qu’elle équivaut a I'inclusion du graphe de R, dans celui de Ra.

Exercice 16.

f1 et f2 étant deux applications de E dans I et < la relation d’ordre
dans F, nous pouvons poser :
fi1 antérieure a f: <> Vz&€E fi(x) < falx).

Le fait que les axiomes de la relation d’ordre sont vérifiés est évident.

Exercice 17.

Montrer que 92 forme un treillis pour la relation d’ordre indiquée
dans P'exercice ci-dessus (n° 15) revient 4 montrer qu’étant données deux
relations d’équivalence R; et R: on peut trouver une relation Ro moins
fine que toutes les relations plus fines que R, et Ry et une relation S
plus fine que toutes les relations moins fines que R; et Rz. Or toutes
les relations R plus fines que R: et Rz sont telles que :

xRy = xRiy et xzRzy.

Il en résulte que la relation Ro définie par :
xRoy <= xRuiy et xR2y,
dont on vérifie immédiatement qu’elle est réflexive, symétrique et transi-
tive, est entrainée par toutes les relations R et est donc moins fine qu’elles.
On peut donc poser :
inf (R1R2) = Ro

Ry étant définie comme il vient d’étre indiqué et son graphe étant I'inter-
section des deux graphes R; et Ra.

On pourrait étre fenté de définir de méme So comme la relation dont
le graphe est la réunion des deux graphes de R; et de Rz, c’est-a-dire
prendre pour relation Sy :

xR1y ou zRqy
mais il apparait que si une relation ainsi définie serait bien réflexive et
symétrique elle ne serait pas transitive puisque, étant donnés z, y, z trois
éléments de E, on pourrait avoir xRi1y et yRaz, ce qui n’entrainerait, en
général, ni xR1z ni xRez.

Ceci nous améne 4 définir comme suit la relation So : = et y seront
dans la méme classe si on peut passer de ’'un & I'autre par une suite finie
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d’éléments z, ai, as, ..., 4,, § tels que deux éléments consécutifs soient
équivalents mod R; ou mod Rz :
xSoy <= 3Jai, az ..,q, xRiar ou xRaa:
aiRiaz ou aiRza:

a, Ry ou a,Ray.

Cette fois la transitivité est évidente puisqu’il suffira de mettre 4 la
file la chaine allant de x & y et celle allant de y & z pour avoir une chaine
allant de x a z.

Le graphe de cette relation So inclut la réunion des graphes, mais ne
lui est pas identique.

Iy

Il reste &4 montrer qu’elle est plus fine que toutes les autres rela-
tions S moins fines que R; et Ra.

Une telle relation S est telle que :
xRiy = xSy
xRy = Sy.

On aura montré que So < S si on montre que :
xSoy = x8y.

Or la définition de So entraine :
zR1a; ou xRaai = xSa,
xsoy:_> a1R1a2 ou aleag:> alsaz = xSy

........................

[ ¢, R1y ou a,Rzy=> a,Sy

On peut donc conclure :
sup (R1R2) = So.
Ezxercice 18.
Les hypothéses se traduisent par :
x = ly; xRy, yRx }
r=={y; 2Ry, yRa'}.
Nous poserons : ,
< r<> y<€xr, y<€xr yRy.
Montrons qu’il s’agit bien d’une relation d’ordre.
1° Elle est réflexive. En effet : 2Rz = = < .
2° Elle est transitive. Soit en effet :
r < <
Ces hypothéses entrainent I’existence de :
YEL Y ET, €T,y €T"
tels que :
yRyy  yeRy”
mais y’; et 2 appartenant a la méme classe, on a aussi :
et de la transitiviteg lde;sz on déduit en rapprochant ces trois relations :
yRy” donc < 2.
3° Enfin, elle est antisymétrique. En effet :
<z ¥<x
entrainent lexistence de 7, €z, 2 €z, Y1 €, y'2 € T’ tels que :
7Ry y2Ry:z ;
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or, la définition de x entraine y2Ryi, celle de & entraine y'1Ry’z. Rappro-
chons deux & deux ces relations :
y1Ry'1, yiRy'2 = 7Ry 2
y2Ry2, y2Ry: = y2Ry:,
ces deux derniéres formules expriment que y; et y; appartiennent a la
méme classe, ce qui implique que x et 2’ sont confondues.
Remarques :
a z<r = Vy€z VyE€s yRy.
b) La relation R est en quelque sorte une relation d’ordre imparfaite,
parfois appelée de « préordre ». On pourrait prendre comme exemples :

1° Sur N, b étant un nombre fixe :
Ry <= quotient (a 1 prés) de x par b < quotient (4 1 prés) de y par b.

Dans une méme classe, on a tous les nombres qui ont méme quotient
et la relation d’ordre sur ’ensemble quotient qu’on peut identifier & ’en-
semble des quotients est I’ordre naturel des entiers.

2° Sur un ensemble de mots, R pourra étre un ordre lexicographique
imparfait ne portant que sur la premiére lettre du mot. L’ensemble quo-
tient est formé des 26 classes correspondant aux 26 lettres, et ordonné
par 'ordre normal des lettres de I’alphabet.

Exercice 19.

Pour trouver toutes les structures possibles de groupe ayant un
nombre donné d’éléments, nous devons construire les tables de Pythagore
de ces groupes en respectant les principes suivants :

1) Chaque élément figure une fois et une seule dans chaque ligne et
chaque colonne (condition que I'on exprime parfois en disant que la table
doit étre un carré latin).

2) Tout inverse & droite étant inverse a gauche, e doit occuper des
places symétriques par rapport & la diagonale principale du carré.

3) L’opération doit étre associative.

Pratiquement, on place d’abord e, c’est-a-dire qu’on décide du choix
des éléments qui seront inverses les uns des autres ; puis, on place les
autres éléments en jouant de P'associativité et en complétant les lignes
et les colonnes de fagon a vérifier la propriété du carré latin ; enfin on
vérifie celles des relations d’associativité qui n’ont pas servi dans la
construction.

n =3. Soient e, a, b les trois éléments. On voit tout de suite que si
a et b étaient leurs propres inverses, on ne disposerait d’aucune valeur
a attribuer a ab. On trouve done le seul tableau ci-contre.

e a b
ele a b
ala b e
bib e a
Tous les groupes du 3° ordre sont isomorphes les uns aux autres.

n =4. On peut partir a priori des deux possibilités suivantes : cha-
que élément est son propre inverse ou bien un seul élément autre que e
est son propre inverse, les deux autres étant inverses I'un de I'autre, ce
qui se traduit par les deux tableaux incomplets suivants :

e a b ¢ e a b ¢
ele a b c ele a b ¢
ala e ala e
Bl b e bib e
cl ¢ e cle e
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Il est facile de voir qu’a partir de 14 tout est déterminé et qu'on
obtient les deux tableaux suivants :

e a b ¢ e a b ¢
ele a b c ele a b ¢
aia e ¢ b ala e ¢ b
blb ¢ e a blb ¢ a e
clc b a e cle b e a

Quant 4 P'associativité de I'opération définie par I'un ou Pautre de
ces tableaux, nous nous dispenserons de la vérifier en reconnaissant dans
la structure des deux groupes abstraits précédents celle de deux groupes
bien connus : pour le premier, celui des symétries par rapport & trois axes
formant un triédre trirectangle (e = transformation identique) ; pour le
deuxieme, celui des entiers additifs modulo 4 (a == classe des nombres
congrus a 2 mod 4).

n = 5. Nous pouvons cette fois essayer a priori les trois cas suivants :
chaque élément est son propre inverse ; trois seulement des éléments sont
leur propre inverse ; seul e est son propre inverse. Avec un peu de patience
on trouve que les deux premiers cas conduisent & des contradictions et
que le troisiéme cas ne conduit qu’a une seule structure possible. Tous
les groupes du 5° ordre sont isomorﬁphes entre eux et isomorphes au
groupe additif des entiers modulo 5 (avec a=3, b=2, c=1,d=4).

le a b ¢ d
ele a b ¢ d
ala ¢ e d b
bib e d a c
cic d a b e
did b ¢ e a

Remarquons que nous n’avons trouvé jusqu’a maintenant que des grou-
pes commutatifs. Il n’existe donc pas de groupe non commutatif & moins
de six éléments.

n=~6. En raisonnant de fagon analogue on trouve trois structures
possibles.

e a b c d | e a b c d f le a b c d f
ele a b ¢c d | Tele a b c df ele a b ¢ d [
aja b c d f e aja e d f b c ala b e d [ ¢
bib ¢ d f e a bbb d ¢c e f a bib e a f ¢ d
cle d f e a b clc f e b a d Ccl(c;f(;ebg
did f e a b ¢ dld » a ¢ e c a e
ffeabcdffcafdeb flf d ¢ b a e

Dans ces trois structures on peut reconnaitre :
- pour la premiére, celle des entiers additifs modulo 6 ;
our la deuxiéme, celle des entiers multiplicatifs modulo 7 (avec

e=1,a=6,b=4, c=2,d=3, [=5);

pour la troisiéme, le groupe des permutations de trois objets ou, ce
qui revient au méme, le groupe des isométries conservant un triangle

2

équilatéral (b et a sont les deux rotations d’angle =+ 313; ¢, d, f, les trois
symétries par rapport aux axes du triangle). Ce dernier groupe n’est pas

commutatif. )
Il est & remarquer que dans une recherche systématique on trouve
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des tableaux satisfaisant aux autres propriétés d’'une table de groupe mais
non associatifs. C’est le cas de celui qu’on obtient en échangeant b et d
aux quatre endroits ol ils sont soulignés dans le deuxiéme des tableaux
ci-dessus. (On a alors, par exemple, en effet : ¢? == d, bc = ¢, donc
(be)e = ¢ et be? = bd = f).
Exercice 20.
Dire que 'application
CaA—> @,
est injective c’est dire que :
Via,b) € G* bs-a=> ¢, 9p,

or ¢, 5% 9 veut dire :

dx axa—!s= bxb—1,
Cette derniére propriété est équivalente a la suivante obtenue en multi-
pliant & gauche par b et & droite par a :

dx b—lax s xb—'a,
9, 5= 9p veut donc dire : il existe un x qui ne commute pas avec b—la.
L’élément b—'a ne commute donc pas avec tous les autres; comme il décrit
tout G— { e}, quand a et b décrivent G en restant différents, dire que ¢
est injective veut donc dire qu’il n’existe aucun élément, autre que e, qui

commute avec tous les autres. ¢ est donc un isomorphisme si et seulement
si G ne posséde aucun élément qui commute avec tous les autres.

Exercice 21.

1) Soient ¢1 € C, c2 € C. On peut écrire :

Ver& G x(cice) == (xc1) c2 = cz2 (xc1) = cz2(c1x) =(c2c1) * = (c1c2)x,
en utilisant tantot associativité, tantét le fait que c1 ou c2 commute avec
tout élément. On conclut de cette égalité : cic: € C. D’autre part : e € C.

Enfin,

V€ G zcey!= (aix—) 1= (z—len) ' =c7 'z,
en utilisant la loi de formation de I'inverse d'un produit, donc c;“ € C.

Done, C est un sous-groupe de G.

Ce sous-groupe est invariant car acia—! = ciaa—! = c;.

2) En nous reportant a I'exercice précédent nous voyons que :

9, == ¢p <> VI ara—!=bxb—1 <> b—a €C(,

donc ¢, = ¢, si et seulement si a et b appartiennent 4 une méme classe
de G/C. Cest dire que I’ensemble A des automorphismes intérieurs ¢ est
isomorphe a4 G/C. :

Exercice 22.
1) La relation R définit les classes d’équivalence :
t=1{u;xRu} ety=1{v;yRo}.
Dire qu’on peut définir une loi de composition sur G/R de telle sorte
que G/R soit image homomorphe de G, c’est dire que :
Vu€zx, VvE€y zyRup.

Supposons que R soit réguliére :
zRu =y R uy
yRv= uy R uv
Réciproquement si :
V(u,v) €G> zRu, yRv = zy R uv,
on peut en déduire que R est réguliére. En effet :

} = xy R uv puisque R est transitive.
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aRa puisque R est réflexive et

Va€ G zRu, aRa {igggﬁg

2) Considérons alors I’élément neutre de opération sur G/R, c’est-a-
dire la classe de e :
e—1iu;eRul.
Cette classe forme un sous-groupe de G car eRu, eRu’=> eRuu’ puisque
R est réguliére et, pour la méme raison, eRu = eu—'Ruu—! donc u—'Re ;
donc le produit de deux de ses éléments et I'inverse d’un de ses éléments

appartiennent a e.

Ce sous-groupe est invariant car la régularité de R permet d’écrire :
eRu=>aea'Raua'=>eRaua,
c’est-a-dire : aeat=e.

Enfin :

tRy <> xy—tRe <> ay—1 € e.
En définitive :

R réguliére = R de la forme xy—! € e (e sous-groupe invariant).

Réciproquement, soit une relation de la forme :
xRy <= xy—! € g (¢ sous-groupe invariant).

On a démontré dans le cours que cette relation R était une relation
d’équivalence. Il reste donec seulement & montrer qu’elle est réguliére,
c’est-a-dire que :

Va € G xRy = arRay et xaRya
Or,
Ry <= xy—! € g et, puisque g est invariant,
ary—la—! € g c’est-a-dire ar(ay)—! € g, soit ar R ay.
D’autre part xy—! € g peut s’écrire :
raa—1y— € g > xa(ya)—! € g=> xa R ya.

(Remarquons que cette deuxiéme partie du résultat n’a pas utilisé
Ihypothése de I'invariance de g. Nous pourrons donc démontrer que la
relation xy—! € ¢ est une relation d’équivalence réguli¢re & droite pour
un sous-groupe quelconque ¢).

En définitive, cette théorie des homomorphismes des groupes a consi-
déré trois propriétés équivalentes. Dans le cours, on a démontré I'équi-
valence de gauche ; dans la premiére question du présent exercice, celle
de droite ; dans la deuxiéme question, celle d’en bas.

G homomorphe 4 G/R

A

R de la forme R réguliére
-l &€ g < pour la loi
(g sous-groupe de groupe sur G

invariant de G)
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Exercice 23.

Considérons le diagramme :

f 91
G—— G1 — G1/g:

ad ——> dy —> {1 :-_—-"aig]-

L’application ¢1of qui est la composée de deux applications qui sont
toutes deux des homomorphismes est par conséquent un homomor-
phisme. Le groupe G:/g: image homomorphe de G par cette application
est done, d’agrés le théoréme général sur les homomorphismes de grou-
pes, isomorphe 4 un groupe quotient de G par un sous-groupe invariant
qui est I'image récié)roque dans G de I’élément neutre de Gi/gi1. Or, cet
¢lément neutre de Gi/g1 a pour image réciproque par ¢: dans Gy le sous-

—1
groupe g1, lequel a pour image réciproque dans G f(g:) =g. ¢ est donc
le noyau de 'homomorphisme de G sur Gi/gi1, ce qui démontre que g est
un sous-groupe invariant et qu’il existe un isomorphisme u de G/g sur
Gi1/g1, tel que :

(Plof == HOCP
égalité qui exprime que le diagramme suivant est commutatif :

G G

u

G/g——— Gi1/qs

b) Rien n’est changé au début du raisonnement mais le noyau de
~1
Phomomorphisme de G sur Gi/g; qui est encore f(g1) est un sous-groupe
invariant g’ de G tel que :
—1
g =fg>g

et on a I'isomorphisme G/g’-—i-» G1/g1
et le diagramme commutatif :

G ——> G1

G/g — G1/g1
u

Revenons maintenant 4 g et examinons alors les deux partitions de
G modulo g et modulo g¢'.

Ya€ G ag’'oag.
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A une classe ag on peut done faire correspondre d’une maniére uni-
que la classe ag’ qui la contient. On pourra donc considérer I'application

¢
G/g—— G/g
ag —————> ag’
y Montrons que cette application est un homorphisme de G/g dans
G/g :
Ylag.bg) = Ylabg) = abg’' == ag’. by’ = Lag)¥(bg),
¢’ se factorise alors :
=100
et nous pouvons préciser le diagramme précédent :

G—o— G:

h
G/g ——> G1/gs
N S
N G/g 1

uoy = h est un homomorphisme de G/g sur G1/¢: qui donne le diagramme
commutatif prévu par énoncé.

Nous pouvons d’ailleurs préciser la relation entre les structures de
G/g et G/g’. En appliquant une nouvelle fois le théoréme général : G/g’
image homomorphe de G/g est isomorphe au groupe quotient de G/g par
rapport au noyau de ¢, c’est-a-dire par rapport 4 'image réciproque de
Pélément unité de G/¢’. Cet élément unité est ¢’. Son image réciproque
est ’ensemble des classes modulo g que ¢ a envoyées sur g, c’est-a-dire
I’ensemble des classes modulo g contenues dans ¢’ ; g étant un sous-groupe
invariant de ¢, cet ensemble des classes modulo g incluses dans ¢’ est le
groupe quotient g’/g. On peut donc conclure que :

G/g ~ G/g / q9/9.

Exercice 24.
a) Posons :

g= (g

g, ¢ constitue une gartition de G. Les classes a gauche relatives 4 ¢ sont
g et ¢’ ; les classes a droite g et ¢’. Donc ¢ est invariant.

b) g1 et g2 n’ayant qu’un élément en commun g1 Ug: a 2n—1 élé-
ments et il reste un seul élément a tel que :

A€ G a€ g, a € g..

Soit alors :
e =1, € g et considérons le produit :
Tige= T2 ; x2€ g2} .
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Cet ensemble a n éléments parmi lesquels x; lui-méme. Les n—1
autres éléments ne peuvent appartenir ni 4 g» (car x; € g2), ni 4 g; (car
x2 € g1 quand x254e). Pour les n— 1 autres éléments qui doivent étre
distinets, seule la valeur a est possible. Il faut donc que n—1=1 et le
seul groupe G répondant aux conditions de I'énoncé est donc d’ordre 4.
Ses sous-groupes g1 et gs ne possédent qu'un élément différent respecti-
vement de x1 et x2 ; la loi de groupe est enti¢rement déterminée par le fait
que g est sous-groupe @} =e), que gz est sous-groupe (x5 =e), et par
le raisonnement fait ci-dessus qui donne x:x2 = a et donnerait de méme
x2x1 = a. Sur le tableau ci-dessous qui en résulte, on constate que I'en-
semble { e, a } constitue un 3° sous-groupe invariant.

e Xy Xy QA
[ e X1 Xz a
X1| X1 € a X2
2| X2 A € X1
a a 2 I e

¢) Soit g = g1 N g2 ; g constitue un sous-groupe invariant de gi, de g
et de G. Soit p son ordre. Soient alors les groupes quotients G/g, g/g et
g2/q ; ce sont respectivement les ensembles de classes :

tag; a € G} lag;a€ g1} lag;a€ gzt

11 en résulte que :
91/9<G/g g2/9<G/qg.

g1/g et gz2/g sont des sous-groupes d’ordre n/p de G/g qui est d’or-

dre 2n/p. D’autre part :
g1/gNge/g=1g}

{ g } désignant la classe de e modulo g, c’est-a-dire P’élément neutre des
trois groupes quotients. On est donc ramené au cas précédent. On peut en
déduire que n/p =2 2n = 4p.

Tout groupe G d’ordre 2n qui posséde deux sous-groupes distincts
d’ordre n a un ordre multiple de 4.

D’autre part, la structure du groupe G/g trouvée a la question pré-
cédente montre que G/g posséde un 3° sous-groupe a deux éléments
constitué des classes g et ag ; ag n’étant ni un élément de g1/¢g ni un
élément de g2/g, c’est-ad-dire a étant un élément de G n’appartenant ni
4 g1 ni & ¢g2. L’ensemble gz = gUag constitue alors un 3° sous-groupe
invariant, puisqu’il est image réciproque par I’homomorphisme :

G——— G/g
du sous-groupe invariant { e,a} . Nous pouvons donc énoncer :

Tout groupe, qui posséde deux sous-groupes distincts d’ordre moitié
du sien, en posséde un troisiéme distinct des deux précédents.

Ezxercice 25.

1) Observons d’abord que A" est 'ensemble des produits de n élé-
ments de A distincts ou non.

Ceci dit, il est évident que toute partie stable contenant A doit conte-
nir A» pour toute valeur de A, c’est-a-dire A.

— 117 —

Il nous reste & vérifier que A est une partie stable. Soit alors :

a € Arck a € Avck
aa’ est le produit de n 4 n’ éléments de A ; il appartient donc a An+w,

On peut donc conclure que :
aEK, e €A > ar €A
Cest-a-dire que A est stable.

2) Pour qu’une partie stable contenant A soit un sous-groupe il faut
d’abord qu’elle contienne tous les inverses des éléments de A, c’est-a-dire
tous les éléments de A—1. Elle doit donc contenir :

B=AUA,
Mais alors d’aprés 1) elle doit contenir B.

Reste a vérifier que B est un groupe. Nous savons déja qu’il est une
partie stable. Ensuite si x € AcB, r—! € A—!'cB, donc :

e=xxr—! € B%
Enfin, tout élément de B étant un produit d’éléments de AUA—!

admet dans B un inverse qui est le produit des inverses pris dans I'ordre
opposé.

.

Le plus petit sous-groupe contenant A est donc bien AUA—L,

Exercice 26.

1) Le plus petit sous-groupe contenant A UB contient tout produit
en nombre fini quelconque d’éléments appartenant 4 A et 4 B. Or, I'as-
sociativité de l'opération de groupe permet de remplacer plusieurs élé-
ments consécutifs appartenant 4 A par leur produit qui appartient aussi
4 A et de méme pour plusieurs éléments conséculifs appartenant & B.
Tout élément de g apparait alors comme le produit d’une suite d’éléments
appartenant alternativement 4 A et a4 B.

On peut, par ailleurs, vérifier que I'ensemble de ces produits cons-
titue bien un sous-groupe. [Le produit de deux tels produits appartient
4 leur famille et 'inverse d’un tel produit étant le produit des inverses de
ses facteurs, appartient encore 4 leur famille].

2) Dire que A et B sont permutables, ¢’est dire que :
Va, €A Vb, €B 1o, €A IV, €B ab,=bua,
S’il en est ainsi, soient deux éléments de AB :
ab, et a.b,
(a;by) (apby) = a(ba,) b, = afa’b’)b, = (aa’) b'by) = aibi.
D’autre part, I'inverse d’un élément de AB appartient 4 AB car :
(a;b)—1 = b’y = a0/
Donc AB est un sous-groupe. Il est évident que c’est le plus petit, toute
partie stable contenant A et B devant contenir AB.
Réciproquement, si AB est un sous-groupe, c’est que :
Ya, Vb, Va; Vb, da, 3b, a;ba;b; = a;b,.
Multiplions cette égalité, & gauche par a;—! et & droite par b/—1. 1l
vient :
ba; = (a;~tay) (bybj—1) = aibi.
Donc :
Va, Vbi 3(11 gbz bﬂ,:azbz.
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On peut conclure :
BACAB.

Mais quand a; et a; décrivent tout A, b, et b, tout B, a;b; et a;b; déeri-
vent tout AB ; leur produit a,b,, produit de deux éléments du sous-
groupe AB, décrit aussi tout le sous-groupe. Donc a, décrit tout A,
a;—! aussi, donc a; aussi; il en est de méme pour b; ; et aiby décrit
tout AB. On peut donc préciser :

BA = AB
donc A et B sont permutables.

Si un des groupes A et B est invariant, soit par exemple A, c’est, par
définition, que :

V€ G TA = Az
ce qui comporte naturellement :
VbEB DA = Ab.

Il en résulte donc que A et B sont permutables (et méme de fagon
un peu particuliére Suisque dans P’égalité a;b, = b’,a’; de tout & I'heure
on a cette fois b; == 0")).

Un sous-groupe invariant permauate avec un sous-groupe quelconque.
En conséquence, le plus petit sous-groupe contenant deux sous-groupes
dont 'un est invariant est le produit de ces sous-groupes.

3) Etant donnés deux sous-groupes d’un groupe G on pourra toujours
définir leur borne supérieure (la relation d’ordre étant I'inclusion) comme
elle a été au 1. Quant a leur borne inférieure, elle sera constituée par
Pintersection puisque l'intersection de deux sous-groupes est un sous-
groupe et que tout sous-groupe contenu dans A et B doit étre contenu
dans ANB.

Si maintenant on considére la famille des sous-groupes invariants
la 2° question montre que :

g1V gz = g1ge.
Pour conclure que : :
g1Ag: = g1N g2. ;
il reste seulement & vérifier que l'intersection de deux sous-groupes inva-
riants est un sous-groupe invariant.

Orsi y&€gi1Ng:
Ve € G ryx—! € g, puisque g; est invariant
xyx—! € g puisque gz est invariant
donc : xyr—* € g1 N g2 et g1Ng: est invariant.
4) Montrons que A et BN C sont permutables. Puisque A et B le sont
c’est que :
Vai e A, Vbi E B Ha'i E A 3 b’i e B a;b.; _ b';a'i (1)
Supposons que b, appartienne aussi 4 C (donc & BNC) comme
a, € AcC, a,b; € C. Mais a; € C; la propriété fondamentale de résolu-
tion des équations dans les groupes montre que b; appartient 4 C, donec
a BNC. L’égalité (1) exprime alors la permutabilité de A et de BNC.

Montrons maintenant : ABNC = CNAB.
a&€ AcC
1) z€ABNCO >x=ab II;ZE >ab&€ C>xr € ABNC
2) yEABNCS>ye&C y=ab | $E4C
Or: ab€C a€C> bEC>bEBNC> yE€ABNO)
done : yE€EABNC>y<€ ABNO).
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1) et 2) démontrent donc I'égalité. Or en tenant compte de ce que
nous avons dit au 3, elle s’écrit :

AV(BAC) =CAAVB).
Dans le cas général, comparons AV(BAC) et (AVB)AC.
Nous avons d’aprés les hypothéses :
A< AVB A <C
BAC < C BAC< B < AVB.
Nous avons donc & comparer sup ta, bl et inf { ¢, d 1}, les deux é18-

ments du couple a, b étant antérieurs aux deux éléments du couple ¢, d.
La définition méme des bornes inférieures et supérieures prouve que :

supia, b} <c,sup ta, b} <d doncsuplabl<infic,di.
L’implication demandée est donc établie.

5) Remarquons d’abord que ANB est un sous-groupe invariant de B.
En effet sia€ ANB:

VxE€B zax—! € B puisque B est un sous-groupe
rar—! € A puisque A est invariant
donc rax—! € ANB et ce sous-groupe est invariant.

Ceci dit, considérons les groupes quotients B/ANB et AB/A.
Le premier est I'ensemble des classes :
(ANB)b ou b décrit B.

Le deuxiéme est ’ensemble des classes :
Aab ou ab décrit AB.

Mais Aa = A et toutes les classes Aab olt b est fixe et a décrit A sont
g%nfon%ues. L’ensemble AB/A est donc I'ensemble des classes : Ab ot b
crit B.

Ceci dit, considérons la bijection :
b= (ANB)b—> b = Ab.
Puisque B—— B/ANB eft AB —-> AB/A sont des homomorphismes :
b =bb bbb = bb’
et il en résulte que la bijection précédente est un isomorphisme.

Exercice 27.

Soit a € G. 1l engendre un groupe cyclique U; d’ordre X; ; ce sous-
groupe est invariant puisque G est abélien. Considérons alors le groupe
quotient G/Ui. §'il est cyclique la propriété est démontrée.

S’il ne l'est pas, soit az € G, az € U, et considérons I'ensemble :
Us = u a;Ul
i€Z
On vérifiera aisément que G étant abélien, Uz constitue un groupe
dont U; est un sous-groupe invariant. U:/U; est engendré par I’élé-
ment a2Us. U: étant fini, le groupe U:/U; est fini, donc cyclique puisque
monogéne ; c’est dire qu’il existe un entier A2 tel que :
aé‘l Ui = U,
c’est-a-dire tel que :
03‘2 &€ U;.
On aura alors :
Up=QJ {a}U1; 0<i<ha— 1}
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et on voit que U, est d’ordre i1k2. Si maintenant G/U:z est cyclique la
propriété est démontrée.
Sinon, soit as € G a3 € Uz el considérons :
Uz = 2 (JéUz = U 3G§U3; 0<i<rg—11
isZ

As étant le plus petit entier tel que a}* € Uz. On montrera comme précé-
demment que Us est un groupe d’ordre Mizks et que Us/Uz est cyclique
d’ordre 2As... et ainsi de suite...

L’ordre de chaque groupe U, étant un multiple de ’ordre du groupe
Uk-1 précédemment consideré et I'ordre de G étant fini, le processus
s’arrétera au bout d’un nombre fini d’opérations.

Exemple : G : groupe multiplicatif des entiers s« 0 modulo 19.

Prenons a1 =1,
on a: 73 =1 soit Uy =1{1,7, 72=111.

Prenons az =5,

53 =11 donc 53U; =111, 7,11 =U;
Uz = { 50Uy } aveci =0, 1, 2.

Uz a 9 éléments et 2U, contient les 9 autres éléments de G ; 22U;

serait égal a Uz (2% = 4 € 52U,, donc 2% € U,).

On a donc :
G/U: cyclique d’ordre 2 (isomorphe a Zs)
Ug/Ur oot 3o Zs
Ut vieiiin i 3 Zs

2) Observons d’abord que quand l'ordre d’un groupe est premier il
est simple. Mais inversement si ordre d’un groupe cyclique n’est pas
premier il admet des sous-groupes. En effet, soit n=pq lordre d’un
groupe cyclique et soit x son générateur.

Pl = ¢
peut s’écrire (xP)?==e, ce qui montre que x? engendre un sous-groupe
cyclique d’ordre ¢ (et x? un sous-groupe d’ordre p) (*).

Si donc X;41n’est pas premier, U;41/U; ne sera pas simple et admet-
tra un sous-groupe engendré par une puissance de 1’élément générateur
de U;i4+1/U,, c’est-a-dire par :

aff U,.

Au lieu de construire U;.1a Paide de I'élément a, comme ci-dessus

nous construirons :

V= 1aFUi; 0<ku <) — 1
Nous aurons :
UicVcUiq

A
V/U; sera un groupe cyclique d’ordre T et U;11/V sera un groupe

cyclique d’ordre k (élément générateur a,;V avec (¢;V)*=V),
Si I'un ou lautre des deux groupes Uiyr /V et V/U; n’est pas simple

(*) Observons d’ailleurs que les sous-groupes de cette nature sont les seuls que
puissent posséder un groupe cyclique. Car si un tel groupe possédait un sous-groupe
qui ne soit pas monogéne, c’est-a-dire admette deux générateurs xp et ax¢, il contien-

drait 2P0 (5 et u étant des entiers quelconques) et donc x®, D étant le P.G.C.D.

de p et ¢ ; on voit alors qu’il admettrait *® comme générateur unique.

§
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pous pourrons recommencer I'opération, et ainsi de suite jusqu’a ce que
tous les groupes soient simples.

Le nombre de groupes de la chaine sera donc égal au nombre de fac-
teurs premiers de la décomposition de 'ordre de G et leurs ordres seront
a P'ordre prés, les facteurs de cette décomposition. Dans notre exemplo
de tout a I'heure si nous étions partis de a; = 8 nous aurions engengré
Ur=11,8,7 18, 11, 12} et G/U; = { 3U; | avec i=0,1, 2, mais Us

n’est pas simple et admet, par exemple, pour sous-groupe | 1, 18 | —
nous aurons U;/V = {7V | avec {==0, 1,p2 et nous géurolr)ls : ’ ; v
VceU,cG G/U; cyclique d’ordre 3
Y 3
................. 2

. Quels que soient les choix faits, nous aurons finalement une suite de
trgls gx;louligs cycliques ayant respectivement pour ordre les facteurs pre-
miers de 18.

Exercice 28.

G ><0(1}12 :vériﬁe immédiatement que g: X g» est un sous-groupe de
V (a1, a2) € g1 X g2, (b1, b2) € g1 X
(ai, az) X (b1, b2) = (a1b1, azbs) € ¢, >£<]2g2

Y (ai, az) € g1 X g2 (ai, ag)=1! = ((l?l, ) e g1 X g2
et que ce sous-groupe est invariant :
V (21, x2) € Gy X G2, ¥V (a1, a2) € g1 X g»
@1, x2) (@, @2) (2,7, 271) = (@anx, !, 220005 ) = (@'s, a2) € gy X go.
Ceci dit,
G1/g1 est ensemble des classes | 191 ; x1 € Gy |
Gz/gz ...................... | T2gso ;, T2 (= Ga |

et un élément de Gi/g1 X Gz/gs sera (x x Pensemble 4t .
quand (z1, z2) déerit Gy X G2.g2 191, T2gz) mble étant déerit

D’autre part, la classe modulo g1 X gz de Pélément (x1, x2) € G1 X Ga,
classe que nous noterons (x1, x2), est formée de tous les éléments :

. o (?51({1, Taasz)
ol a; décrit g; et as décrit gz ; donc elle est ’ensemble :

L Ge X G/ Ly, ya) ;éy1 € 2191, Y2 € 2292 }
e 1 2/g1 X sera décrit par 1'é1é t ci-
Qeerit G & c(]iz. ge p élément ci-dessus quand (x1, x2)

I est alors évident qu’il existe une bijection :
G1/g91 X Gz/g2 — G1 X G2/g1 X g,

(T1g1, T2g2) — (X1, T2) = { (y1, y2) ; Y1 € 1191, Yo € 2202 1,
et il est évident aussi que cette bijection est un isomorglzlism;%ilisque :

¢ daut (:mgli :;zgz) (x'1g1, :5’295) = (?1113'191;962&0'292),
et dautre part le composé de deux classes de G G odul
est la classe du compgsé soit : £ G (modulo g1 X g2

(@11, 222'2) = 1 (g1, y2) 5 Y1 € 112191, Y2 € 22293 | .
On peut donc conclure :

G1/g1 X G2/g2 ~ G1 X Gz/g1 X g2.
Exemple : Gi=G2=R ¢g1=mZ go=nZ m,nER.
9.
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Un élément de R/mZ X R/nZ est le couple formé par %a famille
des droites d’abscisses hm - X et la famille des droites d’ordonnées kn -+ p
(» et u fixes, h et k décrivant Z).

Un élément de R2/mZ X nZ est I’ensemble gles‘ points _dont ’les
coordonnées sont de la forme hm - %, kn -+ p, c’est-a-dire les points d’un
réseau.

Exercice 29.

1) Si G~ (G/H) X H c’est que G/H est isomorphe a4 un sous-groupe
invariant ¢’ de G et que G/g’ est isomorphe a H. 11 y a donc un homo-
morphisme f de G sur H ol tout élément x de H est 'image de sa classe

modulo ¢ :
—1
f(x) =zg’,

—1
or g » x donc f(x) px et [f(¥) ==

2) Réciproquement, s’il existe un homomorphisme de G sur H, étant
donné qu’il en existe aussi un de G sur G/H, nous pouvons faire le schéma

suivant :

G/H « G — H
a a —>
lq’
G/H X H
(a, @)

C’est-a-dire qu’a un élément de G nous faisons correspondre le couple
formé de sa classe (modulo H) et de son image dans I’homomorphisme f
ce qui revient 4 définir une application ¢ de G sur le produit cartésien
de G/H et de H.

On voit tout de suite que ¢ est un homomorphisme. Soient, en effet,
deux éléments a et b de G :

o(ab) = (ab, f(ab)),
ola) X o(b) = (ab, uf).

Or Papplication canonique étant un homomorphisme ab = ab, et, f
étant un homomorphisme f(ab) = f(a) f(b) = «f.

Pour montrer I'isomorphisme G ~ (G/H) X H il reste donc seu_lement
a montrer que ¢ est une bijection, ce qui (¢ étant évidemment su}‘_]:actlve)
revient 4 montrer qu’elle est injective, c’est-a-dire que deux éléments
différents de G n’ont pas la méme image dans (G/H) X H, or deux élé-
ments qui auraient méme image (q, ) appartiendraient nécessairement
4 1a classe de a; ce seraient donc ax et ax, x e H, x E H. _Pour que
flazx) = f(ax’) il faudrait que fla)f(x) = f(@f@), ce qui est impossible
si x 5« ¢’ puisque f(x) =z pour tout x.
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Exercice 30.

Considérons la classe U dans G (modulo H) qui est I’élément géné-
ragnﬁ‘ du groupe monogéne G/H. Cette classe est de la forme aH, x € G,
x .

G/H étant monogéne est formé des classes :
e=H, U, U2...U* ...,
c¢’est-a-dire de H et des classes dans G (modulo H) de :
T2 ...xh, ..
Si Vi x € H,
U engendre le groupe monogéne infini :
o aEZ) avec U» =2 H
et G/H est isomorphe au sous-groupe G’ de G formé des puissances de z,
et tout élément de G, appartenant 4 une seule classe (modulo H), peut
s’écrire de maniére unique sous la forme : ~
x* a,
A décrivant Z et a décrivant H, c’est-a-dire :
» € a€H.

. Nous sommes maintenant en mesure d’affirmer que G est le produit
direct de & et de H [donc est isomorphe & (G/H) X H] puisque tout élé-
ment de G se factorise de maniére unique en un élément de et un élé-
ment de H. (Le groupe étant abélien, la condition de permutabilité est
automatiquement satisfaite).

Remarque : Notons le role joué par I'hypothése « G/H infini ». Si
G/H avait été fini, donc cyclique, c’est qu’il aurait existé un entier Ao tel
que x> € H. Tous les éléments x*+* appartiennent 4 la méme classe
que x et un méme élément de G pourra se factoriser d’une infinité de
facons en un élément de H et un élément de G’ puisqu’il pourra s’écrire :

xha=2+F, ax-k b &€ &
axr—*» &H.

Exercice 31.
(1) Notons que [a -+ bL: (a 4+ byt —(a+ b)—
et que Ja| 4 |b|=at -} bt —a— b
Or, on peut écrire d’aprés la définition méme du symbole at :
+
g+;8%:>a++b+>0 Zat +bt>(a+b+ D
+ a > (a
g+§‘1‘,% >at 4 bt>atb
et de méme :
a4 b= < (a+ b)—
ou :
. —a~—b—>-—{(a-++ b)— @),
et en ajoutant (1) et (2) membres 4 membres nous trouvons la relation &
démontrer.
2 la —b|=(a—b)+ —(a—b)—
Or, on sait que si on ajoute b 4 deux nombres, leur inf et leur
sup augmentent de b. Donec :
(a—b)+=aV¥b—1D>
(@a—b)~=aAb—1D>
D’ol1 la—b|=aVb-—aAb.
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Exercice 32 (sur les groupes réticulés).

Dz iZTVE ST e —avh <oA= o

On démontrerait de la méme fagon par échange des signes < et > ,
V et A que:

—(@AD) > (—a)V(—D).
Appliquons cette formule aux nombres (— a) et (— b). Il vient :
— [(—a)A(—Db)] > aVb
ou (—a)A(—b) <—(aVb),
formule qui, rapprochée de (1), établit la propriété demandée.
2) a) Sila premiére égalité est démontrée pour la relation notée <,
il suffit de considérer la relation inverse notée >, les inf relativement &
la relation < deviennent les sup relativement a la relation > et récipro-
quement et la deuxi¢me égalité sera également démontrée.
b) Dans tout treillis on peut écrire :
\4
g_-<< %vﬁ ¢ < (aVe)A(bV o)

aAb < a <aV¥c
aAb< b< bvcgl = aAb< (aVo)A(bVo),

¢ et aAD étant antérieurs & un méme nombre, leur sup I’est aussi et 'iné-
galité est démontrée.
¢) «) Supposons l'inégalité démontrée dans le cas ol aAb =10 et
soient maintenant a et b tels que a Ab = m. Nous aurons :
@a—mAb—m)=20
et pourrons écrire :
[la—m)A(D—m)]Ve > [(a—m)Ve]A[(b—m) Vc].
Augmentons alors de m chacun des nombres a—m, b—m et ¢
les inf et sup figurant dans 'inégalité augmentent de m et 'inégalité reste
vraie ; ce qui donne :
laAD]V (c+m) > [aV(c+ m)]A[bV(c + m)]
Il est clair que m étant quelconque, ¢ - m V'est aussi et P'inégalité
sera démontrée en général.

£) Remarquons en outre que :

v aVe>a
avec>a 0 {
aVe>c > 15 >aVe > 0Ve=c+{ 7 aVec>aVet
et
aVet > a
aVet > ¢ g} = aVct > aVe,
soit

aVet =aVec.

Les remarques «) et B) montrent qu’il suffit de démontrer I'inégalité

O0Ve >(aVet)A (bVet) avec aAb = 0,

or 0Vc = c+. 1l suffit donc de montrer que :
ct > (aVet)ABVct)

ou l'inégalité équivalente :

0> [(a—cH)VOIA[(b—ct)VO].
Mais puisque ¢t >0 a—ct< aet (a—ctH)V0 <a.
De méme (b—c+t)V0 <D et leur sup est antérieur 3 aAb =0, ce qui
démontre Pinégalité.
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3) Nous démontrerons cette égalité par récurrence. Pour n=2 on
peut écrire :
2(@A0) =aA0 4 aAo.
Or, pour ajouter aA0 & un sup, nous pouvons 'ajouter aux deux nombres.

Il vient :

2@A0) = [a-}aA0] A(aA0) = 2aAad)A(aAD) = 2aAaA0.

Si maintenant I’égalité est démontrée pour le rang n—1 :
n—1D @A) =n—DaAn—2a..... A2aAaA0.

Ajoutons aA0 aux deux membres, ce que nous ferons dans le
deuxiéme membre en ajoutant a A0 4 chacun des nombres ; en tenant
compte de ce que

pa+alAd=(p-+ 1) alpaq,
on trouve :

naA0) =naAn—a......... A2aAaA0.

Supposons alors que na > 0. L’opération indiquée dans le deuxiéme
membre est, de par sa définition méme, associative et commutative. Donec
na A0 étant égal a4 0 puisque na > 0, on peut supprimer na de la suite du
deuxiéme membre. Mais alors ce deuxieme membre vaut (n— 1) (aA0)
et on peut écrire :

na@aAd) =n-—1) aAd®) =>aA0 = 0=>a > 0.

4) atA—(a) = (@VOA—(aAD).

Or, le 1) nous permet d’écrire : — (aA0) = (—a) V0.
D’otr atA—(a) = (aVOA(—aV0) = (aA—a) V0,
en appliquant la propriété de distributivité démontrée au 2).
Mais alh—a<a

alh —a<—a,
ajoutons membres & membres ; il vient :

2(aAh —a) <0,
ce qui implique :

alh —a <0 en vertu du 3), (On démontrerait na <0=>a <0
de la méme facon que na >0=>a > 0).
Done (aA—a)V¥ 0 =10,
et par conséquent :

atA—(a) = 0.

Exercice 33.

Additionnons les deux égalités membres & membres. Il vient :
aVxr+ahx=aVy -+ alAy,
et en tenant compte de la propriété démontrée page 51 :

atzr=a-+y,

soit r=1.
Exercice 34. ;
Soit G le groupe des opérateurs, E I'ensemble donné et considérons
Papplication :
E——E
(@)
r—>aX o € G,
Montrons que c¢’est une bijection :

1) Elle est surjective. En effet, tout y € E a une image y dans
Papplication («—!). Faisons alors subir 4 (y’) Papplication (). Son image
ay’ sera, d’aprés 'hypothese :
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2y = a(e—1y) = (aor1)y == ey ==
donc Yy e.E: y€E y :gmy,'y,
aient21)a E{e est injective. Supp(l))sons en effet que deux éléments x et y
éme image : ax = ay. ’ icati - i
fmage unlens. OF ge :a «y. Dans I'application (a—1) cette image a une
a(ax) = a~Hay) = y.
Donc Gl == ol = L= J. / J
On a donc défini une applicati
bijechions aont pplication du groupe G dans le groupe S. des
G—— 8,
o ——> (a).
Il est clair que cette application est un homomorphisme ui
« sque :
(@)o(B) = (B). b P

L’image de G est donc un sous-groupe de Sg.

Remarque : Nous disons bien homomorphi i ’ i

‘ ! 1s | phisme et non isomorphisme
car plusieurs opérateurs différents peuvent donner la méme biJPection.
Dans ce cas, le sous-groupe de Sg est isomorphe a un groupe quotient
G/g, g étant le sous-groupe invariant de G formé des ¢léments o de G
tels que apx =z, Vre€E. '

. Exemple : Soit E une droite d’un plan et soit G le grou i -
tries de ce plan qui laissent E invarié)nte: translationgT gsrgﬁf‘ﬂ?%lmé
symétrie X par rapport a E, symétries S par rapport & chacun des points,
de E, symétries S’ par rapport aux perpendiculaires & E. Le groupe g est
constitué de la transformation identique et de la symétrie ¥ ; une classe
de G (modulo ¢) contient les deux transformations T et ToX = ST (ou
S et Se¥ = %S qui est une $' ou encore S et SoX — 3.8 qui est une S)
qui donnent la méme bijection de E sur elle-méme.

Exercice 35.

(?h Notons d}( ga loi cherchée.
servons d’abord , cette loi 3 ' : >
nous devrong Heape que, cette loi donnant & Z une structure d anneau,

) OX:tx'gcxo VeE€Z
gﬂlg‘%lte’ pour que cette opération induise sur N la multiplication il faut
Soit alors 1 o Ol)) X (((():’ 0) = (¢, 0) X (¢, 0) = (cc, 0).

alors le nombre (0, § . s g r e T
Fopération entraing : ¢) opposé du nombre (c, 0) ; la distributivité de
Sor [€0,¢) +(c, 0)] X (¢, 0) = 0 et (¢’, 0) X [(0, ¢) +(c,0)] =0

u *

0,c) X (c,0) =0 é F ) — ,
et de Théme - pposé de (c, 0) X (¢, 0) = (0, cc?),

(¢', 0) X (0, ¢) = opposé de (¢, 0) X (c, 0) = (0, cc).

Enfin, en raisonnant de la méme maniére, on t ’
et (0, ¢) X (0,¢) doivent étre tous d g A Toppose ¢ que.(O, NI
i-dessus, Cost Amime a e Lo § deux égaux a Popposé du produit calculé

Propriétés : Nous avons donc établi :

;g que I'opération est commutative ;

SL nous remarquons que dans (¢, ) ou dans 0,0), cr 5
cex que l?n appelle en algébre élémentaire la valeur absol)ﬁe dxfprf(e);?gzt'g
relatif (c’est aussi la valeur absolue au sens donné dans le chapitre des
groupes réticulés comme il est aisé de le vérifier), nous avons établi qué
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la valeur absolue du produit est le produit des valeurs absolues ainsi que
la « régle des signes ». Seul 0 ayant 0 pour valeur absolue, pour que 0
ait un diviseur il faudrait que sa valeur absolue divise 0. Or, le produit
ge deux entiers naturels n’est jamais nul. Dans Z il n’y a pas de diviseurs
e 0.
L’associativité de Popération résulte de Vassociativité du produit des
valeurs absolues et de la régle des signes, enfin, la distributiviié par rap-
ort a P’addition se vérifie aisément. Z étant alors muni d’une opération
e groupe (I’addition) et d’'une deuxiéme opération associative et distri-
butive par rapport & la premiére est un anneau.
En nous reportant &4 'ordre sur Z (cf. page 57), notons que (les lettres
désignant maintenant des éléments de Z) :
c>0,a<b>a—b <0=cla—>b) < 0= ca < cb.
c<0,a<b=>a—b<0=>cla—D>b) > 0=>ca > ch.

Remarque : Nous avons établi la définition de la multiplication en
utilisant la représentation canonique d’'un élément de Z. Un élément de
cette forme caractérisant sa classe, la méthode est légitime et elle est la
plus rapide. Mais nous aurions pu aussi définir une multiplication sur
les classes de N2/R. C’est la méthode que nous serons contraints d’em-
ployer pour définir I'addition dans Q.

2) L’absence de diviseurs de 0 dans Z permet d’écrire que si

c#0,ca=cb=>cla—Db)=0>a—b=0=>a=~>~,
Z— 1 01 que nous appellerons Z* sur lequel est définie une multiplica-
tion associative, commutative et simplifiable est un demi-groupe commu-
tatif. Si on le plonge dans le plus petit groupe commutatif qui le contient,
que nous appellerons Q* et si on ajoute 0 4 cet ensemble, on obtient Q.

On sait d’aprés le théoréme général que Q* et son opération de groupe
sont déterminés d’une maniére unique & un isomorphisme prés.

Q* = {(a, b);(a,b) € Z*2/R | = Z*2/R

(a, b) X (&, b") = (aa’, bD")
(R étant la relation d’équivalence indiquée dans le cours).
Reste maintenant 4 étendre la multiplication & Q tout entier, c’est-a-

dire 4 déterminer ce que doit étre Oz.
Cette multiplication induit sur Z* la multiplication définie & la pre-

miére question. D’autre part, elle doit étre distributive par rapport a
Vaddition que nous allons devoir définir, laquelle devra sur Z induire
Paddition de Z. Notre multiplication est donc distributive par rapport &
Paddition sur Z ; d’ou il résulte que :

On=20 vn &€ Z.
Soit alors 0z, x appartenant & Q*.

Nous savons qu’il existe y € Z* tel que 2y € Z* [si == (q, b),
y=(b,1) car xy==1(ab,b) =(a, 1)].
On a alors :

d’aprés ce qui vient d’étre dit. 11 est alors impossible que Ox appartienne

4 Q* car son produit par y € Z*c Q* appartiendrait aussi & Q*. Donc :
V&€ Q* 0x=0.

Or, ceci peut étre déerit de fagon & ce que 0 ne constitue pas une excep-

tion dans Q. Nous pouvons, en effet, poser :

vbeE Z* 0,b) =0.
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On aura bien (0, b) R (0, &) puisque 05’ — b0

et (a, ¢) X (0,b) = (0, bc) =0,

ce qui est conforme a la loi générale. 11 suffira de poser :
00X 0=0,

soit (0, @) X (0, b) = (0, ab)

pour que 0 rentre en tous points dans le cas général en ce qui concerne
la loi multiplicative sur Q.

Observons qu’en revanche les couples (a, 0) n’ont pas été définis et
si on cherchait & leur attribuer un sens on aboutirait & des contradictions.

Nous pouvons done conclure :
e Z XZ*
Q= l(a,b);(ab) €5 ' =EZXZI)/R

ce qui veut dire que a peut prendre toute valeur de Z y compris 0, que b
au contraire décrit Z 4 Pexclusion de 0, R conservant toujours la méme
signification.

Soit maintenant 4 définir une deuxiéme opération sur Q que nous
noterons provisoirement @ et qui devra satisfaire aux deux propriétés
indiquées.

Soient (fl—,;i)—j et (c—,lgf) deux éléments de Q et (Eﬁ;) ) (m leur com-
posé. Multiplions ce nombre par (EEIL,-"I) (élément choisi pour que ses pro-
duits par (71—,-77—) et (?,Lélﬁ) appartiennent a Z). En vertu de la distributivité
désirée, il vient :

(@B & @ d)] &, 1) = (a, b) (bd, 1) (¢, D, (bd, )
—(abd, b) ® (cbd, d) = (ad, 1) @ (cb, D),
et pour que @ induise la somme sur Z ceci doit étre égal & :
(ad F cb, D).
Nous avons donc I'égalité :

(@B & 6, d] Bd, 1D = (ad T+ ob, D.

Multiplions les deux membres par (1, bd). Il vient, la multiplication
sur Q étant associative :

(a, b)-@ (¢, d) = (ad + cb, bd). 6))

Si la loi @ existe, c’est celle que définit ’égalité (1). Reste 4 montrer
que la loi ainsi obtenue répond bien a4 la question, c’est-a-dire :

1) que c’est bien une loi de composition entre éléments de Q, c’est-a-
dire indépendante du représentant de la classe (mod R) considérée ;
ou encore que :

(a, b)R(a’, b)) = (a, b) D (¢, )R, V") & (¢, d) ;

2) qu’elle vérifie bien en général la condition de distributivité (et (})as
seulement dans le cas particulier qui a servi a trouver la loi), c’est-a-dire
que :

@D CDleh=aned ® e dep
3) qu’elle induit bien sur Z l'addition :

@h @& D =@+ 1.
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Ces trois vérifications sont immeédiates. La 3° va nous permettre de
remplacer dorénavant le signe @ par +.

. Propriétés : De la régle méme et du fait qu’addition et multiplica-
tion sur Z sont associatives et commutatives, il résulte que I’addition
sur Q jouit des deux mémes propriétés.

Pour cette opération @ est un groupe car 0 est élément neutre et

tout élément (a, b) admet pour opposé (—a, b). Q, groupe par rapport
4 l'addition et muni d’une loi distributive par rapport & elle et qui est
une loi de groupe pour @ — { 0}, est donc un corps.

Ordre sur Q. Remarquons enfin que si nous considérons Q-+, tel qu’il
a été défini dans le cours (II, 6, 3) par plongement du demi-groupe mul-
tiplicatif N*, nous pourrons le compléter par 0 en prolongeant la mul-
tiplication de ce Q+ &2 Q+ U { 0} (comme nous 'avons fait tout a4 ’heure
pour prolonger celle de Q@* & Q) ; nous aurons alors :

Q+U %0%=ﬁ<a,'b);@'”5>e§—>§~——-m
tandis que :
0="@n; @ne i

la relation R considérée pour le premier ensemble étant la restriction &
N 3 N* de la relation R considérée Eour le deuxié¢me. Le premier de ces
deux ensembles est donc isomorphe & un sous-ensemble du second,

soit Q”.
- ® *
Q"=;((1,b) LA EN,bEN, (@ D) E z>1§z {
ou encore :
= @b ;@b < z>;z , ab>o$ .
Or, Q" a pour Q les propriétés d'un G+. En effet :
Q" + Q,’ m— Q!I'
D’autre part Q"—, ensemble des opposés des éléments de Q”, peut
*
étre considéré comme l’ensemble des classes de Z—KR—Z~ ot ab<0;

donc :
QNQ'—=101.

Q" permet donc de définir sur @ une relation d’ordre total :
T >yp<r—yE€Q.

En particulier si x =(q, b) et y= (c,'b) :

r>y<=>@—cbhE€Q < a—c)b=20,
ce qui revient & dire que pour comparer deux éléments de Q on peut
choisir des représentants de la classe ayant méme dénominateur positif
et comparer les numérateurs.

Remarque importante : 11 faut noter que la relative complication de
cette théorie vient de ce que nous avons voulu montrer que les définitions
adoptées pour les opérations étaient les seules possibles. Il est bien évi-
dent qu’on obtiendrait, & 'usage des éléves, une théorie beaucoup plus
simple en posant au départ ces définitions et en établissant ensuite leurs
propriétés.
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Exercice 36.
Soit « un élément quelconque de E et 1x son produit par 1. Consi-
dérons la différence :
2=z — lx
et formons son produit par 1. Il vient :
lg =1l —1(lx) = lx — lx =10
done :
lrg =20 z: € Eo
et x s’écrit :
=2 -+ 11
en posant lx = x:. Or 1(1z) = 1z, donc x1 € E4.

Pour montrer que E est la somme directe de E; et E; il suffit de
montrer que E; et E; sont des sous-groupes. En effet E étant commutatif
la permutabilité est automatique. D’autre part il est clair que 0 est le
seul x tel que lx =z et 1x =0, ce qui entraine EsNE; =101}, condition
suffisante pour que la somme E: 4 E2 soit directe (II, 3, 2).

Or E, est bien un sous-groupe car :

D lﬁhiﬁil % = oy +21) =a1 + 21 = 21 + 21 € Ky,

2) lxi1l—z)=1x1+(—2x1))=0=> 1(—a1)=—1T1=—T1>—2: €F;,
et E; est bien un sous-groupe, car :
D o =0 > 1@+ v) =02 4 22 €Es,
2) lxz + 1(—x2) = 1[xs + (—x2) = 0=> 1(—x2) = 0> — x2 € Ea.

On peut donc conclure :

E=E; ® E:

E; étant un sous-groupe pour lequel I'opération induite par I'opération
définie sur E, satisfait 4 tous les axiomes de la structure d’espace vectoriel,
est bien un espace vectoriel.

Exercice 37.

Soient f et g deux applications de E dans H. On peut définir I'appli-

cation f 4 g par :

V€ E f + ¢) (@) = f(x) + g(x).
le + du 2° membre étant le signe de 'opération interne sur H et celui du
premier membre celui de Popération ainsi définie sur %.

Si H est un groupe, 7 est aussi un groupe. En effet, Ia loi de compo-
sition ci-dessus définie est associative si celle de H Pest. Cette loi de
composition admet un élément neutre, application ¢ telle que :

VrE€E e(x) = 0.

Enfin, chaque élément f a un inverse — f défini par :
VxE€E [—f1®) =— f(x).

Considérons alors I'application :
h,: F>H  h(f) = f@)

oit x est un élément fixe de E. L’ensemble 7 étant doté de la loi de compo-
sition définie ci-dessus, ’égalité de définition montre que cette application
est un homomorphisme. Le noyau de ’homomorphisme est 'ensemble %,
des applications f telles que f(x) =0 et, dans une méme classe, mo-
dulo %, nous trouvons toutes les fonctions qui prennent la méme valeur
pour la valeur x. [Tout ceci a d’ailleurs été dit dans le cours (II, 2, 8, IV),
dans le cas ol E était un sous-ensemble de R et 'ensemble des applica-
tions étant limité a celles qui étaient continues].
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Si H est anneau nous définissons de méme :

YEE  [fg]x) =f(x) g(x)
et nous vérifions que la nouvelle loi de composition est associative et
ggrieflileer esitr(?strl?lutwg p;r rapport & la premiére, toutes les égalités a
» 9, 1t se traduisant par des égalités de forme i i
f(m),fi](x), h(la:), vraies pour tout Ia)c 8 © identique sur
. Les applications h, considérées ci-dessus seraient
phismes drannons, 2 ent alors des homomor-
Enfin si H est un corps nous pourrons bien définir un élément neutre
pour la deuxiéme loi de composition sur ¥ : Papplication v telle que :
. YVx€E n(x) =1
mals quand nous voudrons trouver f—1 telle que ff~t= étant diffé-
;ir%’%rdfa &, nous verrons que f—! n’existe pas nécess.airemen:k c’;r il faudra?t

1
Vx€E —X) = —.
[~(@) S
pis 1(1); é‘ga;)p Sp.eui: étre égal & 0 pour certaines valeurs de . ¥ n’est donc
2) Nous définissons Af par :
VerE€E N (@) = M(x).
Si H a une structure d’espace vectoriel sur le corps K des opéra-

teurs X, on vérifie immédiate i 818 thal
on ment que si e est ’élément unitaire
ef est définie par : * e K,

VzEE (ef)(x) = ef(x) == f(x)
donc :
vVie ef = f
Muf est définie par :
VeEE Owf) (@) = haf(x) = Muf) (x)

Owf = Muf).

done :

(: + w)f est définie par :
YVZEE [+ wfl@) =0+ wf@) =M@ + uf(x) = N@) + @H)

donc :
O+ w)f = + uf.
Mf -+ ¢) est définie par :

Ve€E [f+ @) = S @ @ + @) = (@) + 9@

. o M+ =3+
7 vérifie donc les axiomes de la structure d’espace vectoriel sur K.
3) Soit < l'ordre sur H. Nous pourrons poser :
VxE€E [<g<=fl@) < gx).

Il est immédiat que les trois axiomes d’une struct ?
A mm ¢ ure d’ordre sont
vérifiés. Mais si E a au moins deux éléments x et Y les applications f et g

telles que :
f@&) <9 gy < fy)
?(?t aslont pas comparables. ¥ n’aura donc jamais une structure d’ordre

done :
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Si H est un treillis nous pourrons définir I'inf et le sup de f et g par :
YrEE [fAg] @) =f(@) Agx)
Vz€E [fVg]x) = f(x) Vg(@)
et ¥ sera aussi un treillis.
4) Nous définirons une relation S sur ¥ par:
Ve€E E Sg <= f(x)Rg(x).

On vérifie immédiatement que S est réflexive, symétrique et transi-
tive. S est une relation d’équivalence. Dans une méme classe modulo S
nous trouvons les applications qui font correspondre 4 un méme élément
de E des éléments de H équivalents (mod R). A toutes les applications
d’une méme classe de F (mod S) correspond donc une application de E
dans H/R. L’ensemble des applications de :

E— H/R
est donc isomorphe & ¥/S.

Exercice 38.

Soit A un anneau d’intégrité fini & n éléments et soit a = 0 apparte-

nant & A. Considérons tous les produits xa. Nous pouvons affirmer que :
x4 2 = xa # x'a.

En effet xa = x’a entrainerait (x — )a =0, soit x = x’. Les pro-
duits xa tous différents sont donc égaux aux n — 1 éléments non nuls de A
et équation xa = b a une solution pour tout b € A. On montrerait de la
méme facon en considérant les produits a droite que ax => a une solu-
tion pour tout 5. A— 1 0} est donc un groupe multiplicatif (cf. cours II,
2, 2), donc A est un corps.

Ezxercice 39.
Soient deux polyndmes :

appartenant a4 A[x] et dont le produit est nul.
aobo = 0
aob1 + (11bo =0
PQ =0, Cest-a-dire  { 20Dz + @b+ azbo =10

............................

!

et supposons que Q soit différent de 0. Nous allons montrer qu’on ‘pourra
en conclure que P =10 si A est un anneau d’intégrité. ,
Soit en effet by le premier des coefficients différents de 0 de Q. Pour
que :
aoby, 4+ aiby—1+4 ... “+ a3y bo=10
il faut que :
aochy =0 donc : ao=0.
Mais alors la nullité du coefficient suivant de PQ :
aobyy1 -+ aiby + ... “+ ay+1 bo

aiby =0 donc : a1 =0 ,
et ainsi de suite. Quand on aura montré que tous les a; sont nuls jusqu’a
I'indice . on considérera le coefficient d’indice A -+ p 41 de PQ:

entraine :

Qobitptt v + @ by @y by + Gup2 by e @ b
R S e S U M'x,,, it
tous les a sont nuls tous les b sont nuls
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et sa nullité entrainera :
apr1 by=10 donc : au41=0.
Tous les coefficients de P sont donc nuls.
Si au contraire A n’est pas un anneau d’intégrité, A[x] n’en sera
pas un. C’est évident car il suffit de considérer les deux polynémes :
[a,0,0...] et [b0,0...]
ol ¢ et b représentent des diviseurs de zéro de A (a40, b0, ab==20).
Le produit de ces deux polynémes est nul. L’anneau A[x] posséde d’ail-
leurs des diviseurs de zéro plus intéressants. Un polynéme dont tous les
coefficients sont multiples de 3 (sans 1’étre de 6) sera un diviseur de 0
dans Zg¢[x], anneau des polyndémes dont les coefficients sont des entiers
modulo 6.

Exercice 40 (sur les anneaux de Boole).

1) Evaluons (a -} a)2. L’hypothése entraine (a -} a)? = a -} a. Mais
si nous calculons le carré de la somme a + a en utilisant la distributivité,
il vient aussi :

at+a?=ac+a+a+at=at+at+a+ta
donc :
a+t+a=a-+t+a-+a-ta soit : @ + a=0.

2) Evaluons maintenant (¢ -+ b)2. On trouve de méme :
(a+bi=a-+betat+b2=a+ab+ ba+ b:=a-tab+bat+b
D’ou : a+b=a-t+ab-+ba+b

ab 4+ ba=20
mais en vertu du 1) : ab+ab=20
le rapprochement des deux égalités donne :
V(a, b) € A2 ab = ba
et A est commutatif.

3) Supposons que A posséde au moins trois éléments ; deux d’entre

eux a et b sont différents de zéro et distincts. Calculons :

ab(a 4+ b) = aba + abb = a?b + ab? = ab +} ab = 0.
Or par hypothése a0, b=%=0 et a + bs40 (car a |+ b==10 entrainerait
a -+ b=a- a, donc a=>=, ce qui est contraire & ’hypothése). Donc
ab(a -+ D) est nul sans que ni @, ni b, ni a 4+ b le soit ; alors, ou bien
ab = 0 et ab et a - b sont des diviseurs de zéro, ou bien ab=0et aet b
sont des diviseurs de zéro.

4) En fait a 4 b qui n’est pas nul ne peut non plus étre égal a a (ce
qui entrainerait b==10), ni 4 b; a + b est donc un 4° élément distinct
de a, b, 0. Et un anneau de Boole qui a plus de deux éléments en a au
moins quatre. Il est d’ailleurs facile de vérifier 4 I'aide des tables de
groupes (corrigé exercice 19) que l'unique table de groupe & trois élé-
ments ne saurait étre une table de groupe additif d’anneau de Boole, car
les éléments de sa diagonale principale (a + a, b -+ b) ne sont pas nuls.

Les structures d’anneaux de Boole les plus simples que nous trou-
vons sont donc les suivantes :

1) n=2. Les tables d’addition et de multiplication sont les sui-
vantes :
|0 a
070 0
all a

<
Q

0
a

QO
oR

Cette structure est d’ailleurs l'unique structure d’anneau (ou de
corps) & deux éléments. Elle est isomorphe & celle de 'ensemble des par-
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ties d’un ensemble & un élém i i i
nse ent o, muni des lois de compositio iffé-
rence symétrique et intersection. P n difte

e 1 cj[le)a]x'ls le tableau ci-dessus 0 représente la partie vide et a la par-

2) n = 4. En nous reportant aux tables de groupes (exercice 19) nous
voyons que seule la premiére peut convenir pour la premiére opération.

Pour la 2° opération la propriété a2 =a et la co ivité i
déja plusieurs résultats. On a donc': PAttivIis nous fmpose

) addition]0 a b ¢ multiplicationj0 a b ¢
010 a b ¢ 0i10 0 0 0
a 0 ¢ b a a
b 0 «a b b
c 0 c c

Nous pouvons avoir a priori ab =0 et ab= a (ou ab==">b, mais ceci
ne constitue pas deux cas distincts) et ab= c. Mais on ¢limine tout de
suite ce dernier cas, car ¢ = a -} b et le raisonnement précédent a prouvé
que abla + b) = 0, ce qui donnerait c2==10, ce qui est impossible.

Si on prend ab = 0 la distributivité nous fournira :

%C = Cll)((a —_t}——lz))):(ﬂ +ab=a
¢ == D(a ==ba 4 b?=1>
et la table de 2° opération sera : +

o on ol
s ols
oo o

o or ol

Si on prend ab = a la distributivité nous fournit :
ac=a(a +b)=a2+ab=a-+a=0
et on voit que arbCZb<g+b) et T T o
, par rapport a tcé i g

Thlos Jous parpb X ]::c)p u cas précédent, i1 y a seulement échange des

Nous avons donc une seule structure d’anneau de Boole a quatre élé-
ments. Cet anneau est isomorphe & I'ensemble 7 (E) des parties d'un
ensemble a deux éléments « et § ; on aura la partie vide 0, les parties ! « !

et | 8} qui jouent les roles de a et b et I’ oy LCS
roledec (lalAlB) =K, fal N ?B gei_s?)?.lhle E lui-méme qui joue le

Exercice 41.

On peut soit refaire sur cet exemple le raisonnement fait ci-dessus
(ex. 38) et on reconnaitra la démonstration classique conduisant au théo-
réme ’de Fermat, soit appliquer le résultat de cet exercice :
_ L’anneau Z,, des entiers naturels modulo m est un anneau d’inté-
grité ; en effet, si m est premier on ne peut avoir :

pqg=70 c’est-a-dire m|pq

sans que m|p (ou m|q), c’est-a-dire p= 7=
corps si m est premi]gr. ire p=0 (ou =0), Zn est donc un

Si m n’est pas premier il i ivi
est clair que Z,; admet des divi
donc n’est pas un corps. " seurs e zéro,
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Exercice 42.

On vérifie immédiatement que le polynbome x? 4 1 n’admet aucun
diviseur autre que 1 dans Z[x]. Si donc x? -+ 1 et 2x appartenait & un
méme idéal principal ce ne pourrait étre que ridéal (1), c’est-a-dire I'an-
neau tout entier. Or, ceci est impossible ; en effet tous les éléments de
ridéal (x2 -+ 1, 22) étant de la forme :

Ax) @2+ 1) + w@) X 2z )
il est clair que les seuls polynomes du premier degré Présents parmi eux

seront de la forme 2px. L’idéal ne contient donc pas Vanneau tout entier.

Exercice 43.
D’aprés la construction d'un idéal principal dans un anneau sans
élément unité idéal principal (4) est I'ensemble :
tdn -4 X 2m; nezZ 2me Al
cest-a-dire ensemble des multiples entiers de 4, soit 4Z.
(4)A apparait alors comme Pensemble des multiples entiers de 8, donc

Pinclusion :
4HACA
est stricte.

(4)A est bien un idéal I, puisque la différence de deux multiples de 8
est un multiple de 8 et que le produit d’un multiple de 8 par un élément
de A est encore un multiple de 8. Mais un tel multiple est en outre un
multiple entier de 16 et AL ensemble des multiples entiers de 16, est
inclus strictement dans I.

Exercice 44.
1) La définition de I'idéal primaire se traduit par la propriété sui-
vante relative aux éléments de A/l

ab=10 -
. > 3FJ,€N DV =0
a0
Mais en vertu de homomorphisme A ——> A/T:
b = (b
donc :
ab=10

| J—
Wt 0 %:> d.€N (b =0
c’est la propriété énoncée.
92) Soient a et b appartenant & J :
a€J<=> FPEN a* €1
beJ<> IF/EN el
Nous devons montrer que a-—b&J et que pour tout x €A,
ra€lJ, ar €J.
a) Considérons :
(@ — b)Y+ =3 (— 1)* Chpg a* br
avec p==¢ 4+ ¢ — X\
Si A >, ax multiple de a’ appartient & L
Si A < o, il en résulte p > ¢’ et b¥, multiple de b¥, appartient al,
done tous les termes du développement précédent appartiennent a I et
(a — b)rt+e €1, ce qui entraine :
a—be&J.
b) (xa) = axfa* €1 done a €J,
(ax)® = ax* €1 donc axr € J.
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D’autre part, il est clair que les éléments de I appartiennent & J.

Montrons enfin que J est un idéal premier. Soient donc :
ab&€J a € J
la premiére partie de ’hypothése se traduit par :
dp &N (ab) =a’br €1
or, la 2° partie de ’hypothése donne : o* € L.

Le fait que I soit primaire entraine alors :
IrEN byl
mais (b)) = b% donc b €I>D &€,

En définitive :

ab€J
cg] | bEI

ce qu’'on voulait démonftrer.

Exercice 45.

La classe d’équivalence d’un polyndéme P(x) (mod x? - 1) est I'en-
semble :
P(x) + Mx) (22 4 1) :
olt Mx) décrit Z[x]. On peut prendre comme représentant de la classe 1
reste de la division de P(x) par 22 -} 1 (division définie dans R[], mais
qui donne pour reste un polyndme a coefficients entiers quand P est a
coefficients entiers).

L’anneau quotient :
Z[x]/(x* 4 1)

(2?2 + 1) désignant I'idéal engendré par x? -4 1 est alors un anneau d’in-
tégrité car on ne peut trouver deux polyndmes du premier degré différents
de zéro dont le produit soit dans I'idéal, ce qui exigerait que ce produit
soit 2 ++ 1. (22 -+ 1) est donc un idéal premier.

1l n’est pas maximal. I1 suffit de se reporter & I'exercice 42, oi1 nous
avons vu que I'idéal engendré par 22 4 1 et 2z, idéal qui conlient évidem-
ment (z2 4 1), n’était pas 'anneau Z[x] tout entier.

Exercice 46.

1) Soit un idéal de 2Z et soit 2m le plus petit de ses éléments 5= 0.
Soit 2n un autre de ses éléments. Ecrivons :
n=—mp-r r<m
2n = 2mp - 2r 2r < 2m
2r devrait appartenir a I'idéal, ce qui est contraire & I’hypothése si rs40.
Donc 2n est multiple de 2m et I'idéal est principal.
2) L’idéal (2m) est maximal s’il n’existe aucun idéal différent de 2Z
qui le contienne, ce qui exige donc qu’il n’existe pas 2p tel que :
(2p)>(Zm) ou 2p2m plm.
Il faut donc (et il suffit) que m soit premier.
L’anneau quotient 2Z/(2m) est formé des classes d’entiers congrus
a 2n modulo 2m, n prenant les valeurs 0, 1, ..., m — 1.
Dire que cet anneau possede des diviseurs de zéro, c¢’est dire qu’il
existe p et ¢ n’appartenant pas a (2m) :
m ne divise pas p, m ne divise pas g
tels que :
2p X 2q &€ (2m)
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donc :
2m|2p X 2q m|2pq
m étant premier cela entraine m|2, donec m=2.
Le seul idéal maximal de 2Z tel que ’anneau quotient posséde des
diviseurs de 0 est I'idéal (4).

L’anneau quotient est un anneau 4 deux éléments :
Oet)et2x2=0
(en d’autres termes : (4x 4+ 2) (dp. + 2) =4 v).

Nous avons ici un exemple d’idéal maximal tel que 'anneau quotient
ne soit pas un corps. Ceci tient au fait que 2Z ne posséde pas d’élément
unité.

Exercice 47.

1) La définition des opérations montre que < est un groupe additif

dont 'élément neutre est le polynéme nul (Vr a,=0).

Elle montre aussi que la multiplication est commutative puisque
celle de A V'est. Vérifions que cette multiplication est associative.

N Y
[ a1 zbrmc,z:; 5 a,b,sam:) p asbyc, |.
s+t=r )s-}—t-f—a—_——_r

Il est clair qu’on aurait trouvé le méme résultat pour :
ta, b [ th} te ]
Vérifions que cette multiplication est distributive par rapport & I'ad-
dition :

> [
ta, l [ b} -+ ted }miarﬂb,-{-crizg (1s(b,+c,)(

s+t=r
’:-:'43 E a;b,+a,ct(>
s+t:=1' \
Or )
ta,} tbt 4+ tal lcrizz 2 a,b,€+3 2 ascts
st+t=r S t=r
;—_—,\ Z asb,+asc,€.
?s—}—t:—:r

A est donc bien un anneau commutatif. Cet anneau ne posséde pas
d’élément unité. En effet si ¢ est le plus petit des indices r d’'un poly-
néme P, le plus petit des indices du polynome produit de P par un poly-
néme quelconque Q sera supérieur & ¢ puisque les indices r sont stricte-
ment positifs. Donc il ne peut exister de polyndéme Q tel que PQ="P.

2) Si un idéal contient ar il contient x* pour tout s > r puisque z°
est le produit de x” par x*— qui est un élément de (.

3) Si un idéal 9 contient = quel que soit r, c’est « tout entier. En
effet, tout polyndéme P peut se mettre sous la forme 2'Q par la mise en
facteur d’un monodéme de degré inférieur 4 celui de son terme de plus bas
degré. P appartiendrait donc & 9.

Etant donné un idéal 9 ¢ A il existe donc une valeur r telle que :

€& 9
et alors x—* € 9 pour tout h rationnel positif (car 2™~* &€ 9 entrainerait
" € 9 en vertu de 2).

10,
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Si d’autre part il existe dans l'idéal J un mondme x” :
Yh rationnel > 0 arthr & g,
Il résulte de ceci qu'on peut faire parmi les rationnels une coupure
«n meitant :
dans la 1™ classe tous les r tels que x" € 9
dans la 2° ..... ..., . ..l TE Y
tout rationnel est classé et tout nombre de la premiére classe est inférieur
a tout nombre de la deuxiéme.
Cette coupure définit un nombre ro et :
Yr>re rE 9
Vr<ro € g.

Ceci posé considérons un idéal 9 = A qui contient un monéme de
coefficient 1 et pour lequel, en conséquence, le raisonnement précédent
s’applique. Nous allons montrer que cet idéal n’est contenu dans aucun
idéal maximal.

Supposons qu’il soit contenu dans un tel idéal ' > 9. Le raisonne-
aient précédent s’applique encore et on peut pour ¢ définir ro. Soit alors :

ri < ro=>axn € 9.

Si o’ était maximal lidéal 9” engendré par an et 9’ devrait
étre <« tout entier. Or :

P =a"d 4
considérons :

Xt avec rz < ry < ro.
Si xr: appartenait & 9” c’est qu’il existerait dans 9’ un polyndme Q
tel que :
x =a" P4 Q.

Multiplions alors cette égalité par x°, ¢ étant choisi de fagon & ce que :
re o <ro<ri+oe.
Nous aboutissons & une contradiction car :
it € g QereE o
alors que :
xrtt € o,
Nous en concluons que x: ne peut appartenir & 9” qui n’est donc

pas o tout entier. 9’ m’est donc pas maximal et o n’est inclus dans
aucun idéal maximal.

Exercice 48.

1) L’image réciproque d’un sous-groupe dans un homomorphisme de
groupe est un sous-groupe. Nous avons déja eu, par exemple, 'occasion
de la montrer dans P'exercice 23.

Il reste si I'on pose :

—
ILi = f(I2)
a vérifier que :
V(l; e Al Cl;h(:]l a1 1.

Or:

flaily) = flar) f) < flanzcle

f(hay) = f(I) flar) c Iz:f(ar) C e
puisque I» est un idéal bilatére de As.

I: est donc un idéal bilatére de A;.
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Si en particulier on considére 'injection canonique :
Ay ——> As
faisant correspondre a lui-méme tout élément de Ai, I'image réciproque
de I est A; NI qui est donc un idéal bilatére de A; (cette propriété se
démontre d’ailleurs sans peine directement).

Considérons les applications suivantes :

A ——> A

|

!
P1 l 2

A/ As/lz

1) Si f est un homomorphisme surjectif I'application ¢yf =g, pro-
duit de deux homomorphismes surjectifs, est un homomorphisme sur-
jectif. D’aprés le théoréme général, As/Is est donc isomorphe 4 'anneau

—1
guotient de Ay par l'idéal g (0), 0 étant I’élément neutre de P’addition sur
Panneau A./I» (voir cours page 66). Or I'élément neutre de cette addition,

—1 —1
c’est la classe neutre de Az (mod Iz), 92 (0) = I», et comme f (I2) =14,

—1
g (0) =I.
On a done :
Az/Iz ~ Ay/14.
Remarque. Ce raisonnement est ’exacte répétition au cas des anneaux
de celui fait dans I'exercice cité ci-dessus, dans le cas des groupes.
Il aurait suffi & établir & Ini seul, dans le cas ol f est surjectif, que

|
I, étant ¢(0), donc le noyau d’'un homomorphisme d’anneaux, était un
idéal bilatére.
2) Si maintenant f n’est plus surjectif le raisonnement ci-dessus ne

s’applique plus a A., mais considérons :
(A1) = A’

A’z est un sous-anneau de As ; d’aprés ce qui a été dit ci-dessus :
IoNAs =T,

est un idéal bilatére de A’; dont 'image réciproque par f est I;. f consi-

dérée comme application de A sur A’: :

Ay —— A%
est, elle, un homomorphisme surjectif auquel s’applique le raisonnement
précédent et nous pouvons dire que :

A/ = A /T,
Cet_isomorphisme :
4
Ai/Iy —— A/T2
fait correspondre :

a1 —> f(az)
avec :

flar) = flay + 1) =as + I's = az + 2N A%,
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Or tout x appartenant 4 az -} I2NA’2 appartient &4 A’z (puisque
somme de deux éléments appartenant a4 A’g). Il appartient aussi 4 az -} Iz;
donc :

az + IaNA2c(as 4+ I2) N A%,

Mais, réciproquement, soit y appartenant au deuxiéme membre de
cette formule : y € A’s, a2 € A’s, donc y— a2z € A2 ; d’autre part :

y—az€I:NA2 et y€az + 12N A2 On a done :
asz + I2ﬂ1}'2= .(a2 -}~ Ig)ﬂA’Q:ézﬂA'Q
et : fla)) =azNA’,.
Chaque classe de A’z (imod I'2) est donc l'intersection de A’ avec une
classe de Az (mod Iz).

Il existe donc une bijection entre les classes de A; (mod I1) et celles
des classes de A (mod I2) dont I'intersection avec A’z n’est pas vide. Cette
bijection est un isomorphisme puisque ¢ en est un et que la composée de
deux classes de A; (par addition ou multiplication) est la classe obtenue
en faisant les opérations sur les classes de A’z incluses dans ces classes.

Si maintenant nous considérons toutes les classes de Az (modIz)
Papplication :

Ar/ly —— A/1,
n’est plus un isomorphisme puisque les classes de A, dont l'intersection
avec A’z est vide ne sont Fas obtenues dans cette application, mais, en
vertu de ce qui précéde, elle est un homomorphisme injectif.

Al A2

Le dessjn ci-contre schématise les partitions de A; (mod I;) et celles
de Az (mod I2) et de A’; (hachuré obliquement) (mod I's).

2) Supposons que A;/I; admette des diviseurs de zéro, ai et by,
c’est-a-dire :
aaxéAl, b1 EA1(11 ell b1$11(11b1 Eh
pour leurs homologues a: et bz il en résulterait :

a2b2 [ 12
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I» étant premier ceci exige : ax € I si by &€ 1. Mais si a2 €Iz :

R |
a € f (I2) = I
ce qui est contraire & I'hypothése.

Ai/I; n’admet donc pas de diviseurs de zéro et 11 est premier.

Exercice 49.

1) Aa= 9 est un idéal a gauche ; en effet :
ra—ya=(x—ya€ g,
y(xa) = (yx)a € 9.

2) Dire que A n’est pas un anneau de carré nul, c’est dire qu’il existe
au moins un élément a tel que Aas41! 01 (sans quoi on aurait ba =0
Ya, Vb €A). Mais d’aprés 1) Aa est un idéal & gauche, 'hypothése
entraine alors que :

Aa=A
c’est-a-dire que quand x décrit A, xa décrit A. 1l existe donc un élément e
tel que :
eqa = da.
Considérons alors 'ensemble :
I=lx—2ze: xz€ A}
(x—ze) —(Y—ye)=zx—y—@—ye €l
ylxr—xe) =yr— Grle €1,
I est donc un idéal a4 gauche ; donc I=Aoul=10}.
Mais si on avait I = A on aurait la = Aa = A.

Or :
lo=!xa—zxea; x €Al =101.
11 y a donc contradiction et :
I=10}.
C’est-a-dire que :
VeE A = Te ¢))

Soit maintenant
J=tlr—er; €A}
(x—ex) —(y—eyp) =x—y —elx—y €J

y(x — ex) = yr — yex
mais en vertu de (1) :

y=uye et ygr—er)=0&J
ce gui montre que J est un idéal a gauche et signifie en outre que AJ = 0.
Si donc on avait J = A on aurait A? =0, contrairement 4 Phypothése ;
on peut donc conclure :

J=10! ou Vz€A Tr=ex

e est donc un élément neutre bilatére de A.

Soit alors un élément b5« 0 de A et considérons I'idéal & gauche Ab ;
on ne peut avoir Ab=1{0}car Ab 3 eb=0>0s£0; il en résulte que
Ab = A, ce qui revient a dire que :

Yr€ A dy yb=1=x
en particulier il existe b’ tel que b'b =e,

Tout élément non nul de A a donc un inverse &4 gauche.

A— 10} est donc un groupe multiplicatif car il satisfait aux axio-
mes faibles de la structure de groupe (II, 2, 1) et A est un corps.
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Exercice 50,
Soient deux éléments a et b de :

U k. xen
Ils sont tels que :
1K &€ a € Ky IKe €W  DPEK.
mais alors 'hypothése entraine que :
K& i a€EK b&€K

K étant un sous-corps de E,a+ b,a—b,ab, ab— (si b 0) appartien-
nent a ce sous-corps, donc 4 la réunion envisagée et cette réunion est un
corps. '

Ezxercice 51.

Soit un polynéme irréductible 4 coefficients dans un corps K :
o p=2a,x"
n déerivant un sous-ensemble fini F de N ; et faisons I'extension algébri-
que de K par rapport & p. Soit 6 la racine de p ainsi adjointe :
Za,b=0.
Dans K(0), p se factorise. Pour chercher sa factorisation, écrivons :
== (x—0) (@™ + "2 4 ... 4 20 | 1) | on,
Appelons g, le polynéme entre parenthéses, lequel contient n ter-
mes, et formons ¥ a,xn. 11 vient :
a0 =(x—0) Zq,+ Ja,b
=(r—0)XI q,.
. Donc pour que 0 soit racine multiple de p, il faut et il suffit que 8 soit
racine de I'équation :
2q,==0.
Si K est un corps de caractéristique ¢ et si toutes les valeurs de n
sont multiples de ¢ :
YneEeF Q.8 =nt—1 =0
donc : 2 q,00) = 0.
Réciproquement si 2 g,(6) = 0 c’est que ¥ na,p—1! — 0,
ce qui revient 4 dire que § est racine du polynéme :
P =% na,xv1
p'(6) vaut donc 0 et p’ devrait appartenir & I'idéal (p).

. Or ce polynébme p’ (qui n’est autre, d’ailleurs, que la dérivée de p
définie ici algébriquement) est de degré inférieur a celui de p; il ne peul
donc appartenir a 'idéal (p) que ¢’il est 'élément nul de K[x] : ceci exige
que :

Yn&F na,=0
or a, ne peut étre nul pour tout n car alors p serait identiquement nul ;
(1) exige donc que le corps K soit de caractéristique différente de zéro et
que tous les n soient des multiples de cette caractéristique.

Remarque : Nous pouvons préciser le degré de multiplicité des raci-
nes de I'équation, et montrer qu’il est au moins égal a c. Soit en effet :
p =2 a,x" =3 aq,xk
nous avons : 0 =3 q,fkc
et en retranchant membre 4 membre :
P=2a,(xFc — o) =3I q, [(xc)*— (6°)*],
Chacune des parenthéses est divisible par ¢ — 8¢ qui, dans un corps de
caractéristique ¢, vaut (x — 8)¢c,
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Exercice 52.

Z; ne contient que deux éléments 0 et 1. Pour qu’un polyndéme a
coefficients dans Z. soit irréductible dans ce corps, il faut déja qu’il ne
soit nul ni pour 0 ni pour 1, ce polyndéme étant ordonné suivant les puis-
sances croissantes de l'indéterminée il faut donc : 1° que son premier
coefficient soit 1; 2° que la somme de ses coefficients soit 1, done que
les coefficients autres que le premier soient en nombre pair.

Ces conditions sont suffisantes pour 'irréductibilité d’un polyndéme
du deuxiéme ou du troisi¢éme degré dont la factorisation comprendrait
nécessairement un polyndéme du premier degré. En appliquant les deux
régles énoncées ci-dessus, nous trouvons donc tous les polyndémes irré-
ductibles du deuxiéme et du troisiéme degré :

(l',i,l:). ou 14 x4 a2
d,1,0, 1) 14 x4 a3
1,6,L, 1) 14+ a2 4 28,
Les mémes régles appliquées aux polynomes du quatriéme degré
donnent les polynémes :
d4,i,114D d4,10,0D (1,6,1,0,1) (1,0,0,1, D).
Mais il faut en outre que le polyndme ne soit pas le produit de deux
polynémes irréductibles du deuxieme degré. Puisque, dans Z., nous

n’avons trouvé qu’un polyndéme irréductible du deuxieme degré, son carré
est le seul polyndome du quatrieme degré 4 retrancher de la liste précé-

dente, ce carré est le Eolynéme (i, 0, i, 0, i) et il reste trois polynoémes
irréductibles du quatrieme degré :

14z x4+ 2+ xt

Extensions par rapport d ces polynémesv. Pour le premier de ces six
polynémes, les éléments de 'extension K(0) sont des polynbémes en 6§ de
degré inférieur a deux et sont donc au nombre de quatre.

Ce sont : 0 i 8 140

avec : i404+02=0,

ce qui donne : 02 =1+ o,

car tout élément de Z» est égal & son opposé.

On peut former les tables d’opération dans K(8) :

Addition Multiplication
[0 1 o 140 [0 i o i+
0106 1 o 1409 0 10 0 0 0

1 0 1406 o i T 6 140

8 0 i 8 i+e i
i+40 0 i+46 0

Pour les deux polynémes du troisiéme degré les corps K(6) corres-
pondants ont 23 éléments (chacun des coefficients d’un polynéme du
deuxiéme degré au plus pouvant prendre la valeur 0 ou la valeur 1) et,
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pour les polynémes du quatriéme, K(6) aurait 2¢ éléments. Les tables
d’opération s’établiraient comme les précédentes en tenmant compte, cha-
que fois, de la relation vérifiée par 6.

Pour chacun de ces polynémes on pourra chercher sa factorisation
dans le corps K(6) correspondant.

Soit par exemple : p=1-4 14zt

Ecrivons : 0=1 4 064 64

Nous trouvons par soustraction :

p=1(x—10 + 2t — 0t = (x —0) (&% 4 622 4 6%z 4 63 |- 1)

=@—0)(@—8—D@+zx+024+6-1+1)
=@—0) (x—0—1) (x—0) @—oz—1),

K(0) est donc le corps de factorisation totale du polynéme p.

Remarque : Cette factorisation peut aussi s’écrire :

= (@ —90) (x —0%) (x — 6%) (x — 6%) D

car : 0t=1-19 0% —=1 4 62,

Cette dernicre forme pouvait étre prévue a priori (et pourra I'étre de
fagon analogue pour tous nos autres polynémes irréductibles). En effet :

pO2f) =1 4 2% 4 (125 = 1 4 02F - (o),
mais, dans un corps de caractéristique 2, le carré d’'une somme est égal
4 la somme des carrés et :
pe2f) = (1 + 62 + o9)2F — 0.

Tous les 62* sont donc racines du olynéme p. Seuls sont distincts
9, 62, 64, 68 car 6'%=—46. D’ou1 la forme (15).

Exercice 53.

P z z
osons Z = — 1 $))
Nous pouvons écrire : 23 —zZ —Z =0 (2)

ce qui montre que z est une racine du polynéme a une indéterminée :
pZ)= 23 —Zx—Z ou (—Z,—Z,0,1)

a coefficients dans K(Z). K(z) est donc une extension algébrique de K(Z)
et si ce polyndme est irréductible dans K(Z) c’est par rapport & lui qu’est
faite I'extension. (8’il ne I’était pas z serait racine d’un des polynomes
facteurs de p, qui, lui, serait irreductible).

Or, si ce polynéme du troisiéme degré n’était pas irréductible dans
K(Z) c’est qu’il posséderait une racine ; autrement dit il existerait une

fraction rationnelle — (ot P et Q désignent des polyndémes en Z) qui

véri_ﬁerait Pégalité (2), c’est-a-dire aussi I’égalité (1). On devrait donc
avoir :

P3

QF P i,
£+1:Q2(P+Q)z‘
Q

Une telle égalité est manifestement impossible car nous pouvons
P .
toujours supposer — irréductible. Q2 et P 4 Q sont alors premiers avec

P, donc avec P3. Et I'égalité ne serait alors possible qu’avec Q2(P 4 Q)
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égal & une constante, mais alors P et Q seraient des constantes et leur
quotient ne serait pas Z.

Exercice 54.

Montrer d’'un anneau A inclus dans un corps E qu’il est lui-méme
un corps se réduit 4 montrer que l'inverse de tout élément de A (qui
existe dans E) appartient 4 A.

Ceci dit, supposons E algébrique sur K et soit a € A ; considérons
Iextension K(a) qui, puisque a est algébrique, est formée des polyndmes
K [a]. Ces polyndmes en a, & coefficients dans K, font tous partie de A
(qui contient K et a). Puisque K[a] est un corps :

a! € K[a] CA.

Réciproquement, supposons que fout anneau A tel que Kc AcE soit
un corps et soit a € E un élément quelconque de E.

Nous pouvons considérer 'anneau K[a] formé des polyndomes en a
a coefficients dans K. D’aprés ’hypothése, cet anneau est un corps, mais
alors c’est le plus petit corps contenant a et K ; c’est donc K(a) et a est
algébrique sur K,

Remarque : On peut se demander par rapport & quel polynéme p est
faite 'extension. Soit : ¢(a) € K(a) I’éléement inverse de a :

agla) —1=0.

Les polynémes ¢ de K[x] tels que ¢la) = —}iconstituent une classe

modulo le polynéme p. Si on nomme ¢o celui qui a le plus petit degré, le
polyndome x¢o — 1 est celui des polyndmes qui s’annulent pour x = a qui
a le plus petit degré. C’est le polynéme cherché.

Exercice 55. p
K(A) est le corps des fractions rationnelles — ot P et Q sont des

polynomes par rapport aux éléments de A et a4 coefficients dans K :
YeE A K(A) o K().

Montrons d’abord que tout élément de K(9) est algébrique sur K. Nous
avons vu que les éléments de K(6) forment un espace vectoriel de dimen-
sion n sur K si n est le degré de I'extension.

Soit alors g &€ K(0) ; les éléments 1, 8, 82 .... §* sont n -} 1 éléments
de cet espace vectoriel. Nous verrons (au chapitre des espaces vectoriels)
que n 4 1 éléments d’un espace de dimension n sont toujours linéaire-
ment dépendants, c’est-a-dire :

dap ...... a, €K ap + a1 ... +a,8"=0,
autrement dit B est racine d’un polyndéme a coefficients dans K. § est
algébrique épar rapport a K. Tout élément d’'une extension algébrique sim-
ple est algébrique.

De ceci, nous pouvons déduire qu'un élément algébrique quelconque
par rapport 4 K a des puissances, un opposé, un inverse qui sont aussi
algébriques.

Montrer que K(A) est algébrique sur K revient alors 4 montrer que
o et B étant deux éléments algébriques sur K, « -+ B et «8 sont aussi algé-
briques sur K ; car, s’il en est ainsi, tous les éléments de K(A) étant
obtenus par une succession d’opérations donnant des éléments algébri-
ques & partir d’éléments algébriques seront eux-mémes des éléments
algébriques.

Soit donc « et 8 deux éléments de E tels que K(a) et K(B) soient des
extensions algébriques. Cherchons a construire K (e, 8) en prenant
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K(«)(B). o étant algébrique, K(a) est formé de polyndémes en « é{ co'efﬁci:s:nts
dans K. § étant aussi algébrique est racine d’un polyndme irréductible.
p € K[x],
mais Panneau K[x] est inclus dans Panneau K(o)[x] ; on peut dire que
8 est racine d’un polynéme.
pE K@ x]. )
(Ce polynéme, irréductible dans K, peut ne pas Pétre dans K(a), mais
alors B sera racine d’un facteur irréductible dans K(a)). L’extension
K(x)(8) est donc algébrique. Or, « -}- B et «f appartiennent &4 ce corps.

Ezxercice 56.

1° La condition est nécessaire. En effet, si F est algébrique sur K,
d’abord, puisque ECF, les éléments de E sont algébriques sur K ; ensuite,
c’est que tout élément 6 de F est racine d’'un polyndéme :

px € Kiz]cE[x]
et 8, racine d’un polynéme & coefficients dans E, est algébrique sur E ;
donc F est algébrique sur E.

Le polynéme px irréductible dans K peut n’étre pas irréductible dans
E, mais alors 8 racine de ce polyndme est racine d’un polynéme px irré-
ductible dans E diviseur de px.

2° La condition est suffisante. Supposons E algébrique sur K et F
algébrique sur E. Tout élément 6 de F est racine d’un polynéme irréduc-
tible :

ps € Elx].

Les coefficients de ce polyndéme forment un sous-ensemble A fini de
E. K(A) est un sous-corps de E, algébrique sur K ; et ¢ appartient & I'ex-
tension K(A)(0). Or, K(A) s’obtient par Padjonction successive des diff¢é-
rents coefficients de px ; chacune de ces extensions étant algébrique, ,ell’e
se présente comme un espace vectoriel de dimension finie sur la préce-
dente (v. cours IIL, 5, 3) ; K(A) est donc aussi un espace vectoriel de
dimension finie sur K et K(A)(0) aussi puisque 0 est racine d’un polynome
irréductible & coefficients dans K(A). 8 appartient donc 4 un espace vec-
toriel de dimension finie n sur le corps K. Les n -} 1 éléments :
1,6,0% ...,0"
ne peuvent donc pas étre indépendants. C’est dire :
n
a0 o ;.. a1, EK N a6 =0.
i=0
Autrement dit § est racine d’un polynoéme appartenant 4 K[x] et F est
algébrique sur K.

Exemple : Prenons pour K le corps Q des rationnels. Prenons pour
E Pextension :
Q (V2, V3).
On vérifie aisément que ce corps est 'ensemble :
E=la+by24+cy3+dy6 abc dE€EQ],
qui forme sur Q un espace vectoriel de dimension 4. Soit 6 une racine
d’'un polyndéme :
pe == ax® 4 Bx* 4 yxr - 3 a B, v, 3 € E.
Posons :
F = E®). .
6 est, d’aprés le raisonnement précédent, algébrique sur Q et racine d’un
polynéme dont pe est un diviseur. Vérifions-le directement.
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En remplagant «, 8, v, 3 par leurs valeurs et en ordonnant par rapport
aux irrationnels, nous trouvons que p, peut s’écrire :

, Pr=py24+qV34rvb4s, .
p, g, r, s éiant des polynomes du troisiéme degré & coefficients dans Q.
Or,

(PV2Z+ g3+ rvB 49 (pvVE + g3 —rV6—s)

. = 2p? 4 3q% —6r2 — 52 4+ 2./6 (pg — rs)
e

[2p® 4 8q?-6r2- 5% 4 2v/6 (pg-rs)] [2p® + 3¢ -6r2-52-2/6 (pg - rs)]
== (2p? -} 3¢% — 6r? — )2 — 24 (pq — rs)%
Ce polynéme du douziéme degré 4 coefficients dans @ est le polynome
1o multiple de p. dont 8 est racine.

Exercice 57.

Un corps fini ne peul avoir une caractéristique nulle puisque ceci
entrainerail que 'ensemble { ne ; n € Z | soit infini. 1l a donc une carac-
téristique finie. Par définition de la caractéristique d’un corps (1L, 5, 1),
ce corps est donc un sur-corps du corps des entiers modulo ¢ ; et ce sur-
corps peut étre obtenu en faisant un nombre fini d’extensions simples
successives. Chacune de ces extensions est algébrique car une extension
transcendante aurait un nombre infini d’é1éments (le degré des polyndémes
numérateur et dénominateur n’étant pas limité).

Or, 'extension algébrique K(8) de degré n d’un corps K qui a N é1é-
ments est formée de polyndmes ayant n coefficients & choisir parmi les N
éléments de K ; elle a donec N» éléments.

La premiére exiension simple de Z, aura donc ¢* éléments celle du
corps ainsi construit aura (¢ == c" éléments et ainsi de suite... le
corps fini K obtenu aprés un nombre fini d’extensions aura un nombre g
d’éléments qui sera encore une puissance de c.

K — 1 0} forme pour la multiplication un groupe d’ordre g — 1, donc
(voir cours page 43) :

Va€K—101 art=1

Il en résulte que Va € K — {01, a est racine de x+! — 1 =10,
et Va&€K, aest racine de 27— x =90, qui a ainsi pour racines les
q éléments de K.

K est donc le corps de factorisation de ce polyndome.

Posons : qg—1=N K—10} =K.

Montrer que K’ forme un groupe multiplicatif cyclique revient &
montrer qu’il existe au moins une racine o de ¥ — 1 = 0 telle que :

a¥ =1 et ars£1 ¥n <N,

ce que nous exprimerons en disant que « est une racine d’ordre N. Remar-
quons d’abord %ue pour tout diviseur p de N (premier ou pas) il existe
p éléments de K’ tels que 2?=1. (Le polyndéme x? -— 1 admet en effet
p racines qui sont toutes racines de x~ — 1 ; car Pidentité
¥ — 1= (xp — 1) (xv—2 fav—2p L . - a? 4 1) est valable dans tout
anneau de polyndomes & coefficients dans un corps quelconque ou méme
a coefficients dans un anneau unitaire), ces p éléments forment un sous-
groupe de K.

Remarquons en outre que si p et p’ sont premiers entre eux, les deux
sous-groupes constitués par les racines de 27 =1 el de 2 =1 ont leur
intersection réduite & ! 1) car §’il existait « tel que «?=1 «» =1 on
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aurait pour X et p entiers o*»+w’ =1 et on pourrait choisir A et . de telle
sorte que Ap + pp’ =1, ce qui entrainerait « = 1.

Ceci posé, supposons que :

o N = ph pf}.’ p//,‘;” :".’
p, p, p” étant des facteurs premiers.

Considérons le sous-groupe de K’ formé des éléments tels que :
ot = 1.
Parmi ces éléments, il y en a qui sont d’ordre p”. En effet, s’ils ne
le sont pas ils sont d’ordre pr avec w < % et vérifient donc el =1,
Or, cette équation ne peut avoir p* racines distinctes.

Soit donc « une racine d’ordre p* et « une racine d’ordre pY et
considérons le produit «f et cherchons son ordre. Pour avoir («f)” =1,
il faut avoir ™ ==1 et $” =1 car a™ et ™ appartenant & deux sous-grou-
pes dont I'intersection est { 1 | ne peuvent étre inverses 'un de I'autre s’ils
ne sont pas égaux a 1. Or,

om =1, fm = 1= p*\m, p"'|m,
aB est donc une racine d’ordre p” p'¥.
Soit alors y une racine d’ordre p"” et considérons le produit afy.

A . 7 l! ”
Le méme raisonnement nous montrera que «fy est d’ordre p” p¥ p. De
proche en proche nous trouverons ainsi une racine d’ordre N.

Exercice 58.

L’ensemble E de toutes les sections commencantes (ouvertes ou fer-
mées) est totalement ordonné par inclusion.

La réunion d’une famille de sections commencantes est une section
commencante. A partir de 13, il n’y a rien a4 changer a la démonstration
de IV, 2, 2 et ’ensemble E est encore un treillis complet. Tout rationnel
définit deux éléments de E (sa section commencante ouverte et sa section
commencante fermée). Ces deux éléments de E sont consécutifs, c’est-a-
dire qu’entre eux il n’existe aucun élément de E. E contient deux ensem-
bles isomorphes a Q.

Interprétation : Si nous cherchons un ensemble ayant cette structure,
nous sommes amenés a penser a celui des suites décimales illimitées,
ensemble totalement ordonné lexicographiquement (c’est-ad-dire que les
chiffres étant numérotés vers la droite a partir de la virgule une suite est
antérieure a une autre si leurs chiffres étant égaux jusqu’a l'ordre n, le
n° chiffre de la premiére est inférieur au n° chiffre de la deuxiéme) ; dans
cet ensemble 11 y a bien certains groupes de deux éléments (tels
2,3499 ... 9... et 2,3500...0..) qui représentent un méme nombre de Q,
mais seuls les nombres décimaux ont cette double représentation et non
pas tous les rationnels. L’ensemble S des suites ne parait donc pas four-
nir 'interprétation que nous cherchons.

Nous allons montrer qu’il est cependant isomorphe pour I'ordre 4 E
a condition d’établir un mode de correspondance correctement choisi
entre les éléments des deux ensembles (et non pas en faisant correspon-
dre & chaque suite périodique le rationnel qui en est la limite).

Nous allons commencer par montrer qu'on peut établir un isomor-
phisme (pour I'ordre) entre Q et D ensemble des décimaux. D et Q sont
des ensembles dénombrables, ce qui signifie qu’on a pu attribuer un
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rang n € N a chaque élément u &€ @ et v € D. Nous faisons d’abord cor-
respondre le premier élément uo de Q et le premier élément vy de D :
i
Uy €«—> Dy,
puis on met en correspondance parmi les éléments supérieurs respecti-
vement & uo et vo les deux éléments u; et v: qui ont le plus petit rang
dans chaque ensemble :
i
Uy «—> U1

Puis on met en correspondance d’une part les éléments de plus petit
i

rang des intervalles Juo, u:[ et lvo, v1[, soient us <—> v2 et d’autre part
les éléments de plus petit rang des intervalles Jui, 4 o [ et Jvy, + =],

1
soient uz «—> vg. Puis on recommence pour les éléments de plus petit
rang des intervalles.

Tuo, uz[ et Jwvo, vz2]
]uz, H,1[ et ]Uz, 1)1[
Jus, us[ et Jui, vs|
Jus, 4 o et Jvg + = et ainsi de suite.....

Chaque intervalle est coupé en deux en mettant chaque fois en cor-
respondance les éléments de plus petit rang de cet intervalle. On proce-
dera de la méme fagon de Pautre coté de uo et vo.

On peut montrer que tout nombre (de Q ou de D), quel que soit son
rang, finira par étre atteint par ce procédé donc par avoir son homologue
défini. Soit en effet un nombre ¢ € Q de rang p (rien ne serait changé
au raisonnement s’il appartenait 4 D). Considérons les bornes de Iinter-
valle dans lequel il se trouve aprés chaque dichotomie ; ce sont des nom-
bres de rang inférieur & p (sans quoi c’est ¢ qui aurait été choisi) et a
chaque dichotomie une des deux bornes est remplacée par un nombre de
rang supérieur. L’ensemble des 2n bornes entourant ¢ aprés n dichotomies
forme donc un ensemble de n nombres distincts dont tous les rangs sont
inférieurs a4 p. C’est dire qu’il est forcé que g ait été atteint au plus tard
a la p° dichotomie. La bijection est done définie pour tout élément de Q
(ou de D). Et il est clair d’aprés le procédé de construction qu’elle respecte
Pordre (¥*).

Ceci dit, les sections commencantes ouvertes (resp. fermées) de Q
sont isomorphes aux sections commengantes ouvertes (resp. fermées)
de D.

Mais la donnée d’une section commencante de D n’est autre que la
donnée d’une suite décimale illimitée. [En effet, la donnée d’une telle
suite définit une section commencante et, réciproquement, si on connait
une section commencante, on connait, pour tout n, le plus grand décimal
ayant n chiffres aprés la virgule qui lui appartient, ce qui revient a4 définir
une suite illimitée].

L’isomorphisme i s’étend donc & S, ensemble des suites décimales
illimitées et a E, qui sont respectivement les ensembles de toutes les
sections commencantes de D et Q :

i
S «—> E

Up Uz U us

(*) Cette démonstration s’appliquerait & n’importe quel couple d’ensembles
dénombrables totalement ordonnés et denses pour Uordre doni on a ainsi montré qu’ils
peuvent étre mis en correspondance biunivoque respectant l'ordre. i



— 150 —

Une suite (périodique ou non) dont tous les termes & partir d’un cer-
tain rang ne sont pas des 9 ou des zéros correspond a une section commen-
cante ouverte. Le réel (rationnel ou non) qu’elle définit a toujours pour
image un réel, non rationnel. Une suite terminée par des 9 et la suite
consécutive terminée par des zéros correspondent respectivement a la
section commencante ouverte et 4 la section commencante fermée défi-
nissant le méme rationnel, image dans i du décimal qui leur est égal.

Exercice 59.
Pour qu’un ensemble T contenant @ soit un treillis complet il faut

que :
VXcQ supX&€T
Soit donc un ensemble T contenant les bornes supérieures de tous
les sous-ensembles de Q.
Etant donné un élément a de T considérons ’ensemble :
lr€Q; r<al
le signe << étant celui de la relation d’ordre sur T, laquelle induit P'ordre
ordinaire sur Q. Cet ensemble est une section commencante de @, donc

un ¢élément de R que nous nommerons s(a). Nous avons donc défini une
application f de T dans R :

T-————R
a s(a)

Mais réciproquement une section commencante s de Q est un sous-
ensemble de Q ; son sup est donc un élément b de T et s(b) n'est autre
que s. L’application f est donc surjective.

Or, cette application est croissante (c’est-d-dire est un homomor-
phisme pour l'ordre) car :

a < b= s(a)cs(b)
R, image homomorphe de T, est donc isomorphe & un ensemble quotient
de T. En ne prenant qu’un élément de T par classe d’équivalence nous
obtenons un sous-ensemble de T auquel R est isomorphe. Tout treillis

complet contenant Q contient donc un ensemble isomorphe 4 R et R
est bien, & un isomorphisme preés, le plus petit treillis complet conte-
nant Q.

Exercice 60.
1° Soit G un groupe totalement ordonné archimédien.
Nous allons essayer de définir une application :

G—— R
en cherchant & ce qu’elle soit un homomorphisme injectif, c’est-a-dire un
isomorphisme de G sur un sous-groupe de R.
Soit d’abord a un élément de G. Nous lui ferons correspondre un
élément arbitraire de R, 1 par exemple.

fla) = 1.
Si f doit étre un isomorphisme on devra avoir :
Vo€ Z f(na) = n.

Si G est le groupe monogéne infini (*) engendré par a, G sera alors
isomorphe au groupe additif Z, et la propriété est démontrée.

(*) Dans un groupe ordonné, un sous-groupe ne peut étre cyclique.
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Si G ne se réduit pas au groupe engendré par g, voyons comment on
peut définir B = f(b) pour b &€ G b€ lnal.

Puisque G est archimédien tout nombre de la forme mb se place
enire deux nombres consécutifs de la forme na :

VymeEeZ 3 ne noa < mb < (no -+ Da
et, si f est un isomorphisme pour lordre, ceci entraine :
np < mf < no + 1.

Autrement dit :

1
vmez In ’;‘; <a<"°:{ sim>0
no + 1 I no
T B sim <0

Ceci revient & dire que 8 est placé par rapport a tous les rationnels ;
B est donc défini par une coupure dans Q [ou, ce qui revient au méme,
tous les nombres rationnels inférieurs 4 § forment une section commen-
gqxflitq]. p est donc un réel défini de facon nécessaire. L’application [ est

éfinie.

D’autre part, la facon dont nous avons construit § montre que f est
réguliére par rapport & I'ordre. Soient en effet b < ¢ ; on pourra toujours
trouver k €N tel que k¢ — kb < a; & ce moment il existera l&€ Z tel

que : kb < la < kc
ce qui entrainera :

I !
[0 < g et 7 <fO)

d’aprés ce qu'on vient de voir ; donc :
f(b) < f(o).
Ceci montre en outre que [ est injective.

Reste 4 savoir si [ est réguliére par rapport & Popération de groupe.
Soient b et ¢ deux éléments de G, 8 et y leurs images. Soient s, et sy les
sections commencantes définissant B et y. Soient deux rationnels quel-
conques (qu’on peut toujours supposer réduits & un méme dénominateur

positif) appartenant respectivement a ces sections :
!

n

- — &

m €55 m o

"es,> b " g, >

—€ s> nam — € sy > name
d’olr: (n 4 na < mb + ¢
puisque G est un groupe ordonné ; d’ott :

non (=

si on désigne par s la section commencante définissant f(b - ¢). Donc :
Sg sy Cs (1.
Mais le méme raisonnement appliqué aux sections finissantes
8, 8y, 8, montrerait que :
& + s’y 8 2.
Les deux premiers membres et les deux seconds membres de (1)
et (2) étant complémentaires on peut en conclure :
§==8; + Sy
c’est-a-dire : f(b + ¢) = f(b) + f(c)

f est donc bien un homomorphisme injectif et la propriété est démontrée.
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2° Soit maintenant G satisfaisant aux conditions précédentes et en
outre treillis conditionnellement complet et dense pour l'ordre. D’aprés
le 1° il est isomorphe 4 un sous-groupe E de R. Nous allons montrer
que E = R. Soit en effet un élément x de R. Il y a, dans E, des éléments
inférieurs a x puisque E est archimédien. Considérons leur ensemble L ;
cet ensemble ne peut avoir sa borne supérieure strictement inférieure a x
car E étant dense pour Pordre, L. aurait des éléments entre x et cette
borne ; pour la méme raison, ceite borne ne peut étre strictement supé-
rieure & x. Donc il admet x pour borne supérieure et x appartient a E.

Exercice 61.

Posons :
f(1) =1
Nous avons immédiatement :
VrnEZ f(n) = ni

VmEZ f(}%)::—}%)\ puisque m/(;;—)zf(:—g)z)\
Vn,m €z f(;%): 2.

Soit alors x réel non rationnel, s sa section commengante, s’ sa sec-
tion finissante. Puisque f est croissante :
VeoE€s Vo Es  (q,9) €EQ*
A\ < f@ <A siA>0
A < f@) < M si A<O
f(x) admet donc ks et A8’ comme section commencante et section finis-
sante ; c’est donc hxr d’aprés la définition du produit des deux réels.

VxE€R  flx) =
Remarque : si f n’était pas croissante nous pourrions affirmer :
Ve€Q [(q) =g
mais nous ne pourrions plus rien affirmer pour les réels non rationnels,
c’est-a-dire appartenant a (R Q.

Etant donné un de ces irrationnels, V2 pour fixer les idées, nous
pourrions poser arbitrairement :
f (\/2) = .

On démontrerait comme plus haut que :
n n
fl—= ﬁ) =
m m
et toute expression de la forme :
P+ Vg PeE Q
aurait alors pour image :

Mp + vq).

Mais nous ne pourrions rien dire pour les réels qui ne seraient pas de
cette forme, c¢’est-a-dire pour ceux qui n’appartiendraient pas 4 Q[V2],
R constituant sur Q un espace vectoriel 4 une infinité de dimensions
nous serions ainsi amenés a introduire une infinité de nombres analo-

gues a u.
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Exercice 62.
.. Nous utiliserons systématiquement le fait suivant : si X est une par-
tie bornée de R, il y a au moins un élément x de X tel que :
supX —e<r<supX
et un élément z’ de X tel que :
infX<o <infX ¢
pour tout ¢ donné réel strictement positif.
Pour abréger I’écriture convenons de noter :

sup &m = (sup), inf xm == (inf),.
m>n m>n
Cas L fini.

a) Partons de la premiére définition. Tous les (sup), sont supérieurs
4 L. Done Bour tout ¢ et pour tout n il existe un x,» compris entre L — ¢

et ce sup. Donce :

Ve>0 ¥n dm >n T > L—c¢.
D’autre part L est P’inf des (sup),. Donc :

dno (supln, < L + .
ce qui entraine :

V¥n>n, z, <L 4 e

b) Par,tons'de %a 2¢ définition. Tous les (sup),, sont inférieurs ou égaux
a L car sl existait (sup)n, < L ce serait dire qu’il n’existe aucun &lé-
ment x, pour m > n, compris entre L et ce sup, ce qui est contraire i la
2° partie de la définition. L est donc un minorant de Iensemble des sup.
D’autre part la premiére partie de la définition entraine que :
Ve dne (sup)n, < L + «.
I en résulte que la borne inférieure de ces sup ne peut éire supérieure
a4 L car si elle I’était il n’existerait pas de sup entre L et elle. Donc L est
bien la borne inférieure de ’ensemble des sup.

Cas o1 lim x, = -} .

@) La premiére définition veut dire que :

Ya € R+ dno (sup)n, > a
mais alors :
. Ve . dm > ne Im > aA—¢

a et ¢ étant arbitraires, la 2° définition est bien obtenue.

b) La 2° définition entraine immédiatement que :

¥ n (sup), =+ «

c’esi—é-dire que I'ensemble des (sup), est constitué par Punique élément
de R qui est - « (section commencgante = Q) ; cet ensemble réduit 2 un

seul élément a évidemment cet élément pour borne inférieure et la 2° défi-
nition entraine encore la premiére.

Cas ot lim z, = — o,
La premiére définition veut dire :
Va €R+ A ne (sup)n, < —a
mais ceci entraine :
Ym > Ny ITm < —a.
Réciproquement la 2° définition entraine :
Ya€R+ A n, (supln, < —a

mais ceci implique que :
inf t (sup), | = — .
11,
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Observons que dans ce cas particulier lim x, = lim x,, la 2° définition
n’étant autre que celle de : lim x,, = — .
Exercice 63.
Si on avait :
limx, > limx,

on devrait avoir entre ces deux nombres une infinité de x, d’aprés le 2°
de la deuxiéme définition appliquée & lim x, et on ne pourrait en avoir

‘un nombre fini d’apres le 1° appliqué & lim x,, il y aurait donc contra-
iction et :

limz, < lim x, 1.
Si on a P'égalité :
Ve dne Vn>n, x, <L+«
dn; Vn>n x, >L—e.
Donc :

V¥ n > sup (ny, n1) L—e<x, <L+«
et L est la limite de la suite { x, | .

Remarque importante : L’inégalité (1) a été démontrée ici en utili-
sant le fait que R était totalement ordonné. En fait cette propriété est
encore valable dans un treillis complet qui ne serait plus totalement
ordonné. En effet :

Yn (inf),, < (sup),
et d’autre part :
, { (inf), < (inf),’
nn= (sup), > (sup)xn’.

Il en résulte que n’importe quel sup est majorant de tous les inf et le

plus petit majorant de ces inf, soit lim z,, est donc antérieur a tous les

sup, donc a leur plus grand minorant :
limzx, < lim x,.

Quant 4 I'égalité entre les deux limites supérieure et inférieure, elle
ne nous permet plus d’affirmer I'existence d’une limite au sens habituel-
lement donné &4 ce mot et qui suppose que 'ensemble ot est définie la
suite est un espace métrique. Mais comme cela a été signalé dans la
remarque IV, 2, 6, c’est un nouveau moyen de définir une limite sans avoir
préalablement défini une distance.

Exercice 64.
s(x,) désigne la section commencante ouverte formée de tous les réels
strictement inférieurs a x,.
lim s(z,) = nE N s(xm).

m>n

Cherchons d’abord ce que représente U s@w). Cet ensemble est
m>n
identique a :
s(sup xm)

m>n
car si x appartient au premier de ces deux ensembles, il appartient au 2°
et §’il appartient au 2°, il existe un rationnel entre lui et supxm ; ce
m>n
rationnel appartient a4 la section commencante ouverte de Q définis-

3
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sant supaxm qui est la réunion des sections commencantes ouvertes
m>n
de Q définissant les xn ; donc il appartient 4 une de ces sections, donc &

la section commencante de R qui la contient, donc & U s(@m).
m>n

On peut donc écrire :
U s@w) = s(sup Tm)

m>n m>n
et :
lims(x,) = [} sGupzm).
ngs N m>n
Posons :

SUp Tm =1,
m>n

et comparons :
2 s, et sinfy,).
neN n&N

Tout élément du 2° ensemble appartient évidemment au premier.
Tout élément du premier ensemble étant inférieur a tous les y, appartient
4 la section commengante ouverte, ou fermée, de infy,. [En effet si
infy, € ty,}, infy, appartient a toutes les sections ouvertes s(y,) et
Pintersection de ces sections ouvertes est fermée ; si, au contraire, inf gy,
est un des y,, soit y,, il n’appartient pas 4 s(y,), donc pas & Yintersection
et celle-ci est une section ouverte]. On peut donc seulement dire :

lim s(x,) = s (lim z,) ou lim s(x,) = ¢ (lim z,),

s représentant la section commencgante fermée définie par lim x,.

Exercice 65.

Plongement d’un ensemble ordonné dans un treillis complel.
Question préliminaire. Soient XCE et YCE.
Si XcY,ona: veE€EY u>r = Vz€X u>zx
c’est-a-dire :
uE€Yt+t = uw€X+

ou :
Y+ X+,
On montrerait de méme que :
Y—cX~

et par conséquent :
XcY = Y+tcX+ > X+—cY+—

et : XcY =2 Y(cX— =»> X—+cY—+
Considérons alors X-+—, cet ensemble est constitué de tous les élé-

ments antérieurs A tous les éléments de X+. II est donc évident qu’il
contient tous les éléments de X :

XcX+— ¢))]
ce qui, en vertu de la remarque précédente, entraine :
XtoX+—+ (2).

Mais d’autre part Il)osons X+ =Y et appliquons a4 Y Plinclusion évi-
dente comparable a celle (1) utilisée ci-dessus :
YcY—+.

11°
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Il vient :

X+tcX+—+t
qui, rapprochée de (2), donne :

Xt = Xt

On montrerait de méme que :
X—=X—+-.

I. a) 1 X;! étant une famille de parties de E, n X~ est Pensemble
des x qui sont antérieurs & tous les éléments de tous les X;, donc aux élé-
ments de la réunion des X,.

Nx—=tu; veelx ,u<a1=Ux)".

11 en résulte quenX,r- est un élément de T. C’est un minorant de
t X;—1 et c’est évidemment le plus grand ; donc cet ensemble posséde
une borne inférieure :
inf 1 X~ 1 = (U X))~ (0.

b) D’autre part nous avons démontré (IV, 2, 2) un théoréme dont le
corrélatif est : si un ensemble ordonné posséde un plus grand élément et
si tout sous-ensemble de cet ensemble admet une borne inférieure, il
admet aussi une borne supérieure.

Or Vensemble T, ordonné par inclusion, posséde un plus grand élé-
ment si E posséde lui-méme un plus grand élément o. Car »—, ensemble
des minorants de o, est E lui-méme.

Si E ne posséde pas de plus grand élément nous pourrons quand
méme admettre que E fait partie de ’ensemble T. On peut en effet vérifier
que la régle précédemment établie et traduite par I'égalité (1) ne sera
pas en défaut si on range E parmi les X— en posant :

E=9¢—.

Le théoréme cité ci-dessus s’applique donc dans tous les cas et T

est un treillis complet.

II. Etudions maintenant ce que les structures de T induisent sur
Pensemble E, image de E par la bijection :
a—>sa—=a
(a— est une partie de E, mais c’est un élément de E que nous nommons a).
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Soient a et b deux éléments de E tels que a < b.

Ceci entraine :
a—cb—

donc sur £ :
a <b.

L’ordre sur T induit donc sur E Pordre image de celui de E dans la
bijection.

Voyons maintenant si, dans le cas ol un ensemble X E posséde un
inf et un sup, ce sont bien leurs images par la bijection qui sont inf X et
sup X, X étant P'image de X. On a d’abord, en appliquant Iégalité (1) :

inff(:._—}u tal; xEX-*ﬁ::X—".
Si X possédait une borne inférieure, inf X :

X~ = (inf X)—
done :

inf X = (inf X)—
et, dans la bijection, inf X a pour image inf X :
inf X — inf X.
Passons maintenant & P'étude des sup. Le fait que :

Vo,b€EE a<b>a<b
entraine que :

aE€EX+>ae X+
ou

XFc®+.

Mais alors le pius petit élément de &+ qui est sup?( est antérieur
au plus petit élément de XT ; celui-ci est (toujours en vertu de la conser-
vation de l'ordre dans la bijection) I'image du plus petit élément de X+,
c’est-a-dire sup X ; on peut donc écrire :

sup % < suﬁ/ X.
Mais d’autre part un majorant de X est un ensemble de la forme Y-

qui contient X et pour contenir X il est nécessaire et suffisant qu’il
contienne X. Le plus petit de ces majorants est leur intersection. C’est en
effet la borne inférieure de leur ensemble et on vient de montrer qu’elle
était 'intersection.

On peut donc poser :
sup X = iy voxi.

On a donc :
Yr€e X rE€EY-
ce qui entraine :
VerEe X ztoY—+.
Done :
n let ;€ X DY+,
Or:

Nizt; zEX1 =(upX)+
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donc :
. (sup X)+t oY+
ceci s’étendant 4 tous les Y tels que Y- X,
D’aprés la question préliminaire cette derniére inclusion entraine :
(sup X\)+—cY—+—
(sup X)+— n’est autre que (sup X)— (il suffit de se reporter & la définition)
Y—+— = Y— d’aprés la question préliminaire. Donc :
¥ Y—>oX (sup X)—cY—.
Done :
supX)—->fR i1 Y—;Y->oX1,
c’est-a-dire :
sup X < sup X.
En rapprochant de I'inégalité opposée on voit qu’on a I’égalité des sup.
Ezxercice 66.

Complétion d’un espace métrique :
1° @) Montrons que d(x,, y,) est une suite de Cauchy de R, ce qui
suffira a établir sa convergence. Evaluons done :

{d(xm gn) I d(xmy ym)!-
d(@,, y,) < d@,, Tm) + d@w, yu) + AWYm; Yu)s

d(xn; yn) — d(:tm, ynl) < d(xn, xn!) + d(ym, yn).

On sait que :
donc :

Et de méme :
d(xm, Ym) — d(x,, yn) < d(xp, Tm) + d(ym Ym).
Donc :
]d(xm; ym) —d(x,, y,,)] < d(xm Tm) -+ d(y,,, ym)'
Or, puisque !z, | et | y, | sont des suites de Cauchy,
Ve€R+ 3dno Vn,m > no d(x, xm) < ¢
dny Vn,m > n d(ym ym) < s
Done : ,
Vn,m> sup (no, n1) [d(x,,, yn) — d(Zm, ym)' < 2s.
b) Soient z’ et y’ appartenant respectivement aux classes de z et y,
nous devons montrer que :
d(x, y) =d, y),
c’est-a-dire que :
lim [d(x,, y,) — d(,, y’,) ] =0.
Or, de la méme fagon que ci-dessus, on peut écrire :
[d(xy, Yyp) — d(@y, y 'n){ < d(z,, ') + AUy, Y-
Puisque l z, | R { 2’, | , d(zx,, x’,) a pour limite 0,
done, Ve€R+ 3dny Vn>no dz,x,) <s
etdeméme: Fm Vn>m dy,y.) <es
donc : ¥V n > sup (ne, n1) |d(x,, g,) — d(&,,, )| < 2,
ce qui entraine bien que la limite de cette quantité soit nulle.

¢) L’application définie est bien une distance car :
dz, y) =0 <> lim d(x,,y,) =0 <>z =1,
L’égalité d(x, y) = d(y, x) est évidente ;
enfin d(z,, z,) < d(x,, y,) + dy,, z,),
donc : lim d(x,, z,) < lim d(z,, y,) - lim d(y,, z,).
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2° K sera I’ensemble des classes de suites de Cauchy de E qui conver-
gent dans E.

On peut définir la bijection : E«——>E

T e—>

en faisant correspondre 4 tout élément x de E la classe x des suites de
Cauchy qui convergent vers cet élément, classe qui contient en garticulier
la suite constante { x | dont tous les termes sont égaux & cet élément.

Cette bijection est une isométrie car :

d(z, y) = lim d(z, y) =d(x, y).

3° Il n’y a rien a changer (sauf les notations) aux démonstrations
des deux mémes propriétés lors de la complétion de Q en R (voir cours
v, 3, 4.

4° Soit F un ensemble répondant aux conditions de I’énoncé, c’est-a-
dire qui soit un espace métrique incluant E et sur lequel E soit dense.
Etant donné un élément £ de F, le fait que E soit dense sur F permet
d’affirmer qu’il existe des suites de Cauchy de E qui convergent vers &.
11 suffit, en effet, de se donner une suite de réels { ¢, | tendant vers zéro

par exemple s, ==Il~1— et de choisir x, pour que d(x,, £) < ¢, pour obtenir

une suite t z, | de E convergeant vers &.
Mais ceci nous fournit une infinité de suites de Cauchy qui ayant
méme limite appartiennent 4 la méme classe de ¢ (mod R). A un élément

x de I on fait done correspondre un élément de E. Mais, réciproquement,

un élément deﬁ est une classe de ¢ (mod R). Les suites de cette classe
convergent vers un élément de F puisque F est complel et que les suites
dans E sont des suites dans F ; et elles convergent vers le méme élément.

Donc 4 un élément de E correspond un élément de F et nous avons bien
une bijection :

Reste 4 montrer que cette bijection est une isométrie. Soient deux
éléments £ et n de F et deux suites de Cauchy!zx,letiy,lde E qui
convergent respectivement vers £ et 4.

d(, ".l) < d(xm £) + d(ym xn) + d(yq’ 7l)
(d désigne ici la distance définie sur F qui induit sur E la distance qui y
était initialement définie). Ceci donne :

[d(E) 1) — d(ym xn)i < d(xm &) + d(ym "l)-

Pour n assez grand, le second membre sera inférieur & ¢ donné :
c’est-a-dire que d(y,, x,) converge vers d(§, v). Or, lim d(y,, x,) était pré-
cisément la distance des classes de t x, | et | y, | telle qu'on 'avait définie

sur E. L’isométrie est donc bien établie.
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