
IN~TR' ODUCTI'·ON 

A L'ETU'DE DES PR·O,CESS·US ST·O·CHASTIQUES 
par A. FucHs, Professeur à la Faculté des Sciences de Strasbourg 

1. - Rappel de la notion de variable aléatoire. 

Com1nençons par 'traiter le cas simple suivant. On considère 
l'épreuve consistant à jeter un dé parfait., .Cette épreuve peut aboutir à 
l'un des six résultats w1, w 2 , ••• , W () où w7c (k = 1, ... , f) l désigne l'événe­
ment consistant en le fait d'amener la face portant le numéro k. L'en­
semble des résultats logiquement possibles, que nous désignero~s par O, 
sera formé des six évé:p_ements w1, ••• , W(), appelés événements élémen­
taires : 

Q = ~ WI, ••• , <0 1).1 . 

Plus généralen1ent, on appellera événement toute partie (ou tout 
sous-ensemble} de Q. 

Exemples. ­

E = n.- wc= cl) l Uw 2 U ... Uw 5 : ne pas amener le 6, 

E = (J)~ U w-1 U<üG : an1ener un numéro pair, 

E = <ù3 U tùG : amener un nun1éro 1nultiple de 3. 

Parmi les événen1ents, il y en a deux qui jouent un rôle d'événe­
ments extrè1nes ~ ce sont : 

~ :. événement logiquen1ent impossibie 1 par exemple amener le 7 ; 
Q : événement logiqueinenl certain : mnener au InQins un numéro 

de 1 à 6. 

On désignera l'ensemble de tous les événe1nents par B0 ; cet ensem­
ble possède les propriétés suivantes : 

a) E E I~o => E E B0 . 

En d'autres tenues, si E est un événement, il en est de même de son 
contra.ire (événement contraire) . 

., L' u \ EU F E B0Fa) .-, ,. Euo=> / En F E Bo. 

En d'autres tenues, siE et F sont des événements, il en est de même 
de leur réunion et de leur intersection. 

On flit que l'ensemble B0 forme une tribu (ou un anneau. de Boole, 
ou un corps d'ensembles). 

4. 
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Revenons à notre jeu de dés. 
A chaque événement on pourra associer un poids positif, appelé 

probabilité, de la 1nanière suivante : à chaque événement élémentaire 

(Î)k, k = 1, ... , 6, on associera la probabilité ! et si un événement E est 
6 

constitué de l événements élémentaires disjoints, on lui associera la 

probabilité ~. On postule en outre que la probabilité de l'événement 0 
6 

est nulle. Avec ces conventions, la probabilité de l'événement certain Q 

est égale à 1. 
A ehaque événement E EB 0 nous avons ainsi pu associer une pro­

babilité P(E). La probabilité apparaît donc eomme une fonction définie 
sur les éléments de B0 et possédant les propriétés suivantes : 

a) pour tout E E B0 , P(E) ?: 0, 

b) P(O) = 1, 

c) E, F E B0 , En F = 0 => P(EU F) = P(E) -!- P(F). 

En d'antres termes, si E et F sont deux événements disjoints, la pro­
babilité de leur réunion est égale à la somme de leurs probabilités. 

Finalement, tout problème relatif au jeu de dé peut être résolu au 
moyen du tJ'iplet (Q, B,o, P) où B0 et P possèdent les propriétés énon­
cées ci-dessus. 

Pour bâtir une théorie générale des probabilités, A. Kolmogoroff a 
érigé en axiomes les propriétés que nous avons mises en évidence sur le 
cas simple du jeu de dé. Il a en outre fonnulé ses axiomes de façon 
suffisanuuent générale pour pouvoir englober le cas où l'espace de base Q 

ne possède plus nécessairement un nombre fini d'éléments com1ne c'était 
le cas dans le jeu de dé~ 

DÉFI~lTION 1. ---'-On appelle espace probabilisé tout triplet (O., Bn, P) 
fonné des éléments suivants : 

a) n est un espace abstrait qui, dans les applications, peut être 
identifié avec l'ensemble des résultats logiquement possibles · d'une 
épreuve bien définie. A 

b) H 0 est une fan1ille de sous-ensen1bles de 0, appelés événements, 
qui possède les propriétés suivantes : 

E EBo => KEB0 , 

( ÜEn EBü 

":1 
En EH0 ; n = 1,2 ... = > ~~ , 

n I<..n EB0 . 

n=1 

On dit que B0 est une tribu. borélienne (ou corps borélien d'ensem­
bles). 

c) P est une fonction .définie sur Bn qui possède les p~opriétés sui­
Yantes : 
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pour tout E EB 0 , P(E))! 0; 
P(O) = 1 : 

Si En EB0 , n = 1, 2, ... , et E 111 nEn= 0, quels que s:oient m et n, 
pourvu que m # n, 

alors : 

Cette dcnüère propriété est connue sous k no1n d'aximue d'additi­
vité t:omplète. 

DI~Fr"l'IriON 2. - On appelle variable aléatoire, et on désigne par X, 
toute applh:.ation mesurable de 0 dans R (espace des nombres réels) : 

X: 0--7 R. 

Postuler que l'application est mesurable revient, dans le cas d'une 
variable aléatoire réelle auquel nous nous limitons ici, à postuler que : 

)w: X(w) <xi = X--1 (]- oo, x[) E B 0 . 

Dans cette notation, le premier et le second n1embre dé$ignent l'eil­
semble de tous les éléments w E 0 qui ont une image < x. Unè variable 
aléatoire apparaît ainsi comme une fonction réelle d'une variable w E' n 
que l'on pourra désigner par X(w). 

DI~FINITION 3. - On appelle fonction de répm·tition de la- variable 
aléatoire X, et on désigne par F(x), la fonction : 

F(x) = P 1 w : X(w) <x 1 = P lX-1 ] ---- CJJ, x[ 1 • 

Pour éviter des difficultés d'écriture, on écrit souvent : 

F(x) = P 1X< x 1. 

On démontre que F(x) est une fonction non d_écroissante et continue 
à gauche. On fait généralement l'hypothèse supplémentaire que : 

liin F(:r) = 0, et lim F(x) = 1 
x --7 - --- 00 x --7 + 00 

ce qui revient à postuler que la probabilité pour que JXI pre~ne la valeur 
oo est nulle. 

La fonction de répartition définit entièrement la loi d~ probabilité 
de X (plus précisément, elle permet de déterminer la probabilité de tout 
événement du type X EE, E étant un ensemble linéaire mesurable au 
sens de Borel). 

Pour bien mettre en relief les relations entre l'espace O. ~t la variable 
aléatoire X, donnons quelques exen1ples simples tirés du jeu' de dé. 

Exemple 1. -- Au jeu de dé, soit X la variable aléatoire égale au 
numéro de la face amenée : 

x: 0.-> R <=> W;:c--7 k, k = l, 2, ... , 6. 

La loi de probabilité de X sera dé~nie par : 

p(k) = P j X-1 (k) : = P J (:J)k 1 _= ~, k = 1, 2, ... , 6. 
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t.'xemple 2. - Toujours au jeu de dé, convenons que je gagne 
franc en amenant le 6, et 0 franc dans le cas contraire. Le gain G, en 

une épreuve, est une variable aléatoire définie par : 

W6 ~ 1 
G : !J ~ R <=> 0 k·- 1 •) 5 

1 wk~ - ' ..... , ••• , 

et la loi de probabilité de G sera définie par : 

. 5 
p(O) = P) G--1 (0)1 = P 1w1 U ... U (J) s:= 5, 

1 
p(l) = p IG-1 (1)1=P l(!J6 1 = 6. 

. Remarque. - Nous avons vu l'importance que revêt l'ensemble Q 

des résultats d'une épreuve. Mais il ne faudrait pas croire que cet ensem­
ble soit unique. Ainsi, dans le jeu de dé, on peut considérer que le résul­
tat de l'épreuve est connu si l'on connaît la position et la vitesse initiale 
du dé au moment où je le lâche. En d'autres termes, si l'on connaît un 
point de H ! 2 • En toute rigueur on pourrait également pr~ndre R 1 2 com1ne 
ensemble fondamental 0 et pondérer R 12 . 

Cette indétermination dans la définition de ··O n'a pourtant pas d'in­
fluencê· sur l'élaboration de la théorie. Ainsi, dans le cas ci-dessus, on 
pourra se ramener à la pondération usuelle de la manière suivante : on 
partage H. 12 en six sous-ensembles disjoints E1, ... , E6 tels que : 

.r EEk <=> le dé tombe sur la face n <· k, k = 1, 2, ... , 6. 

Il suffit alors .d'affecter Ghaque E;r., du poids ! pour avoir un modèle 
6 

équivalent au modèle usuel. 

2 • . -:-:--- Fonction aléatoire sur un intervalle. 

Soit T un intervalle de la droite réelle, pouvant d'ailleurs s'étendre 
jusqu':\ l'infini. 

Dé{Lnition : On appelle fonction aléatoire définie sur T et l'on dési­
gne par X toute applicatior1 de 0 X T dans R, qui est en outre mesurable 
pour tout t ET : X : 0 X T ~ R. 

'Une fonction aléatoire sur T apparaît ainsi comme une fonction 
r~elle de deux variables t E T, w E Q, que l'on pourra désigner par 
.,, , ··' X(t,w). 

Dire que cette fonction est mesurable pour tout t fixé E T, c'est dire 
que pOlitl\ tout tn E T, X (to, w) est une variable aléatoire au sens où nous 
l'avons définie au premier paragraphe. 

Dans les cas usuels, on identifie t avec le temps et on préfère alors 
parler de pr(lcessus stochastiques plutôt que de fonction aléatoire. 

Pour étudier les fonctions aléatoires, on peut adopter deux points 
de vue, d'ailleurs difficiles à concilier en toute rigueur, suivant que l'on 
attache pins d'importance à Q ou à T. 

a) EcoLE DE .J.-L. DoùB. :__ Pour w fixé E ~~ . c'est-à-dire pour un 
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résultat d'épreuve donné, X (t, ul) est une fonction de t seul que nous 
désignerons par X . (t). Ce sera une fonction non aléatoire de t (c'est-à­
dire un~ fonction ~~éelle au sens usuel) que l'on appelle ·une réalisatio1i 
de la fonction aléatoire X. On pourra d'ailleurs sans inconvénient iden­
tifier (!) et x(J) (t). 

b) EcoLE DE P. LÉVY. - Pour t fixé E T, X (t, w) est une fonction 
de w seul que nous désignerons par Xt(w). D'après nos hypothèses, c'est 
une variable aléatoire. 

La notion de fonction aléatoire apparaît ainsi sous un double aspect. 
c) Elle traduit tout d'abord l'idée de choisir, suivant une certaine 

loi de probabilité à définir, une fonction dans une classe de fonctions 
i Xw Ct) ! = o. Ceci justifie la notation x,,) (t). . 

Dans ce sas, l'élément aléatoire n'est plus un nombre, mais une 
fonction . 

d) Dans le deuxièin.e point de vue, la fonction aléatoire X (t, w) est 
considérée c01nme une fan~ille de variables aléatoires dépendant d'un 
paramètre t ET. Ceci justifie la notation XtCw). 

Dans ]e cas où t est identifié avec le temps, cette dernière manière 
de voir semble plus conforme à l'intuition. Si l'on considère en effet Xt(w) 
comme une quantité caractérisant l'état aléatoire à l'instant t d'un cer­
tain système physique, elle traduit immédiatement l'évolution aléatoire, 
au cours du ten1ps, de ce système. 

Exemple.- Soit à étudier la pression atmosphérique dans un inter­
valle de temps T au moyen d'un baromètre enregistreur. La variation 
de cette pression dans cet intervalle de ten1ps est uhe fonction aléatoire 
définie sur T. 

Un relevé fourni par le baromètre enregistreur après écoulement de 
l'intervalle de temps T est une réalisation de cette fonction aléatoire. _ , 

Le point de vue de .J .-L. Doob consiste à considérer comme élément 
aléatoire toute fonction réelle continue définie sur T ; celui de P. Lévy, au 
contraire, consiste à considérer con~me élément aléatoire la valeur de la 
pression à un instant détenniné t E T, et à suivre l'évolution au cours du 
temps de cet élément. 

3. - Loi temporelle; principaux types de process·us. 

a) Loi TEMPORELLE. -- On dit que l'on connaît la loi temporelle de 
la fonction aléatoire X Ct: w) définie sur T si, quels que soient l'entier n, 
les instants t,, ... , tn ET et les ensembles linéaires E1, ... , En mesurables' 
au sens de Borel, on connaît la probabilité : 

P ) X (tl, cv) EE1, ... , X Ctnh (J)) EEn j • 

Pour n et t,, ... , ln fixés, l'ensemble de ces probabilités définit une ioi 
de probabilité dans Rn. Un cas important est celui où cette loi de proba­
bilité est une loi normale dans Rn (fonctions aléatoires gaussiennes ou 
laplaciennes). · 

Nous ne nous occuperons que des fonctions aléatoires dont ·les pro~ 
priétés statistiques usuelles sont parfaitement définies par la donnée dë 
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la loi temporelle. De telles fonctions sont appelées séparables. On démon­
tre que ce sont les fonctions aléatoires telles que, quel que soit l'inter­
valle I C T, il existe une suite d'instants t1, ..., tn E I avec la propriété 
qu'avec l(ne probabilité 1, on a : 

infX(f,u>) = inf X(/;, w), 
t(l t; El 
sup X(l,w) = suf> X(l;,w). 
l EI lïEI 

b) FpNCTIONS ALI~ATOIRES STAT!ONNAJRES. -- On dit que la fonction 
aléatoire X (t, w) définie sur T est (strictement) stationnaire si, quels que 
soient l'entier n, les instants t1, ..., tn ET, les ensembles linéaires E1, ... , En 
mesurab~es au sens de Borel et le nombre h tel que : t1 + h, ..., ln + h E T, 
on a: 

P lX(t~+h,w) E E1 •... , X(tn+h,w) EEnl = P IX(tj,<JJ) EEh ... , X(tn,w) EEnl . 

On -peut dire en gros que la fonction aléatoire X (t, w) est (stricte­
ment) stationnaire si la loi temporelle est invariante par translation sur 
l'axe des l. 

Remarque. -- Dans les applications, il est souvent suffisant de ne 
postuler la propriété ci-dessus que pour n = 1, 2. On dit alors que la 
fonction aléatoire X (t, w) est stationnaire du second ordre. · 

c) P.ROCEssus DE lVfARKOFF. -Soit X (t, w) un processus stochastique 
défini pdur t ~O. On dit que ce processus est de Markoff si, quels que 
soient t, "• avec 0 ~ t < 't", la loi de probabilité de X ('t", w) dépend de la 
valeur prise par X (t, w) à l'instant t, n1ais, une fois cette valeur ·fixée, 
est indépendante de l'ensemble des variables aléatoires X (t', w), O~t'<_t. 

La loi temporelle d'un processus de Markoff est déterminée entière­
ment par la donnée shnultanée de la loi de probabilité initiale (si le pro­
cessus a ·débuté à l'instant t = 0, ce que nous supposons ici) et de la loi 
de probabilité dite de passage, à savoir : 

P j X (o:,_w) EE 1 X (t, w) =x l = F (t, x; 't", E) 
oit E est un ensemble linéaire mesurable au sens de Borel. 

La fonction F satisfait nécessairement à l'équation fonctionnelle sui­
vante, dite de Chapman-Kolmogoroff :· 

Quels que soient 0 ~ t < t' < 't", on: a : 

(1) F (1, x ; <, E) = J:~ F(t, x ; t',dy) F (t', y ; <, El. 

L'intégrale du second membre étant entendue au sens de Lebesgue­
Stieltjes. Hemarquons que l'équation (1) n'est pas caractéristique du 
prqcessus de Markoff. P. Lévy a construit un processus qui satisfait à (1) 
mais qui n'est pas de Markoff. · 

Remarque 1. - Un processus de Markoff est dit homogène dans le 
temps, si la fonction F (t, x ; "' E), t < 't", ne dépend de tet 't" que par leur 
différence '"-- t. 
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Remarque 2. -- Un processus de Markoff est dit à accroissements 
indépendants ou additifs si, quels que soient 0 ~ t < t'< "' les variables 
aléatoires X (t', w)- X (t, w) et X (-r, ù))- X (t', w) sont iiidépendantes. 
Le deuxièn1e membre de l'équation (1) de Chapman-Kolmogoroff se réduit 
alors à une convolution. 

4. - Continuité des fonct!ons aléatoires. 

a) CONTINUITÉ LOCALE. 

1) En probabilité. -- Soit toujours X (t, w) une fonction aléatoire 
définie sur T. On dit que X (t, <ù) est continue en probabilité au point 
to E T si, à tout couple de nombres o:, ~ > 0 on peut associer un voisinage 
CZ.9 (to, s, 'fl) C T du point fo tel que : 

t E CZ.9 => P!!X(/,ùJ)-X(lo,ùJ)!>s(<·fJ. 
Re1narquons que la seule loi temporelle est suffisante pour définir 

la continuité locale en probabilité. 

2) Presque szîre. - On dit que X (t, w) est continue presque sûre­
ment au point fo ET,. si à tout couple o:, "tl > 0 on peut associer un voisi·· 
nage CZ.9 (tn, E, 'l)) de fo tel que : 

P ~ tsË~ 1 X (t, w)- X (to, w) ! > o: 1 < "tl • 

Remarquons que la seule loi temporelle ne suffit pas pour définir la 
continuité locale presque sûre. En effet, l'ensemble : 

( sun U
( t ECZ.9 JX(I,ùJ)-X(lo;ùJ)j >o:!= t ECZ.9 )JX(l,w):-:- X(t0 ,w)J>sj. 

est la réunion d'une infinité non dénombrable d'éléments de B0 , et cette 

réunion n'est pas en général un élément de B0 , donc n'est pas en général 
affecté d'une probabilité. 

On dén1ontre que si la fonction aléatoire est séparable, les notions 
de continuité locale en probabilité et presque sûre coïncident. 

Remarque. ·-- La continuité presque sûre au point fo E T entraîne 

l'absence, avec probabilité 1, au point fo, d'une discontinuité de X(t) (dis-· 

continuité fixe). 


b) CONTINUITÉ GLOBALE. 

Le fait qu'une fonction aléatoire soit localeinerit presque sûrement 
continue en tout point de T entraîne l'absence, avec probabilité 1, de 
toute discontinuité fixe dans T. Mais il n'entraîne pas pour autant que 
cette fonction soit, avec probabilité l, une fonction continue dans T. Il 
peut en effet exister des discontinuités dont la position ne peut être fixée 
a priori ; en d'autres termes, dont la position est aléatoire. De telles dis­
continuités s'appellent discontinuités mobiles. Exemple : Processus de 
Poisson. 

Soit par exe1nple N(t), t > 0, le nombre de tops enregistrés par un 
compteur Geiger dans l'intervalle de temps · [ 0, t [. On démontre que, 
moyennant des hypothèses extrêmement générales sur l'arrivée des tops, 
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N(t) définit un proeessus à accroissements indépendants, ne pouvant 
varier qqe par sauts d'intensité 1 aux instants des tops et dont Jes 
accroisse1nents obéissent à la loi de Poisson suivante : 

h > 0: p 1 x (t -+- h) ·-x (t) = k 1 =e-}h o:l!)k' k entier;? 0, 

où À est un paramètre numérique appelé densité du proeessus, et qui 
représente le nombre 1noyen de tops par unité de temps. 

a) N(t) est localement continue en probabilité en tout point t > O. 
En effet, quel que soit h > 0 : t-h > 0, on ~ (pour 0 < s < 1) : 

~ -2Àh(2Àh)k -2)hX (t + 1) X (t h)Pl l - - . - - > si=~ e 1(!= 1- e · , 
k=1 

qui tend vers 0 lorsque h ~ O. 

€b) Quel que soit - > 0, il existe ùn intervalle de temps [To, T1l, 
T 0 < Tt. suffismnment grand, tel que X(t) soit discontinu dans cet 
intervalle avec probabiblité > 1 - s. En effet : 

p 1 X(Tt)- X(To) > OI = ~ e-ÀITJ -Tu) [À(Tt- To)Jk = 1-e- )JTI-TuJ. 
~ k! . 

k=1 

On peut naturellement _choisir T1 -- To assez grand pour que : 
1-e-),(TI-Tu) > 1 - s. 

Pour que la fonction aléatoire X (t, (J)) ne présente, dans un inter­
valle donné, ni discontinuités fixes, ni discontinuités mobiles, il faut donc 
lui imposer des conditions plus strictes que des conditions de continuité 
locale : de telles conditions sont dites de continuité globale. Nous ne les 
éno~cerons pas, en raison de leur complexité. Nous nous bornerons à 
signaler que, dans le cas des processus de Markoff, la c·ondition suivante, 
dite de W. Feller, entraîne la continuité globale : 

Condition de Feller (pour les processus de Markoff) : 


lim 1 J
M-O t.t F (t, x ; t -!- !J..t, dy) = 0 quel que soit s > 0, 

jy-xj > s 
la limite étant atteinte uniformément par rapport à t et à x. 

S. - Mouvement brownien linéaire. 

Soit X (t, (J)) une fonction aléatoire réelle, définie sur toute la droite 
réelle, à accroissements indépendants, la loi de probabilité de l'accrois­
se;ment fiX (t, (J)) sur un intervalle [ t, t + ~t[, ~t > 0 étant une loi de 
I~ aplace-Gauss indépendante de l, avec : 

E 1 ~x u. (J)) 1 = o, _ 
a2 ~ ~X (t, (J)) 1 = E 1_ [fiX (t, (J)) J2 1 = ~t . 

Une telle.fonction porte le noin de fof\ction aléat~:>ire du mouvement 
brownien. Si t est le temps, elle définit urt processus de Markofl' à la (oi,~ 
homogène dans le temps _et à accroissen1ents indépendants. 
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Nous nous bornerons à établir deux propriétés importantes de cette 
fonction. 

a) Nous allons voir que X (t, w) nous fournit un exemple de fonction 
aléatoire n'<Jdmettant, avec probabilité 1, ni discontinuités fixes, ni dis­
continuités Inobiles. En d'autres termes, à l'exception d'un ensen1ble de 
valeurs de w de 1nesure nulle, toute réalisation de la fonction aléatoire 
est une fonction continue. 

Pour le voir, il suffit de vérifler que la condition de Feller ci-dessus 
est satisfaite. En effet, on a : pour D..t > 0 : 

.--. 1 } u~ 
]:__) F'(t,x; t+ ~t, dy)=]:__ p I/6X(/,<D)/>s 1=]:__v- e- 26.1 du, 
~~ fj,f 6! :l'Tt ù.l 

Jy-x/ > s Jn/ > s 

u 
d'où, en posant : - = ·v· 

v~t . 

e; Ë

lvi>­ v>­
Vùt V6:t 

ç 
1 } v~

où l'on a posé : <P(I;) = V27t e 2 dv, 

- 00 

Ç2
1 1 -­or, si Ç > 0, on a : 

1 - <P(O -< y'27t ~ e 2 . 

1 ).-. s 1 Vùt -2~donc: - F(t x· t+D..t ùy)~-· -. -· e 2t:.t 
ù.l ' ' ' ' t:.t y'27t Ë 

/y-xJ>e: 
- 1 E2
2V e 2 t:.t. 

s V27tùt 
quantité qui tend vers 0 lorsque ~t ---7 0, et ceci quel que soit e: > 0, et uni­
formément en t et en x. 

b) La fonction aléatoire X (t, w) n'admet de dérivée finie en aucun 
point, et ceei avec probabilité 1. 

En effet, on sait que toute variable aléatoire est de l'ordre de gran­
deur de sa dispersion ; donc, pour D..t > 0 : 

X (t + fit, w) -X (t, w) = 0 (y fit) 
où O(x) désigne une quantité du même ordre de grandeur que x ou : 

1
X(t+D..t,w)-X(f,w)=O(VXl}=O( )· 

D..t D..t v~' 

Le second Jnembre tend vers + oo lorsque fif ---7 0 ; il en est donc de même 
du premier. 
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