
par André HuiSMAN, professeur au Lycée Montaigne (Paris) 

« On peut même dire, à parler en rigueur, que presque toutes nos 
connaissances ne sont que probables ; et, dans le petit nombre des cho
ses que nous pouvons savoir avec certitude, dans les sciences mathéma
tiques elles-mêmes, les principaux moyens de parvenir à la vérité, l'in
duction et l'analogie, se fondent sur les probabilités ; en sorte que le 
système entier des connaissances hu1naines se rattache à la théorie 
e~posée dans cet essai. » 

(LAPLACE, Essai philosophique sur les probabilités). 

*** 
En 1783, C.-F. de Biquilley, Garde du Corps du Roi, publie une étude 

(rééditée en 18.05), intitulée « Du calcul des probabilités ». Dans sa pré
face, l'auteur observe : « La théorie des probabilités, ébauchée par des 
géomètres célèbres, m'a paru susceptible d'être approfondie et de faire 
partie de l'enseignement élémentaire. » (*). 

Voilà qui témoigne d'un enthousiasme bien sympathique ; il rap
pelle celui de La Fontaine pour Baruch. Convenons cependant qu'il était 
quelque peu prématuré. 

Trente ans plus tard, Laplace tennine son Essai par une remarque 
analogue, mais avec plus d'autorité : 

« On voit par cet essai que la théorie des probabilités n'est au fond 
que le bon sens réduit au calcul ; elle fait apprécier avec certitudé ce 
que les esprits justes savent par une sorte d'instinct, sans qu'ils puissent 
souvent s'en rendre compte. Elle ne laisse rien d'arbitraire dans le choix 
des opinions et des partis à prendre, toutes les fois que l'on peut, à son 
moyen, déterminer le choix le plus avantageux. Par là, elle devient le 
supplément le plus heureux à l'ignorance et à la faiblesse de l'esprit 
humain. Si l'on considère les méthodes analytiques auxquelles cette 
théorie a donné naissance, la vérité des principes qui lui servent de base, 
la logique fine et délicate qu'exige leur emploi dans la solution des pro
blèmes, les établissements d'utilité publique qui s'appuient sur elle, et 
l'extension qu'elle a reçue et qu'elle peut recevoir encore par son appli
cation aux questions les plus importantes de la philosophie naturelle et 
des sciences morales ; si l'on observe ensuite que, dans les choses mêmes 
qui ne peuvent être soumises au calcul, elle donne les aperçus les plus 
sûrs qui puissent nous guider dans nos jugements, et qu'elle apprend à 

(*) Avaient traité le même sujet, avant le Garde du Corps, entre autres : Pascal, 
Fermat, Huygens, Jacques Bernoulli, de Moivre, de Montmort, Bayes. 
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se garantir des illusions qui souvent nous égarent, on verra qu'il n'est 
point de science plus digne de nos Inéditations, et qu'il soit plus utile de 
faire entrer dans le système de l'instruction publique. » (*). 

Plus près de nous, en 1923, E1nile Borel reprenait, sans se faire 
beaucoup d'illusions, cette idée vieille de près d'un siècle et denü : 

<< Le calcul des probabilités est une des branches les plus attrayan· 
tes et les moins ardues de la Mathém.atique. C'est silnple1nent pour des 
raisons de tradition, l'on n'ose éçrire de routine, que les éléments de ce 
calcul ne figurent pas aux programmes de l'enseignement secondaire, 
où ils remplaceraient avantageuse1nent bien des 1natières qui y subsis
tent, pour le seul motif que personne ne se donne la peine de les sup
prime,r. » 

Enfin, plus récernment encore, en 19'37, dans leur << Préparation à 
l'étude des probabilités », MM. Leconte et Deltheil, tout en se défendant 
de vouloir alourdir des progran11nes déjà fort encombrés, insistaient sur 
l'intérêt qu'il y aurait à utiliser, au n1oins à titre d'exercices, les notions 
de probabilité : 

« A un point de vue précisément pédagogique, les exercices que 
fournit le calcul des probabilités sont en nombre illilnité. Ils contribuent 
à renouveler l'intérêt des calculs en arithmétique et en algèbre. Ils sont 
faciles à graduer. Même très simples, ils ne se résolvent le plus souvent 
qu'à condition de ne pas cesser d'employer les nombres avec attention 
et réflexion, de sorte qu'ils apportent de nouveaux moyens de lutte contre 
l'appel à la mémoire et l'automatism_e dont le rôle est si fâcheux dans 
l'étude des sciences exactes. » 

A part une timide apparition des probabilités dans la classe de 
Sciences Expérimentales (et, bien entendu, les sections techniques spé
cialisées), on ne peut pas dire que ces divers plaidoyers aient été écou
tés. Il faut reconnaître d'ailleurs que, s'il est né de questions très acces
sibles relatives aux jeux de hasard, le calcul des probabilités a tout 
d'abord trouvé son champ d'activité dans des questions très techniques, 
notamment en physique, dans la théorie cinétique des gaz et la mécani
que statistique, ce qui ne semblait pas justifier son introduction dans unt 
enseignement de culture générale. 

Participant ensuite au mouvement général des Mathématiques vers 
la rigueur axiomatique, bénéficiant de l'introduction de la notion de 
mesure, des progrès de la théorie des ensembles et de celle des espaces 
abstraits, la théorie des probabilités, selon la remarque de Bourbaki, 
« autrefois prétexte à devinettes et à paradoxes, est devenue une branche 
de la théorie de l'intégration depuis son axiomatisation par Kolmo
goroff ». 

Il est cependant permis de penser que ce jugen1ent est un peu bru
tal. D'une part, les « récréations 1nathé1natiques » ne sont pas méprisa
bles si l'on songe à un enseignement d'initiation. D'autre part, l'évohition 
à laquelle nous assistons depuis le début de ce siècle 1nontre le rôle sans 

· (*) L'Essai a été publié . en 1814, mais il provient de leçons données par Laplace 
aux Ecoles Normales en 1795. · 
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cesse accru des probabilités dans l'étude des phénomènes économiques, 
biologiques, sociologiques. On assiste, en son1me, à un retour du calcul 
des probabilités vers ses origines, selon le programme Inagistralement 
esquissé par Jacques Bernoulli dans son « Ars conjectandi » (1713) : 

<< Pour ce qui est sûr et hors de doute, nous parlons de connaissance 
et de compréhension ; pour tout le reste, nous disons seule1nent conjec
ture et opinion. Conjecturer quelque chose, c'est mesurer son degré de 
probabilité. Ainsi, le Savoir Conjecturer, ou Stochastique, se définit pour 
nous comme savoir mesurer, le plus exactement possible, les degrés de 
probabilités, afin que, dans nos décisions et nos actions, nous puissions 
toujours choisir ou accepter ce qui nous aura paru meilleur, plus satis
faisant, plus sûr, plus prudent, seul objet à quoi s'appllque toute la 
sagesse du Philosophe, toute la prévoyance du Politique. » (*). 

Nous étant ainsi abrités derrière des autorités incontestées, concluons 
qu'on peut estimer que l'introduction des probabilités dans l'enseigne
ment du second degré est, plus que jamais, souhaitable. Préparés dès le 
début des études par des exercices gradués de dénon1bre1nent (qui abou
tiraient progressivement aux éléments de l'analyse combinatoire), et par 
des notions sur les ensembles et la logique, les élèves pourraient, sans 
grand effort semble-t-il, aborder au terme du second cycle une étude des 
principales n1éthodes, tout au moins en se bornant à des ensen1bles finis 
d'événements. 

C'est une telle étude que nous essayons de résumer dans l'exposé 
fort classique qui suit, à titre d'introduction aux savantes conférences 
organisées, en 1958-59, par la Société Mathématique de France et l'A.P.M. 

1. - Généralités. 

On procède à une expérience, qui donne lieu à un nombre fini d'évé
nements formant un ensemble E. Par exemple, si l'on jette une pièce, 
on a : E = (pile, face). Si l'on jette un dé cubique, on a : E = (1, 2, 3, 
4, 5, 6). 

A chaque événement de E doit être attachée une mesure appelée 
probabilité, et c'est sur le choix de cette mesure que reposeront tous les 
calculs ultérieurs. Pour un enseignement d'initiation, on peut sans doute 
s'en tenir à la définition classique de Laplace, malgré ses défauts : 

La probabilité d'un événement est le rapport du nombre de cas favo
rables (a l'événement) au nombr·e total des cas possibles, supposés éga
lement possibles. 

Une première critique qu'on a faite à cette définition, c'est de ne pas 
s'appliquer au cas où l'ensemble des événe1nents est infini. Elle ne nous 
arrête pas, puisque nous n'avons à étudier que des ensembles finis. 

La deuxième critique concerne l'égalité des probabilités des événe
ments élé1nentaires, égalité qui est utilisée sans être définie . 

Si l'expérience envisagée consiste à lancer un dé cubique, et si nous 
savons que ce dé a été fabriqué correctement, de manière à n'être pas 

(*) Voir G.-Th. Guilbaud : Leçons sur les éléments principaux de la théorie 
mathématique des Jeux. 
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déséquilibré (notamment par le creusement des points sur les faces), il 
nous par~ît justifié d'admettre que chaque face a la n1ê1ne probabilité 
de se montrer après le lance1nent du dé, soit 1/6. 

De toute façon, il nous faut une hypothèse pour bâtir nos calculs, et 
cette hypothèse pourra être soumise au contrôle de l'expérience qui déci
dera finalement si l'hypothèse peut, ou non, être conservée. Ce contrôle, 
c'est la loi des grands nombres qui nous en donnera les n1oyens. 

En définitive, on voit que notre attitude n'a rien d'insolite ; elle est 
celle qu'on adopte en toute science, lorsqu'on veut soumettre une hypo
thèse au contrôle expérimental. 

En résumé, jusqu'à plus mnple informé, nous ad1nettrons que, dans 
le cas d'une pièce, pile et face ont chacun la probabilité 1/2 de se réali
ser, et que, dans le cas d'un dé, chacun des six points a la probabilité 1/H 
d'être obtenu. Ce sont là, si l'on veut, les définitions d'une pièce ou d'un 
dé « parfaits » et lancés << loyalement ». 

Si l'on jette un dé deux fois de suite (ou deux dés parfaits en une 
seule fois), l'ensemble des événements sera le produit cartésien EX E, 
~étant l'ensemble (1, 2, 3, 4, 5, 6), obtenu avec un seul dé (fig. 1). D'où 
36 événements de mê1ne probabilité 1/36. 

6 
A 0 

5 E 

4 

3 

2. 

c 

1 1 3 4 5 6 

Fig. 1 

On peut partager EX E en sous-ensembles, en plaçant dans un même 
sous-ensemble tous les événements qui eorrespondent à une même smnme 
des points montrés par les deux dés (somme qui varie de 2 à 12). Quant 
à la mesure attachée à chacun des sous-ensembles, elle résulte de la 
définition de Laplace, qui nous donne le tableau suivant : 

Somme des points :2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Nombre des cas : 1 2 3 4 5 6 5 4 :1 2 1 

Probabilités : 1/36 2;' 36 3/3(} 4/ 36 5; 36 6 136 5/36 4/36 3;36 2/ 36 1/36 
De la définition précédente de la probabilité résultent les re1narques 

suivantes : 

1) Si un phénomène ne se produit dans aucun des événements de 
l'ensemble (phénomène impossible), sa probabilité est nulle. 

2) Si un phénomène se produit dans chacun des événements P.e 

l'ensemble (phénomène certain), sa probabilité est égale à 1. 
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Autrement dit, si l'on considère le sous-ensemble des événements 
dans lesquels se produit le phénomène étudié, ce sous-ensemble est l'en
semble vide dans le cas du phénomène impossible, la partie pleine dans 
le cas du phénomène certain. 

3) Quel que soit le phén01nène étudié, sa probabilité est un nombre 
rationnel compris entre 0 et 1, lorsqu'on suppose, comme nous l'avons 
fait, que le nombre des événements possibles est fini. ·· 

4) Supposons que, dans l'ensemble E des événements possibles, on 
considère un sous-ensemble E1. Par exemple, dans le cas du lancement 
de deux dés, E1 est le sous-ensemble des coups pour lesquels la sonune S 
des points vérifie la condition : 

5 ~ s ~ 8. 
La réalisation de E1 a une probabilité Pr (EI) qu'on déduit du ta

bleau donné plus haut. 
Supposons un autre partage de E, dans lequel on envisage le sous

ensemble E2 défini par : 

6 ~ s ~ 8, 
auquel correspond une probabilité Pr (Ez) ; on vérifie que l'on a : 

Pr (E2) < Pr CE1) 
et, d'une manière générale, on peut écrire : 

E2 c E1 =-> Pr (E2) < Pr (El). 

11. - Partition de E; système complet d'événe.ments. 

Dans l'exemple des deux dés, le partage de E en sous-ense1nbles 
correspondant aux diverses valeurs de la somme des points réalise une 
partition de E : les sous-ensembles ne sont pas vides, ils sont deux à 
deux disjoints, et leur réunion constitue E. 

D'une manière générale, quand on a réalisé une partition de l'en
semble E des événements en sous-ensembles E1, E2, ... , E.M on dit que 
les Ei constituent un système complet d'événements. Les propriétés d'un 
tel système sont donc : 

1) les événements E i sont deux à deux incompatibles, c'est-à-dire 
que si run d'eux se réalise, aucun des autres n.e peut se réaliser en même 
temps; ,_- ' 

2) l'un des événements du système se réalise certainement, ce qu'on 
exprime en disant que l'événement : << E1 ou Ez ou ... ou E~ » est cer
tain. 

Un dénombrement facile montre que l'on a : 
n 

P r CE 1 ou E 2 ou .. . ou En) = ~ Pr (Ei ) = 1. 
1 

D'une manière plus générale, si A est une partie de E, et si 
A1, A2, ... , AP constituent une partition de A, on a : 

p 

Pr (A)= ~ Pr (Ai) . 
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Cas particulier : événements contraires. 

Supposons E partagé en deux sous-ensembles disjoints, autrement 

dit en un ensemble E 1 et son complémentaire par rapport à E, noté E1. 
Ces deux événe1nents constituent un systè1ne complet. Si l'on note 

El u Ël l'événem~nt certain .«. El ou El » et El n El l'événeinent im

possible << E1 et Ë1 », on peut 'écrire : 

(à rapprocher du principe du tiers exclu et du principe de contradiction, 
dans la logique des propositions). 

Le système (El, El) étant complet, on a : 

Pr (E1) + Pr CE1) = 1. 

Exemple. - Avec deux dés, on a une telle partition avec : 

E1 : ensemble des coups pour lesquels la somme des points est stric
tement inférieure à 7 ; 

Ë1 : ensemble des coups pour lesquels la somn1e des points est supé
rieure ou égale à 7. 

Exemple. - Avec deux dés, quelle est la probabilité d'obtenir au 
moins un 6? 

Si E1 est l'événement : << on ·· a au moins un 6 », l'événen1ent · 

contraire E1 est : « on n'obtient aucun 6 ». Or, Pr CE1) s'obtient aisé
ment : c'est le nombre d'éléments de l'ensemble produit de (1, 2, 3, 4, 5) 
par lui-même. D'où : · 

Pr CE1) = 25/36, et, par suite : Pr CE1) = 11/36. 

Ill. - Evénement E1 n E2 ; probabilités liées. 

Si les événements E1 et E~ ne sont pas inc01npatibles, ils peuvent 
se produire simultané1nent : on a alors l'événement E1 n E2. 

Exemple. - Avec deux dés, l'événement E1 est : « la somme des 
points est paire », et E2 est : << la somme des points est multiple de 3 ». 
L'événement E1 n E2 est alors : << la somme des points est multiple 
de 6 ». 

Le tableau déjà utilisé montre que : 

Pr (E1) = 18/36, Pr CE2) = 12/36, Pr CE1 n E2) = 6/36. 

E1 et E2 ne forment pas un système complet, mais, de ces deux évé
nements, on peut déduire aisément un tel système ; il suffit pour cela 
de considérer les événements : 

E1 n E2, E1 n E2, E1 n E2, E1 nE2. 
Ils sont manifestement incompatibles deux à deux ; de plus, leur 

réunion donne E. On peut le vérifier par un raisonnement « dichotomi
que », analogue à celui qui permet de trouver le nombre 2n des parties 
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d'un ensemble formé de n élén1ents ·(fig. 2). On peut aussi utiliser le 
schéma classique dans l'étude des ensembles (fig. 3). Enfin, à titre d'exer
cice, on peut démontrer forn1ellement la fonnule :. 

- - - ' ' · - )t ' 

( E1 nE~) U(Et nE~) U(Et n E2) U(Et n E2) = Et U E1 = E (*) 

Ez. : E, (lEz. 

Et: Ed'\Et 

E, A E1 

~ E1 (\ E,. 
Fig. 2 

Désignons par x, y, z, t le nombre des éléments contenus dans cha
cun des ensen1bles précédents, conformément aux indications de la 
figure 3. Nous obtenons immédiatement : 

Pr CE1 n E2) = :r Pr (El)= x+ y
x+y+z+t' x+y+z+t 

Fig. 3E 1 E1 

Désignons par Pr (E2/El) la probabilité de l'événement E 2 lorsqu'on 
sait que l'événement E1 est réalisé, c'est-à-dire : 

x 
Pr (E2/E1) = -+ 

x y 

et de même : Pr CE1 /E2) = ~ x+t 
d'où résultent les formules : 

Pr CE1 n E2) .. Pr CE1). Pr (E2 / E1) = Pr CE2). Pr CE1/E2). 

Exemple. ----: ·Avec deux dés jetés une seule fois, quelle est la proba
bilité d'obtenir un total supérieur à 10, sachant qu'au moins un dé a 
donné un 6 ; ou bien· sacha'nt que le premier dé a donné un 6 ? 

Les réponses se lisent sur la figure 1 : si l'un des dés a donné 6, les 

(*) A rapprocher de la forme normale disjonctive de li:t tautologie dans la logique 
des propositions. 
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événements sont les 11 points du contour ABC ; si, en outre, le total a 
dépassé lü, les événements favorables sont les points D, B, E, d'où la 
probabilité 3/11 d'obtenir plus de 10, lorsqu'on sait qu'un dé a donné 6. 

La probabilité d'avoir au moins un 6, lorsqu'on n'a aucune infor
mation, est 11/36, et la probabilité d'avoir plus de 10 avec au moins un 6 
est 3/36 ; on vérifie bien que l'on a : 

3/36 = (11/36) x (3/11). 
Dans le deuxième cas, où l'on sait que le premier dé a donné 6, les 

événements sont les 6 points du segment BC, et les événements faYora
bles à une somme supérieure à 10 sont les points B et E, d'où la proba
bilité << liée » 1/3. 

La probabilité pour que le premier dé donne 6 est 6/36 ; la proba
bilité d'avoir plus de 10 avec 6 au premier dé est 2/36 ; on vérifie encore 
la formule: 

2/36 = 6/36 x 1/3. 
Cas particulier. - Si l'on a : Pr CEI/E2) = Pr (E1), on dit que E1 

est indépendant de E 1z. Dans ce cas, les formules données plus haut 
montrent que l'on a aussi : 

Pr CEz/E1) = Pr CE2). 
L'indépendance, au sens des probabilités, signifie donc : le fait que 

l'un des événements est réalisé ou non n'influe pas, sur la probabilité de 
l'autre. C'est une relation symétrique. 

Lorsque E1 et E2 sont indépendants, on a : 
Pr CE1 n E2) = Pr CE1) Pr CE2) (1). 

Par exemple, si l'on a un sac dans lequel on a placé n boules noires 
et b boules blanches, si l'on tire une boule du sac, puis une deuxième, 
sans remettre la première dans le sac, les deux tirages ne sont pas indé
pendants. Ils le deviennent si l'on remet la première boule dans le sac 
avant de tirer la deuxième (et si l'on agite avant de faire le second 
tirage !). 

Exercice. - Soient n événements indépendants E1, E2, ... ,Em c'est-à
dire que la probabilité de chacun d'eux n'est pas modifiée par la réali
sation des autres. Généraliser la formule (1) par récurrence 

Pr (E1 n E2 n Es .. . n En) = Pr CE1). Pr CE2) ... Pr (En) (2) (*). 

(*) Dans la pratique, il faut bien s'assurer, avant d'appliquer la formule, que 
les événements sont indépendants. Dans « Le Mystère de .Marie Roget », Edgar Poe 
a fait une curieuse application du principe des probabilités « composées ». Marie 
Hoget a disparu, on a trouvé un cadavre non identifiable, et certains indices donnent 
à croire que ce pourrait être celui de la jeune fille. Les journaux contestent ces indi
ces, prétextant que chacun d'eux peut convenir à un grand nombre de personnes. 
Mais, remarque Edgar Poe, « l'important n'est pas que le cadavre ait les jarretières 
de la jeune fille perdue, ou ses souliers, ou son chapeau, ou les fleurs de son chapeau, 
ou ses pieds, ou son aspect et ses proportions générales ; l'important est que le cada
vre a chacune de ces choses, et les a toutes collectivement ». 

Cependant, plusieurs des indices sont relatifs à des détails de toilette . . Ils ne peu 
rent donc pas être, de façon certaine, considérés comme indépendants, si l'on sup
pose que Marie Roget était sensible à l'influence de la mode, supposition qui n'a rien 
d'invraisemblable, mais ne diminue en rien la valeur de l'argument d'Edgar Poe. 

Un autre exemple célèbre d'erreur due à la méconnaissance de la dépendance des 
événements est celui de Condorcet, quand il calculait le nombre de juges d'un tribunal 
pour qu'il soit pratiquement à l'abri de l 'erreur judiciaire. 
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IV. - Evénement E1 U E2. 

L'événement << E1 ou E2 » se note E1 U E2. Nous avons vu que, 
dans le cas d'un système con1plet, nous avons : 

Il 

et : Pr (A) = 2: Pr (Ai), 

si les Ai réalisent une partition de A. 

Soient E1 et E2 deux sous-ense1nbles quelconques de E. On peut 
décmnposer E1 en un système complet en utilisant les deux événements 

E1 n E2 et E1 n E2 ; ce qui permet d'écrire : 

Pr (E1) = Pr CE1 n E2) + Pr CE1 n E2) (3) 
et dP mê1ne : 

. ' 

Un dénombrement direct facile conduit à la formule : 

Pr CE1 U E2) = Pr CE1) + Pr (E2)- Pr (E1 n E2) (4). 

On peut aussi en donner une démonstration forn1elle intéressante 
cmnme suit : 

Appliquant (3), on peut écrire : 

Pr CE1 n E2) = Pr CE1)- Pr CE1 n E2). 

Mais les événen1ents E1 n E2 et E1 U E2, E1 et E1 sont contraires ; 
l'égalité précédente peut donc s'écrire : 

1- Pr CE1 U E2) = 1- Pr CE1) - Pr (E1 n E2), 
ou: 

Pr CE1 U E2) = Pr CE1) + Pr CE1 U E2), 
et comme, en utilisant de nouveau (3) : 

Pr CE1 n E2) = Pr (E2)- Pr CE1 n E2), 
on obtient finalement la formule ( 4). 

En général, on a donc : 

Pr CE1 U E2) ::;;; Pr (E1) + Pr CE2), 
l'égalité n'ayant lieu que si : Pr (E1 n E2) = 0, c'est-à-dire si les deux 
événements sont incompatibles. 

Exemple. - D'après l'horaire, deux trains doivent arriver en gare 
à la même heure. L'un a une probabilité 8/10 de n'avoir pas de retard, 
l'autre une probabilité 7/10. Quelle est la probabilité pour que l'un au 
moins des trains n'ait pas de retard ? 

Soient les événements : 

E1 : « le premier train n'a pas de retard » 
E2 : « le deuxième train n'a pas de retard ». 
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Nous aurons : 

P.r CE1 U E2) = Pr CE1) + Pr (E2) - Pr CE1 n E2). 

Admettons que les arrivées des deux trains sont des événe1nents 
indépendants ; alors : 

Pr CE1 n E2) = 8/10 X 7/10 = 56/100, 
et, par suite : 

Pr CE1 U E2) = 8/10 + 7/10- 56/ 100 = 94/ 100. 

Exemple. - Les statistiques démographiques donnent une probabi
lité p pour qu'une naissance soit masculine, et la probabilité q = 1 - p 
pour qu'elle soit féminine. Une fan1ille a six enfants (sans jumeaux). 
Quelle est la probabilité pour qu'il y ait deux filles au plus ? 

Soient P la probabilité cherchée, P 0 , P1, P2 les probabilités pour que 
la famille ait exacte1nent 0, 1 ou 2 filles. C01n1ne ces trois derniers évé
nem·ents sont incmnpatibles, nous avons : P = P 0 + P1 + P 2. 

Calculons P 0 • Si nous ad1nettons que chaque naissance n'a aucune 
influence sur les suivantes, les six naissances sont des événements indé
pendants, d'où : P 0 = p6. 

Calculons P1. L'existence d'une seule fille est possible de six nlaniè
res, selon le rang de la naissance féminine dans les six naissances. Cha
cun de ces événements est le concours de six événements indépendants, 
de probabilité p pour un garçon, q pour une fille , d'où la probabilité p 5 q 
pour l'un quelconque des six événements. Enfin, ces événements étant 
incompatibles, nous avons : 

pl= 6p 5 q. 

Pour le calcul de P2, le raisonne1nent est le n1ê1ne. Par dénombre
ment direct ou par utilisation des cmnbinaisons, on voit que : 

2p 2 = 15p4 q . 

D'où finalement : 


p = p 6 + 6p 5q + 15p4q 2. 


Rappelons qu'on pourrait obtenir ce résultat en utilisant la fonnule 
àu binôme pour développer (p + q)6. 

En remplaçant q par 1 - p, on trouve : 

p = 10p6 - 24p5 + 15p4 • 

V. - Probabilités complètes; formule de Bayes·. 

La représentation graphique (fig. 4) permet de résoudre aisén1ent le 
problème suivant : 

Pour étudier un phénomène A, on procède à une expérience E qui 
donne lieu à un système complet d'événements E1 , E2, .. . , En. La réalisa
tion d'un Ei entraîne celle de A, avec une certaine probabilité. Quelle est 
la probabilité de réalisation de A ? 
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Si N est le nombre total d'événe1nents, la figure 4 montre que : 

Pr (A)= , ~ Pr (E.) = Xi+N Yi, Pr (A/Ei) = +Xi
..:...JN' • Xi Yi 

d'où: 

d'où enfin : 

_~Xi_~Pr (A) - ""-" N- ""-" Pr (Ei) . Pr (A/Ei) (5). 

C'est la formule de la probabilité complète. 

'fte A 

A 

E, E1 -- -- - - -- ---- E.n 

Fig. 4 


Lorsqu'on sait que A s'est produit, quelle est la probabilité pour que 
ce soit par l'événement Ei ? Nous avons : 

Pr (Ei n A) = Pr (Ei) . Pr (A/Ei) = Pr (A) . Pr (EdA), 
d'où la formule de Bayes : 

Pr (E.jA)= Pr(E,). Pr(AjE,) 
~ Pr(A) 

c'est-à-dire, en utilisant (5) : 

Pr (Ei/A)= Pr( Ei). Pr(A/Ei) (6). 
L; Pr(Ek). Pr(A/Ek) 

Cette formule permet de résoudre le problème de la « probabilité des 
hypothèses ». Supposons, par exemple, une usine qui fabrique des ani
poules électriques. La probabilité pour qu'une ampoule soit « bonne » 
est 0,96. Pour contrôler la fabrication, on adopte une méthode rapide qui 
déclare bonne une ampoule, avec la probabilité 0,97 lorsqu'elle est vrai
ment bonne, et la probabilité 0,04 lorsqu'.elle est mauvaise. Le contrôle a 
déclaré bonne une certaine ampoule ; quelle est la probabilité pour 
qu'elle soit vraiment bonne ? 

Nous avons ici : 

E1 : l'ampoule est bonne, E2 = E1 : l'ampoule est mauvaise ; 

Pr CE1) = .0,96, Pr CE1) = 0,04. 

Le phénomène A qui est réalisé est : « le contrôle a déclaré bonne 
l'ampoule examinée », et on cherche Pr CE1/A). La formule de Bayes 
donne: 

Pr CE /A)= 0,96 x 0,97 ~ 
1 0 998 

. 0,96 x 0,97 +0,04 x 0,04- • · 
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lj 

1 

1 

On peut donc espérer que, -sur 1 000 ampoules exa1ninées et accep
tées par le contrôle, il y en aura environ 2 de mauvaises, alors que, sans 
le contrôle, on pourrait craindre qu'il y en ait environ 40. 

Exercice. - Dans un exmnen, on propose aux candidats un choix de 
10 questions, et on en tire une au sort pour chaque candidat. De deux 
candidats, l'un est bon et connaît 9 des 10 questions, l'autre est n1oins · 
bon et ne connaît qu'une question sur les dix. L'un des deux tire ~ne 
question, et il se trouve qu'il la connaît. Quelle est la probabilité pour 
que ce soit le bon candidat? (Rép. 9/10). 

Dans la pratique, il est souvent difficile de fixer les probabilités n 
priori, c'est-à-dire celles des événe1nents complets Ei. Un exen1ple clas
-sique de cette difficulté est le problème de Poincaré : 

A joue · à l'écarté avec un inconnu B qui, dès la pren1ière partie, 
retourne un roi. Quelle est la probabilité pour que B soit un tricheur ? 

Soient les probabilités a priori : p pour que B soit tricheur ; 1 - p 
pour qu'il soit non-tricheur. 

Soit de même p' la probabilité pour qu'un tricheur retourne le roi. 
Quant à la probabilité pour qu'un non-trichep.r retourne le roi, elle est 
bien connue : c'est 1/8, puisqu'il y a 4 rois dans un jeu de 32 cartes. 

La formule de Bayes (ou une figure analogue aux précédentes) 
donne : 

pp'P==--....:..____ 
1 1 

P/J +s(l-p) 

P étant la probabilité pour que B soit un tricheur, sachant qu'il a re
tourné un roi au premier coup. 

Poincaré ad1nettait : p = 1/2, p' = 1, d'où une probabilité P égale 
h 8/9. 

Emile -Borel remarquait avec raison qu'il n'est pas raisonnable de 
jouer avec quelqu'un qui a une chance sur deux d'être tricheur, et que, 
de plus, un tricheur _ne doit pas être assez 1naladroit pour retourner le 
roi à chaque coup. Il proposait : p = l/10, p' = 1/4, c'est-à-dire que le 
tricheur retourne le roi deux fois plus souvent que le joueur honnêteJ 
Dans ces conditions, on trouve : P = 2/11. 

VI. - Espé·rance mathématique ; écart-type. 

Jetant un coup d'œil d'ensemble sur ce qui précède, nous voyons 
l'analogie entre le calcul des probabilités (pour un · ensemble fini d'évé
nements) et l'algèbre des ensembles et celle des propositions. Le seul 
élément nouveau est qu'à chaque événement Ei (sous-ensemble de l'en
semble référentiel E), est attachée une mesure Pr (Ei) qui vérifie les pro
priétés : 

0 ~ Pr (Ei) ~ 1 pour tout Ei c E, 
Pr (Ei) = 0 si et seulement si Ei = ~' 
Pr (E) = 1, 
E1 c E2 => Pr CE1) < Pr CE2), 
E1 n E2 = ~ , > Pr CE1 U E2) = Pr CE1) + Pr (E2). 
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Une telle présentation ne paraît pas . inaccess_ible à nos grands élèves 
si, conune il est souhaitable, ils ont été, dès le début de leurs études, 
familiarisés avec le langage des ensen1bles et des propositions. 

Néann1oins, se pose la question : que valent ces considét:ations, si 
l'on veut les appliquer à des situations concrètes ? Pour répondre à cette 
question, et donner une valeur pratique aux élé1nents qui précèdent, il 
faut établir la « loi des grands nombres » et tout d'abord définir les deux 
moyennes appelées « espérance mathématique » et << écart-type ». 

L'espérance mathématiqzze. 

Une « variable aléatoire » X (la somme des points donnés par deux 
dés par exemple) peut prendre des valeurs X1, X2, ... , Xm avec his proba
bilités p1, p2, ... , Pn· On appelle espérance mathé1natique l'expression : 

11 

Par exemple, si a est un nombre certain, on a : E(a) =a. 

Exemple.- On jette un dé, X est le point obtenu ; on trouve immé
diateinent que : E(X) = 7/2. 

On jette deux dés ; les résultats connus nous montrent que si X est 
la somme des points, nous avons : E(X) = 7. C'est la somme des espé
rances relatives à chaque dé. 

D'une Inanière générale, si X et Y sont deux variables aléatoires 
quelconques, on a : 

E(X + Y) = E(X) + E(Y). 

Soient X et Y deux variables aléatoires définies par leurs lois de 
répartition, c'est-à-dire les tableaux des valeurs qu'elles prennent et les 
probabilités correspondantes : 

X \ X1X2 ... .. X 11 , 

t p1p'2 ... , Pn 

y l Y1Y2 ... , Yn1, 
1 qlq'2 ..., qlll. 

La variable X+ Y prendra les valeurs : xi+ yk avec les probabi
lités Pilu i parcourant l'intervalle (1, n) et k l'intervalle (1, rn). Nous 
avons d'ailleurs : 

pi!,= Pr (xi). Pr (yk/xi) = Pr (yk). Pr (xi/yk), 
en désignant par Pr (xi) la probabilité de l'événement « X= xi », et par 
Pr (y 7j xi) la probabilité de l'événement « Y= yk, sachant que X= xi 
est réalisé ». Nous aurons : 

E(X +Y)=~ (xi + y,Jpik = ~ xipik + ~YkPtk' 
les sonunations devant se faire par rapport aux deux indices i et k. 

Pour calculer ~ XiPï~c, laissons d'abord i constant et faisons varier k. 
Si nous marquons les points (xii yk), cela revient à faire la somme pour 
les points d'une parallèle à Oy (fig. 5). Nous avons alors : 

2. 
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}: xipik =}: xi Pr (xi). Pr (y 7jxi) =xi Pr (xi). }: Pr (yk/xi), 

xi étant fixé, les événements : 

y= yl, y= y2, ...,y= y,/1 
forment un système complet, et nous avons : 

Ill 

d'où: 

]1 

--"
0 1'.1 /Cl x 

Fig. 5 

Faisons maintenant la sonune des expressions précédentes pour 
toutes les parallèles à Oy ; nous aurons : 

~ xi. Pr (xi) = E(X). 

On procède de même pour calculer le deuxième tenne }: YkP·ik' en 
faisant d'abord la somme sur une parallèle à Ox, et on obtient finale
ment la formule annoncée. 

Le théorème se généralise par récurrence à la son1me d'un nombre 
quelconque de variables aléatoires : 

E( ~ X i) = _2: E(Xi). 

En particulier, si a est un n01nbre certain, on a : 

E(X + a)= E(X) + a, 
et, comme il est clair que : · 

E(aX) = aE(X), 
on peut écrire la formule générale, dans laquelle les ai sont des non1bres 
certains : 

Exemple. - On jette un dé ; soit X une variable aléatoire égale à 0 
s1 le point obtenu est différent de 6, égale à 1 si le point est 6. Les pro
babilités associées sont évidemment 5/ 6 et 1/ 6. On a : 

E (X) = 0.5/ 6 + 1.1/ 6 = 1/ 6. 
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Si l'on jette le dé n fois, la var~iable Z égale à la somme des X donne 
le nombre de 6 obtenus dans les n coups, et l'on a : 

E(Z) = E(nX) = nE(X) = n/6. 

Ren~arquons que l'analyse combinatoire fournit un autre calcul 
de E(Z), plus pénible il est vrai. Résumons-le : ' 

Le nombre de n~anières d'obtenir k fois 6 en n coups est : Ck ; à 
chacune de ces rnanières correspond la probabilité : 

(~)k(~)n - k 
d'où la probabilité d'obtenir k fois 6 en n coups : 

k (~)k (~)Il- k
Cn (i6 

ct E(Z) sera la son1n1e : 

f' k (l)k(fl)/1 -k ~ /,Cil () 6 
où k prend les valeurs entières de 1 à n. Resterait à vérifier que cette 
somme est égale à n/6. 

Espérance d'un produit. 
Par analogie avec l'expression de E(X +Y), on peut se dernander 

si l'on a : 
E(XY) = E(X) . E(Y) ; 

il n'en est rien, comme le rnontre l'exernple suivant : 

On jette un dé, et la variable aléatoire X est égale à 1 si le point 
obtenu est pair, égale à 0 si le point est impair. On trouve aisément que 
E(X) est égal à 1/2. 

Soit de n1ên~e Y une variable aléatoire égale à 1 si le point est 4, 
égale à 0 dans les autres cas, d'où E(Y) = 1/6. 

Considérons d'autre part la variable XY ; elle vaut 1 lorsque le point 
est 4, et 0 dans les autres cas ; d'où E(XY) = 1/6, tandis que 

E(X). E(Y) = 1/ 12. 
Rernarquons que X et Y ne sont pas indépendantes : si Y= 1, le 

point est 4, donc X= 1. 
Par contre, si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes (au 

sens des probabilités), on a : 

E(XY) = E(X) . E(Y), 
c01nme on le voit facilernent, en remarquant que la probabilité de l'évé
neruent : « X= xi et Y= Yk » est : Pr (xi). Pr (y1,) , avec les mêmes 
notàtions que précédemment. 

Exercice. - Dén~ontrer que : E(X- Y) = E(X)  E(Y). 

L'espérance mathématique a son origine dans l'étude des jeux ; 
Jacques Bernoulli l'a définie comme << l'espérance que nous avons d'ob
tenir le meilleur, tempérée par la crainte du pire, de sorte que la valeur 
de notre attente est quelque chose d'intermédiaire entre le meilleur que 
nous espérons et le pire que nous craignons ». 
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La solution classique apportée par Pascal au << problè1ne des par
ties » que lui avait proposé de Méré revient à utiliser l'espérance mathé
matique. Mais citons d'abord la lettre de Pascal à Fermat : 

« Voici à peu près conune je fais pour savoir la valeur de chacune 
des parties, quand deux joueurs jouent, par exemple, en trois parties, et 
chacun a mis 32 pistoles au jeu : 

Posons que le pre1nier en ait deux et l'autre une ; ils jouent Inainte
nant une partie, dont le sort est tel que, si le premier la gagne, il gagne 
tout l'argent qui est au jeu, savoir 64 pistoles· ; si l'autre la gagne, ils 
sont deux parties à deux parties et, par conséquent, s'ils veulent se sépa
rer, il faut qu'ils retirent chacun leur nlise, savoir chacun 32 pistoles. 

Considérez donc, Monsieur, que si le premier gagne, il lui appar
tient 64 ; s'il perd, il lui appartient 32. Donc, s'ils veulent ne point hasar
der cette partie et se séparer sans la jouer, le premier doit dire : ".Je 
suis sûr d'avoir 32 pistoles, car la perte n1ême Ine les donne ; n1ais, pour 
les 32 autres, peut-être je les aurai, peut-être vous les aurez ; le hasard 
est égal ; partageons donc ces 32 pistoles par la moitié et me donnez, 
outre cela, n1es 32 pistoles qui 1ne sont sûres. " 

Il aura donc 48 pistoles et l'autre 16. » 
Pascal envisage encore d'autres cas : celui où l'un des joueurs a 

gagné deux parties et l'autre aucune, pour lequel il propose le partage 
des 64 pistoles en 56 et 8 ; celui où Fun des joueurs a gagné une partie 
et l'autre aucune, pour lequel il propose le partage 44 et 20. 

Il s'agit donc d'un jeu dans lequel, à -chaque coup, chacun des deux 
joueurs a une probabilité 1/2 de gagner. Le jeu est gagné par le joueur 
qui, le premier, a gagné trois coups. Chaque joueur risque 32 pistoles, et 
les 64 pistoles sont prises par le gagnant. 

Fig. 6 
1 

Les probabilités sont - , 1! étant la somme des 
::!Il 

exposants dans chaque situation A iEj. 

La figure 6, dans laquelle la notation A2B signifie que le joueur A 
a gagné deux coups et le joueur B un coup, donne le déroule1nent de la 
partie. Le problème est de déterminer le partage des enjeux, lorsque la 
partie est interrompue en A2B par exemple. 
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Pour le joueur A, la probabilité de gagner la partie s'obtient en fai
sant la somme des probabilités qui correspondent aux divers chemins 
qui, partant de la position considérée, aboutissent à une position finale 
où A est gagnant : 

On voit ainsi qu'en A2 B, il y a deux chemins qui aboutissent aux 
positions (gagnantes pour A) A 3 B, A·3B2 , dont les probabilités respectives 
sont 1/2, 1/ 4. Il n'y a qu'un chen1in gagnant pour B, celui qui aboutit 
en A2B3 , de probabilité 1/4. En résumé, les probabilités de gain sont 3/ 4 
pour A et 1/4 pour B, d'où les espérances Inathématiques : 

64 x 3/4 = 48, 64 x 1/4 = 16. 
Dans la position A, les probabilités de gain sont 11/16 pour A et 

5/16 pour B, et les espérances 44 et 2ü. Enfin, dans la position A2 , les 
probabilités sont 7/8 et 1/8 et les espérances 56 et 8, et ce sont bien les 
solutions de Pascal. 

Dans une certaine 1nesure, l'espérance n1athén1atique permet de 
cmnparer deux situations aléatoires ; la situation préférable est celle qui 
eorrespond à une plus grande espérance mathématique, et deux situa
tions sont équivalentes si elles correspondent à une 1nême espérance. 
Ainsi peut être définie une relation d'ordre dans les situations aléatoires, 
ce qui est un problème essentiel dans les applications économiques du 
calcul des probabilités. 

Mais cette relation d'ordre est un peu grossière, en ce sens qu'elle 
néglige les considérations psychologiques qui interviennent, pour cha
que individu, dans le choix qu'il a à faire entre deux situations (notam
ment, elle néglige le risque, notion ünportante quand il s'agit des assu
rances, des loteries, des placements spéculatifs ou « de père de 
famille ») (*). 

Variance et écart-type. 

Même si l'on écarte les applications économiques, l'espérance mathé
matique ne renseigne pas suffismnment sur le cmnportement d'une 
variable aléatoire. Imaginons, par exemple, les deux lois de répartition 
suivantes : 

valeurs .. .. . . -0,02 + 0,02 Valeurs ........ . - 50 +50 
Probabilités .. 0,5 0,5 Probabilités ... . . 0,5 0,5 

(*) Pour toute fortune, un clochard possède un billet de loterie qui lui donne 
une chance sur deux de gagner 100 000 F et une chance sur deux de ne rien gagner, 
ce qui lui fait une espérance de 50 000 F. Personne ne trouverait singulier que le clo- · 
chard accepte de vendre son billet 20 000 F, alors qu'une personne riche préférerait 
sans doute le garder et tenter sa chance. 

C'est ce qui a incité Daniel Bernoulli à définir l' « espérance morale ». Puisque 
l'attrait d'un gain est plus ou moins grand selon ce qu'on possède déjà, on peut admet
tre que la satisfaction procurée par l'accroissement d :r apporté à une fortune x est 
mesuré par kdx/x. Donc, si S est une fonction de x qui mesure cette satisfaction, on 
peut poser : dS = kdx!x, ce qui conduit à : 

S(b) - S(a) = le Log b ! a 

Naturellement, cela suppose que la fortune initiale a n'est pas nulle. Mais, 
observe Laplace, << celui même qui ne possède rien donne toujours au produit cle 
son travail et à ses espérances une valeur an moins égale à ce qui lui est rigoureu
sement nécessaire pour vivre ». 
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Dans les deux cas, l'espérance est zéro, n1ais les écarts par rapport 
à zéro sont très différents. Cette situation est celle de deux correcteurs 
d'examen ; pour chacun d'eux, on connaît la loi de répartition des notes 
attribuées de 0 à 20. Il peut arriver que les deux correcteurs donnent 
une même espérance n1athématique, mais que J'un utilise toute la gamme 
des notes, tandis que l'autre se cantonne dans un petit intervalle autour 
de ]a moyenne commune. 

Il est donc nécessaire d'avoir des renseignements sur la dispersion 
par rapport à l'espérance n1athématique ; on y parvient avec la variance 
et l'écart-type. 

Soit la variable aléatoire X, d'espérance E(X), que nous désignerons 
par m. La variable Z = X---:- rn est l' « écart », et nous avons : 

E(Z) = E(X- rn) = E(X) - E(m) =rn- rn= O. 

La « variance » est E(Z2 ) : 

V = E(Z 2 ) =--= E t (X- m) 2]= ~ /!i(:rï- m)2 = ~pix; t ~ p;m 2 -2 ~p;x;m 

= l:p;x~+m 2 ~ h -2m ~PiXi= ~p;x;+m 2 -- 2m 2 = ~pix~-m 2 

ou : E(X2 ) = [E(X) J2 +V. 

L' << écart-type » est : cr= "\IV. 

La variance est évidenuuent strictement positive ; elle ne peut être 
nulle que si l'on a, quel que soit i : xi=-= m. Donc, en général : 

E(X2 ) ~ [E(X) 2 ], 

l'égalité n'ayant lieu que si la variable est constante. 

Exemple. - Dans l'ensemble des entiers de 1 à n, on en choisit un 
au hasard, avec la même probabilité pour chacun d'eux. Calculer l'espé
rance et l'écart-type. 

Il 

11 +1Si X est l'entier, nous avons :· E(X) = -y ~ = ~ ~ k = _ 
~ n n 2 

k = 1 

Théorème d'addition des variances. 

Soient n variables aléatoires xi, indépendantes deux à deux, et la 

variable Z = 'Y akXk, les ak étant des nombres certains. Nous avons : 
~ 

E(Z) = ~ OkE(Xk), cr~ = E[I Z- E(Z) )
2 

} 

Posons E(Xk) = mk, donc E(Z) = ~ akm k. D'où : 

cr~ = E [ (_~ak(X~c- mk) )
2 ]= E [~a;,(Xk- mk) 2 + 2 ~uiak(X;- m~) (XIc-mk)] 

= ~ a;,E[(Xk- mk)~ j +2 ~ a;ak E[(Xï- m;)(Xk- mk)J 
comme les Xi sont indépendantes deux à deux, nous avons : 
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E [(Xi - m i) (Xk - mk) J= E(X1 - mi) . ECX1c- mk) = 0, 

d'où enfin : 


.. 2 ~ 

crz = ~akcrk· 
Exemple. - On répète n fois une même expérience ; à chaque fois, 

it y a une probabilité p en faveur d'un certain événement, 1- p pour 
l'événement contraire. Soit X une variable aléatoire, égale à 1 si l'évé
nement a lieu, à 0 dans le cas contraire. Pour une expérience, nous avons 
donc : E(X) =p. Pour n expériences, si Z est la somme des X, nous 
aurons, en vertu de la propriété « linéaire » de l'espérance : E(Z) =np. 

Calculons l'écart-type pour une expérience. La loi de répartition de 
l'écart X- p est : 

1-p -p 

p 1-p 


d'où: 
a~= (1- p)2p + p2(1- p) = p(l - p). 

Les variables X étant indépendantes, nous pouvons appliquer à Z 
le théorème d'addition des variances, d'où, cr z étant l'écart-type de Z : 

a~= np(l- p). 

Soit par exemple une partie de pile ou face, donc p = 1/2, où l'on 
fait 900 coups. L'espérance, pour le nombre d'apparitions de pile, est 
donc 450, et l'écart-type de Z est égal à 15. a donne une indication sur 
la dispersion du nombre des apparitions de pile autour de 450, indica
tion que nous précisons dans ce qui suit. 

VIl. - Inégalité de Tchebicheff ; loi des grands nombres. 

Soit une variable aléatoire X, d'espérance E(X) = m et d'écart
type cr. Etant donné un nombre positif t, cherchons : 

Pr CIX- m l ? ta). 

Dans cr2 = 'I]pl x i - m) 2 , les termes tels que lxi- m l ;;::: tcr ont une 
probabilité totale inférieure ou égale à 1/ t2 • En. effet, si 2]' est la somme 
de ces termes, nous avons : 

'I]'pi(xi- m2) ;;::: '5J'pJ21j2 = ('JJ'pi) f2a2, 
or, '5J ne s'étend qu'à une partie des termes de cr2 ; donc : 

' 1(}J'pi)f2a2 ~ cr2 => 'JJpi ~ [2 " 

En résumé: 

1 1
PrC IX - m l ;;::: tcr) ~ r, Pr ( 1X - m 1 ~ ta) ;;::: 1 - [2 . 

Inégalités établies par Tchebicheti en 1846, mais que l'Inspecteur 
Général des Finances Bienaymé, a1ni de Cournot, connaissait aussi. 

Supposons par exemple t = 5 ; nous aurons : 

Pr Cl X- mj ~ 5cr);;::: 0,96. 
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C'est la probabilité pour que toutes les valeurs de X soient conte
nues dans un intervalle de longueur 10cr centré sur l'espérance m. 

Appliquons les inégalités à la variable aléatoire F = Z/n, Z étant 
la variable étudiée dans l'exemple ci-dessus. Z est le nmnbre des succès 
dans n expériences, donc F est la « fréquence » de ces succès. La loi de 
répartition de F est celle de Z, avec la seule 1nodification que les valeurs 
de Z sont toutes divisées par n ; d'où il résulte que 

E(F) = p ; GF = !_ Gz = • j p(l-P) 
11 V n 

et : 

Pr CIF- P! ~ tcrF) ~ 1- 1jt2 . 


Nous pouvons choisir t de manière que cette probabilité soit aussi 
voisine que l'on peut de 1. t étant ainsi choisi, on peut prendre n assez 
grand pour que tcrF soit aussi petit que l'on veut (car crF tend vers zéro 
quand n croît). 

Exemple. - Soit une suite de coups << pile ou face » ; p = 1/2, 

crp = ~. Imposons à la probabilité précédente d'être supérieure à 0,99, 
2\ln 

ce qui exige t = 10. Imposons maintenant à IF- Pl d'être inférieur 
à 0,02. Nous trouvons que cela a lieu pour : n > 62 500. 

Rappelons que la méthode de Tchebicheff, si elle est shnple et élé
gante, conduit à une majoration beaucoup plus grossière que la méthode 
<< des épreuves répétées » et la loi de Laplace-Gauss. 

Les résultats précédents constituent le théorème de J. Bernoulli, ou 
<.( loi des grands nombres » ; on peut encore l'énoncer : 

Etànt donné un non1bre positif e; aussi petit que l'on veut, si l'on 
répète n fois une expérience pouvant donner lieu à un certain événen1ent 
avec la probabilité p, la probabilité pour que l'écart IF- Pl entre la 
fréque11ce de l'événement et sa probabilité, soit en valeur absolue supé
rieure à e;, tend vers 0 lorsque n augmente indéfiniment. 

t 
La loi des grands nombres donne au calcul des probabilités une va

leur concrète. Si l'on a fixé a priori la probabilité d'un événement, on 
pourra justifier ce choix par l'expérience, en procédant à un grand nmn
bre d'épreuves répétées. La fréquence observée devra être voisine de la 
probabiHté, et cela d'autant plus que le nombre d'expériences sera plus 
élevé. 

Inversement, si l'on ne sait pas fixer a priori de valeur à la proba
bilité d'un événement, l'expérience donne un moyen d'obtenir une valeur 
approchée de cette probabilité (*). 

Exemple. - Le biologiste W eldon, collaborateur de Fr. Galton, a 
1ancé 12 dés 2 6 306 fois, soit en somme un dé 315 6 7 2 fois, pour détermi

(*) En supposant que la fréquence observée reste stable autour d'une va leur fixe 
cc qui pertnet d'admettre que l'événement est « probabilisable ». ' 
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ner la probabilité d'obtenir << 5 ou 6 ». Avec des dés parfaits, cette 
probabilité serait 1/3. Weldon a trouvé 106 602 cas favorables, ce qui 
donne une fréquence de 0,33777 environ et un écart de 0,00437. Le calcul 
donne pour écart-type O,Oü084, ce qui fait que l'écart observé est plus 
de cinq fois l'écart-type. D'où la conclusion que les dés employés n'étaient 
pas parfaits ; l'indication des pojnts sur les faces avait entraîné une 
perte de n1atière variable avec la face, d'où vraisemblablement un léger 
déséquilibre des dés. 

La justification de Pascal. 

Dès les débuts du calcul des probabilités, l'étude que fit Pascal des 
questions posées par son an1i de Méré constituait déjà une justification 
de la loi des grands nombres. L'expérience de Méré comme joueur de dés 
lui avait fait observer des particularités que Pascal expose à Fermat dans 
sa lettre du 29 juillet 1654 : 

« Si on entreprend de faire un six avec un dé, il y a avantage de 
l'entreprendre en quatre coups ; si on entreprend de faire " sonnez" 
(c'est-à-dire 6 et 6) avec deux dés, il y a désavantage de l'entreprendre 
en 24. Et, néann1oins, 24 est à 36 con1me 4 est à 6. Voilà quel était son 
grand scandale qui lui faisait dire haute1nent que les propositions 
n'étaient pas constantes et que l'arithmétique se démentait. » 

Si E est l'événement, « on obtient 6 avec un dé » ; E est l'événe

ment, « on n'obtient pas de 6 ». On a évidemn1ent : Pr (E) = 5/6. Si 
on lance le dé n fois, les événe1nents successifs sont indépendants ; la 
probabilité de n'avoir aucun 6 est donc (5/6)n, et la probabilité d'avoir 
au n1oins un 6 est : 

On vérifie qu'elle dépasse 1/2 à partir de n = 4. Pour n = 4, il y a 
671 cas favorables et 625 défavorables, ce qui confirme l'expérience de 
Méré en ce qui concerne le jeu à un seul dé. 

Le même raisonnen1ent montre qu'avec deux dés, la probabilité 
d'obtenir << 6 et 6 » au moins une fois en n coups est : 

Elle dépasse 1/2 à partir de n = 25. L'observation de Méré était 
donc juste, et elle témoignait d'une expérience enviable du jeu de dés. 
Mais son indignation ne s'explique que par une erreur fmnilière aux 
élèves étourdis : voir de la proportionnalité là où il n'y en a pas. 

Les probabilités négligeables. 

D'après le théorème de Bernoulli, on peut obtenir une probabilité 
aussi voisine que l'on veut de 1, pour qu'une variable aléatoire soit aussi 
voisine que l'on veut de sa valeur moyenne E(X). Mais cette probabilité 
n'est jamais égale à 1, et la probabilité de l'événement contraire n'est 
jamais nulle. Aussi est-on amené à se den1ander : à partir de quelle 
Yaleur une probabilité doit être considérée com1ne donnant une << quasi
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certitude » ? A partir de quelle valeur une probabilité doit-elle être consi
dérée comme négligeable, et correspondant à un événement << quasi-impos
sible » ? 

Emile Borel a longuement étudié cette question, et le mieux est de 
se reporter à son livre intitulé << Valeur pratique et Philosophie des pro
babilités ». Rappelons seulement qu'il considère que tout homme, dans 
1a conduite ordinaire de la vie, néglige les probal;>ilités de l'ordre de 10-6 , 

et qu' « un homme qui voudrait tenir compte de possibilités aussi peu 
probables deviendrait rapiàemènt un maniaque ou même un fou ». 

Conclusion 

Les notions très classiques qui précèdent ne mettent pas en jeu des 
Mathématiques très savantes, et nous pensons qu'elles seraient fort 
accessibles à nos élèves du Second Cycle. On pourrait par exe1nple ima
giner une répartition du genre de la suivante : 

Seconde : Eléments d'analyse combinatoire ; calcul de probabilités 
simples, fondé seule1nent sur l'analyse combinatoire. 

Première : Règles générales (probabilités totales, probabilités compo
sées). 

Classe terminale : L'espérance mathématique ; l'écart-type ; le théo
rème de Bernoulli, à partir des inégalités de Tchebicheff. 

Terminons par quelques exercices, et par une bibliographie soin
maire relative aux sujets traités dans les conférences que le bulletin a 
publiées et que l'A.P.M. va réunir en volume. 

\ l 

EXERCICES 

1. -Dans un examen, on pose aux candidats dix questions ; à cha
cune desquelles il faut répondre par << vrai » ou << faux ». Si un candidat 
ehoisit au hasard chaque réponse, quelle est la probabilité pour qu'il ait 
au moins 7 réponses justes ? 

2. - On a écrit 4 lettres' différentes, et d'autre part les noms et 
adresses des destinataires sur 4 enveloppes. On met au hasard une lettre 
dans chaque enveloppe. Quelles sont les probabilités pour qu'il y ait 
exactement 4, 3, 2, 1, 0 lettres dans les enveloppes qui leur étaient des
tinées ? 

3. - On suppose un dé tel que la probabilité d'an1ener un point soit 
proportionnelle à ce point. Calculer les diverses probabilités. On jette 
ce dé 2 fois. Calculer les probabilités des divers événements possibles, et 
trouver la loi de répartition pour la som1ne des points donnés par les 
2 dés. 

4. - Un dé parfait est lancé 2 fois. Soient les variables aléatoires : 
X1 : point donné par le 1er lancé, X2 : point donné par le 2e lancé. Calcu
ler les probabilités des événements suivants : 

X1 = 3 et X2 < 4 ; X1 # 6 et X2 > 3 ; X1 =1, 7 ou X2 < 5 ; 

X1 = 7 ou X2 # 3. 


Mêmes questions pour le dé de l'exercice 3. 


1 
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5. -Démontrer: 

Pr CE1 n E2) ~ Pr (El) ; Pr CE1 n E2) ~ Pr CE2) ; 

Pr (E1 U E2) ?: Pr CE1) ; Pr CE1 U E2) ~ Pr (E2). 


6. 	- Démontrer : 


E1 c E2 => Pr CE1/A) < Pr CE~/A), 


Pr CE1/ A) + Pr CE1/A)= 1. 

7.- Quand a-t-on : 


Pr (B/A)= 1 ; Pr (B/A)= 0 ? 


8. - Si E 1 et E~ sont indépendants, il en est de même pour les évé

nements E1 et E2 ; pour E1 et E2. 

9. - Démontrer : 

Pr CE1 n E2 n ER) = Pr CE1). Pr CE2/E1). Pr CEs/E1 n E2). 
Généraliser. 

10. - Es peut ·être indépendant de E1 et E2 sans l'être de E1 U E2 
et de E1 n E2. Soit par exemple l'expérience suivante : 

On jette une pièce (parfaite) 2 fois, et on suppose : E1 : le 1er coup 
donne pile ; E2 : le 2• coup donne pile ; Es : les deux coups donnent le 
mên1e résultat. Calculer : 

Pr CE1) ; Pr CEs/E1) ; Pr (E3/E2) ; Pr (E;_dEl n E2) ; Pr CEs/E1 U E2). 

11. - Dans un examen, chaque question a 4 réponses possibles. Un 
bon candidat connaît 90 % des questions, un candidat médiocre en 
connaît 50 %. En admettant que tout candidat a la probabilité 1 de don
ner la bonne réponse à une question qu'il connaît, et 1/4 à une question 
qu'il ne connaît pas : si un bon candidat a donné la bonne réponse à une 
certaine question, quelle est la probabilité pour qu'il ait répondu au 
hasard ? Même question pour un candidat médiocre. 

12. - Si les événements Ei sont indépendants deux à deux, démon
trer : 

Pr(Ej n E2 n ... n En) = Pr (EJ). Pr(E~) ... Pr (&,); 

Pr(. E1 U E2 ••• U En)= 1- [1- Pr(Ed ] ... [1- Pr(En)]. 


13. - On jette 4 fois successives une pièce (parfaite). Si la variable 
aléatoire X est le nombre de piles obtenu dans la partie, trouver la loi de 
répartition de X, calculer l'espérance et l'écart-type. 

14. - Dans les mêmes conditions que dans l'exercice 13, la varia
ble X est le nombre de fois où le joueur << pile » est gagnant au cours de 
la partie (c'est-à-dire le nombre de cas où, depuis le début de la partie, 
il est sorti plus de piles que de faces). Trouver la loi de répartition, l'es
pérance et l'écart-type. 

Dans les deux exercices précédents, on pourra faire le graphe de la 
partie, comme il a été fait dans le texte à plusieurs reprises. 

15. - n hommes entrent au café, accrochent leur chapeau au porte
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n1anteau. En partant, chacun d'eux reprend un chapeau au hasard. Si xt 
est une variable aléatoire égale à 1 si l'homme i a repris son chapeau, 
égale à 0 s'il s'est trompé, calculer E(xi) et E(l}xi), et les écarts-type 
de xi et de 1lxi. 

16. - Calculer l'espérance et l'écart-type pour ]a variable aléatoire 
qui prend les valeurs : (- 10 ; 0 ; 5 ; 10 ; 100), avec des probabilités 
égales . 

17. - La variable aléatoire X prend les valeurs (- 1, 0, 1) avec des 
probabilités égales. Calculer l'espérance et l'écart-type, la variance de 
(X+ X2 ) et la somme : variance de X + variance de X2 • 

18. - La variable aléatoire X prend les valeurs ·0 et 1 avec des pro
babilités inconnues. Montrer que : variance de X::;;:; 1/4. Donner un 
exemple où la variance de X est égale à l/4. 

19. - On écrit un développement déciinal dans lequel les chiffres 
déciinaux sont successive1nent pris au hasard parmi les chiffres 
0, 1, 2, ... , 9. Evaluer la probabilité pour que la somme des 100 000 pre
Iniers chiffres s'écarte de sa valeur 1noyenne de n1oins de 3 000. 

20. - Montrer que l'inégalité de Tchebicheff peut se n1ettre sous la 
forme suivante : 

cr2 
Pr( JX-m l >.,.)::;;:; 2e 

étant un nombre positif donné et cr l'écart-type. 
Dans la démonstration du théorème de Bernoulli, nous avons sup

posé la répétition d'expériences identiques, de n1ê1ne écart-type. Plus 
généralement, soient n variables aléatoires xii de valeurs n1oyennes a i et 
d'écar_t-type cri! les variables etant de plus indépendantes deux à deux. 
Soit X la variable aléatoire 1lxi. En supposant que tous les écarts-type cri 

sont majorés par un nmnbre positif donné b, 1nontrer que J'on a : 
b2 

Pr C!X-E(X) ! > o:)::;;:; -· 
ne 2 
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