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LES BROCHURES DE L'A.P.M. 


Les brochures de I'A .P.M. réunissent des textes déjà parus dans le 
Bulletin de l'Association des Professeurs de Mathématiques de l'Enseigne­
ment Public ou des textes inédits qu'il a paru intéressant de grouper et 
de conserver à part . 

Aux anciens membres de l'Association, il peut être agréable de 
disposer de recueils rendant inutiles de longues re5=herches dans la 
collection du Bulletin . 

Aux nouveaux adhérents, les brochures offrent un moyen de connaî­
tre des études importantes publiées antérieurement. 

A tous ceux, et ils sont de plus en plus nombreux, qui, dans ce pays 
et dans tous les autres, s'efforcent de mettre l'enseignement des mathé­
matiques à la hauteur de sa tâche, I'A .P.M . présente, avec ces brochures, 
un premier et modeste outil de travail. 

En étendant, par cette nouvelle forme de publication, son activité 
pédagogique, I'A.P .M . n'a d'autre souci que de favoriser le développe­
ment de l'enseignement scientifique au service d'une meilleure formation 
humaine de la jeunesse . 

* 

Brochures parués : 

1 . 	 Le langage simple et prec1s des mathématiques modernes, par A. REVUZ et 
L. 	 LESIEUR, Professeurs à la Faculté des Sciences de Poitiers (avril 1960). 

2 . 	 Congruences Parotoctiques de cycles, par Paul ROBERT, Inspecteur général honoraire 
de l'Instruction Publique (avril 1960). 

3 . 	 Recherche d'une axiomatique commode pour le premier enseignement de la géométrie 
élémentaire, par Gustave CHOQUET, Professeur à la Sorbonne (février 1961 ). 

Brochures en préparation : 

4 . 	 Calcul des Probabilités et applications . 

5 . 	 L'enseignement de l'astronomie. 

6 . 	 Emploi du cinéma dons l'enseignement des mathématiques. 
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AVERTISSEMENT 

L'étude qui constitue la troisieme brochure de l'A.P. l~l. n 'u sans 
doute pas plus besoin d'être présentée qlle son auteur. C'est le fond dn 
probleme qui intéresse les professeurs et ils sauront gré à M. CHOQUET 

de leur j'ozll'nir, en quelques pages, ample matière à réfle:rion sur leur' 
enseignement. 

De ces réflexions à la réforme efl·ective de nos méthodes et de nos 
programmes 1 il y a place ponr l'activité de chacun dans ses classes et de 
tons dans notre association. L'actuelle publication motivera sans doute 
de nouvelles études, spécialement quant à l1 introdzzction effective de cette 
axiomatique dans nos classes de Seconde, quant aux développements, 
rmx exercices que nous voudrons ou pourrons proposer à nos élèves. 
Nous nous réjouirons tous 1 et l\L CHOQUET tout le premier1 de lire dans 
le Bulletin les prolongements de son trrwail. 

Ces recherches! aux divers niuermx de l'activité mathématique, sont 
la meilleure réponse à la critique 1 heureusement dépassée, qui préten­
dait assimiler méthode axiomatique et enseignement dogmatique. Si cela 
avait été vrai1 al'exposé de la théorie n'aurait répondu allClln écho 1 sinon 
le conj'us murrnure des approbations de ceux qui avaient compris et des 
réprobations des autres. 

La réalité a été et reste bien difTérente. Rappelons quelle assistance 
passionnément attentive suivit les premieres conférences de M. CHOQUET 

sur le sujet1 dans le cercle << A.xionwtique et redécouverte », animé par 
M. CROZES 1 au Lycée Henri-IV 1 en 1963. Vint ensuite l'édition 1 en 1955 , 
dans l'ouvrage collectif << L 1 enseignement des Jl!lathématiques » (biblio­
yraplzie nu 17), de ce premier travail1 sous le titre « Snr l'enseignement 
de la géométrie élémentaire ». Le prohlènze restait à l'étude et de nom­
breux~ colloques, en France et hors de France 1 permettaient d 1 utiles 
controntations d!idées. L'un des thhnes du Congres de la Commission 
Internationale de l'Enseignement Jl;lathématique à Edimbonrg, en 1958J 
concernait le premier enseignement de la géométrie. Enfin

1 
un récent 

colloque international (Aarhus! Danemark, j_uin 1960) donnait aM. CHa­
QUET l'occasion de présenter l'étude que nous publions az1jourd1hui. Le 
séminaire de pédagogie des mathématiques de l'Ecole Normale Supé­
rieure de St-Cloud en avait eu la primeur. 

De la conférence du Lycée Henri-IV a celle de St-Cloud
1 

les aucli­
teurs ont pu immédiatement percevoir le progrès réalisé dans le sens 
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d'une plus grande adaptation aH ::r conditions efTectives de notre ensei­
gnement. Souhaitons que paraisse bientàt l'ouvrage plus complet auquel 
nous savons que travaille M. CROQUET, y consacrant tout le soin, toute 
l'attention que méritent à ses yezzx les problemes pédagogiques. 

Cela signifie-t-il que le problèrnc de l'enseignement élémentaire de 
la géométrie sera définitivement régie ? Non, bien sûr, et répétons notre 
souhait de voir se multiplier les essais contribuant a l'introduction de 
ces idées dans notre enseignen1ent. D'autre part, il j'aut maintenant 
souhaiter zzn progrès du même ordre dans l'enseignement de l'algèbre; 
c'est l'un des thèmes du Congrès international de Stockholm, en 1962. 
Jlais ne peut-on aussi prévoir que, du j'ait même d'un éclairage plus 
/ranc, de nouveaux prnblemes se présenteront aux théoriciens ? 

Certes, la méthode a.riomatique n'est pas toute la science mathéma­
tique. 1lfais, a Cell:J.: qui douteraient encore qu'elle participe a sa vie et à 
ses progrès, nous prnposons simplement la lecture de cette brochure. 
Et nous remercions M. CHOQLTET d'avoir j'ait confiance à l'A .P.JJf. pour la 
publier. 

Le Bureau de l' A.P.M.E.P. 
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RECHERCHE D'UNE AXIOMATIQUE COMMODE 

POUR LE PREMIER ENSEIGNEMENT 

DE LA GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE 


1. - INTRODUCTION 

Nous ne discuterons pas ici de la nécessité d'un enseignement de la 
géométrie élén1entaire ; nous étudierons seulen1ent la façon dont peut 
Nre fait cet enseignernent. 

Il y a rnaintenant un accord assez unaniiue, dans tous les pays, sur 
les deux principes suivants : · 

1) Pour les jeunes enfants, l'enseignernent de la géon1étrie ne peut 
être déductif. Ce doit être un enseignement basé sur l'observation du 
monde physique ; son but est l'élaboration des concepts fondamentaux 
ù partir de l'expéri~nce. _ 

2) Pour le rnathématicien, la façon la plus élégante, la plus pro­
fonde, la plus rapide, de définir le plan (ou l'espace), est de le définir 
comme espace vectoriel sur R, à deux (ou 3) diinensions, muni d'un pro­
duit scalaire, _c'est-à-dire d'une forme bilinéaire syrnétrique zz. 1J telle que 
zr. n > 0 pour tout vecteur zz =1= O. 

C'est aussi la définition qui se prête le nlieux à des généralisations 
fécondes (espaces Rn, Cn, espace de Hilbert, etc... ). 

De nombreux professeurs de l'enseignernent du second degré térnoi­
gnent, par leur expérience, que cette définition peut être déjà utilisée 
avec grand profit par des élèves de 17 ans (classe terminale des lycées), 
ayant étudié antérieurernent le produit scalaire. Cette méthode pennet 
dans cette classe une éconmnie de pensée considérable, et conduit tout 
naturellernent à des démonstrations basées sur de véritables méthodes. 
Elle apporte en rnême ten1ps au professeur de physique une aide pré­
eieuse, puisqu'elle lui pennet de définir et d'étudier enfin correcten1ent 
les notions de travail, de barycentre, de résultante de fm·ces. 

Le problèn1e est rnoins siinple aux âges intennédiaires, disons entre 
13 et 16 ans. L'enfant conunence à cmnprendre ce qu'est une dérnons­
tration ; chez certains s'éveille une véritable soif de logique, indiquant 
que le ten1ps est venu d'aborder sérieusernent le raisonnernent déductif. 
On va donc faire établir par l'enfant des rnorceaux de raisonnernent 
déduetif, en prenant soin de lui faire toujours préciser ses prérnisses. 

Il est donc indispensable que le rnaitre de ces enfants dispose d'une 
axiornatique sous-j acente cmnplète. Diverses expériences ont d'ailleurs 

2 . 
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n1ontré le goût que Inanifestent eertains enfants pour une axiomatique 
précise ; pour ceux-Ci, les n1athématiques apparaissent comn1e un jeu 
aux règles strictes, et ils ont une grande joie à jouer correctement ce jeu. 
Il nous faut donc trouver une axiomatique simple, aux aximnes forts. 
c'est-à-dire donnant très vite accès à des théorèmes non évidents, et 
intuitifs, c'est-à-dire traduisant des propriétés de l'espace physique faci­
les à vérifier. Peu in1porte qu'ils ne soient pas indépendants. Certains 
professeurs ont préconisé de prendre au départ de très nombreux axio­
mes ; nous ne pensons pas que ce soit désirable : le jeu mathématique 
basé sur trop de règles devient complexe et prend une allure de fragilité 
et d'incertitude. 

Il est bien établi que ]' « axiomatique » d'Euclide ne répond plus à 
nos exigences logiques ; on peut en dire autant de bien des << axiomati­
ques » qu'on trouve dans les numuels d'enseigne1nent ; notons toutefois 
qu'un effort notable se manifeste dans les manuels parus ees dernières 
années. 

On sait qu'Hilbert a élagué et emnplété l'axiomatique d'Euclide, pour 
en faire un systèn1e logique1nent satisfaisant ; sa préoccupation essen­
tielle n'était pas l'enseigne1nent élén1entaire ; aussi, les développements 
de fonne élé1nentaire, qui ont été donnés à son aximnatique (voir, par 
exen1ple, la Géométrie Rationnelle de Halsted, chez Gauthier-Villars), 
sont-ils Inal adaptés à l'enseignement. 

L'aximnatique d'Euclide-Hilbert est basée sur les notions de lon­
gueur, d'angle, de triangle. Elle cache à 1nerveille la structure vectorielle 
de l'espace, au point que de nombreux siècles ont ignoré la notion de 
vecteur. Le fait qu'un triangle soit la n1oitié d'un parallélogrmnn1e n'a 
pas empêché qu'on mette l'accent pendant plus de vingt siècles sur 
l'étude détaillée des hauteurs, médianes, médiatrices et bissectrices des 
triangles, sur les cas d'égalité des triangles, et sur les relations Inétriques 
dans le triangle. On voyait le triangle, n1ais non le parallélogrannne qui 
aurait pu conduire aux vecteurs. 

Dans une conférence récente à un Sén1inaire de l'O.E.C.E., M. Dieu­
donné s'écriait : << A bas Euclide, plus de triangles ! ». Certes, le triangle 
gardera toujours une place intéressante, due à ce qu'il est le polygone 
plan le plus shnple, qu'un triangle détennine un plan et un seul, et qu'il 
est indéforn1able. Aussi y a-t-il sans doute une exagération voulue dans 
l'exclamation de M. Dieudonné. Il n'en reste pas n1oins vrai qu'il faut 
freiner le goût pervers qui entraîne vers les points re1narquables du 
triangle, et vers des relations 1nétriques parfois élégantes mais inutiles. 

Notre faveur doit aller à des méthodes qui reposent sur les notions 
fonda1nentales que vingt siècles de mathématiques ont fini par dégager : 
notion d'ense1nble, relations d'ordre, d'équivalence, loi algébrique, espace 
vectoriel, syn1étrie. Non seule1nent ces Inéthodes pennettront d'utiliser 
très tôt les outils simples et efficaces de l'algèbre, apportant ainsi une 
économie de pensée ; n1ais, par le recours qu'elles supposent à des no­
tions fonda1nentales, elles enrichiront la structure n1entale de nos élèves 
et les prépareront aux tâches de l'avenir. 
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2. - UN FIL DIRECTEUR VERS UNE BONNE AXIOMATIQUE 

Gominent construire une aximnatique qui satisfasse à nos exigen­
ces ? Nous aimerions qu'elle permette de dégager commodément la struc­
ture vectorielle de l'espace, ainsi que l'existence et les propriétés du 
produit scalaire. 

Nous pouvons donc résumer ainsi la situation : nous connaissons 
une voie royale basée sur les notions « espace vectoriel et produit sca­
laire » ; mais ces notions ne peuvent être << parachutées » sans prépara­
tion, surtout à un âge où l'on ne possède pas bien la notion d'opération 
algébrique. 

Toutefois, elles vont nous servir de fil directeur. Nous essayerons 
<l'habiller sobrement un squelette logique parfait, mais trop abstrait pour 
l'enfant, pour en faire un être d'aspect familier et accueillant. 

Analysons briève1nent les notions de base : 

a) Celle d'espace vectoriel repose essentiellement sur la notion d 'ad­
dition, à la fois addition sur la droite et addition de vecteurs ; cette der­
nière est réductible à la notion de parallélisme ou à celle de nülieu de 
deux points. 

b) Un produit scalaire est une fonction bilinéaire et sy1nétrique ; on 
voit le rôle de l'addition ; puis une notion nouvelle, celle de sy1nétrie, qui 
doit intervenir sous une forme ou sous une autre. 

c) Un produit scalaire est positif, en ce sens que u. u > 0 pour 
tout zz =1= O. 

Nous sonunes donc a1nenés à baser notre aximnatique sur la struc­
tzU'e additive et la structure d'ordre de la droite, le parallélisme et la 
symétrie. 

Les 1nanuels d'enseignem_ent utilisent tous la syn1étrie ~ ils ne sau­
raient y échapper ; n1ais peu la font intervenir dans leurs axiomes ; leur 
axiomatique explicite est donc insuffisante, et ils se privent d'un outil 
puissant. On rencontre fréquem1nent la situation paradoxale suivante : 
Je professeur étudie avec ses élèves une figure dotée d'un axe de syn1é­
trie évident ; pour établir l'égalité de deux segments, la tendance natu­
relle de l'élève est d'utiliser cette symétrie ; son professeur le lui interdit, 
au profit d'un cas d'égalité de triangles. Ne parlons pas de la faute péda­
gogique ainsi conunise ; 1nais, d'une part, le professeur oublie que sa 
dén1onstration des cas d'égalité des triangles était basée ünplicitement 
sur la syn1étrie ; d'autre part, il présente les 1nathé1natiques co1nn1e un 
jeu vain, dans lequel des propriétés évidentes doivent être dén1ontrées à 
partir d'autres propriétés qui le sont beaucoup n1oins. 

Il faut réagir énergique1nent contre cette crainte de la sy1nétrie et 
donner à celle-ci, dès le départ, la place importante qu'elle 1nérite. 

Il nous reste à traduire dans notre aximnatique la positivité du pro­
duit scalaire. Elle suppose un ordre sur le corps des scalaires, ce qui va 
se traduire par un aximne d'ordre sur les droites. Mais aussi elle permet 
de définir une norn1e sur l'espace, donc aussi une distance satisfaisant 
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a l'inégalité triangulaire. Nous pourrons donc être amenés à introduire 
cette inégalité triangulaire, si les autres axion1es ne sont pas assez forts 
pour l'entraîner. 

No~s voulons présenter ici deux aximnatiques construites à partir 
de ces principes. · 

La première 1net l'accent sur les propriétés 1nétriques du plan, et 
sur la symétrie ("*). · La seconde a un point de départ affine ; les notions 
1nétriques y sont nette1nent séparées des notions affines dans les axio­
Ines, et, en fait, les prenüers axiomes suffisent à étudier entièrement la 
structure vectorielle du plan. 

Toutefois, ces deux aximnatiques possèdent un tronc conunun, les 
nximnes d'incidence I et les axiomes d'ordre II. Ces derniers axiomes 
se1nblent devoir figurer dans toute aximnatique raisonnable du plan. 
Nous attirons l'attention sur l'aximne d'incidence lb qui affinne que par 
tout point il passe une parallèle et une seule à une droite donnée. Le 
postulahnn d'Euclide affinnait : << Il passe au plus une parallèle », son 
existence pouYant être démontrée grâce aux autres aximnes. Nous avons 
estimé que la réunion, dans un n1ême aximne, de l'existence et de l'uni­
cité, apportait une grande simplification au développe1nent de la gémné­
trie, et que, d'autre part, bien peu d'enfants jusqu'à lG ans sont sensibles 
à la dé1nonstrntion d'une existence qui a, pour eux, un caractère au n1oins 
aussi expériinental que l'unicité. 

Nous n'étudierons dans ce traYail que l'aximnatique du plan ; nous 
nous contenterons d'énoncer les quelques aximnes supplé1nentaires qui 
pennettent d'obtenir l'espace à partir du plan ; nous pensons d'ailleurs 
que l'étude de l'espace, plus encore que celle du plan, doit être basée sur 
l'algèbre vectorielle et le produit scalaire, et que l'intuition de l'espace 
doit être développée, non par l'usage des démonstrations dites << synthé­
tiques », 1nais par la n1anipulation d'un 1natériel concret et par les sché­
mas perspectifs. 

Nos deux aximnatiques du plan sont bâties sur le schén1a suivant : 
Le plan est un ense1nble dont les droites sont certains sous-ensembles. 
Chaque droite est 1nunie d'une structure d'ordre et d'une structure algé­
brique. Pour chaque droite, ces deux structures sont reliées par des 
nximnes de cmnpatibilité. En outre, les structures des diverses droites 
sont reliées entre elles par des aximnes convenables. 

Par contre, les aximnes d'incidence ne supposent aucune structure 
sur les droites ; ils précisent sin1plement le degré de rareté des droites 
et des couples de parallèles. 

On verra que des seuls aximnes T et II résultent déjà de nombreuses 

(*) Cdte axiOinatique est une refonte d'une axiomatique présent(;e antérieurement 
(Sur l'enseignement de la géométrie élémentaire , par Gustave CHOQùET, p. 75-129, dans 
l' « Enseüruement des Mathématiques »,chez Ddachaux et Niestlé, Neuchâtel et Paris). 

La sil;~plification. apportée ici résul~e de l:introdu,~ti?n c~e. l'~xiome .d'incidenc~ Il,' 
concernant. les paralleles, et de la transformation de lmegahte tnangula1re en une me­
galité plus stricte. En outre, notre nouvelle axiomatique évite la maladresse antérieure 
consis1ant à définir les droites comme ensembles isométriques à une droite particulière. 
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propriétés qu'on a couttnne de croire liées à la structure affine ou métri­
que du plan. 

L'exposé qui suit l'énoncé tles axiomes n'est pas un abrégé de géonié­
trie élémentaire ; a fortiori, n'est-il pas un début de manuel. Il s'adresse 
aux professeurs en tant que 1nathématiciens, et il vise seulement à Inon­
trer, d'une part l'identité du plan que définissent ces aximnes avec le 
plan classique, d'autre part la simplicité des dé1nonstrations de quelques 
théorèmes fondamentaux. 

Seule une expérhnentation assez vaste, basée sur un exposé déhlillé, 
pourra, ultérieurement, permettre un choix entre les deux axiomatiques 
proposées et leurs variantes possibles. 

3. - LE RÔLE DES NOMBRES EN GÉOMÉTRIE 

Les Grecs n'ont longtemps connu que les nombres rationnels et, 

n1ême après leur découverte mémorable de l'irrationalité de v 2, ils n'ont 
pas su dégager la notion générale de nombre ; la notion de non1bre est 
1·cstée pour eux liée à la géométrie. Les continuateurs d'Euclide ont 
tenté de perfectionner son œuvre en n1cttant au point un « calcul seg­
mentaire » qui pennet de retrouver, mais bien péniblen1ent, la structure 
de corps de l'ense1nble des nombres à partir de la géométrie plane. 

Nous ne devons à aucun prix tomber dans cette erreur. Le plus tôt 
possible, l'enfant doit concevoir l'ensemble des nombres comme corps 
commutatif totalen1ent ordonné : ceci veut dire qu'il doit prendre 
eonscience que, lorsqu'il calcule, il n'utilise, de l'addition et de la mul­
tiplication, qu'un petit nombre de propriétés, - celles que les mathé­
maticiens appellent aximnes des corps con1n1utatifs totalement ordonnés. 

Plus tard, selon les besoins, on introduira l'axiome d' Archilnède 
(p:tr exemple sous la forme : Tout non1hre est Iüajoré par un nombre 
er:.tier), ou l'axiome plus fort de continilité~ (par exemple sous la forme : 
Tout ensemble 1najoré a un 1najorant plus petit que tous les autres). 

Certes, l'enseignen1ent de la structure algébrique des opérations 
peut être illustré par un reeours à la droite ; 1nais il ne s'agit pas là de 
gémnétrie plane. Ce que nous devons exclure, c'est un recours à un 
calcul segmentaire utilisant des notions déjà élaborées de géométrie 
plane : parallèles, sécantes, voire mê1ne perpendiculaires. 

4. - TRONC COMMUN DES AXIOMATIQUES DU PLAN 

Un plan est un ensemble n Inuni d'une structure par la donnée d'un 
cnse1nble 9J de parties de II appelées droites, dont chacune est elle­
1nên1e n1unie d'une structure que vont préciser les aximnes, les struc­
tures des diverses droites étant reliées par d'autres aximnes qu'on pour­
rait appeler axion1es de passage. 

Pour simplifier l'exposé, nous supposerons dès le départ que II 
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contient au n1oins deux droites et que toute droite contient au 1noins 
deux points. 

DÉFINITION : 1) On dit que deux droites Dt, D2 de II sont parallèles, 
et on écrit D1 11 D2 si 

ou bien D1 = D2, ou bien D1 n D2 = 9-l. 
2) Deux droites non parallèles sont dites sécantes. 
3) On dit qu'une droite D passe par un point a si a E D. 

1. - AXIOME D'INCIDENCE. 

a) Pour tout couple (a, b) de points distincts de II, il existe une 
droite et une seule contenant a et b. 

b) Pour toute droite D et pour tout point a, il passe par a une paral­
lèle et une seule à D. 

Si a, b sont deux points distincts de II, on notera D(a, b) la droite 
qui passe par a et b. 

Conséquences immédiates : 

1) Le parallélisme est une relation d'équivalence sur 9J ; chacune 
des classes associées à cette relation s'appelle une direction. Il est immé­
diat qu'il existe au 1noins deux directions. 

2) Soit D une droite, et o' une direction distincte de la direction 
de D. Pour tout m t II, la droite de direction o' passant par m rencon­
tre D en un point <p(m). L'application cp de II sur D s'appelle projection 
oblique de II sur D parallèlement à o' (lorsque o' est la direction d'une 
droite D', on dit aussi parallèlement à D'). 

3) Soient D1, D2 deux droites sécantes. Pour tout m E II, on dési­
gne par m1, m2 les projections obliques de m sur D1, D2 parallèlen1ent 
~\ D2, D1 respectivement. L'application m ----7 Cm1, m2) de II sur l'ensem­
ble produit D1 X D2 est biunivoque. On dit que le couple D1, D2 est un 
système d'axes de coordonnées de rr. 

Exercices * : 

1) Soit o une direction ; pour tous a, b ~ II, on dira que (a ,-' b) s'il 
existe une droite de direction o contenant a et b. Montrer que cette rela­
tion binaire sur II est une relation d'équivalence. Quelles en sont les 
classes ? 

2) Montrer que pour tout couple D1, D2 de droites distinctes, il 
existe au n1oins une direction o distincte de celles de D1 et D2. 

En déduire, grâce à une projection oblique, que toutes les droites 
ont 1nên1e nmnbre cardinal (/.,, 

Montrer que l'ensemble des directions a pour nombre cardinal 
(u. + 1). 

* La plupart d'es exercices ne sont destinés qu'aux professeurs ; en tous cas, leur 
adaptation à l'enseignement nécessiterait des développements préliminaires. 
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3) Soit K un corps co1nn1utatif ; on appelle droite de K2 chacun des 
ensembles de points (x1, x2) de K2 définis par une relation de la forme 
a 1x1 -t- a:2X:2 = ·b (a1, a2, b E K et a1, a~ non tous deux nuls) . Montrer 
que K.:!. muni de ces droites satisfait aux axion1es I. 

4) Etudier en particulier le cas où K est un corps conunutatif fini 
(par exemple l'ensemble des entiers n1odulo p, où p est prenüer) et le 
cas où K est le corps C des nombres cmnplexes. 

Il. - AxiOMES D'ORDRE. 

Ha - A chaque droite D sont associées deux structures d'ordre total 
sur D, opposées l'une de l'autre. 

La droite D 1nunie de l'un de ces ordres s'appelle une droite orientée. 
Si a=/= b1 par l'expression droite orientée D(a, b), on entend la droite D 
n1uiüe de celui de ses ordres tel que a ~.:::. b. On appelle intervalle lermé 
[a, b] l'ensemble i a l si a = b, ou sinon l'ensen1ble des points x de la 
droite D(a, b) tels que a__./ x-.... b pour l'une des orientations de D(a, b). 
On dit que x est entre a et b si x E [a, b]. On définit de 1nên1e les inter­
\) alles ouverts, les demi-droites ouvertes et fennées. On peut aussi définir 
la convexité : l'ensemble X C II est convexe s'il contient [a, b] dès qu'il 
contient a et b. 

lib Pour tout couple (D1, D2) de parallèles distinctes, et pour tous 
points a1, a2, b1, b2 tels qzze ai, bi! E D i , (i = 1, 2), toute parallèle à ces 
droites qui rencontre [a1, a2 ] rencontre anssi [b1, b2] . 

•1 

------z-- ----~---- --· 
bz_ 

Cet aximne lib pourrait être 1nis sous de nombreuses formes équi­
valentes dont l'une est l'axiome de Pasch classique (toute droite qui ren­
contre un côté d'un triangle en rencontre aussi un autre). Il nous a 
se1nblé que l'énoncé lib était plus intuitif. 

Conséquences immédiates des axiomes 1 et II : 

1) Soient D1, D2 deux droites orientées ; pour toute direction o dis­
tincte des directions de D1 et D2, la projection oblique de D1 sur D2 
parallèlement à o. est un isomorphis1ne (pour l'ordre) ou un anti-isomor­
phisme. 

Cet énoncé est une conséquence immédiate de lib ; plus précisément 
il lui est équivalent. 
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-2) Supposons a. =F 2. Pour toute droite D, il existe une .partition uni­
que de (II - D) en deux ensen1bles convexes A 1 et A:2. Plus précisément, 
A1 et A:2 sont les classes d'équivalence de la relation ainsi définie sur 
(li- D) : 

(a~b) si '[ a,bJ n D=0. 
On les appelle demi-plans ouverts ,· les ense1nbles (A1 U D) et (A2 U D), 
appelés den1i-plans fermés, sont égaleineilt convexes. 

Ce résultat de base s'obtient ainsi : soit D' une sécante de D, et 
o;, D~ les de1ni-droites ouvertes de D' ayant leur origine en D n D'. On 
note Ai (i = 1, 2) la réunion des parallèles à D qui rencontrent Di ; 
l'axiome lib montre in1médiate1nent que A1 et A2 sont les classes d'équi­
valence cherchées. 

Exercices : 

5) Montrer que, sauf dans le cas où le nmnbre cardinal IJ.. des droites 
(voir exercice 2) vaut 2 (auquel cas rr est isomorphe à K2, où K est le 
corps des entiers 1nodulo 2), ce cardinal (/.. est infini. Montrer qu'il en est 
de 1nême du nombre cardinal de toute de1ni-droite et de tout intervalle 
ouvert non-vide. 

Plus précisé1nent, n1ontrer que toute den1i-droite ouverte et tout 
intervalle ouvert non vide est isomorphe (pour l'ordre) à une droite. 

6) On se place dans le cas IJ.. =/=- 2. 

Montrer que tout denli-plan ouvert est non-vide. 

Montrer que l'enveloppe convexe d'un ensemble fini (le plus petit 
convexe contenant cet ensemble) est l'intersection d'une famille finie de 
de1ni-plans fennés. 

En particulier, l'enveloppe convexe d'un ensen1ble de trois points 
non alignés i a, b, ci est dite simplexe (a, b, c). 

7) Donner plusieurs définitions équivalentes de la bande plane défi­
nie par deux parallèles D1, D2. Par la suite, on entendra par direction 
d'une bande, la direction des deux droites qui la définissent. a 

8) Soient 0, a, b, trois points non alignés de rr ; soient a' E [ 0, a] 
et b' E [0, b]. Montrer que pour tout m E [a, b], [Om] et [a', b'] se 
rencontrent. 

En déduire que la réunion des segn1ents [0, x], joignant un point 0 
aux points d'un ensemble convexe, est convexe. 

Etendre ce résultat à la réunion des segments joignant les points 
de deux convexes donnés. 

9) On dit qu'une partie X de I1 est bornée si, pour toute direction o, 
X est -contenu dans une bande de direction o. 

Montrer que tout" ense1nble fini est borné. 
Montrer que si X est contenu dans deux bandes de directions dis­

tinctes, X est borné. ­
Montrer que tout ensemble borné est contenu dans un silnplexe. 
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10) a) Définir une topologie sur une droite à partir de la notion 
d'intervalle ouvert. 

b) Soient D1, Dz deux droites sécantes de II ; en identifiant II à 
l'ensemble D1 X D2, définir sur II une topologie d'espace produit, à par­
tir des topologies de D1 et D2. Montrer que cette topologie ne dépend pas 
du choix de D1, D2. 

11) Soit X c II et soient a, b E X ; on posera (a- b) s'il existe un 
polygone d'extré1nités a, b, dont les côtés sont contenus dans X. Cette 
relation est une relation d'équivalence sur X ; ses classes d'équivalence 
sont appelées les composantes de X. 

Soit alors P un polygone fermé plan sans points doubles, c'est-à-dire 
dont deux côtés non consécutifs sont disjoints ; soit C le contour de P 
(réunion des côtés de P). Montrer que (II -C) a exactement deux cmnpo­
santes, dont l'une est bornée ; montrer que, pour la topologie de II, cha­
cune de ces cmnposantes est ouverte et que tout point de C leur est 
ndhérent (théorèine de Jordan). 

La solution est élé1nentaire, 1nais non inunédiate ; on conseille de 
ehoisir une direction o non parallèle aux côtés du polygone, et de mener 
les droites de direction o par les sommets de P ; on ordonne l'ensen1ble 
de ces parallèles, et on exmnine ce qui se passe dans les bandes succes­
sives qu'elles détenninent. 

12) Soit K un corps conunutatif totalen1ent ordonné 

(a~ b) ==--> (a + x~ b + x) et (0 ~x, 0 ~y) => (0 ~ xy). 
Définir sur K~ une structure de plan satisfaisant aux aximnes I et Il 
(revoir d'abord l'exercice 3). 

Donner des exen1ples d'un tel corps K qui ne soit pas un sous-corps 
du corps R des réels. 

R 213) Soit II un disque ouvert du plan classique. Appelons 
« droite » de II tout arc ouYert de cercle de II dont les extrémités sont 
les extrénütés d'un dia1nètre de II, et munissons chacune d'elles de 
l'ordre naturel. 

Montrer que II satisfait aux aximnes I et II et qu'il n'est pas iso­
morphe (pour l'ordre) au plan R 2 , bien que ses << droites » soient isomor­
phes à R. 

Construire d'autres exemples analogues dans le disque ouvert II, en 
prenant pour familles de << droites », certaines fanülles invariantes par 
rotation d'arcs ayant pour extrén1ités les extrémités d'un dimnètre du 
disque. Pour vérifier si un tel plan est ou non ismnorphe au plan clas­
sique, on conseille d'utiliser une propriété classique du réseau construit 
21 partir de d-eux couples de parallèles. 

5. - AXIOMATIQUE A BASE MÉTRIQUE 

Cette axion1atique est basée sur les axion1es I et Il, sur l'axiome III 
de structure additive et 1nétrique, et sur I'axion1e IV de symétrie. 

3 . 
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Ill. - AXIOME DE STRUCTURE ADDITIVE ET MÉTRIQUE. 

Cet aximne utilise les nombres réels ; il est donc nécessaire ici de 
supposer connu le corps R. En fait, le développen1ent qui suit 1nontrera 
qu'on peut aller très loin en utilisant seulement la structure de groupe 
additif totalement ordonné de R, et qu'on peut obtenir la structure vec­
torielle de II et les propriétés du produit scalaire en utilisant seulement 
la structure de corps con1mntatif totalement ordonné et archimédien 
de R . Cette observation nwntre ·qu'on pourra, dans l'enseigne1nent de 
12 à 16 ans, éviter le recours au corps R complet et à l'une des notions 
suivantes qu'il implique, borne supérieure, coupure, suite croissante ou 
suite de Cauchy. 

AxiOME III. - A II est associée une application d de II X II 
dans R_+ , appelée distance, et telle que : 

a ) d(y,x ) = d(x, y) pour tozzs x, y . 
b) Pour toute droite D, tozzt a E D, et tout nombre l > 0, il existe 

dans D, de chaque côté de a, zzn point b unique tel que d(a , b) = l. 
c) (x E [ a, b ] ) => (d (a, x )+ d(x, b) = d(a, b)). 

cl) Pour tout triplet (a, x, lJ ) de points non alignés , on a : 

d(a, b) < d(a, x) + d(x, b) (inégalité triangulaire stricte) . 

Conséquences immédiates des axiomes 1, II, III : 

1) L'égalité (a = b) équivaut à (d(a, b) = 0). (Conséquence de 
II la, /J,c . 

2) Pour trois points queleonques a, x, b de II , on a : 

d (a, b) ::;::;; d(a, x) + d (x, b) . 

L'égalité équivaut à : x E [a, b ]. 

3) Soit X C II, et f une application de X dans II on dit que f est 
une isométrie si 

(a, b E X) => (d(a, b) = d(f(a), f(b)) . 
La remarque (2) ci-dessus montre que toute isométrie conserve l'align e~ 
1nent et la relation « entre ». 

Il en résulte qu'elle transfonne tout intervalle en intervalle, toute 
droite en droite, deux droites parallèles en deux droites parallèles~ tout 
demi-plan en demi-plan. 

Toute ismnétrie de II dans II est une ismnétrie sur II, et c'est une 
isomorphie pour la structure définie par les aximnes 1, Il, III . 

Exercices : 

14) Soient A1 et A2 deux plaques polygonales convexes bo:cnées tel­
les que A 1 C A 2. Montrer que si l1 et l2 désignent les longueurs des 
contours de A1, A2, on a l1 ::;::;; l2, avec inégalité stricte lorsque A1 =F A 2. 

Cette propriété pennettrait de définir aisément la longueur des 
contours d'ensembles convexes bornés. 
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Pour énoncer comn1odé1nent le dernier axiome, on désignera par 
II 1(D) et II :2(D) les den1i-plans ouverts définis par une droite p, et nous 
appellerons pliage autour de D toute ismnétrie <p de D U II 1 (D) sur 
D U II 2(D) telle que, pour tout x E D, on ait cp(x) = x. 

IV. - AxiOME DE PLIAGE ou DE SYMÉTRIE. 

Pour toute droite D, il existe au moins un pliage autour de D. 

Nous dén1ontrerons l'unicité du pliage autour de D ; nous ne la 
postulons pas dans l'aximne IV parce que sa démonstration est très 
:siinple. 

THÉOHI~MES FONDAMENTAUX QUI DÉCOULENT DES AXIOMES I, Il, III, IV 

LEMME 1. - Pour toute droite D, il existe un seul pliage autozzr 
de D. 

Soient II 1(D) et II 2CD) les demi-plans ouYcrts définis par D ; soit <p 

un pliage autour de D et soit a E II 1CD) ; on pose a' = <p(a). L'inter­
valle [a, a'] rencontre D en un point p ; tout point m de D distinct de p 
est hors de [a, a'], donc : 

d(a, a') < d(a, m) + d(m, a') = 2 d(a, m). 
Or, d(a, a')= 2 d(a, p) ; il en résulte d(a, p) < d(a,m). 

Le point p possède la propriété caractéristique, indépendante du • 
choix de <p, d'être le point de D le plus proche de a ; on dira que p est 
la projet:fion orthogonale ou plus brièvement la projection de a sur D. 
Cette projection est nülieu de a, a' ; donc, le point a', symétrique de a 
par rapport à p sur la droite contenant a et p, est indépendant de <p, 

autren1ent dit <p est unique. 

Désignons n1aintenant par cp le prolongement de <p à II ainsi défini : 

.:p(m) = <p(m) pour tout m E DU II 1CD), 

-

<p(m) = <p -1 (m) pour tout m ~ TI 2(D). 

-
LEMME 2. - Le prolongement cp de <p est une isométrie de II szzr TI. 

On appellera cette isométrie LA SYMÉTRIE par rapport à D. 

D'abord, il est inunédiat que <p est une application de II sur II. 

Puis soient a, b E II. 

Si a, b E [) U II 1CD), on a bien d(<p(a), <p(b)) = d(a, b), puisque 

<p = 	 cp sur ) a, b 1 . 

Mên1e conclusion si rz, b E D U II :2(D). 
Supposons donc a E II1CD) et b E Ib(D) ; soit m = D n [a, b], et 

posons a' = <p(a) ; b' = <p(b). 

On a : d(rn, a)= d(m, a') ; d(m, b) = d(m, b'). 

Donc : d(a', b') :::;; d(a', m) + d(m, b.)= d(a, m) ·+ d(m, b) = d(a, b). 
Autren1ent dit : d(a'b') :::;; d(a, b). 
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Or, de façon analogue, on a : d(a, b) :::;; d(a', b'), d'où Pégalité cher­
chée: 

d(a, b) = d(a', b'). 

PERPENDICULAIRES ET PROJECTIONS 

DÉFINITION : On dit qu'une droite D' est perpendiculaire à D, et on 
écrit D' j_ D lorsque D' =F D et que D' est identique à sa symétrique par 
rapport à D. 

Le lenune 4 Inontrera que cette relation est sy1nétrique. Il est inuné­
diat que par tout point m (1 0 passe une perpendiculaire et une seule 
à D, à saYoir ]:::_droite joignant rn à son symétrique par rapport à D (*). 

LEMME 3. - 1) Si D' j_ D, ces droites se coupent. 
2) Soient D et D' deux droites qui se coupent en p. 

(D' j_ D) < = > (Tout point de D' se projette en p sur D) < = :> (Il existe 
nn point de D' distinct de p, qui se pro jette en p sur D). 

Démonstration : 

1) La droite D' contient au 1noins deux points distincts m1 et m2 
symétriques par rapport à D, donc [m1, m:d rencontre D. 

2) Supposons D' j_ D et m t D'. Le syn1étrique m' de 1n par rap­
• 	 port à D est dans D' ; le point D n [m, m' ] , c'est-à-dire la projection 

de m sur D, est donc bien le point p. 

Inversen1ent, soient D et D' se coupant en p ; soit m un point de D' 
distinct de p, et dont la projection sur D est p ; soit m' le syn1étrique 
de rn par rapport à D ; le segment [m, 1n'] rencontre D en p. Donc, la 
droite D' qui contient les points distincts m, p contient aussi m' ; 
d'où D' _L D. 

CoROLLAIRE. - Soit D' j_ D et soit f une isométrie de D' U D. On a 
f(D') _l_ f(D). 

Cela résulte de ce que, grâce au lenune ci-dessus, la perpendicularitéa 
~·expriine en tenues de distances. 

LEMME 4. - Si D' j_ D, on a aussi D j_ D'.. 

Démonstration : 

Supposons D' j_ D et soit p leur intersection. Soit m E D ; pour 
tout m' de D' distinct de p, on a d(m, m')= d(m, m"), où m" désigne le 
sy1nétrique de m' par rapport à D. 

Donc, m' ne peut être la projection de m sur D' (unicité du Inini­
mun1) ; cette projection est donc p, d'où D j_ D' d'après le lemme 3. 

*Nous utilisons le symbole R pour signifier la négation de E ; il faut donc le lire 
<< n'appartient pas à ». " 
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LEMME 5. - Soit D ..l D'. Alors, (D ..l D") <=> (D' Il D"). 

Déinonstration : 

1) Soit D ..l D' et D'//D". 

Les droites D, D" se rencontrent en un point p. Les sy1nétriques D' 
et n·; des parallèles D' et D" par rapport à D sont parallèles (consé­
quence immédiate 2 des axiomes III) ; donc, D" ct D . sont parallèles et 
passent par p. D'oü D" = D ct enfin D _L D". 

1 

2) Soit D ..l D' et D ..l D". 

Soit m un point de D" et hors de D. La parallèle à D' 1nenée par 111 

est perpendiculaire à D d'après ce qu'on Yient de voir ; elle est donc 
identique à D" d'après l'unicité de b perpendiculaire à D 1nenée par un 
point hors de D. Autrement dit, D' /1D". 

Conséquences : 

Soient o1 , o~ deux directions ; nous dirons qu'elles sont perpendicu­
laires s'il existe deux droites perpendiculaires de directions o et o2 • Les1 

lemmes 4 et 5 n1ontrent que : 

1) Cette relation est symétrique, antiréflexive (on n'a jamais t. j_ a) 
ct à toute direction correspond une direction perpendiculaire et une seule. 

2) Pour que deux droites soient perpendiculaires, il faut et il suffit 
que leurs directions le soient. 

Remarqzze : Il résulte de là que l'application qui à tout m E TI fait 
correspondre sa projection orthogonale sur une droite D n'est autre que 
Ja projection oblique sur D parallèlement à la direction perpendicu­
laire à D. 

DÉFINITION : Soient a, b deux points distincts, de milieu O. On 
r:ppelle médiatrice de (a, b) la perpendiculaire menée par 0 à la droite 
D(a, b). 

LEMME G. - Soient a, b dezzx points distincts, et D lezzr médiatrice. 

Soient rra, nb les demi-plans ouverts définis par D et contenant res­
pectivement a et b. 

(m E D) =.:> d(m, a)= d(m, b), 

(m E TIJ => (d(m, a) < d(m, b)) ; (rn ( IIh) => (d(m, b) < d(m, a)) . 

Démonstration : 

Comme a et b sont symétriques par rapport à D, 

(m E D) => d(m, a)= d(m, b). 

Si m E rr a, soit n = D n [m, b] ; comme n G [a, mj (convexité 
de TIJ, on a : 

d(m, a) < d(ln, n) + d(n, a)= d(m, n) + d(n, b) = d(m, b) . 

On opère de mên1e si m E lib· 
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Corollaire 1 : (m ~ D) < = > (d(m, a)= d(m, b)). 

Corollaire 2 (comparaison des obliques) : 
Soit p la projection de m sur la droite qui porte a et b. 
La relation d'ordre entre d(p, a) et d(p, b) est la même qu'entre 

d(m, a) et d(m, b). 

En effet, suivant que d(p, a) - d(p, b) est nul, stricte1nent négatif 
cu strictement positif, le point m appartient à D, Ha ou IIu. 

On exprime encore ainsi ce résultat : La longueur d'une oblique est 
une fonction strictement croissante de la longueur de sa projection. 

Le théorème de Pythagore précisera quantitativen1ent ce résultat. 

CoROLLAIRE 3 : Soit : 0, a, b l un triangle avec d(O,a) = d(O, b) et 
a =1= b. La projection de 0 sur la droite portant a, b est le milieu de (n, b) . 

C'est une conséquence inunédiate mais très importante du corol­
laire 2 ; il s'exprime encore ainsi : 

Dans un triangle isocèle en 0, la hauteur issue de 0 est axe de symé­
trie du triangle. 

SYMÉTRIE PAR RAPPORT A UN POINT ET PRODUIT DE SYMÉTRIES 

DÉFINITION : On appelle symétrie par rapport à un point 0 de II 
l'application f de II sur II définie par : 

f(O) = 0 et f(x) = x' pour x =1= 0, 
où x' est le point de la droite D(O, x) tel que 0 soit milieu de (x, x'). 

{2Il est immédiat que = identité et que {CD) = D pour toute 
droite D contenant O. 

THÉORÈME 1. - La symétrie par rapport à un point 0 est identique 
au produit des symétries par rapport à deux droites perpendiculaires 
arbitraires passant paz· O. 

Démonstration : 

Soient D1, D2 deux droites perpendiculaires passant par O. 
Soit m G CD1 UD:!). 
Soient Ll1, Ll:.: les parallè·les à Dt et D :.: menées par 111 ; soit ~. la 

r..:ymétrique de Lli par rapport à Di ( i = 1, 2) ; ~ ; est CYidemment paral­
Ièle à L1 i (i = 1, 2) . 

Le rectangle formé par les deux couples de parallèles Ll1, L1 ; et 
Ll2, À ~, est symétrique par rapport aux droites D1 et D2 ; il en est donc 
de mên1e de ses deux diagonales ; celles-ci se coupent donc en un point 
situé sur D1 et D 2, donc en 0, et elles se coupent en leur 1nilieu. Donc, le 
symétrique de m par rapport à 0 est le smnmet de ce rectangle opposé 
à m, et on passe bien de m à ce point par le produit des symétries par 
rapport à D1, puis D2 . 

Si m E D1 U D:! le même résultat est immédiat. 

CoROLLAIRE : La symétrie par rapport à zzn point est une isométrie. 
Elle transforme toute droite D en une droite parallèle . 
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(Considérer le cas où D passe par 0, puis l'autre cas) . 

Application: 

Appelons parallélogramme tout quadrilatère (a, b, a', b') tel que les 
deux couples diagonaux (a, a') et (!J, b') aient mên1e milieu. 

II résulte du èorollairc précédent que, dire qu'un quadrilatère non 
~tligné (a, b, a', b') est un parallélogramme, équivaut à dire que ses som­
mets sont distincts deux ù deux et que 

D(a, b)//D(a', b') avec D(a, b')//D(a', b). 
D'autre part, tout parallélogramme a pour centre de symétrie le 

milieu commun des diagon[des, donc deux côtés opposés y sont égaux. 

LE.Ml\Œ 7. - Soient D, D', A, trois droites parallèles. 
1) Si D' est la symétrique de D par rapport a A, toute sécante les 

rencontre en trois points m, m', a, tels que a soit le milieu de (m, m'). 
2) Inversement, s'il existe llne sécante qui a cette propriété, D' est 

la symétrique de D par rapport a A. 

Démonstration : 
1) Soient D, D' symétriques par rapport à A ; ct soient m, m', a, les 

points d'intersection avec une sécante. Soit B la perpendiculaire à A 
menée par a. Le produit des symétries par rapport à A, puis B, trans­
forme D en D' ; donc, d'après le théorhne 1, ces droites sont symétriques 
par rapport ù a ; donc ce point est milieu de (m, m'). 

2) Si a est milieu de (m., m'), D; est symétrique de D par rapport à a. 
Or, D est symétrique par rapport à B. Donc, d'après le théorèine 1 et son 
corollaire, la symétrique de D par rapport à A est identique à sa symé­
trique par rapport à a, donc c'est D'. 

THÉORÈME 2 (forme faible du théorème de Thalès). - Si trois 
parallèles D, D', A sont coupées par une sécante en trois points m, m', a. 
tels que a soit milieu de (m, m'), il en est de même pour toute sécante 
(autrement dit, D et D' sont alors symétriques par rapport a tout point 
rie A). 

C'est une conséquence imm édiate du lemme 7. 

CoROLLAIRE : Pour tout entier n ~ 2, tout intervalle peut être par­
tagé (d'une façon et d'une seule) en n intervalles consécutifs égaux. 

(Construction classique utilisant des parallèles passant par une suite 
de points équi-répartis sur une droite auxiliaire). 

Nous allons pouvoir Inaintenant étudier la structure affine du plan . 

6. - STRUCTURE D'ESPACE VECTORIEL DU PLAN il MUNI D'UNE ORIGINE 

Ce chapitre va utiliser Inaintenant unique1nent les aximnes I, II, 
IIIrr,l' e et la fonne faible du théorème de Thalès (théorèine 3). Aussi 
pourra-t-il s'appliquer tel quel au développe1nent d'une axiomatique 
basée sur I, II, IIIa,b,c et prenant pour aximne l'énoncé du théorème 3. 
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LEMME 8. -Soit D une droite et cp la projection oblique sur D paral­
lr>lement a une direction o non parnllele a D. 

(0 milieu de (a, b)) => (cp(O) milieu de cp(a), cp(b)). 

C'est une conséquence immédiate du théorè1ne 2. 

Corollaire : Pour tout parallélogram1ne (a, b, a', b'), sa projection 
(cp(a), cp(b), cp(a'), cp(b')) est un parallélogramme (aplati). 

STRUCTURE ADDITIVE DU PLAN II MUNI D'UNE ORIGINE. 

Nous allons 1naintenant utiliser le fait que l'ensemble R des nom­
bres réels est n1uni d'une structure de groupe additif. Chaque droite 
orientée est donc, dès qu'on y a choisi une origine 0, n1unie canonique­
Inent d'une structure de groupe additif isomorphe à R. La relation (rn est 
1nilieu de a, b) s'exprime alors par la relation 2m = œ+ b ; et le fait que 
(Ü, a, b, c) est un parallélogramme aplati équivaut à 

0 + b = a + c ou b = a + c. 

DÉFINITION : Soit 0 un point de II ; on l'appellera par la suite ori­
gine de II. Dans le plan n1uni de cette origine, les points de II s'appel­
lent maintenant vecteurs. 

Pour tout couple (a, b) de points de II, on désigne par (a T b) le 
point de II tel que (0, a, aT b, b) soit un parallélogramn1e, c'est-à-dire 
le sy1nétrique de 0 par rapport au milieu de (a, b). 

THÉORÈME 3. - Le plan II muni de l'opération interne T est un 
groupe commutatif. Toute droite passant par 0 en est un sous-groupe, 
et II est somme directe de deux droites distinctes quelconques passant 
par O. Les autres droites de II ne sont au.tres que les translatées des 
droites passant par O. 

Démonstration : 

Soient D1, D2 deux droites distinctes passant par O. A tout m E TI, 
associons ses composantes, c'est-à-dire ses projections m1, 1112 sur · D1, D1 
parallèle1nent à D2, DJ. 

Le corollaire du lenune 8 n1ontrc que (a T b)i =ai T bi (i = 1, 2). 
Or, sur D1, D2 l'opération T se confond avec l'addition ordinaire si l'on 
convient de prendre 0 co1n1ne origine sur ces droites. 

Con1n1e tout point de TI est caractérisé par ses deux cmnposantes, 
on en déduit aisé1nent que l'opération T n1unit TI d'une structure de 
groupe con1mutatif. 

Il est immédiat que toute droite passant par 0 est sous-groupe de II. 
D'autre part, tout m s'écrit d'une façon unique m = m1 T m2 ; donc, 
II est bien somme directe de D 1 et D2. 

Enfin, soit D une droite passant par 0, soit a E II. Si a E D, il est 
inunédiat que D T a = D ; sinon, soit D' la parallèle à D passant par a. 
La direction o de la droite contenant 0 et a est distincte de celle de D ; 
donc, la projection cp de D dans D' parallèle1nent à o est une application 

Recherche d’une axiomatique commode pour le premier enseignement de la géométrie élémentaire 
APMEP - 1961



- 21 -­

biunivoque de D sur D'. Pour tout x c D, (0, a, cp(x), x) est un parallélo­
gramme ; donc cp(x) =x Ta, c'est-à-dire que D'= cp(D) = D T a. 

Inverse1nent, pour toute droite D' ne passant pas par 0, soit D la 
parallèle à D' 1nenée par 0 ; pour tout a E D', on vient de voir que 
D'= DT a. 

Remarque. - La dé1nonstration précédente n'utilise nullement la 
structure d'ordre du plan, 1nais seule1nent la structure additive sur cha­
que droite. Aussi n'est-il pas étonnant que le théorèn1e 3 s'étende à tout 
<< plan » satisfaisant à l'axiome I, et dont chaque droite soit munie d'une 
~,trueture d'espace ho111ogène associée à un groupe commutatif tel 
que a + a =1= 0 pour tout a, ces diverses structures étant liées par l'axio-

Ine 11(1 (voir plus loin). 
Si l'on veut aller plus loin, et étudier la structure affine de II, il 

faut utiliser le fait que R est un corps totalement ordonné archimé­
dien. Rappelons en quoi consiste ce caractère archimédien : 

Pour tout nombi·e r1- > 0, il existe un n01nhre entier n > r1-. 

Nous allons utiliser cette propriété sous la forme suivante : 

LEMME 9. - Désignons par Q l'ensemble des rationnels (Q C R) 
soit a un nombre > 0 et soit cp l'application x -7 ax de R sw· R. Toute 
application croissante W de R dans H. qui coïncide avec cp sur Q n'est 
autre .que cp. 

Démonstration : 

L'application W/a de R dans R est croissante et est l'identité sur Q . 
Soit x 8 Q ; la croissance de liJ'/a entraîne que tout rationnel est, on bien 
à droite de x et W(x) 1a, ou bien à gauche de ces deux nombres ; donc, il 
n'y a aucun rationnel entre x et 'F(x)ja. Ceci entraîne que W(x)/a =x ; 
sinon, il existerait un entier q > 0 tel que q jx- lF(x) / aj > 1 ; il existe­
rait alors évidenunent un des n01nbres rationnels p/ q entre x et 
'F(x) / a. 

1\1ULTIPLICATION P:\R LES SCALAIRES. 

Notre définition va reposer sur l'existence de la structure vectorielle 
de chaque droite n1unie d'une origine. 

DÉFINITION : Dans II n1uni d'une origine 0, et pour tout non1bre ), 
l'application x -7 ),x est ainsi définie : 

1) ÀÛ =o. 
2) Pour x =1= 0, ÀX est le produit de x par ), dans l'espace vectoriel 

constitué par la droite D(O, x) n1unie de l'origine O. 

PROPRIÉTÉS DE LA MULTIPLICATION SCALAIRE. 

1) (À+ !J.)X = l.x T !J.X 


2) À(!J.X) = O.t-J.)X 


3) l.x =x 
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Ajoutons que (- 1)x =x') symétrique de x par rapport à O. 
Ces propriétés résultent immédiatement de la structure vectorielle 

~ur la droite D(O, x) . 

Pour aller plus loin, nous aurons besoin d'.un lennne, q'ui n'est autre 
que le théorème de Thalès sous sa forme générale. Nous désignerons 
encore ici par m1 et m 2 les composantes d'un point m sur deux sécan­
tes D1, D2 passant par O. 

LEMME 10. - Pour tou.t nombre À et tout x E II , on a : 

(/<r) , -~= } . r, . 

Démontrons d'abord cette relation pour À rationnel ; pour tout 
entier q 1 on a (qu) 1 = q. u1 . 

(/p ) .. f J d. ' 'ou. (1-- t' ') = -.1 ,,, ; ct en f ' 1n - . . r =-- - . .r, _ 
q 1 (/ q ' 1 (/ 

Considérons n1aintenant le cas général : 

C'est évident si x E (D1 UD 2) ; supposons donc x ·; D1 U D2 (c'est 
le cas enYisagé dans la fonne classique du théorèn1e). 

On a alors x =1= 0 et X1 =1= 0 ; . orientons les droites D(O, x) = D et 
D(O, x1) = D1 de façon que 0 < x et 0 =::: X1 respectivement. 

L'application À --7 ÀX de .R dans D est croissante ; l'application 
m --7 m1 de D dans D1 est croissante (conséquence 1 des axiomes I . et II). 
Donc, À --7 ()Œ) 1 est croissante ; or, l'application ), --7 ÀX1 est croissante 
ct ces deux applications coïncident pour tout À rationnel ; elles sont 
donc idéntiques d'après le lemme 9 (dans lequel on peut identifier R 
à DI). 

ConoLLAIRE. - On a l'identité : 

(4) !.(xTy) = i,xTI.y pour tm~s x,y Ell . 

En efl'et, /. (.rT y) = (l,(:rT y) ), + (!.(.rT u) h = (ï..r , T !.y,)T(l..r~ T !. y ~ ) 
= l.(.r] Tx~ )TI. (y, Ty~) = 1..rT1.y . 

THÉORÈME 4. - II mu.ni d 1u.ne origine 0, de l'addition T et de la 
multiplication par les scalaires réels 1 est un espace vectoriel de dimen­
:~ion 2, dont les sous-espaces affines de dimension 1 ne sont antres que 
les droites de II . 

En efl'et, les droites D 1 et D2 sont des sous-espaces vectoriels de 
dimension 1, et II en est la sonune directe. Tout le reste a été déjà 
drmontré. 

Désonnais, nous remplacerons la notation T par la notation clas­
sique +· 
CONSÉQUENCES IMPORTANTES D E CE THÉORÈME. 

Nous pouvons désorn1ais utiliser les outils algébriques pour l'étude 
du plan. Enumérons brièvement quelques sujets d'étude où ils apportent 
une simplification: considérable : 
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1) Les translations vont pouvoir s'étudier comme applications de la 
forme x~ x+ a. Il devient aveuglant qu'elles constituent un groupe 
isomorphe ::m p!an I1 muni d'une origine. 

Elles penncttent de définir correctement la notion de droites orien­
tées parallèles, donc aussi de direction orientée. 

2) Les homothéties x --P )Œ + a (où ). =1= 0) peuvent maintenant 
s'étudier par une méthode régulière, simple, élégante, qui re1nplacera 
une recherche hasardeuse et des raisonne1nents peu rigoureux. On voit 
apparaî t re la structure du groupe des h01nothéties, ses sous-groupes 
intéressants (À = 1 ; ), = ± 1 ; a= 0) ; on peut trouver aisément les 
points doubles d'une homothétie. 

3) Définition et étude commode des barycentres ; opérations sur 
les ensembles convexes. 

4) Accès facile aux notions de forme linéaire, de fonction affine, de 
transfonnation linéaire du plan. 

5) Notion d'aire orientée associée à un couple de vecteurs, et rléfini­
tion de l'orientation du plan. 

VECTEURS LIBRES ET FORMULE DE CHASLES. 

Supposons II muni d'une origine. Pour tous x! y I1, il existe une 
translation et une seule qui transfor me :r en y ; c'est la translation 'a 
GÙ a = (y - x) ; ccci justifie la définition suivante, indépendante du 
choix de l'origine : 

On appelle vecteur libre d'extrémités x! y (et on note xy) la trans­
lation de II qui transforme x en y. 

L'ense1nble des vecteurs libres est n1uni d'une opération interne, 
notée additiYement, qui n'est autre que la composition des translations ; 
c'est un groupe ismnorphe au plan 11 muni d'une origine. 

La relation évidente suivante : 
·- - >­

xl x: = z;:! + .1:~ x: --t­ + Xn - 1Xn 
est dite formule de Chasles. 

La notion de vecteur libre a l'intérêt de permettre des calculs algé­
briques sans avoir à fixer d 'origine dans I1. 

7. - DÉFINITION ET PROPRIÉTÉS DU PRODUIT SCALAIRE 

Munissons Il d'une origine O. On appelle produit scalaire des vec­
teurs x et y le nmnbre réel x. y ainsi défini : 

1) x. y = 0 si l'un au moins des vecteurs :r, y est nul. 
2) Si x =1= 0 et y =1= 0, soit y' la projection orthogonale de y ·sur !;1 

droite D(O, x). On pose x. y= Ç X ·fJ', en désignant par Ç et "'l' les abscis­
ses de x et y' sur la droite D(O, x) n1unie de l'origine 0 et orientée de 
façon arbitraire (ce qui ne change éviden1ment rien au signe de ce pro­
duit). 
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THÉORÈME 5. - L'application (x, y) ~ x. y de II X II dans R est 
l'ilinéaire et symétrique ; elle est positive, en ce sens que x. x > 0 pour 
tout x # O. 

Démonstration : 

1) Pour tout x, l'application y~ x. y est linéaire ; c'est évident si 
.r = 0 ; sinon, la projection y~ y' de II sur D(O, x) étant linéaire, et 
l'application y'~ Ç X "Yl' de D(O, x) dans R étant linéaire, il en est de 
même de leur cmnposée y-~ Ç X "1)'. 

2) Montrons que x. y = y. x ; c'est évident si l'un des fa_cteurs est 
11ul. Sinon, conune pour tout scalaire k > 0 on a évidemment : 

kx.y = k(x.y) et x.ky = = k(x.y), 
il suffit de démontrer cette égalité lorsque d(O, x) = d(O, y) =;1= 0 ; dans 
ce cas, d'après le corollaire 3 du lenune 6, le triangle : 0, x, y 1 admet 
un axe de symétrie passant par 0 ; cette symétrie transforme la pro­
jection de y sur D(O, x) en la projection de x sur D(O, y), d'où l'égalité 
cherchée . 

3) Cette symétrie entraîne que le produit x. y est également linéaire 
en y. 

4) Enfin, la positivité est immédiate ; plus précisément, on a pour 
tout :r : 

x.x = (d(O, x))2. 

ANGLE ET COSINUS D'UN ANGLE. 

Il est connnode à ce stade, bien que non indispensable, d'introduire 
une notion très fruste d'angle (sans notion d'égalité, d'addition, ni a for­
tiori de mesure) et celle de cosinus d'un tel angle. 

On appellera angle tout couple ordonné de denü-droites de même 
origine ; son sommet est l'origine de ces demi-droites. 

On définit ainsi le cosinus de l'angle CD1, D~) d'origine 0 : 

Soit In le point de D2 tel que d(O, m) = 1, et soit m' sa projection 
sur la droite ~1 portant D1 ; on munit ~1 de l'origine 0, et de l'orienta­
tion qui rend D1 ;;:? O. 

On pose : cos CD1, D z) = abscisse de m' sur ~1. 

Pour tout scalaire k, on sait que (km)'= k. m' ; il en résulte que, 
si l'on note Jjx jj et /]Y]] les distances d(O, x) et d(O, y), on a : 

x. Y= /!xl! X IIYI! cos CD1, Dz), 
quels que soient x et y sur D1 et Dz respectivernent. 

On a évidemn1ent : cos (DI, D z) = cos (D z, D1). 

En outre, cmnme la projection orthogonale diminue les distances, 
on a: 
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CALCUL DES DISTANCE:S. 

Toute translation est une is01nétrie ; en efl'et, le quadrilatère 
(x:, y, y + a, x + a) étant un parallélograinn1e, le couple (x, y) est synlé­
trique du couple (y + a, x+ a) par rapport à un point, d'où l'égalité : 

d(x, y)= d(x + a, y-+ a). 

En particulier : d(x, y) = d(O, y - x) . 

D'où : d 2(x, y)= (y - x ) (y - x ) . 

Ceci s'écrit encore ~ d2(x, y) = x. x - 2x. y + y. y, 

ou, aYec les notations habituelles dans les triangles 


a2 = b 2 + c 2 - 2bc cos A. 

Le théorème de Pythagore en est un cas particulier, lorsque les droi­
tes D(O, x) et D(O, y) sont perpendiculaires. 

Nous ne développerons pas davantage les conséquences de la struc­
ture vectorielle et 1nétrique que nous venons de 1nettre en évidence. Nous 
disposons 1naintenant des outils essentiels pour faire conunodément ce 
développe1nent. 

8. - AXIOMATIQUE A BASE AFFINE 

Dans l'axi01natique précédente, la structure affine du plan apparaît, 
comme conséquence de propriétés Inétriques, après un développement 
déjà substantiel ; et, de façon précise, au théorèn1e 2 (fonne faible du 
théorè1ne de Thalès). 

On peut désirer rester plus près du sché1na idéal « espace yectoriel, 
produit scalaire ». C'est dans ce but que nous proposons une seconde 
axi01natique. Le théorè1ne 2, dont l'énoncé est siinple et n'utilise que les 
notions de milieu et de parallèles, y sera pris con1n1e axion1e. 

La perpendicularité sera, conllne l'ordre, une notion prin1itive. Enfin, 
les propriétés du produit scalaire résulteront de la sy1nétrie du rapport 
de projection associé à tout couple de demi-droites . 

Les pren1iers axion1es seront les axiomes I et II (le tronc conunun) . 
On garde les axi01nes Ilia, III11, Ille, qui introduisent une distance sur 
chaque droite ; mais on ne postule plus l'inégalité triangulaire . Par 
contre, on introduit l'axi01ne fonda1nental suivant : 

AXIOME n(i . - Pour tout triplet (A, B, C) de droites parallèles, et 
pour tout couple de sécantes qui rencontrent ces parallèles en (a, b, c), 
(a', b', c') respectivement, 

[b milieu de (a, c) ] => [ b' milieu de (a' , c')]. 

Le chapitre 6 nous a n1ontré cmnment ces axion1es pennettaient 
d'établir sin1ple1nent la structure affine du plan, ou encore, après choix 
d'une origine, sa structure d'espace vectoriel à deux dimensions sur R. 
Nous n'y reviendrons pas. 
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Nous savons, à ce stade, ce qu'est une projection oblique. La projec­
tion orthogonale sera définie grâ.ce à la notion de perpendicularité : 

AxiOME Iv;, (des perpendiculaires). - La perpendicularité (no­
tée 1 ) est une relation binaire symétrique sur l'ensemble des droites, 
telle que : 

1) (A 1 B) =·=· ::::> (A et B ont des directions distinctes). 

2) Pour toute droite A, il existe au moins une droite B telle que 
A 1 B. 

3) Pour tout cozzple (A, B) tel que A 1 B, 
(A//A') < => (A' 1 B). 

La sy1nétrie et la propriété 3 entraînent que la perpendicularité de 
deux droites ne dépend que de leurs directions ; d'où une relation de 
perpendicularité sur l'ensemble des directions : c'est une relation symé­
trique, telle que, pour toute direction ô, il en existe une et une seule o' 
telle que a1 o' ; en outre, on a alors ô =1= à'. 

On peut désonnais parler de projection orthogonale sur une droite. 
Si D1 et D2 sont deux de1ni-droites de mên1e origine, on peut donc défi­
nir le rapport de projection de D2 sur D1, noté cos (D1, D2) . 

AxiOME IV~, . - Pour tout couple CD1, D2) de demi-droites de même 
origine, on a : 

Une fonne équivalente serait la suivante : 
Pour tout triplet non-aligné (0, a, b) tel que d(O, a) = d(O, b), si 

a' et b' désignent les projections orthogonales de a et b sur D(O, b) et 

D(O, a) respectivement, on a Oa' =Db' sur les droites D(O, b) et 
D(O, a) orientées de 0 vers b et vers a respectivement. 

On peut dès lors définir le produit scalaire de deux vecteurs (dans le 
plan 1nuni d'une origine) ; sa bilinéarité et sa symétrie sont immédiates 
et l'on a aussitôt la fonnule fondmnentale : 

(a+ b)2 = a 2 -+ b2 + 2a.b. 

Il résulte classiquen1e11t de là que cos (~. ~') ~ 1. 

Mais on peut préférer une démonstration du théorèn1e de Pytha­
gore qui suive davantage << la figure ». En voici une, rapide et rigoureuse. 
Soient ~. ~~ deux demi-droites d'origine w ; soit x t ~ et soit k le cosinus 
de ( ~. û'). 

Soit x' la projection de x sur la droite portant ~, ; et soit x" la pro­

jection de x' sur la droite portant ~ ; on a évidemnlei1t wx" = k 2wx, 

d'où x" E D... 

Si 1naintenant (A, B, C) est un triangle, rectangle en A, désignons 
par H la projection de A sur la droite D(B, C), par a, b, c les longueurs 
des côtés, et par k, k' les cosinus des couples de den1i-droites associées 
à B et C respectivement dans ce triangle. 
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Ce qui précède montre que H E [B, C], d'où : 

ou encore 

ce qui s'écrit enfin : 

Il en résulte que Jkl et Jk'Jsont ~ 1. 
Notons que cette démonstration ne nécessite aucun théorème expli·­

cite préalable sur les triangles semblables ou sur la sonnne des angles 
d'un triangle, contraire1nent à une croyance assez répandue. 

Pour achever la construction du plan euclidien, il nous reste à mon­
trer que la distance donnée dans le plan est invariante par translation, 
ce qui pennettra d'écrire la formule (après choix d'une origine) : 

d 2 (x, y) = (x- y) 2 • 

Or, considérons un rectangle quelconque, de côtés successifs 
a, b, a', b' ; le théorèn1e de Pythagore donne : 

. a2 + b2 = a'2 + b'2 ; a 2 + b'2 = a'2 + b2' 
a 2d'où = a'2 et b2 = b'2. 

L'invariance des longueurs par translation en résulte aussitôt. 

On peut désonnais utiliser le produit scalaire pour le calcul des 
longueurs. 

Exemples : 

1) Dans tout parallélogramme, la somme des carrés des côtés 
est égale à la smnme des carrés des diagonales. 
En effet : (a+ b) 2 + (a - b) 2 = 2(a2 +- b2) . 

2) Dire qu'un parallélogrmnme est un rectangle équivaut à dire que 
ses diagonales sont égales. 
Eneffet: Ca+b) 2 -(a-b) 2 =4ab; 

et (a.b=O) < => (D(O,a) 1 D(O,b)). 

Application : 

Lieu des points d'où l'on voit un segn1ent sous un angle droit. 

ADAPTATION A L'ENSEIGNEMENT DE LA << PETITE GÊOMÉTJUE ». 

Nous appelons « petite géométrie » celle qui n'utilise pas le théorèn1e 
de Thalès, 1nais seule1nent sa forme faible qui ne fait intervenir que des 
rapports rationnels. 

Notre aximnatique s'adapte aisément à un tel enseigne1nent très 
élé1nentaire. On peut dans ce but reinplacer d'abord les énoncés III a, b, c 

par III~. b, c qui suivent, et l'aximne Iv;) par Iv;;. 
AxiOME III'. - Dans l'ensemble II X II des couples de points est 

définie une relation d'équivalence, notée ,......__, et telle que : 

a) Pour tous a, b, on a (a, b) ,......__, (b, a) . 
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b) Pour toute droite D, et tous a, b, a' E D, il existe a gauche et a 
droite de a' un b' unique tel que (a,b) ~ (a', b'). 

c) Pour toute droite D et tous a, b, c, a', b', c' t D tels que a ~ b ~ c 
et a' ~ b' ~ c'J 

~ (a,/J)r---'(u ' ,h ' ) d (b.c)---'(f> ' ,c ' ) ~ =-> r(a,C)---'(n ' ,c')]. 

L'aximne II(1 reste le 1nên1e. 

Nous avons déjà noté que le théorème 3 (structure additive de II) 
pouvait s'établir en utilisant seulement la structure d'espace hmnogène 
de groupe commutatif définie sur les droites de II ; donc, les aximnes 1, 

II' nr;,,/J,(·.r! pennettent de l'établir, et même de montrer que II l11Uni d'une 
origine est un espace vectoriel sur Q (corps des rationnels). Ces résultats 
peuvent être établis avec un langage et une méthode élémentaires et ont 
déjà des conséquences très riches (translations, homothéties de rapports 
rationnels, barycentres dans des cas siinples). 

Notons que c'est pour simplifier que nous avons supposé la 
congruence définie dans II X TI ; on pourrait supposer seule1nent qu'à 
chaque droite D est associée une congruence sur D X D. 

Pour étudier la structure 1nétriquc du plan; nous proposons, pour la 

« petite gémnétrie », soit l'axiome de pliage IV, soit IV;1 et 1v;;, plus 

fort que Iv;) . 

AxiOME Iv;; - Soit (0, a, b) un triplet non-aligné et soit h la pro­
jection de 0 sur la droite D(a, b). 

[ d(h, a) = d(h, b) ] < c_-c> [d(O, a) = d(O, b) ] . 

En effet, à partir de là et des propriétés affines du plan, on étudie 
sans peine les sy1nétries, déplacements, on démontre l'inégalité triangu­
laire, etc... Seules, les propriétés métriques plus précises qui utilisent 
cxplicite1nent le théorèn1e de Pythagore ne peuvent être dé1nontrées siin­
plement puisqu'on ne dispose pas du théorème de Thalès (*). 

9. - NOTION D'ANGLE 

Nous ne donnerons qu'une esquisse du développe1nent de cette no­
tion. Mettons d'abord en évidence les divers aspects de la notion d'angle, 
avant de faire le choix des définitions. 

La définition la plus « grossière » est la suivante : un angle est la 
portion de plan con1prise entre deux denü-droites de 1nêiue origine ; on 
peut préciser ainsi cette définition : un angle de sommet 0 est l'inter­
section de deux den1i-plans fermés dont les droites frontières sont dis­
tinctes et passent par O. 

(''') Ce dernier est encore vrai, mais sa démonstration C!' t artiticielle et compli­
quée. 
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Cette définition est t·ien adaptée au dessin, au découpage, à la me­
sure au moyen d'un rapporteur, en un n1ot à la gémnétrie « intuitive » 
jusqu'à l'âge de 12 on 13 ans. Elle conduit à des difficultés dès qu'on 
veut ajouter plusieurs angles assez grands ; on donne alors souvent des 
explications et des définitions confuses au n1.oyen d'angles en spirale, qui 
obscurcissent la question et font considérer la notion d'angle connue un 
traquenard. 

On évite la plupart de ces difficultés en << allégeant » l'angle ; ce ne 
sera plus un secteur plan, mais un couple de deux denli-droites ; le rac­
cord entre cette définition et la première est le suivant : 

A tout couple (non ordonné) (D1, D2) de demi-droites de rnên1e ori­
gine et non opposées, associons l'angle-secteur s(D1, D2) = A1 n A2, 
où Ai est le demi-plan fern1é lünité par D.i et contenant Di (i, j = 1, 2 ; 
i =1= j). L'application s est la correspondance biunivoque cherchée. 

Ayant choisi cette définition allégée, on est mnené, devant l'ünpos­
sibilité d'additionner deux couples de demi-droites, à définir une relation 
d'équivalence dans l'ensernble des couples de demi-droites ; puis à défi­
nir une addition sur l'ensernble des classes d'équivalence ainsi définies. 

Or, on n1orltre ensuite, si l'on a défini correcternent les rotations 
'l.lÜOur d'un point 0, qu'à toute rotation est associée l'une de ces classes 
d'équivalence. Il se produit le n1ême phénmnène que pour la notion 
d'équipollence de vecteurs liés du plan ; à chaque classe d'équivalence 
de tels vecteurs était associée canoniquement une translation du plan. 

Dès lors, nous apercevons une possibilité de définir plus élégmnment 
_ia notion d'angle au rnoyen des rotatjons : un angle ne sera plus, ni un 
secteur plan, ni un couple de demi-droites de même origine, ni rnêrne 
une classe d'équivalence de tels couples, nutis une rotation autour d'une 
origine 0 (on montre ensuite que le choix de 0 n'hnporte pas). Puis, on 
as'sociera à tout couple ordonné de demi-droites d'origine 0 une rotation 
qui sera appelée l'angle de ce couple ordonné. 

SCHÉMA DE LA PHÉSENTATION. 

Nous savons déjà que toute isométrie de Il dans Il transfonne 
les droites en droites, et conserve le parallélisnw et la perpendicularité. 
Nous allons étudier les ison1étries qui laissent invariant un point 0 ; 
pour abréger, nous appellerons demi-droite toute denli-droite d'origine 0, 
et symétrie toute symétrie par rapport à une droite passant par 0 ; 
quand il n'y aura pas de confusion possible, nous noterons par la rnên1e 
lettre une denli-droite, la droite qui la porte, et la symétrie par rapport 
à cette droite. Enfin, nous appellerons rotation le produit de deux symé­
tries. 

LEMME 13. - Une isométrie qui laisse invariante une demi-droite D 
est l'identité ou la symétrie D. 

En effet, cette ismnétrie conserve chacune des denli-droites perpen­
diculaires à D ou les échange (et une isornétrie qui conserve deux demi­
droites non colinéaires est évidenunent l'identité). 
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LEMME 14. - Pour tout couple D, D' de demi-droites, il existe seule­
ment deux isométries qui transforment D en D' : la symétrie 11 (axe de 
sumétrie de D, D') et la rotation .:l. D. 

C'est une conséquence inuuédiate du lemme 13. 

CoROLLAIRE. - Toute isométrie qui laisse 0 invariant est une symé­
trie ou une rotation. 

LEMME 15. - Aucune rotation n'est une symétrie. 

En effet, supposons que r. s = t ; soit D une denli-droite portée 
par t ; on a r(D) = s(D) puisque s = r. t ; donc, r = s, d'où t = iden­
tité, ce qui est faux. 

Çon.oLLAIRE DES LEM.MES 14 ET 15. -Pour tout couple D, D' de demi­
droites, il existe une rotation et une seule qui transforme D en D'. 

LEMME 16. - Pour toutes symétries r, s, t, il existe une symétrie u 
telle que r. s = u. t. 

En effet, soit D une des demi-droites telles que t(D) = D, et posons 
1)' = r. s(D). Soit u l'axe de (D, D'). 

Les rotations r. s et zz. t transfonuent D en D', donc sont identiques. 
On démontrerait de Inêine qu'il existe v telle que r. s = t.v. 

CoROLLAIRE. - Tout produit d'un nombre pair (res p. impair) de 
symétries est une rotation (res p. une symétrie). 

En effet, tout r. s. t s'écrit r. (r .zz) = zz, d'où la propriété, par récur­
rence. 

THÉORÈME 7. - Les rotations constitu.ent un groupe commutatif. 

Seule reste à dé1nontrer la conunutativité : 

Soient deux rotations r. s et t. zz ; on peut écrire t. zz = s. v. On doit 
Yérifier que : 

rs. su= sv .rs ou ru= surs, ou (sur)2 = 1, 
ce qui est exact puisque s. v. r est une symétrie. 

ANGLE D'UN COUPLE ORDONNÉ DE DEMI-DROITES. 

Le corollaire des le1n1nes 14 et 15 justifie la définition suivante : 

DÉFINITION : On appelle angle dzz couple CD1, D2) de demi-droites 

d'origine 0, la rotation qui transfonne D1 en 1?2 ; on le note M. 
L'ensemble des angles n'est donc autre chose que l'ensemble des 

rotations ; quand on utilise le langage des angles, on note additiven1ent 
l'opération interne définie par la composition des rotations. 

FORMULE DE CHAS-LES. 

La relation évidente : 

DlDn = D1D2 + D2Ds + ... --1- Dn-1 D11 

s'appelle fonnule de Chasles. 
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En particulier, on a toujours : 

THÉORÈME. - Soient D1, D:2 deux demi-droites d'origine 0 ; soit T 
une rotation azztozzr de 0 ; posons D'. = T(Di) (i = 1, 2). A lors, 

l 

rrn· = D1D~).
1 - ~ ­

En efl'et : 6 J i2 = rhiYI + •iS)J: + D:U2· 

D2D~ =- ------­Or : D1D;------ = -------- D~ D2, d'où la relation cherchée. 

ANGLE DE DEUX DEMI-DROITES QUELCONQUES. 

Soient L11, L1 2 deux demi-droites quelconques de rr, d'origines dis­
tinctes ou non ; soient D1, D2 les demi-droites d'origine 0 qui s'en dédui­
sent par translation. 

Par définition, l'angle de Ll1 , Ll 2 est l'angle DJ)~. 

CHANGEMENT n'ORIGINE. 

Soient 01 et 0:.> E II, ct soit 6.1 une droite passant par 01. 

La transposée de la sy1nétrie par rapport à Ll1 par la transla­

tion C01 02 ) est la syn1étrie par rapport à Ll2 = Ll1 + Ü1 d;, parallèle 
à Ll1 menée par 02. D'où un isomorphis1ne canonique IC01, 02) du 
groupe (j{ C01) des rotations autour de Ch sur le groupe rJ<. C02) des 
rotations autour de Ü2 (avec une transitivité évidente). Cet isonwrphis1ne 
pennet d'identifier les angles associés au point 0 1 et ceux associés au 
point Û 2. 

SCHÉMA D'UNE AUTRE DÉFINITION DES ANGLES. 

On peut considérer que l'introduction des angles à partir des rota­
lions, telle qu'elle est proposée ci-dessus, est 1nal adaptée à un enseigne­
ment élén1entaire parce qu'elle s'appuie beaucoup sur la notion de trans­
fonnation. 

Nous en proposons donc une autre, qui garde un contact constant 
avec les couples de denü-droites. Elle resse1nble fort à l'introduction des 
vecteurs à partir des vecteurs liés ; la resse1nblance est même si grande 
qu'on peut fondre les deux présentations dans un mên1e schén1a ; c'est 
ce dernier que nous nous contenterons de donner ici, laissant au lecteur 
le plaisir de faire la traduction, soit en termes de vecteurs, soit en termes 
d'angles . 

SCHÉMA ABSTRAIT. 

Soit E un ensemble muni d'un ense1nble cS de permutations (de E) 
telles que : 

a21) = identité pour tout a E cS . 
2) Pour tous x, y de E, il existe une cr unique de cS qui échange 

:ret y . 
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3) Si on appelle translation tout produit ? . cr(? et cr E: c) ) , on sup­
pose que deux translations qui eoïncident pour un x -. E sont identiques. 

LEMME 17. - Tout produit ? . cr. 1: d'éléments de c5 est élément 
de c__!':. 

En effet, soit a t E et posons a' = ç;. cr. 1:(a) ; soit r. l'élé1nent de c5 
qui échange a et a'. 

L'égalité ÇJ . cr.'ë(a) = r.(a) entraîne cr.1:(a) = ÇJ.r.(a), d'où cr.1: = ÇJ.Jt, 
d'oü ç..lj.'ë = r.. 

CoROLLAIRE (*). - Pour tous ç., cr, 1: E d , on a (?.cr. 1:)2 = identité. 

On va introduire une relation d'équivalence dans E X E ; on dira 
que (a, b, c, d ) est un parallélogramme de E si la permutation cr qui 
(·ebange a, c est la même que eelle qui échange b, d. 

On dit alors que (a, b) ,____. (a', b') si (a1 b, b', a') est un parallélo­
gramme. 

Il est ünmédiat que [(a, b) ,.__,(a', b') ] < => [ (a, a')~ (b , b') ]. 

Cette relation est une relation d'équivalence : réflexivité ct symétrie 
~'iiÜ immédiates ; montrons la transitivité : 

Supposons (a_. b) ~ (a'1 b') et (a'1 b' ) ~ (a", b"). C'est dire que 
n' = ç.(b), b' = ç.(a) avec a" =-= cr(b'), b" = cr(a' ) . 

On peut poser b" = 1:(a), ce qui revient à a = 1:(b"). 

On a donc a" = cr.ç..1:.cr .ç.(b), ce qui n'est autre que 1:(b) d'apn'-' s le corol­
laire ci-dessus ; les relations b" = 1:(a) et a" = 1:(b) exprilnent que 
ca , b) ~(a", b"). 

LEMJ\Œ 18. - Pour tous a, b, c, a', b', c' , on a : 

[ (a, b) ~ (a', b') et (b, c) ,.__, (b', c') ] => [(a, c) (a', c')]. 

En effet, ces relations équivalent respectivement à : 

(a, a' ) r---- (b, b') ; (b, b') r-' (c, c') (a, a') ~ (c, c'), 
d'où la propriété par transitivité. 

LEMME 19. - Pour tous a, b, a', il existe un b' unique tel que 
(a, b) ,_. (a', b'). 

Car b' = ÇJ(a) où ? est l'élément de d tel que a'= ç.(b). 

On a désonnais tous les élé1nents pour définir une structure de 
groupe sur le quotient de E X E par cette relation d'équivalence. Sa 
commutativité résulte de ce que, dans un parallélogranune, deux couples 
opposés quelconques sont équivalents . 

('!') Cet rnoncé est d'ailleurs l- quiyalcnt , n w lgré· son apparence plus faible, à la 
propriété :l des translations . 
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On montre que ce groupe est ismnorphe au groupe des translations, 
et que celui-ci est identique au groupe des permutations de E qui trans­
forment tout (a, b) en un couple équivalent. 

Enfin, on n1ontre que, pour tout point 0 de E, E est n1uni d'une 
structure de groupe com1nutatif d'élé1nent neutre 0, dont le groupe des 
translations n'est autre que le groupe précédemment défini. 

Les élé1nents de c) ne sont autres que les symétries x ---7 (a- x) 
de ce groupe. Inverse1nent, il est bien évident que, pour tout groupe 
conunutatif G, les sy1nétries x ---7 (a- x) de G ont les propriétés 1, 2, 3 
exigées d'un ensemble d , et que le groupe des translations associées à 
ce c) n'est autre que le groupe des translations de G. 

ANGLES DE DEUX DROITES. 

Soit C~1, ~ 2) un couple ordonné de deux droites passant par O. On 
appelle angle de ce couple chacune des rotations qui amènent ~1 sur ~2. 

Il est inunédiat qu'il y en a deux : ce sont les angles ·d'une demi­
droite arbitraire de ~1 avec chacune des denli-droites de ~:!. 

On ne doit donc pas parler de l'angle de deux droites, mais des 
angles, de ces droites. 

Cette situation peut être éclairée par la généralisation suivante : 
soit A1 une réunion de den1i-droites d'origine 0, invariante par un sous-
groupe G de rJ{ (0) ; soit ~ E rJ{ (0) et posons A2 = ~CA1) ; toutes les 
totations ' de Go 9 mnènent A1 sur A2, d'où une n1ultiplicité d'angles 
de A1 et A2 ; si l'on désirait absolument associer un pseudo-angle uni­
que au c:ouple CA1, A2), ce serait un élément du groupe quotient 
rJ{ CO)/G. 

CONCRÉTISATION DES ANGLES. 

Soit 0 t I1 et soit D0 une demi-droite d'origine O. L'application 
T ---7 T(D0) est biunivoque de rJ{ (0) sur l'ense1nble des de1ni-droites 
d'origine 0 ; d'où une identification cmnmode de rJ{ (0) avec l'ensemble 
de ces de1ni-droites. 

D'autre part, la trace d'une telle demi-droite sur le cercle Ca de cen­
tre 0 et de rayon a > 0 caractérise cette den1i-droite ; d'où une seconde 
représentation : les angles sont représentés par les points du cerele Ca 
nluni du point origine ~ = Do n c a ; on sait qu'il est :parfois con1nlode 
de prendre a = 1. 

C'est ce cercle qui va conduire à la notion de n1esure des angles. 

MESURE DES ANGLES . 

Dégageons d'abord les caractères essentiels de la 1nesure des gran­
deurs telles que aires, volumes. Soit E un ensemble et soit A pn ensen1­
ble de parties de E ; on suppose que si X1, X2 E A, on a aussi 
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X1 U X2 E A. Une mesure sur A est une application X--:) f(X) de A 
dans R +- telle que : {CX1 U X2) = fCX1) + {CX2) pour tous X1, X2 dis­
joints ou « presque-disjoints » en un sens qu'on précise aisément dans 
chaque cas. 

Donc, d'une part, A est un ense1nble de parties de E, stable par 
réunion finie ; d'autre part, f est une fonction. 

Rien de cela n'existe dans le cas des angles : d'une part, la somme 
de deux angles ne s'interprète pas comme réunion d'ensembles ; d'autre 
part, l'expérience élémentaire IUOIÜre qu'on ne peut pas espérer une Ine­
s.ure unifonne qui soit un nmnbre. Il va falloir procéder en sens inverse 
et prendre pour n1esure une application convenable de R dans l'ensenl­
ble des angles. 

Ce ne sera pas autre chose qu'une mise en forme 1nathén1atique de 
l'opération concrète d'enroulen1ent d'un fil (représentant R ) autour du 
cercle Ca, de telle sorte que l'origine d e R vienne s'appliquer sur l'ori­
gine w de Ca. 

DÉFINITION : On appelle mesZire des angles toute application cp de R 
sur le groupe additif des angles telle que : 

cp(x + y) = cp(x) + cp(y) pour tous :r, y E R . 

Pour éliininer les cp singulières, on doit ajouter que cp est continue ~ 
ce qui revient à dire que cp (x) est petit quand x est petit. On n10ntre 
que cp est périodique ; soit !J.. sa période. Lorsque !J.. = 27t, on dit que la 
niesure est faite en radians. 

Pour tout angle o , on appelle 1nesure de o , tout élément de 

1- 1 ( F;) ; ils sont de la fonne x + n~J.. (n entier quelconque). 

On peut encore énoncer ceci en disant que le groupe des angles est 
isomorphe au groupe quotient R/~J..Z, c'est-à-dire au groupe des nombres 
réels modulo !l. . 

10. - AXIOMATIQUE DE L'ESPACE A TROIS DIMENSIONS 

Il y a peu de chose à ajouter aux aximnes du plan pour obtenir 
l'aximnatique d e l'espace : 

a) Par trois points, il passe au moins un plan. 

b) Tout plan qui contient deux points distincts d'une droite la 
contient en entier. 

c) Pour tout plan P, il existe une partition du cmnplén1entaire de P 
en deux parties non vides E1, E 2 telles que tout intervalle qui a ses extré­
nlités dans E1 et E 2 respective1nent rencontre P. 

Mais ces énoncés ne sont vraünent clairs que s'ils sont intégrés à 
l'ensemble des autres axiomes. Aussi allons-nous énoncer explicitement 
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l'ense1nble des axion1es de l'espace. Pour éviter des redites, nous ne 
ferons cette explicitation que pour l'aximnatique à base affine. 

*** 
L'espace est un ense1nble E muni d'une structure par la donnée d'un 

ensemble 9J de parties de E, appelées droites, et d'un ensemble ljJ de 
parties de E, appelées plans ; ces droites et plans étant eux-mêmes 
munis de structures que précisent les axiomes. 

On supposera que E contient au Inoins deux plans, que tout plan 
contient au moins deux droites, et que toute droite contient au moins 
deux points. 

DÉFINITION On dit que deux droites D1, D2 sont parallèles 
(D1//D2) si, ou bien CD1 = D2), ou bien CD1 n D2 = !2}, et D1, D2 sont 
contenues dans un mê1ne plan). 

J. AXIOMES D'INCIDENCE. 

a) Par deux points distincts quelconques de E passe nne droite et 
nne seule. 

b) Pour tout a E E et pour tonte droite D, il passe par a une paral­
lèle et une seule à D. 

c) Tout plan qui contient dezzx points distincts d'une droite la 
contient en entier. 

d) Pour lozzi triplet (a, b, c) de points de E, il existe au moins zrn 
plan contenant a, b, c. 

II. AxiOMES D'ORDRE. 

a) A chaque droite D sont associées deux structures d'ordre total 
sur D, opposées l'une de l'autre. 

b) Pour tout couple CD1, D2) de parallèles distinctes, et pour tous 
points a1, a2, b1, b2 tels que ail bi E Di (i = 1, 2), toute parallèle à ces 
droites qui rencontre [a1a2 ] rencontre aussi [b1 b2]. 

c) Pour tout plan P, il existe une partition du complémentaire de P 
en deux parties non vides telles que 

(rr1 E E1, a 2 EE~) => (P n [ ntn~ J non vide). 

III. AXIOME DE LA STRUCTURE ADDITIVE. 

A l'ensemble E est associée une application d de II X II dans R + , 
appelée distance et telle que : 

a) d(y, x) = d(x, y) pour tous x, y. 

b) Pour toute droite D, tout a ED, et tout nombre k > 0, il existe 
dans D, de chaque côté de a, un point b unique tel que d(a, b) = k. 
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c) (x E [a,b]) => (d(a,x) -i- d(x,b)=d(a,b)). 

d) Pour tout triplet A, B, C de droites paralleles contenues dans un 
même plan, et pour tout couple de sécantes les rencontrant respective­
Jnent en a, b, c et a', b', c', 

(b milieu de (a, c)) =:> (b' milieu de (a', c')). 

IV. AXIOME DES PERPENDICULAIH.ES ET DE LA SYMÉTHIE . 

a) Pour tout plan P, il existe sur l'ensemble des droites de P une 
relation binaire symétrique notée 1 et telle que 

1) (A 1 B) => (A et B ne sont pas paralleles). 
2) Pour toute droite A de P, il existe une droite B de P telle que 

A 1 B. 
3) Pour tout couple (A, B) de droites telles que A 1 B, 

(A'//A) <:>:-::> A' 1 B. 
b) Pour tout triplet non-aligné (0, a, b), où d(O, a)= d(O, b), si 

n' et b' désignent les pro jecfions de a, b sur D(O,a), D(O, b) respective­

ment, les mesures algébriques de ùa' et Ob' sur les droites orientées 
D(O, a), D(û, b) sont égales. 

Dans ce dernier énoncé, on définit ainsi la projection x' de x sur D : 
x' = x si x D ; et si x <-=1 D, x' est l'intersection de D et de la perpen­
diculaire :\ D passant par x (elle est unique d'après IVa). 
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