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INTRODUCTION 

Ce travail reproduit, à peu de choses près, le contenu d'une confé­
rence que nous avons faite à Sèvres, le 24 novembre 1951, aux profes­
sèurs de France et de Belgique qui participère.nt aux trois journées d'in­
formation des 24, 26 et 27 novembre sur les Mathématiques. 

Nous n'avions pu, faute de temps, que donner les définittons fonda­
mentales des cycles et de la congruence paratactique en les tirant d'un 
cadre élémentaire et en faisant jouer certaines « opérations cycliques » 
(partie A du travail). M. le Professeur L. GoDEAUX nous avait demandé 
une rédaction de cette conférence que nos occupations de l'époque ont 
retardée et nous nous en excusons auprès de tous ceux qui lui avaient 
fait bon accueil. 

Il nous avait paru opportun de compléter ces premières indications 
pour donner une idée des ressources des notions ainsi définies. Il nous 
fallait évidemment prolonger notre étude pour rejoindre les définitions 
différentes des nôtres, données par les créateurs de la parataxie. En effet, 
nous fûmes sensible à l'objection d'un collègue de Belgique qui avait lu 
l'ouvrage magistral de CooLIDGE : « A Treatise on the Circle and 
Sphere », et s'étonnait de ne pas apercevoir, dans notre définition élé­
mentaire des cycles paratactiques, l'indétermination des cercles perpen­
diculaires communs. 

Nous avons donc (partie B et C) complété cette lacune en suivant, 
du moins dans ses grandes lignes, le plan d'un travail qui nous est per­

. . sonneZ et fort antérieur (192.9) à la date de la conférence. Ces précisions 
de dates montrent que ce travail ne peut avoir aucune prétention quant 
à la nouveauté, ce n'est qu'une vulgarisation d'une science toute faite, et 
encore fort incomplète. Il y a lieu de conseiller au lecteur que le sujet 
passionnerait de se reporter à la note L de la septième édition des 
<<Leçon& de Géométrie élémentaire (Géométrie dans l'espace) »,de M. Jac­
ques HADAMARD, qui est de 1932. 

Nous n'avons pu développer ici la théorie de toutes les opérations 
anallagmatiques, la métrique d'un système de deux cercles, et n'utilisons 
que celles que nous rencontrons en chemin dans ce travail. Nous avons 
dû renoncer aussi à étudier les correspondances très intéressantes entre 
un cycle et son centre (ou le transposé d'un point fixe par rapport à ce 
cycle), qui mènent plutôt loin : et en particulier nous ne parlons pas de 
la représentation sur deux feuillets sphériques de tout cycle orthogonal 
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a une inversion négative I, due a M. GAMBIER. Le lecteur qui voudra 
consu.lter son traité (Mémorial des Sciences mathématiques, no 104-, 
<< Cycles paratactiques ») reconnaîtra les théorèmes présentés d'une ma­
niere différente. La nuance qui sépare nos deux mémoires est que l'en­
semble considéré par M. GAMBIER est celui des cycles orthogonaux a I et 
qu'il ne définit pas l'opération paratactique de M. HADAMARD sur l'en­
semble des points de l'espace, ce qui est le point de vue de ce maître et 
le nôtre. 

Dans notre étude, nous avons fait systématiquement usage du pro­
duit vectoriel, ce qui proscrit toute virtuosité géométrique élémentaire, 
qu'on n'accepte que lorsqu'elle est le f'ruit d'une réflexion personnelle. 
Il serq_it aussi injuste de négliger cet instrument familier que de s'en pas­
ser dans l'élude des torseurs (en statique ou en cinématique) : cette étude 
présente avec celle de la congruence para tactique des liens étroits. 

Pour convaincre le lecteur de l'intérêt que présentent nos opérations 
cycliques r;) et o, nous nous bornons a remarquer ici qu'en transformant 
les cycles orthogonan:r a I par l'opération o~ de centre S (S pôle de l), 

2 
on reconnaît aussitôt qu.'ils deviennent les cycles orthogonaux a (S), 

sphère orthogonale a (l) et de centre S. Les diverses congruences para­
tactiques de l'opération I sont transformées en des congruences de 
contact orthogonales a (S). Le théoreme fondamental que tout cycle 
orthogonal a I est l'intersection de deux congruences paratactiques de I 
prend l'aspect tout a fait familier suivant: un cycle orthogonal a la 
sphere orientée (S) est déterminé par son point d'entrée s dans (S) et son 
point de sortie cr hors de (S), qui sont les points centraux des deux 
congruences de contact normales à (S). 

L'ouvrage s'adress·e à nos collegues professeurs, parmi lesquels nom­
breux sont ceux qui s'intéressent a la géométrie (même celle qui ne joue 
qu'un rôle devenu plus restreint dans les programmes). Nous évoquons 
ici la grande reconnaissance que nous avons autrefois éprouvée pour 
M. BouLIGAND, auteur d'une excellente << Gémnétrie Analytique », qui 
nous a guidé, a nos débuts en Spéciales; en donnant des indications sug­
gestives sur des matières que les programmes postérieurs a 1902 proscri;, 
vaient formellement. 

Nous exprimons notre reconnaissance à l'Association des Profes­
seurs de Mathématiques, qui a bien voulu publier ce travail dans le cadre 
de publications cependant beaucoup plus modernes. 

Paul RoBERT. 
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CONGRUENCES PARATACTIQUES DE CYCLES 

A. - PREMIERS ELEMENTS D'UNE GEOMETRIE DES CYCLES 

Il s'agira exclusive1nent de gémnétrie réelle à trois din1ensions. 
La notion de l'orientation de l'espace et ses applications, y compris 

la théorie du produit vectoriel, sont supposées connues. 
Le choix d'une unité de longueur et du sens positif de rotation sont 

censés effectués une fois pour toutes. 

1. 

Un « cycle » est un cercle sur lequel un sens déterminé de parcours 
est choisi (sens « positif » du cycle). 

Il existe un vecteur c; ayant pour origine le centre C du cercle, pour 
support l'axe du cercle, pour longueur celle du rayon du cercle et dont 

le sens soit tel qu'autour de èq; le sens positif àu cycle résulte 'd'une· 

rotation de sens positif. On peut appeler c-;- le vecteur lié du cycle. 
Un point de l'espace peut être regardé comme un cycle de rayon 

nul : un tel cycle n'a plus de direction déterminée de plan ou d'axe : son 
vecteur lié est nul. 

La correspondance entre un cycle et son vecteur lié est biunivoque. 

Soit V le vecteur libre défini par la classe des vecteurs équipollents 
~ 

à Ccp : le cycle peut être représenté par l'ensemble de son centre C et du 

vecteur V (un point, un vecteur libre) par la notation (C, V). 

2. Axe tangent à un cycl•e 

L'orientation d'un cercle en cycle définit un sens positif sur cha­

cune de ses tangentes. En un point M quelconque du cycle (C, V), le 

vecteur unitaire U de << l'axe 'tangent » a ses élé1nents bien déterminés. 

La définition de V, avec la notation du produit vectoriel, équivaut 
8 celle-ci : 

(1) 

car CM, U, V déternünent les arêtes d'un trièdre orienté (trirectangle) 
qui est positif ou direct : 

JVJ = R CM= R JU! = 1. 
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3. Cycles tangents 

Deux cycles ayant en commun un point 0 sont << tangents »: par 
définition, lorsqu'ils ont même axe tangent en O. 

Cherchons à quelles conditions deux cycles (C1, V 1) et (C2, V 2) sont 
tangents. 

Analyse : Supposons qu'un certain point 0 soit commun aux cer­
""'""des et que l'axe tange_nt, de vecteur unitaire U, leur soit commun en O. 

D'après (1) 

Par soustraction en résulte : 

y;_ V7 = c2& A v. 
-- -">- -">- -- -- -- --- -­Posons V 2-V1 = 1:1 V et C2C1 = - !:l.C (!:l.C est mis pour û)C2- <ùC1, . ""'"" accroisse1nent de <ùC, û) étant une origine fixe arbitraire) ; la relation 

trouvée s'écrit : 

""'""(2) !:lV= V A !:l.C. 
""'"" -">- ­De plus, les vecteurs U et !:l.C sont orthogonaux, puisque V est ortho­

gonal à ë~o et c--;ü. 
La formule (2) apprend que ~C et ~ sont orthogonaux et isomé­

lriques, car : 

-- - -">- · 'it ---­16.VI = lUI X J!:l.CJ X sin 

i:v ..l ~ê (orthogonalité) 

-
2 

= i!:l.Cj. 
. 

Cette double condition est nécessaire pour que les cycles 

(Cl\t;\ (C2V;) soient tangents (ou en contact). 

Mais l'ense1nble des deux conditions et 

1~VI = ~C[ (isométrie) n'est pas suffisant pour entraîner le contact des 
cycles. Il est visible que le contact exige, fie plus, que les trois vecteurs 

_._ -~ -~ -~ -~ -~ 

c1c2 = 1:1c C1so1 = v1 C2cp2 = v2, 

tous contenus dans le plan . perpendiculaire en 0 à la tangente U, sont 
coplanaires. 

Synthèse : Supposons les cycles (C1, V 1) et (Cz, V z) tels que les 
conditions suivantes soient remplies : 

I~VI = Jàèj 
-;;-v ..1 -s:c 
Tc, v:, y; coplanaires (paràllèles à un même plan). 

Ces cycles sont-ils tangents ? 

Excluons 'le cas banal où AC= 0 et alors ~V= 0, les trois condi­
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tions pouvant être considérées com1ne remplies ; alors les cycles sont 
confondus, et d'ailleurs tangents en tous leurs points. 

Dans le cas général, ni ~C, ni ~V ne sont nuls ; ils déterminent une 
direction de plans P. Sur une perpendiculaire au plan P, on peut défi­

nir un vecteur unitaire V de sens tel qu'une rotation d'un angle droit, 
- - >- - ­autour de U, de sens direct, a1nène !lC sur IlV à une équipollence près, 

d'après les deux premières conditions.---- est dès lors trirectangle et direct. IlLe trièdre orienté (llC, IlV, U) 

s'ensuit que ~V= Ù A ~C, en considérant, d'après la première condi­

tion, que IWI = fUIITcl. 
Faisons jouer la troisième condition de l'hypothèse : le plan paral­

lèle à c~c. v7: v;) est parallèle à la direction de ~v . v;-- v7: il a la 

direction de P. Donc, V~· et v; sont chacun orthogonal à Û. 
v 1 étant orthogonal à U, la rotation considérée précédemment amène 

un certain vecteur à être équipollent à V1 ; on peut prendre son origine 
en C1 et son extrémité 0 satisfait à 

-- 'loo- -- ;,....- ->­vl = c1o Au c1o 1. L· c1o 1. v1. 
Il s'ensuit IVll = IClO I = ocl. On voit que le point 0 n'est autre 

que le point du cycle CC1, VJ où la tangente positive a l'orientation·- ­. --;,....­de U (il existe puisque V1 J.. U) (1). 

Ajoutons membre à membre les relations 

~V=-~CAU 
)et V7 = C7û A Ù. 

On obtient v;-= CzÛ Au. CzO, comme clc2 et Go, est ortho­

gonal à V et aussi à -v;, 
Donc, !Vzl = !CzOI et on voit que le point 0 n'est autre que le point 

du cycle (Cz, V--z) où la tangente positive a l'orientation de -U. 
Il est prouvé que les deux cycles sont bien tangents en O. 

4. Cydes paratactiques 

Nous conviendrons de dire que deux cycles tels que la différence 

vectorielle Xv de leurs vecteurs soit à la fois isométrique et orthogonale 

au vecteur &"C ayant pour ·extrémités les centres des cycles sont para­
tactiques. 

(1) Si on avait v7" = 0 et forcément c-;-o .= 0 le raisonnement est à modifier,--mais alors 0 est confondu avec C1 et le cycle (C?, V2 ) passe par ce point C1 • 
On doit ainsi considérer que : un cycle et le cycle point ayant p.our centre un 

quelconque de ses points sont deux cycles tangents . 
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!~VI= !ÂC! 

~-v-'- ~c. 


Deux cycles tangents sont un cas particulier de cycles paratactiques, 

mais la réciproque n'est pas vraie, d'après ce qui précède ; pour CC1VJ 
et (C2v';), les cycles paratactiques ne sont tangents que lorsque 

(.6.C, v7, v;) ,sont coplanaires. 

La notion précédente (dite de parataxie), qui généralise celle du 

contact, pour deux cycles, est réflexive [(C, V) est paratactique à lui.;. 
_ ,_ - >­

même] et réciproque, car - ~C et -~V sont isométriques et orthogo­
naux. 

Nous connaissons, d'après l'analyse vectorielle faite en (3), une 
condition nécessaire et suffisante pour que les deux cycles soient para­

lactiques : c'est qu'il existe un vecteur libre unitaire V orthogonal 

à i:C et vérifiant la relation vectorielle-- ;,...­(2) ÀV=U AÂC. 

s. Notion de transformation cyclique. Dilatation des· cycles (linéaire) 

Toute opération faisant correspondre à un cycle arbitraire un autre 
cycle selon un procédé déterminé sera dite cyclique lorsqu'à deux cycles 
arbitraires paratactiques, cette opération fait correspondre des cycles 
homologues paratactiques. Uf!-e opération cyclique conserve la parataxie. 

Ce qui précède donne un exemple très simple d'une telle opération : 

K étant un vecteur libre donné, à tout cycle (C, V) on peut faire corres­

pondre le cycle (C', V') tel que 

C' soit le 1nême point que C, 

V'=V+K. 
Vérifions que si CC1, v;) et (Cz, y;) sont paratactiques, leurs hmno­

logues (C'1, vr;) et (C'z, ~) le sont aussi. Nous posoris : 

ic:=c';-~ 
iV'= y,;_y;-1· 

On voit que ilV' =~V ; la relation "ile = -:ié est évidente. 

Cette opération 2;'k est une opération cyclique : nous l'appellerons, 

car elle est très particulière, la dilatation linéaire de vecteur K (2). 

(:2 ) Ainsi d:;ms un . plan, la transformation des cycles du plan, en augmentant ou 
diminuant leurs rayons d'une longueur donnée, est une dilatation : s<;m vecteur est 
perpendiculaire au plan . 
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6. Dilatation rotatoire 

-:.­
Soit S un point fixe de l'espace : si le vecteur SC d'origine fixe S est 

dénoté, pour abréger, è, un cycle est représenté · par deux vecteurs 
:.- ­libres C et V. 

Donnons-nous, en plus de S, un angle e. (mod 27t). On peut faire cor­
:.- )o­

respondre à ce cycle, supposé arbitraire, le cycle C', V' tel que 
( :.- - :.­
' C' = c cos e + v sin 0

(3) ­) :.- ­( V' = - c sin e + V cos e. -- _,_ -:.­
Montrons que cette opération est cyclique: soient (C1, VI), (C2, V2) 

deux cycles dont les hon1ologues sont cc-7, v-7), cë;, v:;) .-- -- -- ·· -:.- -- - - - :.­~C' = C'2- C'1 = CC2- C1) cos e + CV2- V1)sin e = ~c cos e +ilV sin o, 
-:.- -- ·-:.- -- - --- -:.- _,_ -­
À V'= V'2- V'I=-(C2-Cl)sin e + (V2-VI) cos a=-~C sine+~v cos a 

_,_ -- -- -­~c et ~V sont, si (C1, V 1) et (C2, V 2) sont paratactiques, orthogonaux 
et isométriques. 

Les formules précédentes montrent qu'en faisant tourner de a l'en­
_,_ _,_ - - >-­

semble de ces vecteurs ~Cet~V autour du vecteur ~CA~V, on en déduit 

tes vecteurs ~C' et ~V', qui sont donc orthogonaux et ~sométriques : ceci'-- _,_prouve que (C'1, V'1) et (C'--2, V' -2) sont paratactiques. 

L'opération précédente o0 est donc cyclique (dilatation rotatoire 
d'angle a et de centre S). 

7. Remarque 

Les cycles homologues de ëê;:, v;) et (C';, v;), supposés paratacti­
ques, le sont aussi quel que soit e. On peut chercher à détermin~r a pour 

_ ,_ _,_ - ­
que, plus particulièrement, ces cycles cc; 'v;) et cc; 'v~ ) soient 
tangents. 

Pour qu'il en soit ainsi, d'après le (3), il faut et il suffit que-- -:.- et V; soient . trois vecteurs coplanaires ; ou ëncore que~C', V; 


v;, ~V'= V~ -v; et ~C' soient coplanaires. 


Or, le plan de ~V' et iC (passant par S si tous les vecteurs sont 
dotés de l'origine S pour fixer les idées) est le même que celui de 

~y et. ~C. Ce plan est fixe, indépendant de a. Soit Sz un axe perpendicu­
-:.- -­laire à ce plan (sa direction est celle de ~CA~V). Il faut et il suffit pour 

que cc;, VT) et (C~, v;) soient tangents que V; soit orthogonal à Sz ou 

proj --v; = 0, soit : 
l'z 

- sin aproj cl + cos aproj v1 = 0 

Sz Sz , 


2. 
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équ on qui détermine 6 à uh 1nultiple près de 1t ; à moins que l'on ait 
proj C1 = 0, proj V 1 = 0, mais alors les cycles donnés seraient eux­

::.z Sz 
- 'loo- - 'loo- ---')oo­

rnêmes tangents et l'équation devient une identité : cc.' v.) et cc;' v~ . )
1 J ~ ~ • 

sont alors tangents quel que soit 6 .. .. 
On peut donc, par une opération 00 de centre S et d'angle-convena­

ble, transformer deux cycles donnés paratactiques en deux cycles tan­
gents. 

8. Etude géométrique d'une dilatàtion rotatoire · 

Considérons le cycle (C, V) et prenons comme plan de figure le plan 
'loo- 'loo­

déterminé par S, le centre C et l'axe du cycle, il . est parallèle à C et V. 
Ce plan coupe orthogonale1nent le cycle en deux points A et B dia­

Inétralement opposés sur lui (fig. 1). 

A' . 

FIG. 1 

>- 'loo­

D'après la fonnule (3), les vecteurs C' et V' sont aussi dans le plan 
ùe figure : ce plan coupe donc le cycle en deux points A' et B' diamétra­
Jeinent opposés sur (C', V'). On peut faire correspondre ces points aux 
points A et B par les considérations suivantes : 

'loo- -­Soit t le vecteur unitaire de la tangente positive au cycle (C, V) au 
point A : il y a un des points A' ou B' où la tangente positive au cycle 

(C', V'), perpendiculaire aussi au plan de figure, a le sens de 7: conve­
nons de l'appeler A'. 

De même, B et B' sont tels que les tangentes positives aux cycles 
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respectifs (C, V) et (C/, V') en ces points .aient comme vecteur uni­

taire -7. 
~ ~ 

On peut appeler A et B les traces du cycle (C, V) [sous-entendu sur 

le plan SCV] et A', B' les traces du cycle (C', V'). A' et B' sont respec­
tivement traces associées de A et B dans la dilatation rotatoire o8 • · 

~ ~ 

La forn1ule (1) du paragraphe 2, appliquée au point A du cycle C, V, 

donne V= CA Al, mais on en déduit d'après la formule du double pro­
duit vectoriel : 

~ )>-- ~ ­

V A t = t X [CA. t] - CA [ t. t]. 
-~ )>-­

Or, le produit scalaire de CA par t est nul et celui de t par t est l'unité. 
Il vieht : 

)>-- )>-- -J>-­v A t=-CA ou 
___,_ )>-- )>-- ___,_ )>-- J>--

CA=-VAt. De même C'A'=-V' At'. 
~ - >-­

Exprimons SA' en fonction de SA : 

CA= VAt. De même C' A' = V' A t'. Exprimons SA' en fonction de SA : 

-J>-- -J>-- _.,_ - - ~ . ~ )>-- ~ 

SA' = SC' + C'A' = SC cos e + V sin e + [ C sin o - V cos e] A t 
-- - .,.._ l>- _.,_ ~ = (SC - V A t) cos e + (V + SC A t) sin 6. 

--~~--->-- -J>--

Or, SC- V A t = SC + CA = SA 
~ ___,_~-- --~ ~~ 
V + SC A t = CA A t + SC A t= SA A t. 

En définitive : ----SA'= SA cos 6 +(SA--At) sine, ce qui s'interprète 
ainsi : 

-J>-- _.,_ 

SA' se déduit de SA par une rotation d'angle - e autour du vec­

teur, égal à -t, issu de S. De même en permutant les rôles de t et - t : 
-l>- - -- ­SB' = SB cos e- (SB A t) sin e. 

sB' se déduit de SB par la rotation d'angle - e autour du vec­

teur égal à -7, issu de S. Ces deux rotations sont opposées. 
On a ainsi une construction simple du cycle transformé d'un cycle 

(C,--V) par la dilatation rotatoire. 

Remarque : Quand e varie, A et B décrivent en sens inverse des cer­
cles de centre S, C décrit une ellipse de centre S qui admet ces cercles 

~ -~ ~ 

comme cercles de Chasles. Elle a des diamètres conjugués SC et SD =V. 

9. Transformation d'un cyc!e par inversion 

Nous considérons une inversion positive ou négative, qui peut aussi 
être une symétrie par rapport à un plan (cas limite d'une inversion posi­
tive). 

L'inversion est définie élémentaire1nent en tant qu'une opération 
ponctuelle : si un point M parcourt un ce1;cle C toujours dans le mê1ne 
~ens, le point inverse M' parcourt le cercle (ou droite) inverse, toujours 
dans un même sens. 
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A un cycle porté par le cercle C, on fait correspondre non pas le 
cycle défini par le sens de déplacement précédent, mais ledit cycle ou 
son opposé selon les cas : 

1o pour une inversion négative, convenons d'orienter le cycle inverse 
d'un cycle C dans le sens qui correspond (par la transformation ponc_- . 
luelle, inversion considérée) au sens positif du cycle C ; · 

2o pour une inversion positive (en particulier pour une symétrie par 
rapport à un plan), orientons le cycle inverse au cercle C dans le ·sens 
contraire de celui qui s'obtiendrait par la convention précédente. Cette 
convention peut se qualifier orientation tqngentielle du cercle inverse. 

Dans tous les cas, si on envisage une sphère variable S (qui peut être 

un plan si C est une droite) passant par C, et son inverse S qui est une 

sphère ou plan passant par le cercle inverse C, si _S tourne dans le sel)s 

direct autour du cycle c:-s tourne également dans le sens direct auto~r 

du cycle ~nverse s:­
Remarquons aussi qu'en deux points M et M de deux courbes inver­

ses, les tangentes à ces courbes respectives sont symétriques par rapport 

au plan médiateur du seg1nent MM. Pour deux cycles inverses, les tan­

gentes positives en M et M à ces cycles respectifs : 1 o n'ont pas des 
orientations symétriques par rapport à ce plan médiateur si l'inversion 
est positive ; 2o ont au contraire . des orientations symétriques par rap­
port au plan 1nédiateur si l'inversion .est négative. On résume ces obser­

vations en énonçant qu'il existe un même cycle-rqui est simultanémel1t 

tangent au cycle C en M et au cycle inverse Cen M. Et ce cycle est son 
propre inverse dans l'inversion. · 

Deux cycles C1 et C2 étant tange_nts en un point M, leurs cycles 

cl et c2 inverses sont, d'après les obs_ervations précédentes, eux-mêmes 

tangents au point inverse M (car ils ont 1nême tangente positive en M, 
résultant comme il a été dit de la tangente positive commune en M à 
C1 et C2). Ainsi, l'inversion conserve le contact des cycles. 

La supériorité de la co,nvention d'orientation tangentielle pour i:·es 
cycles à celle de l'orientation ponctuelle se conçoit d'après le théorè,Ihe 
suivant : 

Deux cycles cosphériques (ou en particulier d'un même plan) qui:,ne 
sont pas eux-mêmes tangents sont toujours homologues dans une inver­
sion unique (avec l'orientation tangentielle) ; et, réciproquement, deux 
cycles inverses sont cosphériques (3). 

(3) Cette proposition peut · s'établir en ramenant la figure, par une inversion 
effectuée sur l'ensemble des deux cycles, à une droite (orientée) et à un cycle : il existe 
(sauf s'ils sont tangents) une inversion et une seule qui échange ces deux éléments : 
un des cycles qui leur soit tangent est une droite orientée parallèle à la droite et 
tangente au cycle, il y en a une et une seule et son point de contact avec le cycle est 
le pôle de l'inversion considérée. 
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Soit S le pôle d'une inversion échangeant les deux cycles r et r1. 
Les axes des cercles sont dans un même plan avec S (plan de la figure 2). 
Les traces de r sur ce plan sont les points A et B ; les inverses A1 et R: 
ile ces points sont eux-mêmes les traces de r1. 

5 

D'après notre convention d'orientation des cycles inverses, les tan­
gentes positives en A et A1 aux cycles respectifs r et r1, qui sont parai­- - ;.­lèles, sont de sens contraires : appelons-les At et A1t1. 

e étant un angle arbitraire, appliquons au cycle r la dilatation rota­
toire ô0 de centre S qui le transforme en un cycle r' : rf a sur le plan 
de figure les traces A' et B' déduites de A et B, ccnnme on l'a noté dans 
le paragraphe 8 ; pour fixer les idées, A' se déduit de A par une rotation 

de - e autour de l'axe d'orientation At mené par le point S. La dilata~ 
lion ô_0 change le cycle r1 en un cycle r ; ayant sur le plan de figure les 
traces A;· et B;·: A; ' se déduit de A1 par une rotation de + e autour de 

l'axe d'orientation iG_f;_ mené par le point S ; c'est aussi une rotation- 0 
de - e autour de J'axe issu de S et d'orientation At. 

Ainsi, A' et A;' sont transformés de A et A1 par la même rotation 

de point invariant S ; ils sont alignés avec S et SA'. SA ;' = SA . SA1 . 
A' et A;· sont inverses dans l'inversion considérée. Le mê1ne résultat est 

.vrai de B' et B;· . La dilatation ô_ 0 de centre S est l'opération inverse 
de o • Donc : · 0 

.Quand un cycle r subit une dilatation rotatoire o0 ayant pour centre 
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le pôle de l'inversion, son cycle inverse r1 subit la dilatation rota­
toire o_0 inverse de la pré,cédente. 

11. Influence de l'inve·rsion sur la parataxie 

Considérons deux cycles paratactiques U et V ; sbumettons-les à 
une inversion de pôle S, nous obtenons les cycles U1 et V1· Que peut-on 
dire de U1 et V1 ? 

On sait qu'il existe, moyennant un certain choix de 6, une dilatation 
rotatoire o,1 de centre S qui transforme U et V en deux cyles tangents 
; U' et V'. L'inversion considérée change U' et V' en u; et V; . D'après ce 
qui précède, U ; se déduit de U1 par la dilatation rotatoire o_6 de cen­
tre Set V; se déduit de V1 par o_0. . 

Puisque l'inversion conserve le contact des cycles (paragraphe 9), 
U~ et v; sont tangents . Com1ne U1 et V1 se déduisent respectivement de 
o; et V; par o0 (inverse de o_8), U1 et V1 sont paratactiques (paragra­
phe 6). 

En définitive, toute inversion transforme deux cycles paratactiques 
en deux cycles paratacti<jues. 

Il s'est agi d'une inversion à pôle, c'est-à-dire qui ne laisse pas inva­
riant le point de l'infini. La propriété précédente est encore vraie dans 
le cas où l'inversion n'altère pas le point de l'infini, c'est-à:-dire se réduit 
iJ une syn1étrie par rapport à un plan : dans ce cas, la proposition est 
triviale (évidente) . 

En résumé : l'inversion conserve la parataxie ; 
les transformations de cycles qui sont des produits d'inversions ou 

opérations anallagmatiques sont des transformations cycliques. 
Mais, cependant, il y a des opérations cycliques qui ne sont pas 

anallagmatiques, telles les dilatations linéaires et rotatoires. Leur étudy 
est un prolongement intéressant (géométrie cyclique) de la géon1étrie 
anallagmatique . . 
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B. - LES CONGRUENCES FONDAMENTALES 

12. Congruence de contact de cycles 

On désigne ainsi l'ensemble des cycles ayant un point 0 com1nun 

et un axe tangent OT donné en ce point O. 

0 est dit le po_int central; l'axe <Yï' est l'axe central de cette famille. 
. 

Désignons par V 
~ 

son vecteur unitaire. 
Deux cycles d'une mê1ne congruence de contact sont tangents (au 

point central). Réciproque1nent, deux cycles distincts appartenant à une 
Blême congruence de contact sont tangents (en un point déterminé). 

Le lieu des centres des cycles d'une congruence de contact est le 
plan n perpendiculaire en 0 à OT : car tout tel centre est évidemment 
dans ce plan. Inversen1ent, à un point arbitraire C de ce plan correspond 

le cycle (C, V) de la fa1nille, V étant défini par : 

V= CO A îJ =V A OC (c'est la formule Cn de Cl. 2). 

Les axes des cercles sont contenus eux-mêmes dans 'it'. Le plan 1t' est 
le plan central de la congruence. 

Cas limites : Une telle congruence contient un cycle point (0, zéro) 

pour C en O. Lorsque C s'éloigne à l'infini dans 'it', le cycle (C, V) corres­

pondant tend visibleinent vers l'axe of : l'axe central peut être consi­
déré. comme cycle de rayon infini de la famille. 

Par tout point distinct de 0 passe, 1noyennant cette convention, un 
cycle de la famille et un seul. 

Une inversion ayant 0 comn1e pôle transforme la congruence de 
contact en une faniille d'axes (cycles de rayon infini), ayant la même 
direction et le même sens. Ainsi, toute famille d'axes de 1nême orienta­
lion sera considérée (pour l'extension de 1 9) comme une congruence de 
contact, le point de contact étant alors le point de l'infini. 

Remarque : Dans ce chapitre apparaît déjà une singularité nou­
velle de cycles, le cycle de rayon infini ou droite orientée (axe). Nous 
aurons à définir la parataxie de deux cycles dont l'un est un axe et la 
transformation d'un axe par une dilatation (linéaire ou rotatoire) : il y 
aura lieu de vérifier la permanence du résultat général : deux cycles para­
tactiques, dans une telle opération, sont transformés en deux cycles 
paratactiques. 

13. Congruence paratactiq.u.e de cycles 

Considérons une congruence de contact (0, U) définie par son point 

central 0 et le vecteur unitaire V de l'axe central. 
Soit de plus un nombre donné ç ;= O. 

/ 

Transformons les cycles de la congruence par la dilatation linéaire 

d:; (I, 5) de vecteur W =pU ; ce vecteur est normal au plan central. 
On · obtient une nouvelle famille de cycles qu'on appelle une 
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congruence paratactique, parce que deux cycles quelconques de la famille 
sont paratactiques : en effet, ils sont déduits par d~ de deux cycles tan­
gents, cas particulier de cycles paratactiques.

1 

\ 
Le lieu des centres de ces cycle-s pour la congruence paratactique 

est le plan fl, qu'on appelle plan central de cette congruence ; le point 

central est 0, l'axe de vecteur unitaire V passant par 0 est l'axe central. 
Pour un point C du plan central, il existe un cycle de la congruence 

de centre 0 (paragraphe 12) ; cette fois, son vecteur est donné par la 
formule : 

V=ÙAûC+W=ÙAOC+~ù C4). 
Quand C est rejeté à l'infini dans 1t, le cycle correspondant tend 

(d'après le cas limite correspondant examiné dans 12) vers l'axe central, 
car ce cycle ne diffère de son correspondant de la congruence de contact 

que par un vecteur négligeable ~U devant son vecteur V AOC qui est 
très grand. Nous dirons donc que l'axe central est un cycle de rayon 
infini de la congruence paratactique, et c'est le seul. 

Une congruence paratactique de << scalaire » ~ non nul ne contient 
pas de cycle point; en prenant C en 0, on a le cycle de rayon minimum 

~ 

(0, ~U) qui est situé dans 1t. Son rayon est R = 1~1· C'est le cycle central; 
son axe est l'axe central. 

Le vecteur V 
~ 

d'un cycle de la congruence paratactique n'est pas un 
-~ 

vecteur arbitraire, car sa projection sur l'axe central OT est celle de W, 
soit ~ : 

~ 

proj V= ç (5). 
-~ vr , 

Il est évident qu'une congruence paratactiq11e de scalaire nul ?= 0 
se réduit à une congruence de contact. Pour ~ =/= 0, on aura une 
congruence paratactique proprement dite. ~ s'appelle aussi paramètre 
de la congruence paratactique. 

14. 

Inversement, si un vecteur V a sa projection orthogo{Lale sur l'axe 
-~ 

central Ot égale au paramètre ~' il lui correspond un cycle déterminé de 

la 	 congruence paratactique : en effet, soit 
~ 

v la projection ortJ::togonale 
~ -~ 

de V sur le plan 1t ; il existe un cycle de la congruence de contact (0, Ot) 

de 	vecteur ;, soit C son centre ; on a vu dans (l, 5) que CO = ~ A rï ou 
-~ ~~ ~ -~~ 

OC= v Au (d'ailleurs, u, OC, v déterminent un trièdre trirectangle 
-~ 	 ~ 

direct, OC est isométrique à v). 
-~ ~ ~ 

OC= v Au entraîne aussi : 
-~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 

OC= V Au (6) car V= v+ W et W Au= O. 

Sens des cycles autour de OT. 
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~ 

Soit un cycle (C, V) de la congruence paratactique distinct de l'axe 

central, le plan du cycle passe par 0, car OC est orthogonal à V 
d'après (6). 0 a comme puissance par rapport au cercle du cycle : 

OC!~- V2 = OC2 - (v2 + W 2), et comme OC= v 
V2 W 2OC2 - =- =- \!2 =- R2 < 0 0 est intérieur au cercle. 

Un observateur placé suivant l'axe central, les pieds en 0, la tête 
-~ 

sur la demi-droite OT, est placé par rapport au plan du cycle du 1nême 
-~ 

côté ou non que le vecteur Cr.p du cycle, selon que \! est > 0 ou < 0 
(puisque d'après (5) proj Ccp = (!). Si \! > 0, le mobile M qui décrit le cycle 

-~ 

01' 

déplacé dans son sens positif tourne dans le même sens de rotation 
-~ -~ 

autour de Ccp et OT, 0 étant intérieur ; ~i ? < 0, c'est l'inverse. Donc : 

Selon que le paramètre ? de la congruence para tactique .est positif 
ou négatif, les cycles de la congruence paratactique << tournent » dans le 

-~ 

sens direct, ou le sens contraire, autour de l'axe central orienté OT. 

15. Inversion principale de la congruence paratactique 

La formule de la puissance de 0 par rapport au cycle donne un 
résultat important ; sa valeur- R2 est indépendante du cycle. C'est aussi 
la puissance de 0 par rapport à toute sphère passant par tout cercle de 
la congruence. 

Autrement dit, les cercles supports des cycles et les sphères précé­
dentes sont invariants dans l'inversion 1 de pôle 0, de puissance - R2 , 

avec R = ]?]· 
On l'appelle inversion principale de la congruence paratactique ; 

elle est essentiellernent négative (sauf pour 9 = 0, cas où la congruence 
~e réduit à une congruence de contact). 

A noter que l'axe central et les plans passant par l'axe central sont 
aussi invariants dans 1. 

16. Retour sur deux cycl·es paratactiques 

On a vu que deux cycles d'une mê1ne congruence paratactique sont 
paratactiques entre eux. Exan1inons, réciproquement, le problème sui­
vant : 

Deux cycles paratactiques (non nécessairement tangents) appartien­
nent-ils à une même c9ngruence paratactique ? 

-~ -~ 

Il s'agit de deux cycles de rayon fini CC1, V1) et (C2, V2) tels que par 
-~ -~ -~ 

hypothèse les vecteurs cl c2 et v2- v1 soient à la fois orthogonaux et 
-~ 

isométriques. clc2 #- 0, les cycles étant distinds. 
Pour trouver toutes les solutions du problème, il nous faut trouver 

~ . 

le point 0, le vecteur unitaire U, le paramètre \! définissant une certaine 
congruence paratactique. Si elle existe, on a d'après (4) : 

-~ ~ -~ ~ v1 = u A -oc1 + ?u 
-~ ~ ~ 
V2=UAOC2+?U 

3. 
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Cette relation où C1 et C2 sont des points distincts détermine le vec­

teur Dà condition que v;-- Vr .et ~c2 soient orthogonaux, ce qui a lieu. 
~ -~ -~ 

Le yecteur libre U est bien déterminé et il résulte du fait que V2- V 1 

et c-;:-C2 sont isOinétriques que iDI = 1, uest unitaire. La direction est 

orthogonale à v_;-- Vt, donc : 
-~ -~ 

proj v';- v7 = 0 soit proj V1 = proj V 2. 

Il ll Il 

D'après (5), il est nécessaire que ~ ait con1me valeur celle qui est 

commune aux deux projections précédentes. Maintenant, l'opératio~ d~ 


~ ~ 

€st connue puisque W = 9U est connu. 
-~ -~ 

Considérons les cycles CC1, v1) et CC2, v2) concentriques aux cycles 

donnés et dont les vecteurs sont : 


-~ -~ -~ -~ ~ 

v1 = V1- ~u v-:_= v2- ~u. 
-~ -~ 

Ü~ a proj V1 = proj. V1 - ~ = Û et de Dlême proj V2 . 0. 
~Il Il 
Il 

-~ -~ ~ 

V1 et V2 sont donc orthogonaux à U. 

Comn1e u;----;;_ =Y; - v7 est par hypothèse orthogonal et isomé­
-~ -~ 

lrique à cl c2, les cycles (Cl, vi) et (C2, D2) satisfont aux conditions de 
parataxie. Ils sont prouvés être de plus tangents si l'on vérifie que les 

---~ -~ -~ 

trois vecteurs clC2, V], V2 sont coplanaires (voir chapitre A, paragra­
phe 3). 

D'après la détennination de U, on a : 
-~ -~ -'lo­

IV2- V1 ! = !C1C2j sin (U, C1C2) 
-~ -~ ~ --~ 

et comme IV2- Vl ! = clc2 sin (U, C1C2) = 1, u est orthogonal à clc2. 
-~-~ -~ ' 

V1, V2 et C1 C2 SOnt bien coplanaires, puisqp e tous trois orthogo- d 
~ 

naux à U. 
-~D'après (A, 3), les cycles CC1, v1) et CC2, v2) sont tangents en un cer­

tain point O. 
-~-~~-~____;~~~ 

Donc, V]= clo Au, V2 = C20 Au. u est le vecteur unitaire de 
la tangente positive--com1nune en O. 

-~ - ­Les cycles CC1, vl) et (C2, v2) appartiennent à une même congruence 
de contact de point central 0, dont l'axe central OT a le vecteur uni­

taire U. 
-~ -~ ~ -~ -~ ~ -~ 

Comme vl =Dl+ ~u. v2 = V2 + ~u. les cycles donnés (Cl, Vl) 

et CC2, v;) appartiennent à la congruence paratactique d'axe central. OT, 
de point central 0 et de paramètre 9· 

Donc : deux cycles paratactiques distincts appartiennent à une 
congruence paratactique unique. Dès lors : 
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Pour que deux cycles soient paratactiques, il faut et il suffit qu'ils 
uppartiennent à une même congruence paratactique. 

->- _,_ -~ ~ -~ 

Remarque : Le vecteur U (défini par V2- V 1 = U A C1 C2) est, 
-~ -~ ~ 

d'après la démonstration, perpendiculaire au plan de v 2- vl =~v. et 
--~ ~ ~ 

de C1~2 = ~C. Son orientation est telle qu'autour de U, une rotation d'un 

angle droit de ~C l'a1nène sur ~-v (les vecteurs libres sont supposés figu­
rés avec une 1nên1e origine). 

Le point central 0 est évidem1i.1ent cmn1nun aux plans des deux 
cycles et il a Inê1ue puissance par rapport aux cercles supports des 
cycles, ce qui le détermine sans ambiguïté. C'est le centre radical de ces 
cercles, ou de quatre sphères, dont deux passent par l'un des cereles et 
les deux autres par l'autre cercle. 

17. Axe !)aratactique à un cycle 

La définition primitive, donnée pour deux cycles paratactiquès, n'a 
plus de sens quand le cercle support de l'un d'eux devient une droite. 
Mais on peut l'étew:lre en convenant de dire que l'axe (droi_te orientée) 
et le cycle sont paratactiques lorsqzz'ils appartiennent à une même 
congruence paratactique ; le théorème précédent sera ainsi général. 

S'il s'agit de · deux axes, ils peuvent appartenir à une même 
congruence paratactique singulière seule1nent, car une congruence para­
tactique proprement dite n'a qu'un seul axe : si elle est de contact, elle 
contient deux axes lorsque ceux-ci ont même orientation. Deux axes sont 
donc en parataxie lorsqu'ils sont parallèles et de même sens : ils sont 
tangents au point à l'infini de l'espace. 

. Soit le cycle (C, V) et l'axe t't qui lui est paratactique : c'est l'axe 

central d'une congruence paratactique à laquelle intervient (C, V). 

Soit V le vecteur unitaire de l'axe et ~ le paramètre de la congruence, 
0 le point central. 

D'après la formule (6) du paragraphe (B, 14) 

OC= VA7Ï. 

Le point 0 est le point de rencontre de t't avec le plan du cycle. 
(Nous supposons la congruence paratactique proprement dite et alors ce 
point est unique). 

-~ '>- ,_ 

Réciproquement, si OC ' V Au (ce qui entraîne que 0 est dans le 

plan du cycle C, V, car OC j_ V), la congruence paratactique de point 
' ,_ 

central 0, d'axe central t't, d'orientation du vecteur u (et passant par 0) 

et de paramètre 9 = proj V, contient le cycle (C, V) et l'axe t't. 
u _,_ ,_ ~ 

La condition OC= V Au, où 0 désigne le point de rencontre du 
plan du cycle avec la droite t't, est donc nécessaire et suffisante pour la 
parataxie du cycle et de la droite. 

Congruences paratactiques de cycles - APMEP - 1960



- 2'0 -­

Remarque (fig. 3) : OC est perpendiculaire commune à la droite ft et 

à l'axe du cycle. Appelons r le rayon du cercle portant le cycle (C, 
~ 

V) et r~. 

1t
l'angle de la droite t't et du plan de ce cercle (0 < r~. ~ - ) . En valeur 

2 
absolue : 

- )>- · ~ ~ 

lOCi= lVI X /ul X sin CV, u) ou OC= r cos r~.. 
On retrouve le fait que 0 est intérieur au cercle. 

~ 

Proposons-nous de déterminer les axes paratactiques au cycle (C, V) 
et coupant son plan en un point 0 donné intérieur au cercle ; ici, 

0, C, V sont donnés et il faut rechercher ri. Le vecteur 71 peut être décom­

posé en un vecteur u;- du plan du cycle et un vecteur u;- perpendiculaire 
il ce plan : 

~ -)'- - )o­

u = U1 + ll 2 . 

VA ri= V A li;, car VAu;-= 0 (les vecteurs V et u2 étant colinéaires). 

D'où OC= VAu~ et CO= u~A V. 
Le trièdre orienté des vecteurs CO, u~ vqui est trirectangle est 

-~ . 

direct d'après cette fonnule. u1 est équipoJlent au vecteur déduit du vee­
l 

'ir )o- --)o­

teur unitaire de CO par la rotation de + - aut
2 

our de V. u 1 est cm1nu. 

- )'­
11 2 est tel que 

" · 
u :+ u~= l ll 1 = 

CO 
- r 

2 
u = 

~ 

C0 2 

1­ - -r'2 ' 
d'où deux valeurs opposées poùr ll::: . 

FIG. ~ -
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Donc : Par tout point 0 intérieur au cycle passent deux axes para­
tactiques au cycle, dont les supports forment avec le plan du cercle l'an­
gle a. défini par : 

co 	 . 
cos a.= - (C centre du cycle, r rayon). 

r 
Ces deux .axes sont symétriques par rapport au plan .du cycle. 

Si un mobile parcourt un tel axe t't dans son sens positif, il tourne 
,_ 

azztour du vecteur Ccp du cycle dans le sens direct. 

Cette propriété généralise celle des tangentes positives au cycle. 

Toutefois, l'angle de t't avec c; peut être aigu e~ la congruence paratac­
iique correspondante est de paramètre positif, ou obtus et la congruence 
p~ratactique correspondante est de paramètre négatif. 

· On reconnaît ici 	la théorie, que nous ne reprenons pas, des droites 
focales du cercle, précisée pour un cycle. 

A remarquer que l'ensemble des axes paratactiques à un cycle se 
compose d'une part de ses tangentes positives (~ = 0), d'autre part de 
ses axes focaux (9 > 0, 9 < 0). 

18. 	 Homologue d'un axe dans· une transformation cyclique 

!)ar d'natation linéaire 


Soit l'axe donné t't de vecteur unitaire 'il, le cycle C, V et un vec­

teur arbitraire K définissant, comme on l'a vu, une dilatation linéaire de 

vecteur K: dr. 
Montrons que l'axe t; t1 (parallèle à t't, de vecteur unitaire "il éga­

lement) déduit de t't par la translation de vecteur 'il A Kest l'homologue 
de l'axe t't par dk' : 

En effet, soit 0 la projection orthogonale de C sur t't, on a : 
_ ,_ .,_ .,_ . 


OC= V Au. 

,.._ ,_ 

Soit sur t; t1, axe déduit de t't par la translation de vecteur zz A K, 
l'homologue Û1 du point 0 par cette translation : 

_.,_ ,_ - -- - ,_
ÛÛ1=uAK Û1Ü=KAu. 

Par addition membre à membre, o:C = (V+ K) A ri. 
. ,_ 

Ce qui prouve que l'axe t; t1 passant par 01 et de vecteur unitaire u 

est paratactique au cycle (C, v+ K) qui est le transfonné par or 
de CC,·V).­

C.q.f.d. 
19. 

Le cycle honiologue d'un axe par une dilatation rotatoire a0 ne peut 
se définir par la première définition donnée en (A, 6) ; mais la seconde 

·. (A, 8), résultant de la construction des traces du cycle (C', V'), trans­
,_ 

.formé du cycle (C, V), peut être employée : S étant le centre de a0 , 
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rnenons le plan passant par S et perpendiculaire à notre axe t't, il le 
coupe en un point A : on peut regarder l'axe comrne un cycle orthogonal 
à ce plan en deux traces qui sont le point A et le point de l'infini. En 

faisant subir à A la rotation d'angle - e autour de l'axe d'orientation--t't 
et issu de S, on a la trace unique A1 du cycle transformé de l'axe t't, 
Jequel est un axe ayant n1êrne orientation que i't. 

Cette définition revient à poser si : 
- )loo- ~ 

t't = lim r quand une des traces de r s'en va à l'infini, 

transr. cte rf = lün F cr' transfonné de r). 
En particulier, un axe passant par S est invariant par o0 • 

On pourrait vérifier que si un cycle et un axe sont paratactiques, 
leurs transformés par o0 le sont aussi, n1ais un passage à la limite per­

met de s'en dispenser (la limite d'un cycle paratactique à F étant évi­

demment uri cycle paratactique à f'). 
Si un axe t't et un cycle r sont paratactiques, on peut déternüner 

C angle de la dilatation rotatoire o0 de centre donné S, de manière qu'elle 
-~ ~ ~ 

transforme t't et r en un axe et un cycle r' tangent à cet axe, ce qui 
généralise la propriété établie en (A, 7) : il suffit à cet effet que t ' t1 soit 

1 

parallèle au plan de r\ c'est-à-dire que c;[ x V') Cproduit scalaire) soit 

nul, ri étant le vecteur unitaire con1n1un aux axes f[ t--::-C. & est défini 
par l'équation : 

- (C X zz) sine + (V X u) cos 6 = 0 à 7t près. · 

La définition du cycle homologue d'un axe par une inversion, elle, 
ne présente pas de difficulté, en se confonnant bien entendu à la conven­
tion d'orientation posée en (A, 13) ; en général, le transformé d'un axe 
est un cycle propren1ent dit. 

Les raisonnements faits dans les paragraphes (A, 10) et (A, 11) ne 
lombent pas en défaut quand l'un des cycles qui y intervient devient un 
axe. La conclusion que l'inversion conserve la parataxie est donc abso­
lument générale. 

20. Consé~uences 

Il iinporte de noter que tout cycle paratactique à la fois à deux 
cycles r1 et r2 paratactiques entre eux appartient à la congruence para­
lactique contenant r1 et r2 : en effet, une dilatation linéaire de vee­

teur - W transfonne la congruence en une congruence de cycles tan­
gents entre eux au point central 0 ; il suffit d'établir la proposition 
quand r1 et r2 sont des cycles tangents. Si, de plus, on effectue ensuite 
une inversion de pôle 0, il suffit d'établir qu'un cycle paratactique à 
deux axes de rnên1e orientation ne peut être qu'un axe de cette orien­
tation. Dans l'hypothèse contraire, un cycle aurait deux axes focaux 
distincts de même orientation, ce qui est absurde (C, 17). 

La figure inverse d'une congruence paratactique de cycles est donc 
une congruence paratactique de cycles ; en effet, elle est composée de 
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cycles tous paratactiques aux inverses de deux cycles distincts de la 
congruence initiale. 

. ,_ En particulier, l'axe central de la congruence initiale a cmnme 
inverse un cycle particulier de la congruence transformée. 

19bis. 

Donnons ici en annexe le calcul de l'effet sur un axe ft paratactique 

2 un cycle (C, V) de la dilatation rotatoire o de centre S et d'angle 6.9 

Soit ri le vecteur unitaire de rf, A la trace de cet axe, c'est-à-dire 

le pied sur t't de la perpendiculaire abaissée de S; A' le pied de la per­
-~ ~ -~ 

pendiculaire de S à l'axe t; t1 transformé par o8 de t't ; t; t1 a aussi u 
' ~ -~-comme vecteur unitaire. Posons pour abréger : a = SA, a' = SA'. 


_On a vu en (A, 8) que : 


~' = ';;cos 6 + C'7Ï A 7z) sin 0, 

et d'autre part :
- - ,_C' = C cos 6 + V sin 0, 

.... - ­V' = - C sin 6 + V cos 6. -- .... ­La condition de pm·ataxie est OC= V Au et 0 est un point de u'u, 

. donc s5 = SA+ k"iï., k étant un scalaire, d'où : 

C-a-ku=VAu. - - - .... ­
En multipliant scalairement les deux membres par -u, on a : 

(C.u)-(a.ll)-k=O, d'où k=(C-a).u. 

Nous devons vérifier la parataxie de f;l;_ et de (C', V'). Formons 
donc la différence analogue : ----= C' - X ( C' - ---u ­D a'- [11 a')] V' A u,----C'- a'= (C-a) cos 0 + --­(V- a A u) sin 6, 

d'où en multipliant scalairement les deux 1nembres par -u :-u X (C'--a')- = uCC--- -a) cos 0 + Cu.--V) sin 6 = k cos 6 +Cu.--V) sin 0, 

V' A ii = - CA 'ii sin 0 + VA 'ii cos 6. 

' = ku-+-V A u,- etPar hypothese, -c -a­---a'= ku cos 6 + V---A u cos 0 + V sin 0 - a A u sin 6.C' - -­
D-= CV.... + --C A u) sin 0 - --a A u sin 0 - [u --. V] sin 0. -uJ 

C- ~ = kri + VA ii. Multiplions vectoriellement les deux men1bres 

par -n : 

~ _,_ u2(C-a) Au= (V Au) Au= u(u. V)- V car = 1, 

.5 = vsin 6 + ~ sin 6 cri. v) - v sin o- [71. vJ sin oii = o. 
Donc, D= 0, ce qui vérifie que f;l;_ est paratactique au cycle CC, V'). 

C.q.f.d. 
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C. - PROPRIETES ANALLAGMATIQUES 


DANS UNE CONGRUENCE PARATACTIQUE 


19. Cycles· opposés. 

Le cycle opposé à un cycle donné est défini par le n1ên1e cercle de 
support, orienté dans le sens opposé à ce cycle donné. Cette notion est 
anailagmatique : -car toute inver~Ùon transforme deux cycles opposés en 
deux cycles opposés. Mais elle n'est pas cycliqne : une opération cyclique 
quelconque ne transforn1e pas deux cycles opposés en cycles opposés : 

par exe1nple, une dilatation linéaire dk change (C, V) et (C, -V) respec­
,_ - ,_ ,_

tivement en (C, V + K) et C (-V--!- K) qui ne sont pas opposés. 

20. Cercles· paratactiques. 

_,_ _,_ _,_-~ 

Si C1 et C:>. sont des cycles parataetiques, leurs opposés - C1 et - - C2 
sont aussi des c.ycles paratactiques (résulte des eonditions de définition). 

Il y a done lieu de dire que les cercles supports des deux cycles sont 
paratactiques : de Inême que les supports rle deux cycles tangents sont, 
évidemn1ent, des cercles tangents. Quand deux cercles sont paratactiques, 
le choix d'une orientation sur l'un entraîne celui d'une orientation de 
l'autre assurant la parataxie des deux cycles (1). 

Considérons une congruence paratactique de cycles, d'axe central 

orienté 'I'T (vecteur unitaire U), de point central 0 sur T'T, de paranlè­
tre ~· 

Les cycles opposés à ceux de cette congruence fonnent une nouvelle 
congruence paratactique dt; cycles de mên1e point central 0, dont l'axe 

central est opposé à celui de la première (vecteur unitaire - U), et dont 
le paramPtre est ~. 

Il suffit de revenir à la définition et de changer le vecteur \v= ?V 
,_ ,_ 

en son opposé qui est - - 'V = ~ X - ·V. 

La seconde congruence de cycles est dite· opposée à la première. Et 
il y a lien de dire que les supports des cycles de l'une ou de l'autre 
congruenee forment une congruence parafactique de cercles. 

Den~ congruences paratactiques opposées ont même paramètre ç; et 
par conséquent sont de Inême sens, indiqué par le signe +! ou - de ce 
paramètre. 

Dans la suite, certains théorèm~s concernant des congruences para­
tactiques de cycles auront, pour corollaires imn1édiats, des résultats 

(1) Il y aura ambiguïté pour deux cercles axiaux1 cas particulier dont l'examen 
suit immédiatement ceci. 

Congruences paratactiques de cycles - APMEP - 1960



25 

concernant des congruences paratactiques de cercles. Le lecteur verra 
immédiatement ces résultats que nous ne mentionnerons pas, pour 
abréger. 

Exemple : Il y a deux types de congruences paratactiques de cercles 
de même inversion principale négative I, de paramètres opposés ~ et---?· 

Problème. --Est-il possible qu'un cycle r' soit simultanément para­
tactique à un cycle r et à son cycle opposé - r ? 

Jo- Jo- Jo- Jo- Jo- Jo-

Soient r (C, V) et r' (C', V') IV- V'l =CC' !V+ V'l =CC' 
- Jo- -Jo- Jo- Jo- ­
V - V' ..L CC' V + V' ..L CC'. 

- Jo- Jo- Jo- Jo-
Le vecteur CC' orthogonal à V- V' et à V+ V' doit être orthogonal à 
Jo- Jo- Jo- Jo- Jo- Jo­v et V'. De plus, V -- V' est ison1étrique à V + V' : 

yz +- V'2 --- 2 (VV') = V2 -t-- V'2 + 2 (VV') donc (VV') = 0 
Jo- Jo­

les vecteurs V et V' sont orthogonaux et CC'2 = V2 + V'2. 

... ­
v 

' ·.... 
........ .. ---- .,"" 


FIG. 4 

On obtient deux tels cycles, dit axiaux, ou encore çonjugués} en figu­
rant deux eercles orthogonaux d'un même plan de centres C et C' et de 
rayons H et H' tels que 

CC'2 = R2 + R'2, 
puis en faisant tourner un seul des deux cercles autour de la ligne des 
centres CC' d'un angle droit (ce qui réalise V ..L V'). La figure des deux 
cercles est bien connue, c'est l'anneauc orthog.onal de cercles. Les orienta­

Jo- )lo­

tions des cycles sont arbitraires. sur ces deux cercles. Soient r et P' deux 
tels cycles. Il y a quatre congruences paratactiques définies par les cou-

Jo- Jo- Jo- Jo- Jo- Jo- Jo- Jo­

pies de cycles paratactiques (f, r'), (r, -r'), (-r, -r'), (-r, r'), 
les deux dernières étant opposées aux deux premières. Elles ont un point 
central con1n1un 0, car le centre radical des ·deux cercles est sur CC' et 
sur le plan radieal des sphères de centres C, C' et de rayons R,. R'. Les 
axes centraux sont tous sur CC' et les paramètres des congruences 9 et 

----: ~ sont données par ~ = ~2 + R~2 , le cercle central étant commun aux 

deux sphères. Ce cercle est perpendiculaire aux supports des deux cycles, 

- 4 . 
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ce qui signifie qu'il est bisécant à chacun d'eux et le coupe- de plus à 
angle droit. 

Rappelons la propriété essentielle des cercles d'un anneau orthogo­
nal : toute sphère passant par l'un est orthogonal â toute sphère passant 
par l'autre : car r est un cercle orthogonal à toutes les sphères passant 
par r' et réciproquement. 

Une inversion de pôle situé sur l'un _des cercles les transforme en 
une droite et un cercle ayant cette droite comme axe (d'où le nom ·de 
cercles a:riaux donné aux cercles d'un anneau orthogonal). Par exemple, 
le cycle central et l'axe central d'une congruence paratactique quelcon­
que constituent un système de cycles axiaux. 

21. Cycles axiaux d'une cong-ruence paratactique. 

Excluons le cas banal d'une congruence de contact, où un cycle quel­
conque est axial au cyele point central O. Supposons donc ~:;;L'O. Soient 

~ - . .. . 
(C, V) et (C', V') deux cycles de la congruence. 

La figure faite plus haut entraîne que s'ils sont axh1ux on ait : 

2 = 
d'où, inversement, la construction suivante : 

- ~ OC.OC' 

v 

r' 
FIG. 5 

Le cycle (C, V) - étant quelconque dans la congruence, prenons sur la 

droite OC le point C' tel que OC. 0C'=-~2=-R2 • C' es~ le centre du cycle 
~ ~ ~(C', V') . Les projections v et v' de V et V' sur le plan central (qui contient \-, 

C et C') sont des vecteurs orthogonaux et isométriques respectivement- -~ --------- --------- ~ - ~ ~ - ~à OC et OC': COu= C'Ov' = 45°. V= v+ ~UV'= v'+ ~U. En projec..- ~tion orthogonale sur le plan central les vecteurs V et V' ont des inter­
vailes inverses car 
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li- li-

Donc V et V' sont orthogonaux entre eux et à CC'. On a bien deux 
' li- li­

cycles axiaux (C, V) et (C', V'). 
Au eycle central correspond comme cycle axial l'axe central. Donc : 

les cycles d'une congruence . pal'atactique sont deux à deux axiaux ozz 
conjugués. 

22. Rota·tion anallagmatique. 

Une rotation ordinaire d'un angle CL autour d'un axe c~ donné 
1nod 2?t) est une opération ponctuelle, produit de deux symétries par 

rapport à des plans passant par l'axe et faisant entre eux l'angle :2IX 

(mod ?t). 
Une inversion transmue cette rotation ordinaire en une opération 

dite rotation anallagmatique (en abrégé anaro) : elle est de l'angle ex 
li-

autour du cycle r déduit de l'axe par l'inversion. 

Une rotation anallagmatique de ex autour d'un cycle -r (qu'on désigne 
par r CL) peut être considérée, d'une infinité de manières, comme le pro­
duit de deux inversions positives dont les sphères d'inversion S et S' 
passent par r et sont telles que 

(S, S'),._ = ~ (mod ?t) ; S ou S' est de choix arbitraire. 
r 2 . 

Cette proposition se déduit du théorème analogue sur la rotation autour 
d'un axe. 

Si, en particulier, CL= -n:, la rotation devient une transposition anal­
lagmatique ( an.atra) : l'opération est le produit de deux inversions posi­
tives dont les sphères d'inversion sont orthogonales . Deux telles inver­
sions sont des opérations permutables entre elles 

S X S' = opon anatra = S' X S. 

23. Produit de deux rotations conjuguées. 
li- li-

Soit un anneau orthogonal qe cycles r, r' et deux angles CL et 7.' 

(mod 2?t), Goursat et Bloch ont introduit une opération anallagmatiqne 

définie com1ne le produit d'une rotation ['CL autour de F, d'angle CL et d'une 
li­

1rotation r·CL' autour de r', d'angle CL Un tel produit r CL r'o.· ) équivaut au• 

produit de quatre inversions : soient en effet Sï et S z deux sphères pas- k: 

sant par r et tels que (S1; S2)r = ~ (n1od 1t) ; S' 1 et S'z deux sphères 

passant par Fr et tels que (S'1, S'z)r = ~ (mod ?t), l'opération w peut se 

dénoter symboliquement : w = S1SzS' 1S'z. Or S1 et S2 sont orthogonal.es 
chacune à chacune des sphères ,S'1, S'z, Donc Sz et S'1 sont des inversions 
permutables et w = S1S'1 s~ s' ~, S1 S' 1 et S2S'z sont deux ana fra s. 
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De n1ême S1 et S' 1 étant pennutables, ainsi que Sz et S'2, S1 et S':!, on 
a encore : 

' 
<J.) = S\S1. S' ::S:2 = S' 1S' 2. S1.S2, 

ce qui nlontre que rar'a· = r'a'ra. 
Ainsi deux rotations conjuguées sont permutables : leur produit 

est aussi celui de deux · transpositions anallagmatiques autour de deux 
cercles U ct V (U étant l'intersection des sphères St et S\, V étant l'in­
tersection des sphères S2 et S'2) : 

w =l'a r'a' =ur. v r.· 

Le cercle U coupe le cercle r en deux points qui sont les points 
communs à r et à la sphère S'l' :.1 comme le cercle r est orthogonal à la 
sphère S'1, il est perpendiculaire (en ch:;tcun de ces points) au cercle U 
situé sur S'1. Ainsi U et V sont cospl1ériques et pel'pendiculaires aLZX 
cercles axiaux r et r'. Ce raisonne1nerit prouve, généralement, que tout 
cercle cosphérique à deux cercles axiaux est perpendiculaire à · chacun 
d'eux. 

24. 	Une congruence paratactique est de révol.ution autour de chacun de ' 
ses cycles. 

Il est évident, en prenüer lieu, qu'une rotation d'angle quelconque a. 
autour de son axe central change un cycle d'une congruence paratacti­
que K en un autre cycle de cette 1nême congruence. K est de révolution 
autour de cet axe central OT. 

Plus généralement une J'otation de r:t. autour d'un cycle quelconque 
~ 

r ,de IK change tout cycle de K en un autre cycle de K. Pour le voir, il 
suffit de somnettre la figure à une inversion d'ense1nhle dont le pôle soit 

situé sur 
~ 

r : la congruence paratactique K de cycles devient une nouvelle 

congruence paratactique K de cycles contenant la droite inverse de r 
-

(soit r) cmnme axe central. La rotation ra autour de 
~ 

r est transn1uée 

en une rotation ra de 111ê1ne angle autour de r : ra change tout cycle de 

K en un autre cycle de K. En revenant à la figure primitive par l'inver­
sion, on obtient la proposition annoncée. 

Ainsi toute rotation ra autour d'un cycle r de K conserve globale­
ment K. 

25. 	Opérations parataetiques· Ha de M. H.adamard. 

Ce sont des opérations du paragraphe 2R pour lesquelles on sup­(J.) 

pose a.'= r:t.. 
. 

Au cycle r 
~ 

de K correspond dans la congruence un cycle conjugué

r'. r:t. étant un angle quelconque (mod 21t) considérons l'opération : 

Ha= rar'a, 
produit des deux rotations du même angle autour de r . et r'. 
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Comn1e ra. et r'a. conservent globalement K, il en est de même de 
Ha.. Nous nous proposons de retrouver ici le beau résultat établi par 
André Bloch et M. Hadamard, savoir que l'opération Ha., dite opération 
paratactiqzœ de lœ:c'ongruence K, conserve individuellement chaque cycle 
de K. 

Etudions d'alwrd cmnment le point de l'infini est transformé par 

Ha.= ra. r·a., -r et-r: étant deux cycles conjugués (C, V)- et (C', ~v') de la 
congruence. 

Prenons pour sphère ·S1 le plan der et pour sphère S2 la sphère pas­

sant par r, telle que l'angle (S1, Sz)r = ~ (mod 7t), et de même (voir 23) 

pour sphère S'1 · le plan de r\ pour sphère S' 2 la sphère passant par f 
telle que l'angle (S'1, S'2)r· = ~ (mod 7t) 

ra.= S1S2 r'a. = S'1S'z. 
Le point de l'infini est inchangé par les inversions S1 et S'1 (symé­

tries planes) et est transformé par ·les inversions Sz et S.'2 en les centres 
respectifs Q et Q' des sphères S2 et S' 2. 1\i(ais on a aussi d'après 23 : 

ra f'a. = anatra (S1 S' J) X anatra (SzS'2). 

S1S' 1 est une transposition ordinaire: et n'altère pas le point de l'in­
fini. On aura à chercher l'effet sur celui-ci de l'anatra (S2S'z). 

Précisons la situation sur l'axe C<p (vecteur Ccp= -V) du cercle -r du 

·. - -­point n. En un point quelconque P de -r, la demi-droite Px portant PC, 
- - . -)lo­

la tangente positive Pz au cercle r, la de1ni-droite Py d'orientation Ccp 

· (Px, - ....:..--PzJ, Pz) soit positif (fig. 6). Laissue de P sont telles que le tri.~dre
tangente Pt (située dans le plan Pxy) à la sphère Sz est définie par : 

(Px, Pt)= -
Cl. 

(n1od 7t).
2 

4
Par rapport aux axes Px, Py; la droite PO a pour coefficient angu­

laire tg(~+7!-) ---: - cotg~. Donc CO=- cotg~ et com1ne PCPx = PC = Cfp,2L: . 2 PC L: . . y 

en
le rapport - · =- cotg 2

Cl. . 
Gf 

Maintenimt représentons, dans le plan central (fig. 7), la projection 

ortho'gonale c7; du vecteur c; et la projedion (Ù de Q. sur ce plan central. 

· ; · , oc- D Cw en o: oc 't t · t · C-v est ISOlnetnque a ... one - = == = - cotg 
2 
- , e an por e sur 

OC C!f 

l'axe Q;;; de sens OC, C(ù étant parallèle à l'axe oit du plan central tel 


-- ~- 7t .que (Ox1, Oy, )- = . Le coefficient angulaire de Ow, par rapport 
u 

+ 9~ . 
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-~ ~ 7!) 7t(IX IXaux axes Oxt, Oy1 est donc tg et enfin l'angle (OC, Ow)~ = 2+22 + 2 
(mod 7t), ce qùi détern1ine le plan passant par l'axe central et le point O. 

La cote du point n est le produit de celle du point cp par le rapport 

IX
c'est donc -~cotg 2.. 

FIG. 6 fiG. 7 . 

~ ~ 

Lorsque, dans ce qui précède, on remplace le cercle r par P', la 
sphère S2 par S'2, et le point o par Q.' on trouve de même 

a 7t · IX 
(OC,Ow')~== 2 + 2 (mod7t) et cote de ü'=- ~eotg 2, 

d.'t>ù le fait très simple que 0 et Q' sont dans 1,1n mê1ne plan avec. l'axe 

central et de lllêine cote w' 0' = wQ ; la Jigne des centres QQ~ des u u < 

sphères Q et Q' est une perpendiculaire à l'axe central. 
L'intersection des sphères 0 et Q' est un cercle W situé dans leur plan 

radical passant par 0 et invariant, con1n1e chaque sphère, dans l'inver­
sion principale 1. Le transformé du point de l'infini dans l'anatra (S2S'~), 
qui est d'axe W, est le centre W de ce cercle, qu'on trouve à l'interseetion 
de la droite OQ~ avec l'axe central. Il est déterminé par la relation : 

-- IX
OW = cote de 00' = - ~ cot 2. 

Conséquences : L'homologue du point de l'infini par H<X est le point 

de l'a:xe central de cote - ~ cotg 2
IX . 

Ce point ne dépend que de a. et nulle1nent du choix du couple des 

cycles axiaux 
~ 

r et 
~ 

r' considérés dans K. 
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Si maintenant r:~.. varie, le lieudu point W en question est l'axe central. 
Pour r:t.. = 0 (mod 27t) CHa est l'opération identique) et W est à l'infini. 

Pour r:t.. = 1t (mod 21t) Ho: est l'opération rr. r·r. ou produit des anatras 
d'axes r, r' 

cotg 2
Cl. 

= 0, 1]1' est en 0 point central ; é'est l'inverse du point de 

l'infini dans 1. 
Pour étudier n1.aintenant l'homologue M' d'un point quelconque de 

l'espace ~tf par l'opération Ho:= ra. r·~· on peut se ramener au cas pré­
cédent par un procédé qll:i a déjà servi : transmuons la figure p_ar une 
inversion d'ensemble dont le pôle est M : la congruence K se change en 
une congruence J)aratactique K* ayant M comme point central et M' 
se change en un point M'* situé sur l'axe central de K*, indépendant du 

~ ~ 

couple r, l"' de cycles axiaux de K. En revenant par la même inversion à 
la figure prin1.itive, l'axe central de K* devient le cycle de K passant par 
M. Donc:· 

La transformation H; a sw· tout point de l'espace le même effet quels 
que soient· les cycles axiaux de la congruence K qui ont servi à définir 
H _ : et quand r:t.. varie le lieu du transformé d'un tel point par Ha est un 
cercle de la congruence paratactique de cercles supportant K. 

cF, r'_) et (fi, f· 1 ) étant deux couples différents de cycles conjugués 
dans K, on a l'équivalence (de produits opératoires) : 

fa r'o: = rj(X r1·(J.. 

Définition : Une opération telle que Ha. =ra. r·a sera appelée dans la 
suite opération parata'ctique d'angle r:t.. définie sur la congruence de cycles 

K, et on peut la dénoter plus brièven1.ent Ka, puisqu'elle ne dépend pas 
du couple d'anarota.tions conjuguées r (J. et P'a . 

~ 

Tout cycle de K est conservé individuellement par Ha., comme on 

l'a vu : cela résulte du fait qu'on peut prendre r confondu avec ce cycle . . 

(auquel cas f' laisse ce cycle invariant). C'est le résultat de MM. André 
Bloch et Hadamard ànnoncé au début de (25). 

Remarques : Hr. = Kr.= rr. r'r. est l'inversion principale nég~tive 1. 
Ce qui précède prouve, ce que l'on ignorait jusqu'ici, qu'il passe par tout 
point de l'espace un cercle d'une congruence paratactique de cercles (et 
un seul) : r'est la trajectoire du transfonné de ce point par Ha. . Deux 
cycles distincts d'une congruence paratactique de cycles n'ont donc aucun 
point comn1un. 

Les opérations paratactiques rl'une même congruf.!nce paratactique 
de cycles ou de cercles constituent_un grnupe : 

Ka. K~ = K(J.+~ (mod 2rr) (Ka.)- 1 = K-a. 
On peut comparer les opérations paratactiques d'une congruence 

paratactique aux déplacements qu'éprouve un solide dans un mouvement 
hélicoïdal, l'analogue des cycles étant l'ensen1.ble des hélices trajectoiœs 
des différents points de ce solide. Et l'on appelle quelquefois une opé­
ration paratactique Hcx un « vissage paratactique ». 
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26. 

On va maintenant étudier toutes les congruences paratactiques 
d'inversion principale 1 donnée. Soit 0 le pôle, soit -- R2 la puissance 
de cette inversion. Rappelons à cette occasion des résultats géométriques 
élémentaires. 

Une sphère (ou un cercle) invariante (invariant) est dite (dit) sou­
vent orthogonale (orthogonal) à cette inversion négative. 

A tout point m de l'espace correspond une sphère orthogonale à 1 
ayant n1 cmnme centre : son rayon est tel que la puissance Om2 - 1'2 de 
0 par rapport à une telle sphère, soit - R2, ce qui donne r2 = Om2 -t- R2 • 

Soit (M) cette sphère. 
Quand m varie sur une droite !::.. de l'espace, les sphères (M) forment 

un faisceau linéaire de sphères1dont le plan radical passe par 0 et est 
perpendiculaire à !::... La puissance de 0 étant négative, ces sphères sont 
sécantes et ont en commun un cercle (C) dont l'axe est la droite !::.., dont 
le plan passe par 0, dont le' rayon 1'1 est tel que, o étant la distance de 
0 à !::.., r 12 = ()2 +- R2. (C) est un cercle orthogonal à l'inversion néga­
tive 1. Inversement, tout cercle de cette catégorie peut être regardé com­
me intersection de deux sphères orthogonales à 1. 

Les plans (ou droites) passant par le pôle 0 sont des sphères (ou cer­
cles) particulièr(e)s orthogonaux (orthogonales) à 1, puisque invariants 
dans 1. 

Cercles conjugnés. -- Pour que deux cercles forment un anneau 
orthogonal, il faut et il suHit, au point de vue anallagmatique, que deux 
sphères passant par l'un soient orthogonales à deux sphères passant par 
l'autre. On en déduit que toute sphère passant par l'un de ces cercles est 
orthogonal à l'autre cercle, autre forme de la condition d'axialité. Les 
particularités métriques de l'anneau orthogonal sont des applications 
immédiates de ces principes. 

, Théorèn1e : A tout cerc?e C orthogonal à I ·correspond un cercle 
unique C' qui est aussi orthogonal à 1 et qui est a:x~ial à C (ou qui forme 
avec C un anneau orthogonal de cercles). 

Considérons en effet sur C deux points .<< opposés », c'est-à-dire 
inverses dans 1 : par ces deux points passe une sphère orthogonale à C, 
bien déterminée ; elle est orthogonale à 1. Il y a une infinité de telles 
sphères (S), dont les centres sont dans le plan de C : la puissance de 0 
par rapport à ces sphères est - R2, et la puissance du centre c de C est 
aussi constante. 

En général 0 et c sont distincts, les sphères (S), d'après ces proprié­
tés, forment un faisceau linéaire de sphères dont le plan radical passe 
par 0 et (~ et est perpendiculaire au plan de C. La puissance de 0 étant 
négative, ces sphères (S) ont en cmnmun un cercle (C') de ce plan radical 
et C' est orthogonal à 1. 

C' étant commu11- à deux sphères orthogonales à C, C et C' sont des 
cercles axiaux. Le théorè1ne annoncé est démontré dans le cas général : 
ajoutons que si C a le point 0 pour centre, les sphères (S) deviennent 
des plans perpendiculaires au plan de C en 0 et c'est alors l'axe du cer­
cle C qui joue le rôle du cercle C'. 
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Nous dirons que C' est le cercle conjugué du cercle C par rapport à 
l'inversion néqatiue 1. Cette relation est univoque et réciproque. L'appel­
lation « cercles conjugués ~· tient au fait que les droites, axes des cercles 
en question sont des « droites conjuguées » par rapport à la sphère 

imaginaire pure rle centre 0 et .de rayon R V 1. 
En choisissant des cyeles sur C et C', on peut obtenir quatre ·systè­

mes de cycles ron_jngnés. A chacun de ces systèmes correspond une 
congruence paratactique de cycles bien déterminée, d'où quatre congruen­
ces de cycles deux à deux opposées, mais seulen~ent deux congruences 
paratactiques de cercles, dont les paramètres sont R et - R. 

27. Sens d'un anneau orthogonal de cycles. 
~ ~ 

Considérons d'abord le cas où C est une droite et où, par suite, C' est 
~ 

un cycle ayant cette droite comme axe. Lorsqu'un mobile décrit C' dans 
le sens positif de ce cycle, le plan déterminé par la droite C et le Inobile 

tourne autour de l'axe C 
~ 

dans un. sens déterminé. Suivant que ce sens 
•est direct ou rétrograde, l'anneau orthogonal est dit positif ou négatif. 

~ ~ 

Si un systèn~e de deux cycles (C, C') orthogonaux à 1 est formé de 
deux cycles proprement dits, ils . sont enlacés, car deux points opposés 
de C' sont avec C sur une même sphère orthogonale à 1 : mais ils sont 
sur deux « demi-sphères » (zones sphériques à une base) séparées par le 

cercle C. Lorsque cette sphère tourne autour de Cet fait une révolution 
complète, les points opposés d'intersection avec C' tournent toujours 
dans un même sens sur C'. Pour s'en rendre compte, on peut effectuer 
une inversion de pôle situé sur C, qui transforme C en une -·droite qui est 

~ 

entourée par le cycle transformé de C'. 
Lorsque le sens de déplacen~ent d'un des points opposés est direct 

~ ~ 

autour de C', le systè1ne des deux cycles C, C' est d'enlacement dit posi­
tif : si, au contraire, le sens de déplacement des points opposés sur G' 
est rétrograde autour de C', le système est dlt d'enlacement négatif. 

Deux cycles orthogonaux à I et axiaux forment plus particulière­
Inent un anneau orthogonal, qui, selon le sens de l'enlacement, peut être 
dit positif ou négatif. On vérifie que cette notion du sens de l'enlace1nent 
est indépendante de l'ordre des cycles, toujours par le procédé de l'in­

version signalé plus haut : si C 
~ 

est un axe, le système formé par C 
~ 

et 

une tangente positive quelconque au cycle C', est un système d'axes 
direct ou rétrograde selon que le sens d'enlacement direct ou rétrograde 

~ ~ . 

de C et C' est positif ou négatif, notion indépendante de l'ordre des axes. 
Il y a lieu d'observer que lorsqu'on transforme un système de deux 

~ ~ 

cycles enlacés C, C' par une inversion positive ou par une symétrie par 

rapport à un plan, ils deviennent deux cycles enlacés cl, C:1 qui sont 
encore enlaeés, mais le sens d'enlacement est changé. En effet, quand rn 

~ ~ 

parcourt C' dans son sens positif, son inverse m* parcourt C'1 dans son 
sens négatif (l'orientation de C'1 étant opposée à celle résultant de la 
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convention ponctue.lle}. La sphère inverse de la sphère Cm qui est Ctm* 
' 	 'tourne ~:wtour de C1 dans le même sens que Cm tourne autour de C (voir 

convention d'orientation tangentielle A9). En particulier le sens d'un 
annean orthogonal de cycles est changé par toute inversion positive. Il 
serait au contraire invariant dans toute inversion négative : par exem..: 

pie, l'inversion principale 1 de l'anneau, qui change les cycles C-et C'-en · 
eux-mêmes. . . 

On a déjà reconnu en B 16 que tous les cycles d'une congruencé 

paratactique K (axe central excepté) ont le même sens d~enlacement auec 
l'axe central. 

Il en r~sulte que si on considère un cycle particulier C-de K,- tous 
les autres cycles de la congruence para tactique ont un même sens d'en­

lacement anec C. On établit cette propriété en transformant K par une 
Jo"- ' 

inversion positive ou négative de pôle situé sur C de manière à ce que C 
devienne un axe, et en se ramenant ainsi à la proposition qui vient d'être 
rappelée. 

En particulier tout anneau orthogonal de cycles de K possède zzn 

'sens indépendant du choix de ce ~ystème de cycles conjugués dans -K : 

soit 	C, C' l'anneau et C1, -C'1 deux autres cycles conjugués de K : 

sens de C,--C' =sens de (C,--C'1) 
d'où sens de C, C' =sens de C1, C'1· 

sens de (C,--C'1) = , sens de CC1,- C'1)­
Il est aisé maintenant de préciser ce sens d'enlacement en considé­

rant com1ne cycles conjugués particuliers l'axe central et le cycle central. 

On a reconnu, toujours en A 9, qu~, suivant que le paramètre p de K­
est positif ou négatif, le sens d'enlacement du cycle central autour de 
l'axe central est respectivement positif ou négatif. 

Conclusion :Il y a deux sortes d'anneaux orthogonaux de cycles 
orthogonaux à 1: ceux de sens direct ou positif, pour lesquels 9 = + R >0 
et ceux de sens rétrograde ou négatif pour lesquelles 9 =- R < · O. On 
dira aussi que la congruence paratactique définie par l'anneau est posi­
tive ou négative selon que 9 = + R ou c- =- R. 

Cette distinction est capitale, quand on se borne à considérer des 
congruences paratactiques de cycles orthogonaux à une même inversion 
principale négative. 

28. 

Par tout cycle -A orthogonal à l'inversion négative 1 passent deux 

para tactiques K-et K' de cycles (c'est-à-dire que - ­congruences ~ 	 A E K, ­-A E K'),	- de sl'ns opposés (ou de paramètres opposés). 
En effet, il y a un cercle uniq~e . A' orthogonal à 1 et conjugué de A 

: ' 	 ­' 	 ' 

d'après (C, 26). Les seules congruences paratadiques contenant A sont 

celles qui sont définies par A,--A' (A'-étant le cycle de support A' tel que 
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l'anneau (A, A') soit direct) et par (A, --A'). La. première a pour para­
mètre + H., la seconde a pour paramètre -- R. . . 

VILe inversion positive dont la sphère d'inuérsion passe par l'un des 
cercles A ou A' change une quelconque des congruences K et K' en l'op­
posée de l'autre : 

Si, par exemple, la spl)ère S d'inversion passe par A, elle est ortho-
Jo- Jo- Jo­

gonale à A', A' est inchangé par l'inversion .et A est changé en - A. 
. Jo- Jo-

On retrouve ici qu'une rotation anallagmatique autour de A ou A' 
n'altère pas une telle congruence paratactique, car elle est le produit de 

Jo- Jo­

deux inversions de sphères passant'par le mê1ne cycle A ou A'. 
Réciproquement, on va voir que : 
Deux congruences paratactiques de cycles de même inversion prin­

cipale négative I et de~ sens contraires, ont en commnn nn cycle ortho-_ 
gonal à I et un seul. 

Jo- Jo- -Jo- ­
Soient zz1 et u2 les vecteurs unitaires des axes centraux OT1 et OT2 

Jo- Jo­

des deux congruences paratactiques ·K1 et K2. 

Si, d'abord, ces vecteurs sont colinéaires, deux cas : 
~ -Jo- . 

1o Zlt = u2 les deux congruences ont en co1nmun l'axe central et ne 
peuvent avoir d'autres cycles communs à cause des sens contraires 
d'enlacetnent avec l'axe central ; 

~ -Jo­

2 o Zh = - 112 les deux congruences ont en commun le cycle central. 
-Jo- -Jo-

Supposons n1aintenant différents les supports de Zlt et u2. Un cycle 
-Jo- -Jo­

commun à. K1 et K2 a nécessairement son centre C dans leurs plans cen­
traux P1 et P2. respèctivement perpendiculaires en 0 à OT1 et à OT2. 
Ils se coupent suivant la perpendiculaire .r'x en 0 au plan des axes een­

traux. Le ve·cteur du cycle commu·n, s'il existe, soit V, est perpendicu-
Jo- Jo­

laire en C à CO, c'est-à-dire à x'x : soient V1 et v~~ les projections ortho-
Jo­

gonales de V, respective1nent sur P1 et P2. CzJJ = OC, Cv2 = OC, donc 
-Jo- -J>­

l)I et V2 sont isométriques. 

F:ro. 8 

Soient /l, 1 et /l, 2 les plans passant par x'x et respectivement perpen­
.- _. 

diculaires à P1 et P2. Les distances de 'l'extrémité cp du vecteur V= Cq. 
aux plàns /1,1 et fl, 2 sont Cv1 et Cvz, donc cp est équidistant de /l,t , et /l,2. 
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D'autre part, puisque :K7 et :K; sont orthogonales à 1 et de sens 

contraires, elles sont de para.rnètres + R et - R. Pour fixer les idées ~ 
_.._ . -:Jo-- )-- -)-- )-­

est positive, J{ .! est négative. On a 1J1ei = Hu1, u2'~ =- Ru2. Ces vecteurs 
se projettent en vraie grandeur sur le plan perpendiculaire en 0 à x'Or. 
(plan de OT1 et OT2) : '9 s'y projette en un point cp' équidistant de P 1 et 

. ·~ ... ·' -~ 
P2, situé du côté de 'llt par rapport à la trace de P1, du côté opposé de Uj 

pa1.- rapport à la trace de P2. On voit que cp' est sur la bissectrice exté­
~ )o­

rieure de tangle TtOT2. V est donc de direction connue dans le pJan 
-:Jo-- . -)-­

bissecteur extérieur de Ou1 et de Ou 2 (direction ..L à Ox) . 

... ~\ 
,...."' 
(Projection sur le plan des axes centraux) 

FIG. 9 

Les vecteurs VJql et ~~ sont connus en grandeur, direction et sens. 
Le point rp', est donc déterminé par l'intersection de deux droites déduites 
des traces de P1 et, de P 2 sur le pJan des axes centraux par les transla.. 

' -- -)-- - )-­ . 
tions respectives d~ vecteurs Ru1, -· Ru2. 

Le vecteur Vprojeté sur ce plan selon o;·, et parallèle à ce plan, est 
entière1nent connu. 

Conune oè= .V ·A ü7", ocest connu. Le cycle cherché (C, V) n'est 
susceptible que d'une seule ,position. 

Synthf>se : Les triangles ~·ozz1 et q/Ou2 sont équivalents, car O:p' est 
axe de syn1étrie pour les traces de Pt et de P 2 et par suite pour les traces 

-:Jo-- - - -:Jo-- -)o­

de jj, 1 et jj, 2 • Les produits vectoriels Ocp' A Ûllt et Ocp' A Ou2 ont donc 
même longueur. Ils ont visiblement même sens sur x'x. Ainsi- )-- ­ -v Alli = V A u~ . 

Les relations OC= VAu~ et OC= VA-zr;, dont la seconde est 
\ . ~ 

conséquence de ]a première, prouvent que le cycle (C, V) appartient à 

chacune des congruences if; et :K;. 

Congruences paratactiques de cycles - APMEP - 1960



Le théorèn1e est dén1ontré : les deux congruences ont en con1mun 

un cycle et nn seul. 


29. 

Du théorè1ne du no 27 et de sa reciproque résultent que tout cycle 
prihogonal à 1 est bien déterminé par les deux congruences paratacli­
.'ques, l'une positive et l'autre négative, qqi contiennent ce cycle. 

Produit de deux opérations paratactiques de même inversion pl'in­
cipale et de sens contraires. 

Considérons deux congruences paratactiques de même inversion 

principale 1 et deux opérations paratactiques w =Ca C'a, cp= D~D'~ de 


- ">-- . ces congruences respectives. C, C' cycles conjugu,és de la première con­

gruence, n, D' cycles conjugués de la seconde, les sens étant contraires. 
Nous nons proposons d'étudier le produit wcp de ces opérations. 
Nos deux congruences étant de sens contraires, elles ont en commun 

' ~ -un cycle orthogonal à 1. On peut donc supposer les cycles C et D iden­

tiques. (:' et D' sont portés sur les cercles conjugi~és de C et D par rap­

port à I et ils sont opposés. Dans ces conditions cp= C~ L'-~· 


wcp = G~ C'a C~ C'-~ C' a est permutable avec C~ donc w<O =CaC~ C'a C'-~ ou 

wcp = Ca+~C'a-~ ·Remarquons que 

<pw=C~C'-~Ca 1 'a = CpCaC'-~C'a = Ca+~C'a~~ = <pw. 


D'où les résultats suivants : 

Deux opérations paratactiques appartenant à deux congruences 
paratactiqnes de cycles orthogonaux a1 et de sens contraires sont permu­
tables entre elles. Leur produit est équivalent au produit de deux ana­
rotations conjuguées. Les cercles conjugués << axes » de ces rotations 
sont les cercles de l'anneau orthogonal commun aux deux congruences 
paratactiques de cercles. · 

En particulier si ~ = (J. wcp = (J)cp = C2a . Donc : 

Le produit de deux opérations para tactiques ··de même angle de(J., 

. rnême inversion principale cl de sens contraires est une anarotation d'an­
gle 2~Y.. autour dn cycle commun aux congruences paratactiques direc­
trices des den;x· 0pérafions. 

30. Produit de deux opérations paratactiques de même sens orthogonales 

à 1 et d'angle ~ • . - 2 

Considérons deux congruences paratactiques de cycles, de 1nême 
sens, orthogonales à I. Soient w1 et w2. les opérations paratactiques de 

7t 
ces congruences d'angle 2. . 

Soient deUx points opposés quelconques rn et n. Par ces points pas­

sent un cycle de chacune des congruences paratactiques : soient A -.et B ­
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)o- )o- )o- ­

ces cycles. Soient A' et B' les cycles axiaux respectivement à A et B dans 
ces congruences. 

Wt=A1tA'1t w2 = B 1t B'1t . 
2 2 2 2 

:~o-r · :~o- :~o- :~o-

Les anneaux (A, A') et (H, B') sont de même sens. 
Menons par rn et n le cercle C perpendiculaire commun à A et B, 

c'est-à-dire le cercle orthogonal à la sphèTe contenant A et B. Ce cercle C 
est orthogonal à 1 ; il a un cercle conjugué C'. 

)o- ~ - ' 

Supposons C et C' orientés de telle sorte que l'anneau orthogonal 
'Il- )o- - - ,._ ,._

(C, C') soit de même sens que (A, A') et (B, B'). 
)o-

Le cycle B se d~duit du cycle A par une anarotation Cr autour du 
)o- )o- ,._ ­

cycle C (y étant la n1esure de l'angle des cycles A et B autour de C). 
)o­

L'ensenlble des sphères orthogonales à 1 et au cercle A est évidem­
:~o-

Illent transformé par Ci' dans l'ensemble des sphères orthogonales. à J et 

au cercle B ; il en résulte que Cr change le cercle A' en le cercle B' ; 
,._ ,._ ,._ 'Il- ..... 

comme les anneaux (A, A') et (B, B') sont de même sens, Cr change A' 

en B' (une anarotation ne · change pas le sens d'un anneau orthogonal). 
En définitive l'anarotation ci' transmue Wl = A1t A'1t en W2 =B1tB'1t· 

2 2 2 2 
Ecrivons que l'opération W2 est transmuée de l'opération <.ûl par ci'. 

W2 = C-yWt Cy. 
Donc WJ.W2 = w1 C-yw1 Cy le ter facteur <J)l = A1tA'r.·A-~A·_~=Iw 1 -t 

2 2 

d'où W1W2 = lw1-1C-ywtCy. 
L'opération w1 -tC_r' w1 est la transmuée de l'anarotation C-r par 

l'opération paratactique w1. Or û)l n'altère pas la congruence paratactique 
' ,._ )o- ' 

définie par (C, - C') qui est de sens contraire aux congruences para­
- )o- )o- ,._ ' 7t

tactiques (A, A') et (B, B'). Comme û)l est d'angle 2, elle change un cy,le 

d'une telle congruence en son cycle conjugué : C -est transformé par wi 

' -en- C', donc wl-tC-ywt = C'y. 
Il vient enfin 

Wl<.û2 = IC'yCy = c1t ,C'1tC'yCy = c1t+yC'r.+r· 
Le produit w1w2 est donc une opération paratactique de même sens 

que w1 ct 1J)2et de même inversion principale 1, d'angle r. +y. 
Conseqllence : Quels que soient les points opposés rn et n employés 

dans la constrilction précédente, l'angle y doit être le même (au sigrie et 
â 2kr. près), puisque r. -1- y est l'angle de la transformation paratactique 
w1w2. D'où le théorème suivant· : 

Etant données . deux congruences parata cliques de MÊME SENS et de 
même inversion principale, l'angle des cycles de ces deux congruences 
passant par un point arbitraire rn est constant quel que soit m.1 

! 
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On peut appeler cet angle << angle des deux congruences paratacti­
ques de 1n&me sens ». Cette notion est à comparer avec la notion d'angle 
de deux directions de droites en géométrie euclidienne. 

Den.r congruences paratactiqu~s de cycles de même sens, orthogo­
nales à I, n'ont aucun cycle commnn, à moins que tous leurs cycles ne 
soient comm.uns Oll deux· à deux opposés. 

En effet, si l'angle y des deux congruences est différent de k1r., les 
·cercles A ct B de ces congruences issues d'un point m sont distincts, quel 
que s.oit m. 

S'il .y avait un seul cycle commun on aurait y= k1t, c'est le cas oit 
les deux congruences paratactiques de cycles sont confondues ou oppo­
sées. 

31. 	Composition de deux opérations paratactiques quelconques de même 
sens·, et de sphè·re principale 1. 

Tout d'abord, d'après l'étude du paragraphe 29, toute opération para­
tactique de sphère principale l peut être dénotée ci't+Y C' r:+Y et peut être 
regardée ~mnme le produit d'opérations paratactiques de même sens 

qu'elle, d'angles égaux à ~. 
Prenons maintenant deux opérations- paratactiques quelconques 

~orthogonales à I. En appelant encore A et B les cycles de leurs congruen­

ces passant par un couple de points opposés déterminés m et n et A' B'-les cycles conjugués de A~ et B dans ces congruences : 

Wl _:__ AaA'a W:.! = B~B'~, 
C étant le cercle perpendiculaire com1nun à A et B en m et n on peut 

poser w1 = D1t D' r: X Cr: C' r: 
2 2 2 2 

(D, l)' est un anneau orthogonal à I et de mên1e sens que A, A' et que 
~-C, C'), 

. fi passe par n1 et n, 

de mên1e on peut poser(- è,- C') étant de même sens que (C, Ci). 
w2= C_r:C ' _1txE~E·~ 

2 2 2 2 

~-	 I de 1nême S('ns que B, B' et que C, C')(E, E' est un anneau orthazonal à 	 -- -­
d'où w1w~ = D1t D' r: x E1t E' r:. 

2 2 i 2 

D'après le paragraphe 29, Wtù)~ est donc une certaine opération para­
tactique d'inversion prineipale I et de même sens que <.ùt et w2. 

D'où le théorème suivant : 

Le produit de denr (et par suite aussi de plusieurs) opérations para­
tactiques de même sens, d'inversion principale I, est une opération para­
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tactique du même type. En d'autres termes, les opérations paratactiqzres 
positives (de sphère principale 1) forment un groupe, et les opérations 
paratactiques négatives (de sphère principale 1) forment un autre groupe. 

Ces deux groupes d'opérations paratactiques n'ont en commun que 
l'opération identique (d'angle nul) et l'inversion principale 1 (d'angle 7t). 

Toute opération de l'un des groupes est permutable avec toute opé­
ration de l'autre. Rappelons que le produit de ces opérations (lorsqu'elles 
sont différentes des opérations singulières qui viennent d'être mention­
nées) n'est pas une op'ération paratactique, car 
oc+ ~==oc··-~ (n1od 27t) entraîne ~ = 0 (mod 7t) 
oc + ~==·-(oc-~) (mod 27t) entraîne de même q. =O. 

Chacun de ces groupes est à trois paramètres : une. opération de l'un 
Jo-

d'eux est cléterminée par sa congruence (soit par un vecteur u, unitaire 
(deux param.), puisque le paramètre o et le point central sont fixés) et 
par son angle. 

32. 	Une propriété des cercles conjugués par rapport à l'inversion néga­
tive 1. 

Quand un cercle A varie en passant par deux points opposés m et IL, 

son cercle A' conjugué par rappo_rt à 1 reste situé sur _une sphère fixe ne 
dépendr.znt que du couple (m, n). 

Il existe une sphère passant par le cercle A' et par le point m : elle 
est orthogonale à 1, donc elle contient aussi le point n opposé de m. 
So'it S cette sphère : elle est variable avec A, car c'est la sphère ortho­
gonale en m et n au cercle A (puisqu'elle passe par A'). 

Par A' passe une sphère ~ orthogonale à S ; . c'est en somme la 
8phère déduite de S par l'anarotation A'~ . ~ est orthogonale à I. 

2 

FIG. 10 

~ est ortho;_sonale au cercle A. (puisqu'elle passe par A'). Les points 
m et n sont en mê1ne temps sur un cercle A orthogonal à la sphère ~ 
et sur une sphère S orthogonale à la sphère 1J : ils sont évidem1nent 
inverses par rapport à la sphère ~. ~ appartient donc au faisceau de 
~phères de points limites m et n. Dans ee faisëeau il n'existe qu'une 
sphère orthogonale · à · 1. · 

.La figure (10) ci-dessus montre la construction de son centre t1 : c'est 

Congruences paratactiques de cycles - APMEP - 1960



- 41­

le conjugu~ honnonique de 0 par rapport à m et n : le point h est sur 
un cerele ùc diamètre mn à l'intersection avec le plan perpendiculaire en 
0 à la droite mn .: la tangente en h au cercle de diamètre mn coupe la 
droite mn en cr, 

oh2 = -- - om. on =- lP, crh 2 = ocr2 + R2 = puissance de cr p. r. à 1. 

L'unieité de cette sphère est flagrante : s'il en existait deux, elles 
seraient sl:cantes puisque orthogonales à 1, et dans un faisceau de sphè­
res à points lünites m, n, il y aurait deux sphères séeantes, ce qùi est 
absurde. 

L'jnversion de sphère ~ change A en A et A' en -A' : elle trans­
forme donè- une opération de la forme Aa A' a en l'opération correspon­
dante Aa A' -a· Ces deux opérations paratactiques de sens contraires ont 
comme pro•luit l'anarotation A 2a . 

33. 	ls·omorphisme du groupe des opérations p.ara,tactiques de même sens 

orthogonales à 1 et du groupe des rotations d'un solide ayant un 
point fixe. 

Soient w1, wz, ... , wn des opérations du groupe considéré d'opérations 
parataetiques de même sens et (h, Qz, ... , Qn leurs transformées par l'in­
version (~), qui font partie du groupe des opérations de sens contr!1ires. 
Toutes ees opérations sont orthogonales à 1. 

R = Cùlli):.! ... w_., 01Q2 ... 0,;· 

Mais tiJnte opération w;_ est pennutable avec. toute opération !11-. 

Donc : R = C•)lOl. !.ùzÜ·2 ... wn01~ = R1R2 ... Rn 

en posant tù·iQ·i = Ri anarotr-l.lion autour d'un cercle passant par m et n, 

car w.i et n.i sont de sens contraires (paragraphe 2S). 


Ainsi : l o à toute opérntion parataetique tù , de sens donné, donc d'un 
groupe G, correspond une rotation anallagmatique Ri déterminée autour 
d'un cercle passant par m et n ; 

2° au produit d'opérations <ù1 correspond le produit des opéra­
tions Ri; 

3 o à une opération Ri correspondent deux opérations de groupe G : 
car la donnée de l'angle 2(l. de rotation Ri détennine (l. à ·kr. près, d'où 
les deux opérations tùi et wil. 

Il y a donc isomorphisme entre le groupe G des opérations paratac­
tiques de même sens orthogonales à 1 et le groupe G' des anarotations 
autour des cercles passant par m et n. C'est un isomorphism.e << mérié­
drique » (l_). 

(1) Cette appellation est ancienne. Nous ignorons et n'avons pu trouver celle qu'on 
lui substitue dans le langage moderne actuel. 
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Si, dans ce qni précède, on choisit pour m le pôle de l'inversion prin­
cipale J, n est le point de l'infini et les rotntions anallagmatiques Ri 
deYiennent des rotations ordinaires, autour de droites passant par m. 
Le groupe G' est alors le groupe des rotations d'un solide ayant un point 
fixe m. 

34. Condition pour que deux cycaes orthogonaux à 1 soient cosphériques. 

Théorème : Pour que les deux cercles A1 et A2 orthogonaux à I cl 
->- _,_ _,_ ~ 

supportant les cycles CP1, N1) et (P2, N2) soient cosphériques, il faut et 

il suffit que l'angle des congruences paratactiques de cycles P7 et P~ soit 

égal à rrmgle des congruences paratoctiqzzr-:s de cycles N-7 et N';. 
->- -·?­

pl ct P2 désignent les congruences paratactiqnes positives anx­
-->- -­quelles appartiennent respectivement les cycles considérés A1 et A~ : 

N';: et Fr; désignent les congruences paratactiques négatives auxquelles 

appartiennent respectivement A1-- -­et A2. 

1 o La condition indiquée est nécessaire : 

Si A1 et A2 sont cosphériques, ces cercles sont bisécants, en deux 
points opposés. En ùn des points communs à A1 et A2 l'angle des cycles-- -- _,_ '--Al et A2 est égal à la fois à l'angle des congruences P1 et P2 et à l'angle 

des congruences N;: et fu. 
2o La condition indiquée est suffisante. 

Supposons que l'angle de Ï'7 et F; (compris entre 0 et " en valeur 

absolue) soit égal à l'angle analogue de !t et -N2. 

Prenons deux points opposés m et n sur le cercle A1 : soient Bz-- le 

cycle de la congruence paratactique --P2 -­et C2 le cycle de la congruenCEl 
,1 

paratactique fu passant par m et par suite aussi par n. 
-->- _,_ 
A1 fait, en chacun de ces points, des angles égaux à l'angle de Pt et1 

-- -->- ' -->­P2, avec H2 : et A1 fait, en chacun de ces points, des angles égaux à l'an­
->- ->- -- desgle de N 1 et N 2 avec C2. D'après l'hypothèse, A1 fait donc en m -- et n 

angles égaux avec B2 et C2. 
Il en résulte que la sphère S passant par A1 et orthogonale en m et 

n à la sph;~t·e contenant les cercles bisécants B2 et C2 est telle que l'inver­

sion de sphère principale S échange les cycles :8'; et - t;. Cette inversion 
S est orthogonale à I. Elle transforn1e la congruence paratactique de 

-~ -~-
c.ycles P2 (contenant B2) en la congruence paratactique - N2 · (conte­

-~nant-- C :~), et de 1nên1e N2 en·- P2. L'inversion S transforme donc 
-- -~ -- en·-- --A2 = (-- P2,--->- --N:2).A2 =(Pz, N2) 

/1 
1 
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Donc la sphère d'inversion S con tient le cercle A2. Elle renferme à la fois 

A;" et A~. Donc ces deux cercles A1 et A2 sont cosphéri<.Jues. 
C.q.f.d. 

RemarquE : Pour que A2 soit cosphérique au cercle A'1, conjuguè 
de A1, il fant et il suffit, d'après le théorème précédent, que les angles 

-~ -~ -~ -~ --)­

de P1 et P2 et ·de N1 et N2 soient supplémentaires. Car A' 1 est déterminé 
-~ -~ ~~ - '>-~~ 

par CP1, --- NJ) et la condition angles (P2, P1) = (N2, - N1) équivaut à 

--------- --------- 7t . angle (P2, P1) +angle CN2, N1) = 
Deux cercles A1 et A z présentant cette relation-sont tels qu'il pass'e 

par chacun d' e11x une sphère orthogonale à l'autre (cercles en. invol11fion). 
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D. - APPLICATIONS DE. LA THEORIE 

DES CONGRUENCES PARATACTIQUES 

35. La cyclide paratactique. 

Donnons-nous une congruence paratactique K de cycles (non de 
contact) d'inversion principale I. Donnons-nous aussi un cercle C0 ortho­
g0nal à I. 

Appelons cyclide paratactique la surface formée par les hmnolo­
gues Ca de C0 dans les opérations paractiques Ha de la congruence K 
lorsque r:t. varie. 

Cette génération est .analogue à celle du cylindre circulaire, lieu des 
cercles déduits d'un cercle donné par les diverses translations ayant une 
direction donnée. 

Soit m 0 un point situé sur le cercle C0 : son homologue rn dans Ha. 
appartient à un cercle remo) (passant par le point mo et sàn opposé mr;)' 
et appartenant à la congruence paratactique de cercles supportant K. 

La surface a donc deux familles de cercles générateurs : les cer­
cles Ca et les cercles r(m0). Ce n'est qu'en apparence que ces familles 
jouent des rôles dissemblables. 

~ -~ 

En effet, soit L la congruence paratactique de cycles contenant C0, 
l ~ 

d'inversion principale I, de sens contraire à K. L est bien déterminée 
-~ 

dès qu'on a orienté le cercle C0 selon un cycle C0 • Soit cp une opération 

paratactique quelconque de L- et désignons par w l'opération paratac­
,__ -~ ->­

tique H?. de K qui transforme C0 en Ca. Les opérations w et cp sont per-

Inutables entre elles [C, par. 28]. Le transfonné de Ca par cp est celui 

de C0 par wcp, donc aussi par <pùL Or, cp n'altère pas C0 , qui appartient 

à L, et w change Co en ê?.. Ainsi, le transformé de Ca par cp est Ca lui­
Inême, c'est-à-dire que Ca appartient à la congruence L de cercles qui 

supporte L. Les cercles Ca font tous partie d'une congruence paratac­
tique de cercles de sphère principale I. 

··,l:' ' 
~ Dans la génération de la cyclide, on peut remplacer C0 par un cer­

cle quelconque du système C,, sans changer K, on ne change pas la 
cyclide. Et aussi, en remplaçant un cercle du système C par un cercle 
du système r, et la congruence K par la congruence L, on retrouve une 
génération de la cyclide analogue à la génération prilnitive. 

Les cercles des deux familles (C) et (r) situés suz· la cyclide para­
tactique se coupent mutuellement sous un angle constant. En effet, l'an­
gle en rn du cercle C et du cercle r(m0) est l'angl de la congruence K 
avec la congruence paratactique d'inversion principale I, contenant C0, 

l' congruence de même sens que K. Cet angle est indépendant de r:t. et du 

Congruences paratactiques de cycles - APMEP - 1960



-45­

point m 0 , donc du point m de la surface considérée. Cet angle n'est pas 
changé par les opérations (J), donc r(m 0) coupe tous les cercles Cx sous le 
n1ême angle, celui de r(m 0) avec C0 • 

Lorsque l'angle constant des deux familles de cercles est droit, les 
eercles des deux familles sont nmtuelle1nent perpendiculaires et par 
conséquent sont des << axes de symétrie » (anatransposition). Une anatra 
autour d'un de ces cercles ne change pas la surface. On peut appeler 
dans ce cas équilatère la cyclide paratactique considérée. 

Les deux congruences paratactiques de cercles K et L, supportant 

les congruences K et L de sens contraires, ont en commun deux cercles 

conjugués A et A' : par exemple, K et Lont en con1mun A, K et - [ 
~ ~ ->- ~ 

ont en commun A', A' étant le cycle conjugué de A dans la congruence K, 

ou dans la congruence L, ou par rapport à l'inversion négative I. Il est 
à remarquer que A ef A' ne sont pas cercles de la cyclide. 

~ ->­
Le produit (J)<p = <pû) est un produit de rotations autour de A et A' : 

(J)<p = Aa+~ A'a-~ , \1. et ~ étant les angles des opérations paratacti­
ques (J) et cp. 

Une transformation anallag1natique de la fonne AuA' v, où u et v 
désignent des angles arbitraires, change un point quelconque de la- sur­
face, m 0 par exemple, en un point m de la sur~ace. Ces transformations 

(produits d'anarotations autour de A et A') forment un groupe à deux 
paran1ètres. La cyclide peut être considérée comme le lieu des transfor­
més d'un (quelconque) de ses points par toutes las opérations de ce 
groupe. Si v est constant, u seul variable, les transforn1és sont situés sur 

~ 

un cercle axial à A engendré par les rotations circulaires Au d'un de ses 
points. La cyclide possède une troisième famille de cercles axiaux à A, et 
de même une quatrième famille de cercles axiaux à A'. A et A' sont des 
cercles « axes d'anarévolution » pour la surface. 

Les cercles axiaux à A sont cosphériques à A' ; les cercles axiaux 
à A' sont cosphériques à A. Ces nouveallx cercles ne sont pas orthogo­
naux à I : car, par exen1ple, il n'y a qu'un seul cercle axial à A et ortho­
gonal à I, qui est A'. 

Les sphères passant par A ou A' sont des sphères d'inversions 
conservant la surface ; les cercles cosphériques simultanément à A et A': 
qui leur sont aussi perpendiculaires, sont des axes d'anatransposition 
de la surface en elle-même. 

Nature de la surface. · 

Le>rsque l'un des cercles A ou A' est une droite, la surface est engen­
drée par la révolution autour de cette droite d'un cercle (axial à l'autre 
cercle A' ou A), qui est dans un même plan avec cette droite, mais ne 
la coupe pas, c'est donc un tore annulaire (sans point conique réel). 

Dans le cas général, la cyclide paratactique peut être considérée 
comme la surface inverse d'un tel tore (puisqu'une inversion ayant son 
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1 pôle sur A ou A' nous rmnènerait au cas précédent). On sait que cette
1 

surface appartient au groupe des surfaces de Dupin qui ont deux séries 
de sphères inscrites et, par conséquent, deux familles de lignes de cour­1 
bure circulaires. La cyclide paratactique est donc une cyclide de Dupin ;

lj 
nous préférons conserver sa dénmnination de cyclide paratactique, car 

1 

1 

on n'obtient qu'un seul cas d'une cyclide de Dupin, celui où la surface
1 

n'a aucun point conique réel. 

Réciproquement, un tore (annulaire) et par conséquent une cyc,lide 
de Dupin de forme analogue peuvent ètre considérés comme des cyclides 
paratactiques. En effet, une telle surface est le lieu des points déduits 
d'un point fixe par un groupe d'opérations conjuguées AttA'u : si l'on 
prend u = v= À, on obtient des points sur un n1ême cercle appartenant 

:---- ~ 1 • 

à la congruence K(A, A') ; si l'on prend zz =-v= fL, on obtient des 

points sur un n1ême cercle appartenant à la congruence L(A,- A'); la 
surface est bien une cyclide paratactique. 

36. Autres générations d'une cycl·ide paratactique. 

Théorème : Lorsque deux cercles A et C appartiennent à une même 
congruence paratactiqzze (ou autrement dit sont paratactiques), les cer­
cles déduits de C par les diverses rotations anallagmatiques autour de A 
engendrent une cyclide para tactique (A et C sont supposés non axiaux). 

En effet, soit I l'inversion principale de la congruence paratactique L 
contenant A et C. A appartient à une seconde congruence paratacti­
que K de sphère principale I, de sens contraire à L. Si l'on transforn1e C 
par les opérations de K, on engendre une cyclide paratactique, et, comn1e 
on l'a vu, elle peut aussi être engendrée par << l'anarévolution » du cer­
cle C autour de A. 

Etudions maintenant les transformées d'une sphère par les opéra­
tions paratactiques (d'angle variable) d'une congruence paratactique K 
de cercles. a ­

Considérons d'abord le cas d'une sphère invariante par l'inversion 
principale négative I de la congruence K. Orientons celle-ci selon une 

congruence Kde cycles. L'opération particulière K..: de Ktransforme la 
2 

sphère S considérée en une autre sphère S' ; répétons sur S' la mê1ne 
opération K:: , on obtient la transfonnée de S par K~., c'est-à-dire par 

~ 

l'inversion principale I. Donc, S et S' s'échangent globalement par K~.. 
2 

Ces deux sphères orthogonales à I ont en commun un cercle réel, ortho­
gonal à I, qui est invariant par K~. . Le cercle de la congruence K 'issu 

' 2 
d'un point quelconque m 0 de ce cercle r a en commun avec r trois points 
distincts m 0, m1t, mr: (opposé de m 0), donc K est un cercle de la 

2 
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congruence K. Ainsi, sur t-oute sphère S invariante par l'inversion prin­
cipale 1, il , y a un cercle r (évidemment unique) appartenant à la 
congruence paratactique K de cercles orthogonale à 1. Une opération K-a. 

d'angle quelconque de K pouvant être dénotée ra. r' a. (le cycle f prove­

nant d'une orientation donnée à r, et F· étant son conjugué dans K), 
' -

Cl..r (]. n'altère pas s et r' (]. fait tourner de l'angle autour du cycle r la 
sphère S. Donc, les sphères déduites de S par les opérations Ka. passent 
par le cercle fixe r de la congruence située sur S. 

Nous allons maintenant considérer le cas général d'une sphère non 
invariante par 1. Soit S0 cette sphère de centre s0 : il existe un couple de 
points u et v inverses à la fois dans 1 et par rapport à S0 ; prenons en 
effet, un point p de S0, et considérons la sphère J détenninée par le· 
point p, son opposé p' dans I, et orthogonale à S0 en p (il y en a Inêine 
une infinité). Le· pôle 0 de l'inversion 1 est intérieur au segn1ent pp', 
donc à la sphère J. Le dian1ètre Os0 de S0 coupe donc réellement la 
sphère J en deux points m et n qui jouissent de la propriété annoncée : 
ils sont inverses dans 1 puisque J est orthogonale à 1. Ils sont inverses 
par rapport à la sphère S0 puisqu'ils sont sur un diamètre de S0 et sur 
une sphère orthogonale à S0 • 

Par les points u et v passe un cercle d~terminé A de la congruence 
-:r­

paratactique K considérée. En orientant le cercle A suivant le cycle A, 

K s'oriente selon la congruence paratactique de cycles K où A possède 

le cycle conjugué A'. 
A est un cercle orthogonal à S0 puisqu'il passe par u et v qui sont 

inverses par rapport à S0 • Une opération Ka. de K est de la forme Aa. A' a. 
et Aa. n'a pas d'effet sur S0 ; les sphères S que nous nous proposons d'étu­
dier peuvent donc se déduire de la sphère S0 par les diverses rota-

lions A' a. autour de A'. 
Notons que la sphère S0 ne coupe pas le cercle A' : s'il y avait un 

\point commun à S0 et à A', par rotation autour de A, - ce point resterait 
sur S0 et aussi sur A' et le cercle A' serait situé sur S0 • C'est impossi­
ble, puisque l'on suppose S0 non orthogonale à 1. 

Cherchons l'enveloppe des sphères S : considérons c01nme d'usage 
ciRux sphères voisines S et S' de leur fa1nille, déduites de S0 par les anaro­

tations autour de A' œangles respectifs ct.. et ct..+ ô.œ. 

Par le cercle A' passe une sphère déterminée T orthogonale a S ; 
elle coupe S suivant un cercle G qui est axial à A. S' est homologue 
de S dans l'anarotation A' ~a. qui se décompose en produit de deux inver­
sions : on peut supposer que la pren1ière ait T comme sphère d'inver­
sion, elle n'a toujours pas d'effet sur S ; la seconde T' a comme sphère 

une sphère passant par A', tel que l'angle (T, T'):-,= ô.œ (mod 7t).
2 

T' échange donc S et S' et la sphère T' contient donc le cercle commun 
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à T et T'. Quand Ci oc tend vers zéro, ce cercle tend donc vers le cercle G 
d'intersection de S et T (cercle caractéristique de S). 

Quand S varie, T varie sin1ultanément, et ils sont les homologues 
par K:x des sphères S0 et T0 correspondantes à oc= O. Le cercle G se 
déduit du cercle G0 par K:x et le lieu de ce cercle est donc une cyclide 
paratactique. Ses :anaaxes de révolution sont les cercles A et A'. On 
vérifie iminédiatement que le long d'un cercle tel que G il y a contact 
entre la sphère S et la cyclide. Par exemple, si A' était une droite, la 
cyclide serait un tore, la sphère S serait une sphère inscrite au toreIl 
selon l'un de ses ce~cles méridiens G. Enonçons donc : 

1 

1 Les sphères S déduites d'une sphère donnée S0, non orthogonale à l, 
par les diverses opérations paratactiques d'une congruence paratacti­
que K d'inversion principale l, enveloppent une cyclide paratactique. 

37. 	 Cercles f)erpendiculaires com·muns à deux cercles orthogonaux à 
l'inversion négative 1, non cosphériques. 

Problème : At et A2 étant deux cercles non cosphériques orthogo­
naux à l'inversion négative l, trouver un cercle perpendiculaire commun 
à At et A2. 

A priori, un tel cercle X est orthogonal à 1 puisque les sphères 
(A1, X) et (A2, X) sont distinctes et orthogonales à 1. Ces sphères ne 
sont confondues que si At et A2 sont eosphériques et X situé sur la 
sphère qui les contient. 

Définissons At et A2 par des congruences paratactiques de cercles 
orthogonales à 1 : 

At= (Pt, Nt) A2 = (P2, N2) 
P 1 et P2 sont positives, Nt et N2 négatives, et cherchons les congruences 
unalogues P et N .auxquelles appartient X. 

.1 P fait des angles droits avec P1 et P2. Si P1 et P2 sont distincts, 
P est par là bien déterminée ; prenons deux points opposés dans 1, k 
cercle de P passant par m et n est normal en ces points à la sphère 
déterminée par les cercles des congruences P1 et P2 passant par m et n. 
On a vu qu'une certaine opération paratactique de P est le produit des 

opérations paratactiques d'angle ~ des congruences P1 et P2 . De 

même N, qui doit être orthogonale à N 1 et N2, est bien déterminée quand 
Nt et N2 sont distinctes. 

·Connaissant P et N, on sait qu'il existe deux cercles conjugués X 
et Y communs à ces deux congruences de sens contraires P et N. 

L'angle de P et P1 est égal à l'angle de N et Nt, c'est 2
'1t . Donc, 

d'après le théorème de (C, parag. 33), un cycle P, N est cosphérique au 

cycle (Pt, N';), c'est-à-dire A:. Donc, X est cosphérique à At et A2, et 
il en est de même de Y. 
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A1 est cosphérique à X et Y qui forn1ent un anneau orthogonal. 
Donc, A1 leur est perpendiculaire, de même A2. X et Y satisfont au 
problème. 

Discussion : En général, P1 et P::? étant des congruences distinctes 
de cercles, ainsi que N1 et N2, il y a donc deux cercles X et Y perpendi­
culaires communs à A1 et A2, et ils sont axiaux. 

Si A1 et A2 appartiennent à une mê1ne congruence paratactique : 
par exemple, si P1 et P2 sont confondues sans que N 1 et N 2 le soient, 
la congruence P dépend d'un paramètre arbitraire et il y a une infinité 
simple de cercles perpendiculaires communs à A1 et A2, deux à deux 
conjugués. Ces cercles appartenant à la même congruence N engendrent 
une cyclide paratactique régulière (ou équilatère). 

Enfin, si P1 et P2 sont confondues et N 1 et N2 aussi confondues, le 
problème a une double infinité de solutions. Ce cas est celzzi ou les cer­
cles A1 et A2 sont conjugués : on sait déjà que tout cercle qui leur est 
cosphérique est un cercle perpendiculaire commun. 

38. 	Cercles perpendiculaires communs à deux cercles non cosphériques 
orthogonaux à une sphère 'réelle. 

Cette sphère réelle I coupe le cercle A1 en deux points a1 et b1, le 
cercle A2 en deux points a2 et b2. Nous supposons que I soit la seule 
sphère orthogonale à la fois à A1 et A2. 

Si X est un cercle perpendiculaire cmn1nun à A1 et A2, la transpo­
sition anallagmatique autour de X ne change pas les cercles A1 et Az, 
ni la sphère I, elle échange a1 et b1 et échange a2 et b2. 

La sphère (XAt) est nécessairement bissectrice des deux demi­
sphères passant par a2 et b2 et limitées au cercle A1. On sait la cons­
truire, de même que (XA2). 

Synthèse : Prenons la sphère bissectrice des deux demi-sphères 
A1a2 et A1b2 et la sphère bissectrice des deux demi-sphères A2a1 et 
A2b1, puis leur cercle d'intersection. Il est réel, car a2 et b2 sont situés 
de part et d'autre de la première sphère et la seconde passe par a2 et bz. 

Il existe donc un seul cercle perpendiculaire .commun à deux cercles 
non cosphériques quand ils sont orthogonaux à une sphère réelle. 

Remarques : On reconnaît a priori, étant donnés deux cercles 
n'ayant pas de point commun, si leur sphère principale est réelle ou 
imaginaire, en langage réel si leur inversion principale est positive ou 
négative ; dans le premier cas, ces cercles ne sont pas enlacés : il passe 
d'ailleurs par chacun deux sphères tangentes à l'autre, par exe1nple 
A1a2 et A1b2 qui sont réelles ; dans le deuxiè1ne cas, les cercles sont 
enlacés entre eux, chacun d'eux faisant le tour de l'autre. 

Si les deux cercles ont un point commun unique 0, on doit considé­
rer ce point comme le support de deux cycles points opposés ; on connaît 
donc a priori une solution du problè1ne des cercles perpendiculaires 
communs. Il y a un autre cercle proprement dit perpendiculaire commun 

· aux deux cercles. L'inversion de pôle 0 transforme d'ailleurs les cercles 
en deux droites non sécantes, et on sait qu'elles ont une perpendiculaire 
commune. L'analyse bien connue de cette recherche élémentaire donne 
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la construction suivante par les deux cercles A1 et A2 : par chaclln de 
ces cercles passe llne sphere tangente à l'alltre all point 0 ; faisons tour­
ner chacune de ces spheres autour du cerèle correspondant d'un angle 
droit; dans leurs nouvelles positions, ces spheres se rencontrent suivant 
un cercle qui est le cercle perpendiculaire commun à A1 et A~. 

39. Cercles perpendiculaïres communs à ~eux cercles cosphéryques. · 

Si les cercles A1 et A2 appartiennent à une même sphère U, il y a 
une infinité d'inversions I laissant invariants A1 et A2 ; en effet, l'axe 
radical des deux cercles (si U est un plan), la droite d'intersection des 
plans de A1 et A2 (si U est une sphère proprement dite) sont lieux des 
points d'égale puissance pour ces deux cercles ; et un tel point, à condi­
tion que cette puissance com1nune ne soit pas nulle, est pôle d'une 
inversion orthogonale aux deux cercles ; cependant, l'inversion 1 peut 
être une sy1nétrie par rapport à un plan. Il en est ainsi dans deux cas : 
si l'on prend pour I la symétrie par rapport au plan des axes des cercles : 
et, dans le cas particulier, où les cercles A1 et A2 sont coax~aux, la droite 
d'intersection de leurs plans ou leur axe radical sont rejetés à l'infini ; 
mais il n'y en a pas moins une infinité d'inversions positives (symétries) 
conservant chaque cercle, leurs plans étant ceux qui passent par l'axe 
commun de A1 et A2. 

Sans évoquer les inversions 1, on peut remarquer, en ce qui eoncerne 
un cercle perpendiculaire commun à A1 et A2, qu'il peut : a) être situé 
sur V. Il est élémentaire alors qu'il existe un faisceau linéaire de cercles 
orthogonaux à A1 et A2 : cette figure a trois aspects bien connus selon 
que les cercles A1· et A2 sont sécants, ou sans point commun ou tangents 
en un point ; b) un cercle perpendiculaire commun peut être normal à 
la sphere U : il en est ainsi quand A1 et A2 sont sécants en deux points : 
le cercle perpendiculaire commun considéré est normal à U en ces points 
et il est axial à tous les autres cercles perpendiculaires communs situés 
sur U. 

Enfin, quand A1 et A2 sont tangents en un point 0, ils ont urk 
infinité de cercles perpendiculaires communs passant par 0 et situés 
sur U. 

40. Invariants d'un système de deux cercles (non cosphériques) enlacés. 

Soient X et Y deux cercles conjugués perpendiculaires à A1 et A2. ; 
désignons pour abréger par a1, a2, b1, b2 les sphères A1X, A2X, A1Y, A2Y. 
Chacune des sphères a1 et a2 est orthogonale à chacune des sphères 
b1 et b2. 

L'anatra T1 autour de A1 (anarotation d'angle 7t) est le produit des 
inversions permutables a1 et b1 (ces inversions portant même nom que 
leurs sphères d'inversion) ; l'anatra T2 autour de A2 est le produit des 
inversions a2 et b2. 

Le produit T1T2 = a1b1. a2b2 = a1a2. b1b2, car b1 et a2 sont onno­
gonales et permutables. a1a2 est une rotation autour du cercle X, d'un 
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angle double de l'angle des sphères a1 et a2. b1b2 est une rotation autour 
du cercle Y, d'un angle double de l'angle des sphères b1 et b2. Ainsi : 

T1T2 = X -)u Y?u' en posant v= (a1, a2)->- v'= (b1, b2)~- ~ x y 

tes valeurs absolues V et V' des angles orientés v, v', définis à krc près~ 

sont susceptibles de , déterminations comprises entre 0 et ~ . V et V' 

sont ainsi, par convention, des angles aigus (ou droits) de la géométrie 
élémentaire. 

L'angle V est l'angle de la sphère a1 avec le cercle A2 : en effet, en 
un point de rencontre de a1 avec A2 (il en est deux qui sont opposés) 
passent le cercle X et les trois sphères a1, a2, b2. Dénotons Pa ; , Pa~, Pb~ 

les plans tangents à ces sphères en ce point. Pb., est orthogonal aux 
deux plans P a et Pa~ qui se coupent suivant la tangente lx à X en ce 

1 

point. Un dièdre (aigu) de Pa ; et Pa
2 

est égal à V. Pa
2 

et P"~ se cou­
pent suivant la tangente t A à A2 en ce point. L'angle de la droite tA~ 

2 

avec le plan Pa est contenu dans ce plan Pb et a pour valeur V : et il 
1 2 

représente un angle du cercle Az avec la sphère a1. C.q.f.d. 

FIG. 11 

De même, l'angle de la sphère b1 avec le cercle Az est V'. 
En définitive, le cercle A2 coupe respectivement les sphères A1X et 

A1Y sous les angles V et V'. 
De même, le cercle A1 coupe respectivement les sphères A2X et A2Y 

sous les angles V et V'. 
V et V' constituent deux invariants anallagmatiques du ·systèn1e des 

deux cercles A1, A2. Mais il y a aussi des invariants métriques. 

41. 

Si deux cercles X et Y sont conjugués et que deux sphères passant 
par Y coupent le cercle X, la première aux points (opposés) (rn, m'), la 
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seconde aux points (n, n'), le birapport (mm'nn') =- tg2 ; , a étant 

l'angle des deux sphères (défini au sens et à 1t près). 
·Transformons la figure par une inversion de façon que m soit rejeté. 

à l'infini, la première sphère devient un plan et X devient une droite : 

a
m'l c6tg2, ') m'n' t 2 a( m, nz, n, n ==== = -----=-co g -· , , a 2 ~ur .1X rn n m L tg.­

2 

Si on écharlge n et n', le birapport se change en son inverse - tg2 ~· 

. . a 1
Il est donc susceptible des deux valeurs inverses - tg2 - et - -­

2 a' 
fg2­

2 

niais comme 1'.1.. n'est défini qu'à 7t près et que tg c~ + ~) =- _l_' ces 
2 2 a 

tg2 
valeurs du birapport sont tout aussi ambiguës que l'est angle a. 

C.q.f.d. 

1\' 

x 

FIG. 12 

Ce lemme posé, considérons, dans la figure a1a2b1b2, le birapport des 
deux points de rencontre de At avec X et des points de rencontre de A 2 
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avec X ; les deux premiers points sont sur la sphère b1, les deux autres 
sur la sphère b2, et ces deux sphères b1, b2 se coupent selon le cercle Y 
conjugué de X, leur angle étant V' : le birapport de ces quatre points 

V' V' . 
de X est- tg2 (ou- cotg2 suivant l'ordre des points dans les deux2 2 
couples). De 1nême, le birapport des quatre p,.oints déterminés sur Y par 

v v
]es cercles A1 et A2 est- tg2 (ou - cotg2 - ).2 

Remarque : Par une inversion, on peut ra1nener la figure a1a2b1b2 à 
une figure réduite où X est une droite, diamètre commun à deux cercles 
enlacés dont les plans formen.t l'angle V, les extrémités de ce diamètre 

dans les deux cercles déterminant un birapport égal à - tg2 ~· • 

On déduit aisément de là que deux systèmes com1ne celui du cou­
ple A1, A2 de cercles dérivent l'un de l'autre par une suite d'inversions 
quand les angles fondamentaux V et V' sont les mêmes pour les deux 
systèmes. 

C'est pourquoi on peut appeler V et V' les deux invariants anallag­
matiques pour le système formé des cercles enlacés A1 et A2. 

Les sphères a1 a2 b1 b2 sont dites principales ou fondamentales pour 
ces cercles A1 et A2. 

42. 	Relations entre v. V' et les angles de certaines congruences para­
tactiques. 

Supposons, pour fixer les... idées, que l'anneau orthogonal orienté 

formé par les cycles X et Y (choisis sur les cercles X, Y) soit positif. 

Soit P la congruence parata_ctique orientée (donc positive), qui contient 

X et Y, et N la congruence paratactique orientée (négative), qui contient 

x et -Y. A1 et A2 étant aussi des cycles portés par A1 et A2, chacun est 
caractérisé par deux congruences paratactiques de cycles : 

A:=(~.~) 
On a vu plus haut que le produit des anatras T1 et T2 autour de A1 

et A2 est : 

T1T2 = X 2u Y 2u·· 

Mais, d'autre part, T1 étant une rotation d'angle 1t autour de A:, on a 
T1 = p1n1, et de même T2 = p2n2, p1, p2, n1, n2 étant les opérations 

paratactiques de mesure + 'lt 
appartenant respectivement aux congruen­

2 __ . -- -- -­
ces P1, P2, N1, N2. 

Donc: 


T1T2 = p1n1p2n2 n1 et p2 sont permutables, 

T1T2 = p1p2n1n2. 
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D'après le début du paragraphe (C, 30), p1pz = p opération para­
~ ~ 	 ' 

tactique positive qui appartient à P ; P est en effet perpendiculaire à 


P1 et -P2, par construction de X et Y ; la mesure de l'angle de p est 


. r. + 0, en appelant 0 l'angle des congruences paratactiques orientées P7 

et P; (mesuré autour d'un cycle de I>, orienté arbitrairement). On peut 


~ 	 ~-
li: 	 considérer que X est ce cycle et que son conjugué dans P est Y, puis-

qu'on suppose le système (X, Y) de sens positif. De 1nême, n1n2 = n opé­
li 
1 	

ration paratactique négative, qui appartient à Net qui est d'angle 1t + 0', 

en appelant 0' l'angle des congruences Nt et fu (mesuré si l'on veut 

autour de X qui appartient à N). 
Il vient : 

p = X1t +8 Y1t + 8 et T1T2 = pn = X2-;-ç + o+ O' Yo - e· = Xs + S' Ye-e 
n = x7t + e· y -· (7t + 8' ) • 

En comparant avec la formule T1T:2 = X 20 Y20•. on voit que : 

Xe+e·- 2v =Y6_ 6._ 20· , ce qui nécessite O+fY=2v (mod2?t), 
6- 6' = 2v' (mod 2?t). 

On a supposé 	(début de ce paragraphe 41) les orienta'tions de X et 

de Y telles que le système (X, Y) 
on aurait : 

n = x7t+fl y -	 (7t+fl) 

P = x7t + e· Y 7t +e· 
et on trouverait de même : 

0 + 6' = 2v (mod !h), 
0' - 0 = 2v' (mod 21t) . 

soit de sens positif. S'il était négatif, 

Introduisons les deux angles aigus (ou droits) fondamentaux V et V' 
d'un système (A1, A2) 

V= sV+ k1t s = ± 1 ' k entier, 

s'=± 1,v' = s'V'+ k'1t 

0 + 0' = 2sV (mod 2?t) 

0 - 0' = 2s1V' (mod 2n) 

D'où le théorème suivant : · 

d'où sV= o+e' (mod 1t),· 
2 
0-6' 

d'où s1 V'= (mod ?t).
2 

Les deux angles fondamentaux V et V' d'un système de deux cer­
cles · (A1, A2) orthogonaux à une inversion négative 1 sont ·en valeur 
absolue et à des multiples près convenables de 1t, la demi-somme et la 
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demi-différence de l'angle 6 des congruences paratactiques positives de 
cercles, d'inversion principale I, contenant A1 et A2, et de l'angle 0' des 
congruences paratactiques négatives de cercles, d'inversion principale I, 
contenant A1 et A2. 

Ce théorème donne, en particulier, le cas déjà étudié des cercles 
cosphériques : 

V'=û équiv. à 6 = 6' (mod 7t), 

et celui des cercles en involution : 

V= 
2 
2: 6 + fl = 0 (mod 7t). 

Nous rappelons ici que nous avons déduit de ce théorè1ne, sur la 
suggestion de M. Hadamard, une démonstration du théorème de Chasles 
dans les cônes du 2• degré (Enseignement Scientifique, année 1928-1929, 
« Sur une congruence de cercles », p. 233). 

Remarque : La transformation Xv Yu. fait passer du cercle A1 au 
cercle A2 : car Xv change a1 en a2, sans altérer b1 et b2 (qui passent 
par Y) ; Y v· change b1 en b2, sans altérer a1 et a2 (qui passent par X). 
Xv Yv' transforme donc a1 et b1 respectivement en a2 et b2, donc A1 en A2. 

43. Propriétés anallagmagtiques de deux cycles parata.ctiques·. 

D'après l'étude du no 38, deux cereles paratactiques ont une infinité 
de cercles perpendiculaires communs et une infinité de systè1nes de sphè­
res principales. Il suffit, réciproquement, que deux cercles non cosphéri­
ques aient plus de deux cereles perpendiculaires conununs, ou aient 
Cieux cercles perpendiculaires comn1uns non axiaux entre eux, pour que 
ces cercles soient paratactiques. 

Si deux cercles A1 et A2 sont paratactiques, toute sphère passant 
par l'un d'eux coupe l'autre sous un angle V constant. Cela résulte du 
fait que les invariants V et V' du système des cercles sont ici égaux 
(cf. 39) . Mais ce fait est presqu'évident a priori puisqu'on passe d'une 
sphère passant par A1, pour fixer les idées, à toute autre sphère analo­
gue par . une opération paratactique de la congruence paratactique de 

-~ -~ 

cycles à laquelle appartiennent A1 et A2 : et une telle opération conserve 
les angles. 

L'angle V, unique invariant du systè1ne des deux cercles, s'appelle 
l'angle de parataxie. Le théorème du no 41 s'applique, l'un des angles 6 
ou 6' est congru à zéro (mod 7t), d'où résulte bien V= V'. 

L'opération X 2u Y :~v· est ici paratactique, elle est invariante quel que 
soit le système de cercles conjugués X, Y qui y intervient. Le double de 
l'angle de parataxie est, à 2k 7t près, l'angle des congruences paratacti­

-~ que·s, passant l'une par A1, l'autre par A2, et de sens tels que ces deux 
congruences soient distinctes. 

Le birapport des deux points de rencontre avec A1 et des deux points . 
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de rencontre avec A2 d'un cercle perpendiculaire commun à deux cercles 

paratactiques A1 et A2 est égal à - tg2 ~. 

Tout cycle cosphérique à deux cycles paratactiques A; et A; les 
coupe sous le même angle. 

Il s'agit ici de l'intersection de deux sphères quelconques passant 
l'une par A~, l'autre- par A2. Le théorème précédent s'obtient en considé­

~ -~ -~ 

rant l'angle de la congruence paratactique K contenant A1 et A2 et de 

la congruence paratactique de même sens que K contenant le cycle 
cosphérique à A1 et A2 considéré. 

La remarque finale de l'étude du no 39 a montré que l'opération 
Xv Yu· fait passer du cercle A1 . au cercle A2, quels que soient les cercles 
axiaux x, y considérés ; c'est encore une opération paratactique, mais 
celle-ci est d'angle v. 

44. 

Posons-nous le -problème suivant : Etant donnés deux cycles non 
-~ cosphériques A1 et A2 orthogonaux à l'inversion négative I, y a-t-il des 

opérations paratactiques transformant 1\; en 1\; ? 

Reprenons les notations du no 41 en nous donnant chacun des 

cycles ~' }{; par deux congruences : 

Si, pour fixer les idées, une opération paratactique w d'une congruence 
~ -~ -~ -~ 

positive P change Aï en A2, w transforme N1 (congruence négative) en 

elle.:mêine, et il est donc nécessaire que N7 et N; soient confondues : 
les deux cycles appartiennent alors à une mên1e congruence paratactiquè 
négative, c'est-à-dire sont paratactiques et leur système est négatif. De 

même, si une opération paratactique d'une congruence négative N 
~ 

change ~ en x;, ces cycles sont paratacti~ues et leur système est positif. 
-~ -~ 

Nous devons donc supposer A1 et A2 paratactiques pour que les 
opérations cherchées existent. Supposons, pour fixer les idées : 

Nous cherchons à déterminer la congruence positive P et l'angle de(J. 

l'opération paratactique w = Pa, qui doit transformer P7 en î>';. L'angle 
~ -~ ~ -~ 

de P avec P1 doit être égal à l'angle de P avec P2. 
-..-~-'llo-

Pour voir ces angles, 0 étant le pôle de I, soient Oz1, Oz2, Oz les-. -~- .axes centraux des congruences P1, P2, P : Oz doit faire des angles égaux 

avec Oz1 . et Oz2. ~ = Zû.Z; =W. Oz doit être situé dans le plan 
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Ii1édiateur des demi-droites Oz1, Ozz. Choisissons Oz arbitrairen1ent dans 

ce plan. Nous devons déterminer oc de façon que Po: change P; en :Pt. 
Soit N la congruence paratactique négative d'axe central Oz, de point 

-~ 

central 0, de sphère principale I. L'opération No: laissant invariants P1 

et F;, il faut et il suffit que PaN o: change Pt en "P;. Or, Po: Na= Z 2o: rota­
-~ · _,......

tion d'angle 2oc autour de l'axe Oz ; elle doit changer Oz1, cycle de P1 

issu de 0, en o!;., cycle de p; issu de 0 (figure 13). 

L'angle 2oc doit être pris égal au rectiligne du dièdre d'arête Oz, dont 
les faces contiennent Oz1 et Oz2. Soit Ox une de1ni-droite prise sur la 
bissectrice de Oz1 et Oz2. Le plan zOx est bissecteur du dièdre précédent. 
Il faut donc que oc soit le rectiligne du dièdre Oz du trièdre (Oz1, Ox, Oz). 
L'angle de Oz1 et de Oz2 est égal, comme on l'a vu, à 2V, .v angle de para-

taxie de Jt et A;. Autrement dit, on peut orienter Ûx de façon à ce que 

ZIOX--------- = --------­x0Z2 =V. 

,• $;, 


Fm. 13 

Dans ce trièdre, les sinus des dièdres sont proportionnels aux sinus 
des faces opposées, donc : 

sin oc sin (dièdre Ox) 
le dièdre Ox = 

'7t 
son sinus est 1. 

sin V sin W 2 

sin V 
Donc, oc est défini en fonction de -q,· par sin a= 

sin W 

Pa étant ainsi déterminé, cettè opération change ~ en A;. 

Si on prend pour Oz la perpendiculaire commune à Oz1 et Oz2, 

l[f = ~ , et il vient oc= V. C'est le minimum de l'angle oc.. Si on prend 

pour Oz la bissectrice Ox, 2oc = 1t, oc = '7t 

2 et W = V. 
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Concluons : On ne peut par une opération paratactique orthogonale 

à I changer un cycle A7 en un cycle A; que si ces deux cycles sont para­
tactiques. Lorsqu'il en est ainsi, il existe une infinité simple d'opérations 

paratactiques transformant JG en A; ; elles sont de sens contraires au 

sens de l'anneau (At, A;). 
Les 	cycles de l'opération trouvée (par exemple Pa) qui sont cosphé­

riques à A.7le sont aussi à A;; il y en a un, r, passant par tout point d'un 
des cercles A1 et A2 et le recoupant au point opposé. 

__,_ ~ 

Ces cycles forment une cyclide paratactique contenant A1 et A2 com­
me cycles d'un mên:ze système. L'angle constant, sur cette cyclide des cy­
cles des deux systèmes (orthogonaux à I), est l'angle W qu~ fait à la fois--un 

~ -~ -~ 	 -~ 
cycle r avec A1 et avec A2. Entre l'angle de parataxie V de A1 et A2, 
l'angle W et l'angle CJ. de l'opération paratactique Pa, existe la relation : 

sin V= sin CJ. sin W, 
a est l'angle des sphères (r, A1) et (r, A2) autour de leur intersection r. 

45. 	Tétrasphère orthogonal lié aux sphères fondamentales· d'un système 
de deux cercles enlacés. 

Supposons les cercles A1 et A2 enlacés, mais pas nécessairement 
paratactiques. Il existe un système de sphères fondamentales a1 et b1 
passant par le cercle A1, a2 et b2 passant par le cercle A2, a1 et a2 se 
coupant suivant le cercle X, b1 et b2 se coupant suivant le cercle Y 
conjugué à X ; a1 et a2 sont orthogonales à b1 et b2. 

Désignons par les mê1nes lettres que les sphères les inversions posi­
tives ayant ces sphères comme sphères d'inversion. 

Les sphères sécantes a1 et a2 s'échangent dans deux inversions par 
rapport à leurs sphères bissectrices CJ. et CJ.'. Les sphères b1 et b2 s'échan­
gent dans deux inversions par rapport à leurs sphères bissectrices ~ et ~' l 
CJ. et CJ.' sont orthogonales et de même ~ et ~'. De plus, comme X et Y sont 
conjugués, chacune des sphères CJ. ou CJ.' est orthogonale à chacune des 
sphères ~ ou ~'. Le système des quatre sphères CJ., CJ.', ~' West un tétra­
sphère orthogonal; les inversions CJ., CJ.', ~' Wsont deux à deux permu­
tables. 

CJ. échange les sphères a1 et a2, mais conserve les sphères bl et b2. 
Il en est de même pour CJ.'. 

~ échange les sphères b1 et b2, mais conserve les sphères a1 et a2. 
Il en est de même pour ~'. 

Le produit Cl..~= ~Cl.. est une anatra autour du cercle .C d'intersection 
des sphères CJ. et ~ ; d'après ce qui précède, cette anatra échange simul­
tanément a1 et a2, b1 et b2, donc c.hange X en -X, Y en -Y, ce qui 
prouve que C est perpendiculaire commun à X et à Y. 

De même, le produit CJ."W = ~'oo' est une anatra autour du cercle D 
d'intersection des sphères CJ., et ~'. Cette anatra échange simultanément 
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a1 et a2, b1 et b2. Comme les sphères CJ., ~ sont orthogonales à chacune 
des sphères CJ.' et ~·, les cercles C et D sont conjugués. D est aussi per­
pen_diculaire com1nun à X et à Y. 

Le produit des anatras ex.~ et CJ.'W s'écrit aussi CJ.rJi. ~W, c'est le produit 
des anatras par rapport aux cercles conjugués X et Y, c'est donc l'in­
version principale I. Il en résulte que les deux anatras autour de C et D 
ont le même effet sur A1 ou A2 en tant que cycles ; d'ailleurs, C et D 
échangent les cercles A1 (= a1, b1) et A2 (= a2, b2). Les cercles C et D 
sont des << bissecteurs » pour les cercles A1 et A2. 

Au contraire, le produit des anatras Cl.~ et aW équivaut à ~W. 
anatra par rapport à Y perpendiculaire à A1 et A2 ; ces deux anatras 
CJ.~ = C et CJ.~, = C', n'ont pas le même efl'et sur A1 ou A2 en tant que 
cycles. C' échange les sphères a1 et a2, et aussi les sphères b1 et b2, donc 
échange les cercles A1 (= a1, b1) et A2 (= a2, b2). Enfin, l'anatra ~Cl.,= D' 
est le produit par I de cx.W (CJ.W. ~Cl.,= I, d'où ~Cl.'= CJ.Wl). Le cercle D' est 
le cercle conjugué du cercle C'. Les cercles C' et D' sont des bissecteurs 

-~ -pour les cercles A1 et A2, mais non pour les cycles A1 et A2, si C et D 
échangent ceux-ci. 

Si on se donne, au lieu des cercles A1 et A2 orthogonaux à I, deux- _,_
cycles A1 et A2 orthogonaux à I, il y a donc deux cercles bissecteurs 
(conjugués) pour ces cycles (par exemple C et D) et deux cercles bissee­

- li- ­teurs (conjugués) pour les cycles A1 et - A2. 

Mais ce sont là uniquement les bissecteurs fournis par le tétrasphère 
orthogonal dérivant lui-même des sphères fondamentales (a, a', b, b'). 

On peut voir que ce sont les seuls bissecteurs pour les cercles . A1 
et A2 dans le cas général où ces cercl~s ne sont pas paratactiques. 

46. Transpositions anallagmatiques· échangeant deux cycles paratacti· 

ques non axia.ux -A 1 et -A2. 

Soit X, Y un système de deux cercles conjugués perpendiculaires à 

A1 et A2. Orientons X selo:n. un cycle X tel que l'angle (a1, a2)~ des 
sphères a1 = A1X et a2 = A2X soit positif ; cet angle est l'angle V de 
parataxie des cercles A1 et A2. Orientons Y de façon que l'anneau ortho­

gonal (X, Y) soit de sens contraire à celui du système cA:, A;-). 
-~ -li­

S'il y a une opération paratactique transformant A1 en A2 et conser­

vant X, elle conserve aussi Y, elle est donc nécessairement : 
-~ -~ 

ro =Xv YV' et réciproquement on a vu que w change A1 en A2. 

D'autre part, w est le produit de deux anatras, la pren1ière produit des 
inversions a1 et b1, la seconde produit des inversions déduites respec­

tivement de a1 et b1 par des anarotations d'angle V autour de X ct 
2 
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de Y ; ces sphères sont évidem1nent des sphères d'inversion, la première 
pour a1 et b1, la_ seconde pour a2 et b2. Appelons-les (/., et ~ et soit C le 
cercle d'intersection des sphères (/., et ~· 

w = anatra A1. anatra C. 

Comme A1 conserve le cycle A;_, il est établi que la transposition anallag­

matique C transforme ~ en A7. On dit enc?re que C est un cercle bis­

secteur pour les deux cycles paratactiques JG et A;. 
Quand le système (X, Y) varie en restant perpendiculaire à A1 et A2, 

cmnme les cercles A1 et A2 sont paratactiques et non axiaux, on obtient 
ce système en transformant le système initial par une opération varia­

ble de la congruence paratactique K à laquelle appartiennent 1\7 et A.';; 
mais l'opération w étant paratactique et de sens contraire à celles de K, 

w est inchangée. Le cercle C est donc indépendant du système des cercles 

conjugués X et Y cosphériques à A1 et A2. 


Le cercle D conjugué de C par rapport à l'inversion principale joue 
un rôle complètement analogue au cercle C. Il correspondrait au rem­
placement, dans les considérations précédentes, de l'opération w par 

-:>- -:>­
l'opération Wl = xv+r; y v+r; =lw, et transformant Al en A2, et on 
aurait : 

w1 = anatra A1 X anatra D. 

D se déduit de C par une opération paratactique d'angle -
7r 

de la 
. 2 

congruence paratactique contenant Xet Y ; elle change les sphères (/., et ~ 
en les sphôres orthogonales respectives (/.,' et ~'. Deux cycles paratacti­
ques ont donc deux « bissecteurs » axiaux entre eux. 

C et D étant perpendiculaires à la fois à X et Y appartiennent à la 

cyclide de Dupin équilatère contenant les cercles A7 et A; et sont des 
cercles de Villarceau de même famille que A1 et A2 sur la cyclide. Les 
cercles bissecteurs C et D sont paratactiques eux-mêmes à A1 et Al : 
:.- -:o­c se déduit de A1 par l'opération X v Y v par exemple. 

2 2 

4 7. Transpositions anaUagmatiques échangeant deux c.ercles axiaux A 
et A'. 

On pourrait, en appliquant ce qui -précède (ici V= :) , obtenir à 
2 

partir d'un cercle quelconque X cosphérique à A et A', et par conséquent 
perpendiculaire à ces cercles (Y étant le conjugué de X par rapport à 

:.- ,__ 
l'inversion principale I), deux bissecteurs pour les cycles A. et A' d'orien­
tations choisies arbitraires sur A et A', donc quatre bissecteurs pour les 
cercles A et A'. Ces bissecteurs dépendent de deux paramètres. 

Regardons de plus près : le cycle Aest commun à deux congruen­

ces paratactiques de cycles, l'une positive P, l'autre négative N ; si l'ari­

1 
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~ ~ 	 ~ 

neau (A, A') est, pour fixer les idées, positif, le cycle A' est con1n1un 

aux deux congruences paratactiques de cycles P et N' et N' = - N 
(congruence des cycles opposés à ceux de N). 


-- ~ ~ - ,_ ,_ ~ 


Soit B un bissecteur de A et A' ; B = (P, n), n étant une congruence 
paratactique négative ; le double de l'angle de parataxie de A et de B 

est l'angle des congruences N et ;;, Cet angle de parataxie est celui des 
1t 	 ~ ,_ 7t 

sphères a et r:J.., soit -, donc l'angle de N et n est 9 . 4 	 ~ 

Soit maintenant B1 un bissecteur de ·A et - .A'; B1 = (p, N), et de 

- - 1t - ~même l'angle de p avec · P est 2 (l'anneau (A, - A') est ici négatif). 

Les 	cercles B et B1 sont cosphériques, puisque les angles des 

congruences positives P- et -p d'une part, des congruences négatives n­
et 
~ 

N d'autre part sont égaux. 
B1 est cosphérique à B et appartient à une congruence paratactique 

de cercles (A, A') qui est indépendante du choix de B1. Donc, B1 appar­
tient à une cyclide de Dupin ayant cmnme axes de révolution (ana-axes) 
les cercles A et A' et cette cyclide contient aussi B. 

Donc, tous les bissecteurs sont des cercles de Villarceau d'une 

cyclide de Dupin d'ana-axes A et A' ; les bissecteurs de A et A' d'une 

part, les bissecteurs de A,_ et ~A' -d'autre part constituent les deux sys­
tèmes complén1entaires de cercles de Villarceau. La cyclide est équila­
tère puisque chacun de ces systèmes est fonné de couples de cercles 
axiaux. 

Si, pour fixer les idées, B est une droite, B1 est axial à cette droite 
et la cyclide est un tore dont les plans des cercles de Villarceau font 

1t,
l'angle avec le plan de B1.4 

Cette cyclide_est le lieu des points d'égale puissance réduite * par 
rapport aux deux cercles A et A'. 

48. 	Transpositions anallagmatiques échangeant deux cycles antitac­
tiques. 

On dit que deux cycles 'A;" et A;- sont antitactiques lorsque l'un d'eux 

est paratactique à l'opposé de l'autre ; supposons donc 1\.7 et -.A; para­
tactiques. 

Chaque système X, Y de deux cercles perpendiculaires communs 
A1 et A2 fournit, comme on l'a vu dans le cas général, deux cercles axiaux 

bissecteurs de A7 et 'A;. 

* Pour cette notion de puissance réduite, nous renvoyons le lecteur au Traité 
de géométrie de M. Hadamard, 
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Soit toujours (X, Y) un système de deux cycles conjugués perpendi­
culaires à A1 et A2 et orientés comme au no 45. 

L'opération paratactique w = Xv Y v change .A;: en -"A; ici. L'ana­

tra Y1t autour de Y change -"A; en "A;. Donc, le produit de rotations 
conjuguées : 

_,_ _,_ 
'P = wYTI = Xv Yv+ r. change A1 en A2 ; 

mais ce n'est plus une opération paratactique. 
'P est le produit de l'anatra a1 b1 par une anatra .r autour du cer­

cle r d'intersection des sphères déduites respectivement des sphères 
v ~ v '1t' 

a 1, b1 par des anarotations d'angles autour de X, et i + 2 autour2 
de Y ; ces sphères sont (/. et ~'. 

anatra r = (J.w, 
cp = anatra A1 X anatra r. 

Ici, la transposition anallagmatique r transforme A7 en .A;. r. est 

un cercle bissecteur des cycles antitactiques A: et 1\;_. 
Ici, r dépend du système de cercles (X, Y) employé, car : 

anatra C X Y;. = anatra r. 
Le cercle r est normal à la sphère définie par les cercles C et Y aux 

points (opposés) communs à ces cercles : cette sphère varie avec Y. 

Il y a un autre bissecteur !:1 de .fG" et 1\; qui se déduit de D par la 
formule : 

anatra D X Y;. = anatra !:1. 

'1t' 
r dérive de Y par une rotation de autour de C bissecteur des2 

cycles paratactiques A1 et - -A2. Donc : 

La figure 14 représente la disposition de Y, C, r en supposant l'un 
des points d'intersection de c et y à l'infini. a 

y 

'1" 

r 

FIG. 14 

Congruences paratactiques de cycles - APMEP - 1960



- 63 -­

-~ -Jo-

Deux cycles antitaciiques A1 et A2 ont une infinité de << bissecteurs » 

(dits aussi faux-bissecteurs des cycles ~ et -A~), dont le lieu est une' 
cyclide de Dupin ~' équilatère déduite par une rotation d'un angle droit 
autour de C (ou D) de la cyclide lJ engendrée par les cercles perpendicu­
laires communs aux cercles Aï et A2. 

Comme anatra D = anatra C X 1, il résulte des formules indiquées 
plus haut que anatra r = anatra ~ X 1. r et ~ sont des cercles axiaux, 
ce qui explique que le lieu commun de r et ~ soit une cyclide équilatère. 

Deux faux-bissecteurs quelconques des cercles paratactiques A1 
et - A2 sont paratactiques entre enx, puisqu'ils appartiennent à une 
1nême série de Villarceau de ~''. 
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