
Léonce LESIEUR 


André REVUZ 


le langage simple et précis 

des Mathématiques modernes 

Les brochures de l'A.P.M. 

1 



Association des Professeurs de Mathématiques 


de l'Enseignement Public. 


29 ,rue d'Ulm- Paris (Se) 


EXTRAIT DES STATUTS 

Article II. - L'Association a pour but l'étude des questions intéres
sant l'enseignement des Mathématiques et la défense des intérêts 
professionnels de ses membres. Elle institue ou encourage des réu
nions, des discussions, des enquêtes sur l'enseignement des Mathé
matiques en France ou à l'étranger... 

L'A.P.M. est ouverte à tous les Collègues enseignant dans les 
Facultés, les Grandes Ecoles, les Lycées, les Collèges Classiques, 
Modernes ou Techniques, les Ecoles Nationales Professionnelles, les 
Cours Complémentaires ou les Centres d'Apprentissage. 

COTISATION. - Elle comprend l'abonnement au Bulletin, ainsi 
que les fascicules d'énoncés. 

Cotisation normale .................... . 10 NF 

Cotisation réduite (stagiaires C.P.R., élè

ves des E.N.S. et des I.P.E.S., jeunes 
gens accomplissant leur service mili
taire, retraités) ......... .. .. . ........ . 5 NF 


ABONNEMENT (personnes n'appartenant pas à l'Enseignement 
Public, bibliothèques, etc... ) : 

France et Communauté : 12 NF - Autres pays : 15 NF 

Le numéro : 3 N F 

MODE DE PAIEMENT : Virement postal (adressé au centre de 
chèques du tireur) ou mandat-carte à l'adresse : 

A.P.M. - 29, rue d'Ulm, Paris, se - C.C.P. Paris 5708-21 

RECOMMANDATIONS DU TRESORIER- Indications à porter sur 
le talon du chèque: 1° Nom (en majuscules) et prénom. - 2° Adresse 
où doit être envoyé le Bulletin. - 3° Ancienne a dresse en cas de chan
gement. - 4° Nom de l'établissement où l'on exerce. - 5° Nom de 
l'établissement précédent en cas de mutation en fin d'année scolaire. 

N.-B. - Toute nouvelle adhésion demandée en cours d'année 
scolaire compte à partir du 1er octobre précédent. Elle donne droit 
à tous les bulletins déjà parus au cours de l'année scolaire, sous 
réserve qu'ils ne soient pas épuisés. 



André REVUZ 
Professeur à la Faculté des Sciences de Poitiers 

léonce LESIEUR 
Professeur à la Faculté des Sciences de Poitiers 

, .
Le langage simple et preCIS 

des MathémOtiques modernes 

Association des Professeurs 


de Mathématiques de 11 Enseignement Public 


PARIS- 1960 


1. 



LES BROCHURES DE L'A.P.M. 

Les brochures de I'A.P.M . réunissent des textes déjà parus dans le 
Bulletin de l'Association des Professeurs de Mathématiques de l'Enseigne-· 
ment Public ou des textes inédits qu'il a paru intéressant de grouper et 
de conserver à part. 

Aux anciens membres de l'Association, il peut être agréable de 
disposer de recueils rendant inutiles de longues recherches dans la 
collection du Bulletin . 

Aux nouveaux adhérents, les brochures offrent un moyen de connaî
tre des études importantes publiées antérieurement. 

A tous ceux, et ils sont de plus en plus nombreux, qui, dans ce pays 
et dans tous les autres, s'efforcent de mettre l'enseignement des mathé
matiques à la hauteur de sa tâche, I'A.P .M . présente, avec ces brochures, 
un premier et modeste outil de travail. 

En étendant, par cette nouvelle forme de publication, son activité 
pédagogique, I'A.P .M. n'a d'autre souci .que de favoriser le développe
ment de l'enseignement scientifique au service d'une meilleure formation 
humaine de la jeunesse. 

* 


Brochures parues : 

l . 	 Le langage simple et prec1s des mathématiques modernes, par A REVUZ et L. 
LESIEUR, Professeurs à la Faculté des Sciences de Poitiers (avril 1960). 

2. 	Congruences Paratactiques de cycles, par Paul ROBERT, Inspecteur général honorai re 
de l'Instruction Publique (avril 1960). 

Brochures en préparation : 

3. 	 L'enseignement de l'astronomie. 

4 . 	 Emploi du cinéma doris l'enseignement des mathématique·s·. 
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.AVERTISSEMENT 

Les textes réunis dans cette brochure sont ceux de deux conférences 
faites par MM. RÈvuz et LESIEUR, Professeurs a la Faculté des Sciences 
de Poitiers, les 10 et 11 septembre 1960, a l'Ecole Normale Supérieure de 
Saint-Cloud, devant des Professeurs d'Eèoles Normales réunis en stage 
.d'étude. 

Plus exactement, nos Collegues ont traité leur sujet, puis ils ont 
.engagé la discussion sur les themes proposés a la réflexion des partici
pants. A la lumière de l'expérience pédagogique des uns et des autres, le 
débat éternel sur la rénovation de l'enseignement des Mathématiques a 
été poursuivi. Un auditeur a rédigé ou résumé l'essentiel de ces séances ; 
son texte a été soigneusement revu et corrigé par les conférenciers. L'As
sociation des Professeurs de fttlathématiques de l'Enseignement Public a 
publié les textes ainsi mis au point dans ses Bulletins 201 (octobre 1959) 
.et 206 (mars 1[1':60). Réunis, ils constituent la premiere brochure de 
l'A.P.M. 

Les auteurs se défendent d'avoir voulu faire ici œuvre originale . 
Leur préoccupation a été plutôt de présenter aussi brievement et aussi 
simplement que possible les idées essentielles autour desquelles doit 
nécessairement s'organiser une discussion sur la réforme des méthodes 
et des programmes. Il nous semble que ces e:xposés peuvent jouer, auprès 
de tous les Collegues, un double rôle : - motiver un examen renouvelé 
des raisons d'adapter l'enseignement élémentaire ciux conceptions actuel
.les de la science ; -permettre de mieux apprécier les difficultés de cette 
.adaptation pour les sunnonter enfin. 

En ouvrant et en dirigeant ces débats, MM. REvuz et LESIEUR ont 
apporté une nouvelle fois la preuve du profit qu'il y a à confronter idées 
et expériences de Professeurs enseignant à divers niveaux. fttlais la ren
contre n'aurait pas été si fructueuse si le cadre offert par l'Ecole Normale 
Supérieure de Saint-Cloud n'avait pas été justement si propice aux éclwn
ges libres et fraternels. 

'Que les uns et les autres, conférenciers, participants au stage et 
organisateurs de celui-ci, soient également remerciés pour leur contribu
tion à cette admirable besogne de Pé~élope que le retour d'aucun Ulysse 
ne viendra contrarier jamais : faire vivre à neuf le plzzs vieil enseigne
_ment du monde. 

Le Bureau de l'A.P.M. 

2. 
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LE LANGAGE SIMPLE ET PRÉCIS 

DES MATHÉMATIQUES MODERNES 

André REvuz 

Les mathématiques modernes ne s'opposent pas aux mathématiques 
classiques : il est de la nature 1nême des mathén1atiques de ne se renier 
jamais. D'une conception à l'autre, il y a pourtant de grands change
ments~ En mathématiques classiques, les chapitres sont classés d'après 
la nature des << objets » étudiés : arithmétique, géométrie, mécanique ... 
Les mathématiques modernes mettant l'accent sur les modes de raison
nement y trouveront le critère de classement par les structures. 

Un premier avantage de cette conception est l'économie de pensée 
qu'elle permet. Le langage des mathématiques modernes, aussi surpre
nant qu'il puisse paraître à qui l'entend pour la première fois, présente 
l'avantage d'exprimer des notions très simples. Ce vocabulaire, mainte
nant bien fixé et support de notions courantes, peut-il être introduit avec 
profit dans l'enseignen1~nt élémentaire ? La question mérite d'être étu
diée par ceux qui enseignent, l'expérience pédagogique devant déeider. 

' *** 
I. - LES ENSEMBLES. 

La mathématique n1oderne prend son départ dans la notion d'en
semble. Un Inathématicien qui serait 100 % mathé1naticien dirait : « La 
notion d'ense1nble étant une notion première, je la pose, mais je ne peux 
pas la définir. » De façon moins inhu1naine et plu~ imparfaite, disons 
que la notion d'ense1nble s'est élaborée à partir de la notion de collec
tion ; des exemples usuels de collections finies, on parvient à la notion 
de collection infinie. 

Première relation fondamentale : l'appartenance. L'élément a appar
tient à l'ensen1ble A s'écrit a E A. Un élément étant donné, il faut 
pouvoir décider par oui ou par non s'il appartient à A. Dans la réalité, 
toute notion a une frontière ; il existe des êtres appartenant à la fron
tière et pour lesquels on ne peut décider s'ils appartiennent ou s'ils 
n'appartiennent pas à l'ensen1ble. Dans les mathématiques, ce << flou » 
ne peut être toléré : par exemple, un nmnbre entier est pair ou il ne 
l'est pas. 

Le fait, pour un élén1ent, d'appartenir (resp. de ne pas appartenir) 
à un ensemble revient, le plus souvent, à affirmer qu'il possède (resp. 
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qu'il ne possède pas) une certaine propriété. Les 1nathén1atiques Inoder
nes préféreront le prenüer langage ; elles éviteront de parler de pro
priétés. 

A titre d' exe1nple, notons que le n1ot « figure », en gémnétrie, n'a 
pas de signification précise. La figure appelée triangle désigne parfois 
un ensemble de trois points (les sonunets), un ensen1ble de trois seg
ments ou de trois droites (les côtés ... ), ou 1nên1e l'ensen1ble de tout ce 
qui peut être tracé dans le plan des trois points (le~_ 1nédianes, les hau
teurs ... et le point de Len1oine). Ne vaudrait-il pas nüeux préciser : un 
triangle est un ensen1ble de trois points ? 

Relat!on d'inclusion. 

On dit que l'ense1nble A est inclus dans l'ensen1ble B (ou que B 
eontient A) si tout élé1nent de A appartient à B. On dit aussi : A est zzne 
partie de B, A est zzn sous-ensemble de B. On écrit : A C B. 

La relation d'inclusion est transitive : A C B et B C C ünplique 
A C C. On écrit : 

ACB BCC :-==> ACC 
Exe1nple d'ensen1bles transitive1nent inclus les uns dans les autres : 

l'ense1nble des carrés, celui des rectangles, celui des parallélogran1mcs, 
celui des trapèzes, celui des quadrilatères. 

Nous désignons par 9CE) l'ensen1ble des parties d'un ensen1ble E. 
Si E est fini et contient n élé1nents, 9CE) contient 2n élé1nents. Ren1ar
que : certains auteurs distinguent l'inclusion stricte CE n'est pas alors 
inclus dans E), notée C , et l'inclusion large (E est inclus dans E). L'en
semble vide, noté 0, est une partie de E. Certains sous-ense1nbles de E 
ne contiennent qu'un seul élé1nent : il faut distinguer le sous-ensem
ble l a ! ne contenant que a, et qui est un élé1nent de f}J (E), de a qui est 
un élément de E. 

Intersection et réunion de deux ens·embles. 

L'intersection de deux ense1nbles A et B est l'ensemble des élé1nents 
qui appartiennent à A et à B. 

Si l'appartenance à A équivaut à posséder une propriété œ, si l'ap
partenance à B équivaut à posséder une propriété ~' l'appartenance à 
l'intersection de A et de B équivaut à posséder la propriété œ et la pro
priété ~· 

On écrit syn1boliquen1ent : 

a E An B <=> a E A et a ( B. 

Le syn1bole n se lit << inter ». Le syn1bole <=> signifie « équivaut 
logiqueinent à » ou encore « ünplique et est ünpliqué par » (ilnplication 
1éciproque). 

Exemples : 1) L'ensen1ble des carrés est l'intersection de l'ensem
ble des losanges et de l'ense1nble des rectangles. 2) L'ensemble des élé
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ments de symétrie d'une droite et d'un cercle est l'intersection de l'en
semble des éléments de symétrie du cercle et de l'ensemble des éléments 
de symétrie de la droite. 3) L'ensemble des nombres réels qui vérifient 
les inéquations silnultanées : 

1 2x- 3 ~ 0 
1 :r-4<0 

est l'intersection de l'ensen1ble I ·des n01nbres réels ·qui vérifient (i) 
2x - 3 ~ 0 et de l'ensemble II des n01nbres réels qui vérifient (ii) 

x- 4 <O. Si l'on désigne par la notation [+ ~, + oo [ l'ensemble I 
. . ' 2 

(intervalle semi-ouvert) et par ]- oo, + 4 [ l'ensen1ble II (intervalle 
ouvert), l'ense1nble des nombres réels vérifiant (i) et (ii) sünultané1nent 
s'écrira : 

3 [ [ 3 ,[+2, + CX) [ n ]- oo, + 4 . = +2, + 4 

La réunion de deux ensen1bles A et B est l'ense1nble des élén1ents 
qui appartiennent à A ou à B (le << ou » n'étant pas disjonctif) ; on écrit : 

a EAU B < = > a EA ou a EB 
Les schémas (1) et (2) illustrent ces notions d'intersection et de 

réunion d'ense1nbles. 

A 6 
. 

. 

-IIIJ 
(1) AvB 

Passage au complémentaire. 

Un ense1nble A étant inclus dans un ense1nble de base E, on appelle 

complémentaire de Arelativement a E (et on note CA ou [E A s'il y a 

lieu de préciser) l'ensemble des élén1ents de E qui n'appartiennent pas 
à A. Lorsque l'ense1nble de base E par rapport auquel on . << passe au 

complén1entaire » est connu sans ambiguïté, on dira seule1nent : [ A est 
le complémentaire de A. 

Re1narque : A n cA - 0 · A UcA =E cE =0 . . 
Le schén1a (3) illustre la notion de passage au c01nplén1entaire.. 
Si l'appartenance d'un élé1nent à A équivaut pour lui à posséder 

une propriété <J., l'appartenance d'un élé1nent au complé1nentaire de A 
équivaut pour lui à ne pas posséder la propriété <J.. Le passage au complé
mentaire pennettra donc de passer facile1nent d'une proposition à sa 
contradictoire. L'introduction des sy1nboles logiques : v, quantificateur 
universel, qui se lit « pour tout », et 3, quantificateur existentiel, qui 
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' . 
se lit « il existe », silnplifie encore l'écriture. La proposition : « pour_ 
tout élément x de l'ense1nble E, on a la propri~té P », s'écrit symboli

quement : v x EE P; elle est équivalente à C1 x, P 1 = 0. Sa négation 

s'écrira C1 x, Pi# 0 ou encore 3 x EE non P, qui se lira << il existe un 
élément de E pour lequel on n'a pas la propriété P ». 

L'introduction des quantificateurs v et 3 permet un véritable 
automatisme pour passer d'une proposition à sa contradictoire. Lors
qu'il s'agit d'une proposition simple : « Toutes les Françaises sont blon
des », et de sa négation : « Il exist~ une Française non-blonde » (ou de la 
proposition : << Il existe une Française blonde », à sa négation : << Toutes 
les Françaises sont non-blondes »), le sy1nbolisme peut sem.bler superflu. 
Il n'en est plus de même pour la proposition : « La fonction f .de x est 
continue pour Xo », qui s'écrit, symbolique1nent : 
v E > 0' 3 Y1 > 0 V x E ]xo- "fl, Xo -~"tl [ lf(x)- f(xo) 1< E, 

dont la négation s'écrit automatiquement : 

3 E > 0 V ·fJ > 0 · 3 x E ] Xo- "fl, Xo + "tl [ , lf(x) - f(xo) 1 ;:: o:. 

Liens entre inters·ection, réunion et passage au complémentaire. 

Intersection et réunion sont des opérations éviden1ment commuta
tives : 

AUB = BUA. 

L'intersection est distributive par rapport à la réunion : 

(4) An(BUCl=(AnB)U(AnC) 
qui ressemble à hi relation algébrique a. (b -~ c) =a. b + a. c, valable 
pour les nombres. Le schéma ( 4) ilh1stre la relation ( 4). 
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La réunion est distributiv'e par rapport à l'intersection : 

(5) . AU (B n C) = (AU B) n (AU C) 
alors qu'il n'y a pas de relation analogue .pour les nombres 
a + b. c =F (a + b). (a + c). Le schéma (5) illustre la relation (5). 

(S) Au ( B n C) = {A v B) n (A v C) 

Il y a dualité de la réunion et de l'intersection par passage aux 
.complémentaires : relation (6) et schéma (6) : 

(6) 

(t) 

II. - LES RELATIONS. 

L'étude des relations, - dont un cas particulier est celui des fonc
tions -, constitue la plus grande part de l'activité des mathématiciens. 

Pour introduire la notion générale de relation, on définit d'abord le 
produit cartésien de deux ensembles E et F : c'est un nouvel ensemble 
noté EX F, ayant pour éléments les couples ordonnés dont le premier 
élément appartient à E et le deuxième élément à F. On écrit symboli
quement: 

x EE y EF -::::=> (x,y)E ExF. 
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Le sché1na (7) illustre ce produit cartésien : E y est figuré par les 
points d'un seg1nent fenné de droite, F par les points d'un -segment 
fenné de droite perpendiculaire. L'ense1nble EX F est figuré par les 
points du rectangle fenné (frontières c01nprises) qui est hachuré. 

(7)F~ 
E 

Se donner une relation entre les éléments x E E et les élén1_ents 
y E F,- c'est reconnaître les élé1nents (x, y) E E X F qui ont une pro
priété P ou qui n'ont pas cette propriété. C'est donc savoir définir un 
sous-ense1nble de EX F (savoir définir sur le schéma 7 une région R 
incluse dans le rectangle hac:P.uré). 

Exe1nple : soit E = F _; le sché1na figure pour E, X E un carré 
hachuré. La relation d'égalité (d'identité) dans E est illustrée par la 
pre1nière diagonale de ce carré. 

Fonctions, app1ications, graphes. 

Une classe particulièreiüent ünportante de relations est constituée 
par les fonctions ou applications : il s'agit des relations ~ définies 
sur E X F et telles que pour tout x appartenant à E, il existe un y et 
un seul appartenant à F, tel que l'on ait (x, y) E R. Il y a donc là une 
double exigence : 

a) x décrit E en entier ; 
b) à chaque x f E ne correspond qu'uN y E F, lequel est dit 

l'in1_age de x dans l'application considérée. 
La relation est alors dite une fonction définie sur E et prenant ses 

valellrs dans F, ou encore llne application de E dans F. Dans ces condi
tions, l'usage est, la fonction (ou l'application, les deux tenues sont 
synony1nes) étant désignée par f, de représenter la relation entre 
x E E et y EF par y= f(x) ou x_,_ y. Mais l'habitude Inalheureuse 
qui consiste à parler de la fonction f(x) est à l'origine de n01nbreuses 
confusions et doit être rigoureuse1nent proscr:ite : f(x) est la valeur prise 
par f pour l'élément x de E, f(x) est un élé1nent de F, et doit être dis
tingué de f qui est une relation, d'un type particulier, sur E X F. 

Le sous-ense1nble de E X F correspondant à une relation ou à une 
fonction en est dit le graphe (c'est la généralisation de « la courbe repré
sentative des variations de la fonction » ou « représentation graphique 
de la fonction »). 

L'ensemble des valeurs de la fonction f, - que l'on peut définir 
syn1_boliquement par f(E) = 1y; y E F, 3 xE E, y= f(x) l-, est une 
partie de F. Si c'est F lui-même, on dira que c'est une application de E 
sur F, ou qu'elle est surjective, ou encore que c'est une surjection. Si, 
pour tout y E f(E), il existe un seul x E E dont y soit l'ünage, on dit 
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que f est injective ou est une injection. Si l'application est à la fois sur
jective et injective, cela veut dire que tout y E F est l'iniage d'un seul 
x E E. Il existe dans ce cas, et dans ce cas seule1nent, une application 

--1 

inverse f de F sur E, 	définie par : 
- 1 

f[f(x)] =x 
et f est dite biunivoque ou bijective. 

Familles indexées. 

L'attribution d'indices aux élén1ents d'un ensem.ble se fait par la 
donnée d'une application : soit E un ense1nble d'éléments à étudier, 
I un ense1nble d'indices (I est un ense1nble quelconque : le fait d'être un 
ense1nble d'indices n'est pas une propriété intrinsèque pour un ensein
ble ; c'est l'usage que nous avons décidé d'en faire qui lui confère cette 
qualité), et soit une application de I dans E. On notera xil'élé1nent de E 
ilnage de i par cette application. L'ensemble des xi sera dit famille d'élé
ments de E indexée par I. (En vertu de la définition de l'application, cha
que élé1nent de la famille a un indice qui le caractérise dans la fa1nille) . 

Quand I est l'ense1nble N des entiers positifs, la fan1ille est dite une 
suite : suite de nmnbres, de points, de fonctions, d'enseni-bles, etc ... , sui- · 
vant la nature des éléments de E. 

On peut en particulier considérer une fanlille indexée de parties 
d'un . ense1nble A donné [on se donne alors une application de I 
dans ? (A)] et étendre les notions de réunion et d'intersection en 
posant, si l'application est i -~Ai : 

U Aï = ~x;3i E I x EAï( 
i EI 

n Aï = )x; Vi E I x E Ai.( 
i EI 

Relations d'équivalence. 

L'opération de classification des élén1ents d'un ense1nble conduit 
intuitivement à la notion de relation d'équivalence. Supposons que l'en
semble E soit coupé en parties disjointes Ai (l'indice i décrit un ensPin
ble I qui peut être quelconque), telles que la réunion de toutes ces par
ties reconstitue E ; cela s'écrit syn1bolique1nent : 

• -L . 
l -r- ] Ai n Aj = 0 	 U Aï= E . 

i EI 

On dit alors qu'on a réalisé une partition de E. De deux élén1ents 
de E, on peut dire : ils appartiennent au 1nên1e Ai : ils sont équivalents ; 
ou bien, ils n'appartiennent pas au n1ên1e Ai : ils ne sont pas équivalents. 

On re1narque sans difficulté que la relation Q_ entre deux élé
Inents de E : être équivalents, c'est-à-dire appartenir à la 1nême par
tie Ai de la partition, possède les trois propriétés suivantes : 

I) v x E E, (x, x) E R, ce qui veut dire que toüt élé1nent est classé 
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(et, évidenunent, se trouve dans la partie qui le contient !). On dit 
que rJ{_ est Téflexive .. 

II) (x, y) E R => (y, x) E R. Le fait que x et y appartiennent à la 
mê1ne partie ne dépend pas de l'ordre dans lequel on les considère. 
fJ<_ est symétTique. 

III) (x, y) ER et (y, z) ER => (x, z) E R. Deux éléments qui se 
trouvent dans la même partie Ai que l'élément y appartiennent donc au 
mên1e Ai et sont équivalents. rJ{_ est transitive. 

Il est facile de vérifier que réaliser les trois propriétés précédentes 
équivaut à réaliser une partition de E : les deux modes d'introduction 
de la relation d'équivalence sont logiquement équivalents (*). En effet, 
les trois propriétés I, II, III pennettent de réaliser une partition de E. 

Soit y l'ensemble 	des x qui vérifient la relation rJ{_ avec y : 


y= )x ; (y, x) E R 1· 

Appelons classes les sous-ense1nbles y. On retrouve les deux carac

tères d'une partition : 

a) tout x appartient à une classe, la classe x (même s'il est seul de 
sa classe) ; 

b) ou bien deux classes sont disjointes yn; =0, ou bien elles sont 

confondues y=~. Il suffit de n1ontrer que si l'intersection de deux clas
ses n'est pas vide, les deux classes sont confondues : supposons qu'il 

existe un · x appartenant à y qui appartienne à ~ ; (y, x) E R et 
(z, x) E R ; la symétrie (propriété II) ünplique (x, z) E R ; la transitivité 

(propriété III) (y, z) E R, donc z Ey. Mais si z E y, la transitivité pennet 

d'affirmer que la classe ; est incluse dans la classe y. Le mê1ne raison

. ne1nent établit que y est incluse dans ;, On a donc bien y= ;, 

Les classes y sont dites classes d'équivalence modulo rJ{_. L'ensem
ble de ces classes est l'ensemble-quotient de E par rJ{_ ; il est noté E / fJ<_. t 

Exemples de relatioNs d'équivalence : 

1) L'égalité ou l'identité des élé1nents d'un ensemble : 

(x, y) E R <=> 	x= y ; ici x= 1x 1· 
2) L'égalité des « figures » gémnétriques ou isométrie ; une classe 

d'équivalence est constituée des ense1nbles géométriques égaux. Dans le 
cas particulier des segn1ents de droite, tous les segments égaux oùt la 
Inêine longueur; l'ense1nble-quotient des segments de droite par la rela 4 

tion d'ismnétrie est l' ense1nble des longueurs. 

(*) Remarque : Il n'y a pas de « jeu de mots » ; il ne faut pas confondre « rela
tion d'équivalence entre éléments x, y d'un ensemble E » notée rJ(_ (x, y) ou 
(x, y) E R ( E X E et << équivalence logique de deux propositions P et Q » notée 
P <= > Q. L'écriture symbolique évite ici l'ambigu~tè du langage usuel. 
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3) Appelons vecteur un couple de points du plan donnés dans un 
certain ordre ; l'équipollence de deux vecteurs est une relation d'équi

. valence ; l'ensemble-quotient est celui des vecteurs libres. 
· 4) Dans le plan cartésien, définissons la relation rfl._ entre deux 

points P et Q par : 
(P, Q) E R <=> Xp = XQ · 

On vérifie que c'est une relation d'équivalence ; les ·classes d'équiv~lence 
sont les droites parallèles à l'axe des y. 

5) La relation d'équivalence entre les ,fractions : 

~ ~: <=> pq' = qp' 

définit l'ense1nble-quotient des nombres rationnels. 

6) La relation de parallélisme au sens large entre droites du plan 
définit l'ensemble-quotient des directions du plan. 

Relations d'ordre. 

Une relation (x, y) E R notée (*) x < y est dite d'ordre (ou plus pré
cisément d'ordre partiel) si elle vérifie les trois axiomes suivants : 

I) la relation est réflexive (x, x) E R ou x < x ; 
II) la relation est antisyniétrique a < b et b < a => a = b ; 
III) la relation est transitive a < b et b < c => a < c. 

Si, de plus, la relation vérifie l'aximne IV, elle est dite d'ordre 
total : 

IV) pour tout a et tout b appartenant à E, on a a < b ou b < a. 
Exemples: 

1) Le cours d'un fleuve avec ses affluents définit un ordre partiel : 
A est en aval de B, si l'eau passe en A après être passée en B. 

2) La relation d'inclusion des parties d'un 1nên1e ense1nble E vérifie 
les aximnes 1, II et III : 

(I) A C A. (II) A C B et B C A = > A = B 

(III) A C B et B C C = > A C C . 

3) Entre plusieurs · relations d'équivalence définies sur un 1nême 
ensemble, on peut établir une relation d'ordre par finesse : rfl._1 sera 
dite plus fine. que rfl._2 si (x, y) E R1 => (x, y) E R2. 

Il revient au 1nême de dire que toute classe Ai relative à la partition 
qui définit rfl._ 1 est incluse dans une classe Bj de la partition qui défi
nit rfl._ 3 • 

4) Dans l'ensemble des points (xiyi) du plan eartésien, on peut défi
nir un ordre total (ordre alphabétique) : 

Cx1, y1) < Cx2, y2) <=> si X1 < X2 


OU si X1 = X2 


* Le symbole < est employé ici à la place de < pour toute relation d'ordre. 
Le symbole ~ est employé pour la relation d'ordre entre nombres (réels, rationnels. 
entiers ...). 
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, Un point M est antérieur à tout point situé plus à droite ou à tout 
point de 1nême abscisse qui n'est pas situé nwins haut que lui (fig. 8). 

--------~----~~~---x 

(8) 

Dans le 1nên1e plan, on définit un ordre partiel : 

(Xl, Yl) < (X2, Y2) <=> Xl~ X2 (fig. 9). 
et Y1 ~ y2 

x 

(9) 

Tout point du quadrant fenné (I) est postérieur à M. Tout point du 
quadrant ferm.é III est antérieur à M. Tout point du quadrant ouvert Il 
ou IV n'est pas cmnparable à M. Cet ordre partiel dans le plan défini-tt 
un treillis (en anglais lattice), car, _étant donné deux élém.ents (points) 
M1 et M2, il est possible de définir leur supremum (le plus petit des élé
Inents plus grands que M1 et M2), soit P, et leur infimum (le plus grand 
des élé1nents plus petits que Nh et M2), soit Q (fig. 10). 

(10) 
Le langage simple et précis des mathématiques modernes - APMEP - 1960



LES STRUCTURES ALGEBRIQUES OU ORDONNÉES 
~ . . 

DANS L'ENSEIGNEMENT ÉLÉMENTAIRE 

Léonce LES·IEUR 

I. RELATION D'ORDRE NATUREL DANS N. 

Dès la première étude de l'arith1nétique à l'école prilnaire, on 
cmnpare les entiers. Cette comparaison définit une relation d'ordre .natu
l'el dans l'ensemble N des entiers 1, 2, ... , n, ... , satisfaisant aux trois 
axiomes : 

r V a E N a~ a réflexivité, 
(1) 	~a~ b et b ~a = > a= b antisymétrie,

1 a~ b et b ~ c => a ::::;; c transitivité. 

La relation est dite d'ordre strict si l'égalité est in1possible ; nous 
considérons ici la relation d'ordre large qui n'exclut pas l'égalité. Reinar
quer aussi que la relation d'ordre naturel est impropre1nent dite « d'iné
galité » ; elle n'est pas la contradictoire de l'égalité. 

La relation d'ordre naturel dans N jouit d'une propriété suppléinen
taire : deux éléments quelconques étant pris dans N, ou bien ils sont 
égaux, ou bien l'un est plus grand que l'autre. On peut écrire : 

(2) V a, b E N = > 3 a::::;; b ou b ~a. 

C'est une relation d'ordre total; N est dit totalement ordonné. 

D'un point de vue algébrique, nous pouvons considérer deux lois 
de composition sur les éléments de N. Etant donné deux entiers naturels 
quelconques a et b, le plus grand des deux sera noté Max (a, b) = a V b ; 
le plus petit des deux nombres a et b sera noté Min (a, b) =a A b. 
Deux opérations sur les entiers sont ainsi définies : la fonnation du 
maximum, notée V, et celle du nünim.u1n, notée A . 

Au moyen de ce sy1nbolisme, la distributivité de la deuxiè1ne opé
ration par rapport à la pre1nière s'écrirait : 

(3) a A (b V c) =(a A b) V (a Ac). 
Soit 	avec les notations Max et :Min : 

(3') Min (a, Max (b, c) ) =Max (Min (a, b), Min (a, c)). 

Pour la justifier, on peut ren1arquer d'abord la syn1étrie des rôles 
de b et de c ; on peut donc supposer b ~ c. Alors, de trois choses l'une : 

1) a ~ b ::::;; c : on vérifie que les deux membres de (3) valent a ; 
2) b ::::;; a ~ c : on vérifie que les deux me1nbres de .(3) valent a ; 
3) b ::::;; c ~a : on . vérifie que les deux men1bres de (3) valent c. 

Le langage simple et précis des mathématiques modernes - APMEP - 1960



-16

On démontre de même : 

(3") a V (b A c) =(a V b) A (a V c). 

On remarque ici la simplicité des énoncés écrits symboliquement 
et, en contraste, la complexité des phrases qui exprimeraient les propo
sitions (3) et (3"). Sous leur forme abstraite, ces propositions restent 
encore valables dans tout ensemble totalement ordonné : par exemple, 
N + l 0 1, l'ensemble des entiers naturels complété par zéro ; Z, l'en-:
semble des entiers relatifs (positifs, négatifs ou nul) ; etc... 

II. - RELATION DE DIVISIBILITE DANS N. 

a et b étant des entiers naturels, nolis écrirons que a divise b (ou 
que b est un multiple de a) : ajb ou a~ b. Cette deuxième notation 
est justifiée : la relation de divisibilité est une relation d'ordre qui satis
fait aux axiomes (2), mais cet ordre n'est pas total, car il ne satisfait 
pas à l'axiome (3) ; pour deux entiers a et b quelconques, il peut ne pas 
y avoir relation de divisibilité, par exemple : a = 4, b = 6. Une relation 
d'ordre non total est dite d'ordre partiel. 

D'un point de vue algébrique, on peut ici encore définir une loi de 
composition de deux entiers quelconques a et b : il suffit de chercher 
les entiers c vérifiant a~ c et b ~ c. Les c seront dits majorants 
communs (ou multiples communs). On sait qu'il en existe un, m, plus 
petit que tous les autres, et tel que tout autre n1ajorant commun soit 
divisible par lui. On écrit : 

V a et b E N, 3 m EN tel que a ~ m b ~ m, et tel que 

a ~ c et b ~ c = > m ~ c. 

Le passage du couple (a, b) au nombre m est une opération algébrique . 
-qui sera notée m =a V b ou m = Sup (a, b). Le symbole V est lu 
« union ». En m, on reconnaît le plus petit com1nun 1nultiple de a et b. 

De la mê1ne façon, on définira les MINORANTS COMMUNS à a et b (le$ 
diviseurs communs) ; le plus grand com1nun diviseur d sera le plus 
grand des minorants. On écrira : 

V a, b E N E · d = a A b = Inf (a, b) E N tel que d ~ a, d ~ b 
et c ~a, c ~ b => c ~ d. 

Les deux lois de cmnposition introduites et notées V et' A sont-elles 
distributives l'une par rapport à l'autre ? La distributivité de l'opéra
tion notée A par rapport à l'opération notée V s'écrirait : 

(4) aA(bVc)=(a Ab)V(aAc). 

Démonstration : a, b et c sont supposés décomposés en produits de 
facteurs premiers pt ... Pn1 ou pi, i variant de 1 à n. Les décompositions 
s'écrivent : 
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i=n 
al a., a a . na= p p ~ ... p n = p 1, 

. 1 2 Il i 
i=l 

i=n 

b = np~i, C=-11p~i, 
1 

i = l i = l 

(On peut supposer que les facteurs prenüers sont les n1ê1nes dans 1es 
trois décompositions, certains des exposants pouvant être nuls). En 
appliquant les règles de formation du plus petit commun 1nultiple et du 
plus grand commun diviseur, on a : 

Ï=ll i=n 
· -~-~ Max (iJ , c .) n Min (b., c.) 

1 1b V C= p 1 ; b AC = p 1. 

i i 
i = l i = l 

Le premier membre de (4) devient : 
Ï = ll 

a A (b v c) = n p;in(ai, Max(bi, ci))' 

i=l 
et le second membre : 

i=n 
(a A b) V (a A c) = -~-~ P~Iaxe1in(ai, bi)' Min(ai,cl)). 

i = l 
Il ne reste plus qu'à comparer les exposants qui sont égaux d'après la 
relation (3'). L'égalité ( 4) est vérifiée. 

On démontrera de même : 

(4') aV (bAc) =(aVb) A (aVe) . 

III. - IDEAUX DANS Z . 

Une relation d'ordre partiel très intuitive est celle de l'inclusion des 
sous-ensenibles extraits d'un ensemble. On peut ramener la relation de 
divisibilité à celle d'inclusion en introduisant la notion d'idéal dans 
l'ensemble Z des entiers relatifs. 

a étant un élément quelconque de Z, on appellera idéal de base a 
dans Z l'ensemble des multiples de a ; on désignera cet idéal par (a) . 

(a) = 1 ka ! , k décrit Z. 
Si a= 0, l'idéal est nul ; si a est négatif, puisque k décrit Z, (a) = (-a) . 
La base d'un idéal non nul peut donc être prise dans N. 

On vérifie que la relation de divisibilité est logiquement équivalente 
à l'inclusion d'un idéal dans l'autre : 

alb <=> (b) s; (a). 
En effet, si a divise b, tous les multiples de b sont aussi des multiples 
de a ; donc, l'idéal de base b est inclus dans l'idéal de base a. Récipro
quement, l'inclusion de (b) dans (a) implique que tous les multiples de b 
(donc b lui-même) soient des multiples de a. 

L'énoncé classique : les multiples communs à deux entiers sont les 
multiples de leur plus petit commun multiple, conduit à la relation : 
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(a) U (b)=(aVb), 
qui se traduit : l'intersection de deux idéaux non nuls est un idéal ayant 
pour base le n~ajorant n1inimum des bases des deux idéaux donnés. 

Remarque : Si (a) est l'idéal nul, (a) n (b) est aussi l'idéal nul. 

Par contre, la réunion de deux idéaux n'est pas· un idéal. Si. c'en 
était un, soit (p), l'inclusion de (a) dans (p) signifierait pja; de 
1nên1e p jb. Soit a= 3 et b = 5, alors p = 1, et (1) n'est autre que Z. 
Or, 4 n'appartient ni à (a), ni à (b) ; 4 n'appartient donc pas à (a) n (b) . 

On se posera alors le problèn1e de chercher, s'il en existe, les 
idéaux (c) qui contiennent (a) et qui contiennent (b) ; les (c) seront dits 
idéaux majorants cmnmuns. Panni tous ces (c), il y en a un (d) qui 
est le majorant commun minimzzm ; il est obtenu en prenant pour d le 
plus grand conunun diviseur de a et b. 

On vérifie : 

_(d) = 1ma + nb 1, 
où m et n sont des entiers qui décrivent Z ; en effet, on 1nontre d'abord 
que tout élé1nent de la forme ma + nb est inclus dans (d), soit : 

l ma + nb l ~ (d). · 
Il suffit de re1narquer pour cela que a~ a'd et b = b'd implique : 

ma+ nb= (ma' + nb') d ~ (d). 
On vérifie ensuite que tout élé1nent de l'idéal (d) appartient à l'ensenl
ble l ma +nb l . Il suffit pour cela d'utiliser la formule de Bezout qui 
exprüne le plus grand conunun diviseur d de a et b sous la fonne : 

d =pa + qb, d'où 

kd = kpa + kqb E 1 ma +- nb 1 . · 


L'opération qui définit (d) doit être distinguée de la réunion et on 
la notera +. 

(a) + (b) = (d). 

Pour les deux lois notées A (inter) et + (union ou addition), on 
vérifiera la distributivité de l'une par rapport à l'autre, qui résulte ·desc 
égalités ( 4) et ( 4') : 

(a) + ( (b) A (c) ) = ((a) + (b)) A ((a) + (c) ) , 

(a) A ( (b) + (c)) = ( (a) A (b)) + ((a) A (c) ) . 

IV. - TREILLIS. 

L'ense1nble N ordonné par la relation de divisibilité donne un exem
ple d'ensemble ordonné dans lequel deux élé1nents quelconques a et b 
possèdent un 1najorant nünin1un1 et un n~inorant maxilnum. D'une 
façon générale, on appelle treillis ou ensemble réticulé tout ensemble 
ordonné E jouissant de cette propriété. Le 1najorant n1inünum de a et b 
se note a V b (union) et le minorant 1naxilnun1 a A b (inter). E se trouve 
alors n1uni de deux opérations qui ont des propriétés algébriques inté
ressantes que nous n'étudierons pas ici. 
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Si ces opérations sont distributives l'une par rapport à l'autre, le 
treillis est dit distributif, et les exen1ples précédents : treillis formé 
par N muni de sa relation d'ordre naturel, treillis formé par N ordonné 
par la relation de divisibilité, treillis forn1é par l'ensemble des idéaux 
de Z ordonné par la relation d'inclusion, sont tous des treillis distri
butifs. Mais il existe am~si des treillis non distributifs ; en voici un exem

, ple simple, d'origine géométrique. 

Soit E l'ense1nble des variétés linéaires de l'espace à trois dimen
sions : 

E = 1 points, droites, plans, E lui-n1ê1ne, p 1 . 

La relation d'inclusion (ou d'incidence) est une relation d'ordre . 
Exemples : point A situé sur une droite D (A ~ S D) ; droite D située 
dans un plan P (D S P). Mais cet ordre est partiel. A et B étant deux 
variétés linéaires de E peuvent ne pas être c01nparables par la relation 
d'inclusion. 

Etant donné deux variétés A et B, il y a une variété maximum 
contenue dans A et dans B ; c'est l'intersection au sens de la théorie 
des ensembles ; on écrit : 

An B=A A B. 

On définit de 1nême la variété nünin1u1n qui contient A et B, c'est-à
dire la variété Ininimum parn1i les variétés Inajorantes de A et B. On 
l'écrit A V B, on lit le syn1bole V « union » et on ne doit pas confondre 
avec l'opération de réunion (notée A U B). 

Exemple : A et B sont ·deux droites ; leur réunion est l'ensemble 
des deux droites ; si les deux droites ·sont sécantes ou parallèles (!nais 
non confondues), A V B est leur plan ; si les deux droites ne sont pas 
eoplanaires, A V B est E tout entier ; si les deux droites sont confon
dues, A V B = A= B. 

Dans le cas de E, il est facile de vérifier que les deux opérations 
notées A et V ne sont pas distributives l'une par rapport à l'autre. En 
effet, prenons A, B, C, trois droites deux à deux non coplanaires. 
B V C = E, donc : 

A A (B V C) = A A E = A. 

D'autre part, A A B = p et A A C = 0, donc : 

(A A ) V (A A C) = p V p = ç>. 

Il est vérifié que A A (B V C) ~(A A B ) V (A A C). 

V. - LA NOTION DE GROUPE. 

Je tennine par quelques mots sur la notion de groupe, qu'on ne 
peut passer sous silence, l'enseignement élé1nentaire, en donnant de 
nombreux exemples. Par exemple, l'addition dans Z est une loi de groupe 
abélien (ou groupe con1n1utatif), parce qu'elle Yérifie les axiomes sui
vants : 
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V a, b EZ a + b EZ, 
a+ 0 =a (zéro est l'élément neutre du groupe),1 à a),. V a E Z, 3 a' E Z a +a'= 0 (a' est l'élément opposé 
a+ b = b +a (commutativité),

Î (a+ b) + c =a+ (b + c) (associativité). 

L'étude des transformations géométriques fournit mên1e des exetn
ples de groupes non commutatifs. Soit T l'ensemble des transformations 
(ou applications) de l'espace E ; A et B étant des transformations, il 
leur est associé par la loi de composition notée 0 la transforma
tion AoB (« composée » de A et de B ou « produit » des transfonna
tions A et B). 

r V A, B E T, AoB E T, 
Aol = t)A =A (1 est l'élément neutre du groupe 

ou la transformation identique),
\ 

yA ET,3A' AoA'=A', A=I0 

(A' est la transformation inverse de A), 

Ao(B oC) = (A0 B) 0 C (associativité).1 
1 

Le groupe des déplacements est un sous-groupe du groupe des trans
formations. 

Le groupe T n'étant pas cmnmutatif: A0 B:;;b B0 A, on peut se poser 
le problème de trouver X tel que : 

AoB=BoAoX. 

On trouve X= A-1 
0 B-\B,0 A ; X est dit ·commutateur de A et de B. 

On vérifiera, par exemple, que les con1mutateurs du groupe des dépla
cements .du plan forment le· sous-groupe des translations. 

A la suite de l'exposé, une discussion s'engage où sont évoquées en 
particulier les notions d'anneau, de corps et d'espace vectoriel qu'on ren
contre aussi, bien entendu, dans l'enseignement élétnentaire, mais qui ne 
peuvent être dégagées de façon abstraite qu'au niveau de la propédeuti
que. Voir pour ces notions et pour des compléments : « Structures algé
briques et structures topologiques » (Monographie no 7 de l'Enseigne
ment Mathématique, éditée en commun avec l'A.P.M.). 
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L’APMEP  
en quelques mots... 

Fondée en 1910, l’APMEP est une association : 
− totalement indépendante, politiquement et syndicalement, et bénévole ; 
− qui représente les enseignants de mathématiques de la maternelle à l’université. 
L’APMEP se préoccupe simultanément : 
− des contenus des programmes ; 
− des compétences requises des élèves ; 
− des méthodes d’enseignement et de formation ; 
− des horaires et effectifs, en particulier des dédoublements de classes ; 
− de l’harmonisation entre les cycles ; 
− de la valorisation des mathématiques comme instrument de formation et non de sélection. 
L’APMEP est un lieu de : 
− libre parole et de confrontation d’idées ; 
− démarches coopératives d’auto-formation ; 
− propositions pour une politique d’enseignement des mathématiques. 
L’APMEP intervient pour : 
− défendre ses positions ; 
− intégrer les nouveaux outils (calculatrices, logiciels de géométrie, de calcul...) ; 
− faciliter les évolutions et les démarches d’équipe (formation initiale et permanente, 

laboratoires de maths...). 
L’APMEP agit pour préserver, donner ou redonner aux élèves : 
− le goût des mathématiques ; 
− le plaisir d’en faire. 
Pour l’APMEP, faire des mathématiques, c’est : 
− identifier, formuler un problème ; 
− expérimenter sur des exemples ; 
− conjecturer un résultat ; 
− bâtir une démonstration ; 
− mettre en œuvre des outils théoriques ; 
− contrôler les résultats et leur pertinence ; 
− communiquer une recherche, une solution ; 
− développer simultanément : 

o le travail individuel et le travail collectif des élèves ; 
o le sens de l’écoute et du débat ; 
o la persévérance ; 
o les capacités d’imagination, d’esprit critique, de cohérence et de rigueur. 

Faire des mathématiques, c’est œuvrer pour : 
− la formation de l’esprit ; 
− l’intégration dans la vie sociale, culturelle et professionnelle. 

Plus d’informations sur : www.apmep.fr 




