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Olympiades 2017

Le concours continue son évolution

Plus de 2D00 lycéennes et lycéens ont pris part aux Olympiades nationales de mathématiques en 2017. L
lycéennes représententn peu plus de 35% de I'effectif, les séries autres que S groupent 11% des candidat
La place réduite occupée par les lycéenngmurtant majoritaires dans la population globataloit nous
inciter a encourager spécifiquement les filles a participer@lyxpiades. En ce qui concerne lasor S»,
'apparition d’une épreuve de mathématiques pour les voies ES et L au Concours général destlyoées es
marque supplémentaire de l'intérét que l'institution leur porte. D’'une maniere générale, il impertien

faire comprendre que I'objectif des Olympiades ne se limite pas a désidegmeilleurs des meilleuss

car il est bien plus important de faire comprendre que le champ des exercices de mathématiquémite se
pas aux exercices d'application.

Le reglement introduit en 2016 sépare plus nettement qu’auparavant les partiestienale» et
«académique> des sujets. La délibération nationale porte essentiellement sur les exeraieg®raux»,
méme s'il est demandé aux académies de ne pas fairecrwir au niveau national des copies peu étoffées
dans leur partie @cadémique». L'évolution est nette en ce qui concerne les modalités de la partie
«académique» : un gros tiers (ou une petite moiti€, nous ne possédons hélas pas l'intégralité desesomp
rendus demandés) des académies ont organisé I'épreuve selon la modaditéquipe» ou en laissant le
choix aux participants entre la compétition individuelle et la compétition par équipe. Quelques
éclaircissements sont encore nécessajres a reensé des effectifs allant de 1 (sic) a 4 pour les équipes
constituées, 2 ou 3 semble la bonne mesure, si elle est précisée d’entrée et pas improvisée au deomen
s’asseoir. Les sujets proposés pour la partie académique, lorsqu’elle oppose des équipbenttie
vraisemblablement compte dans un futur proche de cette modalité particuliere. Il faut donner aipegqu
les moyens de se partager le travail, d’explorer plusieurs pistes, de trouver des formes de attiabsous
peine de revenir a une compétti individuelle au sein de I'équipe.

Tous les sujets proposés aux niveaux national et académique sont rassemblés dans ce document. |
seconde livraison mettra a disposition des enseignants et des lycéens la tres grande majorité ds
« solutions». Saluonge travail réalisé par quelquegpetites mains»> qui ont assumé la rude tache de donner
une forme homogéne a I'ensemble de ces documents, provenant de plus de 30 sources différentessque n
avons tenu a unifier malgré leurs différences de mise en pag#e style.
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PRESENTATION DU TABLEAU SENTQUE

Le tableau qui suit vous permet de choisir un exercice et, dans le tome 2, les éléments de@aaoliahction
de six critéres

X La premiére colonneonne la liste des exercices de chaque académie.

X Les douze suivantgsrécisent le (ou legjomaine(s) mathématique(s) impliqué(s).

X La suivante (nombre de questionpermet le choix entre les énoncés brefs, laissant une large place a la
recherche et ceux, beaucoup plus longs qui font gravir marche apaéshml’escalier qui conduit a la
solution.

La quatorziemedonne la longueur dans le tome Il d'une solution détaillée en nombre de-pag®s.

X L'avantderniére précise lesections concernéesun méme théme d’exercice pouvant comporter deux
versions adaptés a chacun (Les souris golteuses;Maxseille; Saluts mathématiques, AMarseille;
Tous les Huns veulent devenir Z’HEROS;; |Riidygones réguliers ? Lijlées chaussettes assorties,
Nancy; Des trinbmes, Strasbourg).

x La derniéere enfirdonne le itre de chaque énoncé. Cela permet de le retrouver par
- Un nom propre(EratosthéneGuldin, Kaprekar, Héron, Trucher, Pythagore, Hotel8gytacuse..,)

- Un objet mathématique(pavage, codage, palindrome, puzzle, jeu de la vie, stratégie, élections ...)
- Un prabléme issu des arts plastiquégravure, palette, patron d’'une robe, vitrail...)

X La derniére ligne du tableau (TOTAd9nne pour chaque colonne l@mbre de cases cochée qui
permet de classer les domaines concernés.

Les comparaisons avec les tableaus danées précédentes concus dans le méme cadre montrent les
permanences et les fluctuations liées a I'évolution des programmes.

Cette année encore, lg¢ométrie planearrive largement en téte. Elle est suivie fatgorithmique, les
dénombrements les équationsfonctions, puis l'arithmétique et les suites Lalogique occupe une

position médianelLa géométrie dans I'espacdesinégalités les probabilités, la numération et les
statistiquesforment le peloton de queue.

g
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National Europe 1 X X X 14| 2|Toutes Somme des carrés en abyme
National Europe 2 X X 18] 2[S 1,2, 3... dallez! ‘
National Europe 3 X X X 13| 1|Autres Boites de canelés bordelais
National Amérique 1 X X 8| 2|Toutes Saute, saute, sauterelle
National Amérique 2 X XX 12| 2|S De racines en carrés
National Amérique 3 X X 8| 2|Autres Le fabricant de puzzles
National Asie Pacifique 1 X X X 15| 3{Toutes Puzzle d'un disque : 1, 2, 4, 8, 16 et aprés ?
National Asie Pacifique 2 X X X 16| 2{S Des rationnels en couleur
National Asie Pacifique 3 X 11 1|Autres Jeu de stratégie
Aix-Marseille 1 X 8| 2|S Les souris golteuses
Aix-Marseille 2 X X 5| 2|8 Saluts mathématiciens
Aix-Marseille 3 X 8] 2{Non S Les souris goQteuses (2)
Aix-Marseille 4 X 5| 2[Non S Salut mathématicien (2)
Amiens 1 X 5| 2|8 Mesure de la circonférence de la Terre par Eratosthéne
Amiens 2 X 6] 2|Tous Langage codé
Amiens 3 X 11| 3]L,ES, STMG, S|Dans un lycée
Amiens 4 X 5| 1|sT2D, STL, ST Fonctionnement de lamémoire d'un ordinateur
Amiens 5 X[ X] X 3] 3|1ereBac Pro  [Rien ne sert de courir
Besangon 1 X 4] 4|Toutes La gravure
Besangon 2 X 6] 1|8 On en connait un rayon
Besangon 3 X X X 7[ 8[Non S Les créations de monsieur Hart
Bordeaux 1 XX X 11] 2[Toutes Une curieuse calculatrice
Bordeaux 2 X X 12| 2|8 Tartarin et les canards migrateurs
Bordeaux 3 X 11| 2|Autres Des jetons et des gommettes
Clermont 1 X X 11] 3[Toutes Combien de triangles seront tracés
Clermont 2 X X 12| 3[S Pour des pommes
Clermont 3 X 11] 2}Autres Une hirtoire de digicode
Corse 1 X X 9l 2|Toutes Algorithme de Kaprekar
Corse 2 X 9| 4|Toutes Les SKARS et les QUARTS sur P902
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Créteil 1 X 6| 1{Toutes Le ruban escargot

Créteil 2 X 3| 2|Toutes A vos palettes |

Dijon 1 X 5| 1|Toutes Défi & la calculatrice : en somme, les nombres !
Dijon 2 X X 10{ 2|8 Les golygones

Dijon 3 X 5| 1|Autres Le fanion bicolore

Grenoble 1 X| X 8] 2|S A la recherche d'une valeur approchée du nombre n
Grenoble 2 X 5| 1]s, STI2D, STL, {Des histoires de bicyclettes

Grenoble 3 X X 11] 3|L, ES, STM{Le jeu de la vie

Grenoble 4 X X 6| 1|Non$S Des écarts sur le trapéze
Guadeloupe, Guyane, Martinique 1 X 9] 2|Toutes Les codes

Guadeloupe et Martinique 2 S Les triangles bancals

Guadeloupe et Martinique 3 Autres Les carrés magiques

Lille 1 X 12| 2|S Tous les HNS veulent devenir des Z’HEROS
Lille 2 X I S Pentagone... régulier

Lille 3 X 12 Non S Tous les HNS veulent devenir des Z'HEROS (vatiante)
Lille 4 X 6 Non S Pentagone... régulier (variante)
Limoges 1 X 6| 1|Toutes Suite de syracuse

Limoges 2 7] 2|S Que d'eau |

Limoges 3 X 3| 2|Non S Jour d'élection

Lyon 1 X X 7| 13|Toutes Etude des pavages de Trucher

Lyon 2 X 13| 7|Toutes Palidromes binaires

Mayotte1 8| 2|Toutes Cubisme radical

Mayotte 2 X 8| 2|S Un hexagone dans un carré

Mayotte 3 X 6] 2|Autres Le jeur du Parking

Montpellier 1 X 6| 2|Toutes Les cartes bicolores

Montpellier 2 X X 16| 2|S Les rectangles sympathiques
Montpellier 3 X 7| 2|Autres Empilements d'oranges

Nancy-Metz 1 X 11] 1{Toutes Les chrominos

Nancy-Metz 2 X 8| 2|Toutes L'Etoile de Héron

Nantes 1 6] 2|S Les chaussettes assorites

Nantes 2 X 10{ 4|S Une histoire d'encerclement de piéces
Nantes 3 71 1|Non S Les chaussettes assorites (variante)
Nantes 4 X Non S8 La baguette de pain ou le modéle de Hotelling
Nice 1 X 13| 2{Toutes Carte au trésor dans un cube

Nice 2 X X 5| 2|Toutes Carrément pavé

Normandie (Caen - Rouen )1 XX X 9| 2|Toutes La constante de Pythagore
Normandie (Caen - Rouen) 2 X 8| 3|S Le théoreme de Guldin

Normandie (caen - Rouen) 3 X 9 3|NonS Nombres entiers, triangle et pyramide
Nouvelle Calédonie 1 X X 18 4|Toutes Pythagorescence

Nouvelle Calédonie 2 X X 141 4(S Transmission de message

Nouvelle calédonie 3 X X 13| 2{Non S Les chiffrements

Orléans-Tours 1 X 9] 1{Toutes L'arbre de Stern Brocot

Orléans-Tours 2 X X 10| 1|8 Constructions

Orléans-Tours 3 X 2| 6|Non 8 Paniers surprises

Paris 1 (individuel) X X 4] 4|Toutes Cryptage affibonacci

Paris 2 (individuel) X X 5| 3|S Le patron ne manque pas de volume
Paris 3 (individuel) X 6] 1{Non S Un sudoku

Paris 4 (équipes) X 3| 3|Tous Des triangles & l'équilibre

Paris 5 (équipes) 4 2|8 Jouons avec les moyennes

Paris 6 (équipes) 5/ 2|Non S Populations d'entiers

Paitiers 1 X X 10{ 6|Toutes Des promenades dangereuses

Poitiers 2 X X 10] B[S Trajet minimal

Poitiers 3 X X 11| 4|L,ES,STMG |Droites en position générale

Poitiers 4 X 9| 2|ST2D,STL,S|Restauration d'un vitrail

Reims 1 12} 2[Toutes Des problémes de pesée

Reims 2 X 6] 2(8 Produit de longueurs de cordes

Reims 3 8| 2[Autres Spaghettis et mathématiques

Rennes 1 X 13| 6|Toutes Elections

Rennes 2 X 10} 3|S ,STI2D, STA vos patrons

Rennes 3 X 7] 4|L ES,ST2S §les liponombres

Réunion 1 X 10| 5|Toutes+S [Les nombres chanceux

Réunion 2 X 8| 4|S Construction a la régle et au compas
Réunion 3 X Autres Cryptegrtaphie

Strasbourg 1 X 71 118 Des triangles a l'équilibre

Strasbourg 2 X 10l 1S Des trindmes

Strasbourg 3 X 1] 1|Non S Des distances

Strasbourg 4 X 8| 2|Non$S Des trindmes (variante)

Toulouse 1 X X 7] 4|Toutes+S |Promenades paralléles

Toulouse 2 X 14] 4S Parachute

Toulouse 3 X 12] 7|Non S Tectonic

Versailles 1 B8] 3jToutes Un compte de fées

Versailles 2 3 S Triangle débordant

Versailles 3 X 2 Non S Les randonneurs

TOTAL 22| 14] 3[19 16] 7]34 | Paul-Louis HENNEQUIN
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NATIONAL EUROPE

Exercice 1 Sommes de carrés en abyme
Toutes séries

On considére la fonctioldéfinie sur 'ensemble des entiers naturels non nuls, qui a tout entier naturel non nul associe
la somme des carrés dehiffresde son écriture décimale
Ainsi, par exempleE5) = 5%= 25, §29) = 26+ 96= 85 K132) = 16+ 36+ 26= 14,

Introduction
1. a.Calculerg1), B11) et B111). Démontrer que tout entier naturel non nul admet au moins un antécédent
par B

b. Calculerg23), §32) et §320).
c. Démontrer que tout entier naturel non nul admet une infinité d’antécédents Bar

La suite des images successives d’un entier
Bant donné un entier naturel non nu®, on considére la suite de nombres définie get par ses images successives
par Bnottes Q= K Q), Q= BQ),...,Q>5= B Q), etc.
2. Calculer les cing premiers nombres de cette liste p@ur 301, puis pour Q = 23 et pour Q= 1030.
Que peuton en déduire pour les termes suivants de chacune de ces trois?istes
3. Calculer les nombre§, Q, @, ... Qpour Q= 4.
Quels sont les nombres suivants de la liste dans c@ cas

Etude d’'une propriété

On souhaite dérntrer la propriété suivante, notée& dans la suite du probleme

9 Qest un entier non nul

- soit, il existe un rang0 tel que, pour tout entierJsupérieur ou égal », Q = 1.

- soit, il existe unrangd tel que Qg= 4, et les termesuivantssont alors 16, 37, 58, 89, 145, 42, 20, 4,...
On dit dans ce cas que la suite est périodique, de période 8, a partir du/rang

On dispose de Ifalgorithme—cb_ntre. N ) Variable: (AJP J=PC JK JC
4. a.Qu’affiche cet algorithme lorsque I'on saisit en entrée la valeur
@422 N | Entrer Q
b. Justifier que si I'algorithme affichepropriété vérifiee» pour Tant que( QML A R M4)
une valeur donnée alorsQérifie la propriétéé. QZ R Q
c.Comment le programme se comporterdisi un nombree Afficher Q
vérifiait pas la proprletee ? _ o Fin tant que
d. Tous I,e§ entiers naturels compris entre 1 et 99 verifientla | agficher« propriété vérifiée»
propriété é. Expliquer comment cet algorithme peut permettre de

le prouver.

Extension auXcritures a trois chiffres
On souhaite montrer que la propriété s'étend aux entiersaturelsnon nul @ s’écrivart avec trois chiffres.
5.Soient 5 >et ?des entiers naturels inférieurs ou égaux a 9 tels guilO et soit T= 100 =+ 10 >+ ?

a. Montrerque TF E 7 R99+ ?F P> Oeten déduire queR 7 QTF1.

b. Siu, s'écrit avec trois chiffres, montrer qu'il existe un radgel que ¢ Q99. Conclure.

Généralisation
On souhaite montrer que la propriété est vraieur tout entiernaturel non nulu, .
5. a.Montrer que, pour tout entier natureLsupérieur ou égal & 4, on:81 L< 10275,
b. En déduire que, si un termé&), de la suite s'écrit avet.chiffres( L R4), alors Q.= B Q) s’écrit avec
au plusL F1 chiffres.
¢. Montrer que pour tout entierQ il existe un rangK tel que @ Q999. Conclure.
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Exercice2:1, 2, 3 ... dalleiz
Série S

Dans tout ce qui suitJdésigne un entier naturel non nul. ,
Une unité de longueur étant donnée, on considére un carré |
coOtés de longueurd. On note ce carré 4 et on se propose de ~ :L
le paver a I'aide de carrés de cbtés de longueur 1,2 ou 3; ¢~ TF
1
1
1

a-dire de le recouvrir sans débordement ni chevauchement.- -
Par commodité, on dira qu'un carré de cOtés de longuéi. | -1 1 i __
(Evalantl, 2 ou 3) est de taill& N T

On montre cicontre un pavage du carré. comportant cing
carrés de taille 1, un de taille 2 et trais taille 3. T

1. a.Estil possiblede paver le carré . en n'utilisant aucun carré de taille?l
b. Montrer qu’il n'est pas possible de paver le carrég sans utliser de carré de taille 1.
c. Donner un pavage degcomportant quatre carrés de taille 1. On admettra dans la suite qu’il n’existe pas
de pavage de gavec des carrés de taille 1, 2 ou 3 comportant strictement moins de quatre carrés de taille 1.

Tout carré - s peut étre pavé avecl®carrés de taille 1Certains - s peuvent I'étre sans en utiliser. Dans a@tercice,
on déterminele nombre minimal de carrés de taill&inécessaires au pavage du carré par des carrés de taille 1,
2 ou 3; on note @ J ce nombre.

2. Déterminer @1), @8) et @9).
3. Plus générnament, que vaut@ J si Jest pair? Que vaut@ J si Jest un multiple de 2
On s’intéresse donc dorénavant aux entiedmpairs et non multiples de 3.

4. a.Montrer que siJest impair et non multiple de 3, alord+ 6 est impair et non multiple de 3.
b. Montrer que, pour tout Jsupérieur ou égal a4Q@ J+ 6) Q @ J) (on considérera les carrés;s. et - ).

5. a.Peuton paver un rectangle de largeur 5 et de longueur 6 en utilisant des carrés de taille8 Eetd&dire
que @11) Q1.
b. Montrer que @13) Q1.
c.On admet que@5) = 4 (comme dit plus haut) et qued7) = 3. Montrer que, pour tout entierJimpair,
non multiple de 3 et supérieur ou égal a 1Q,J Q1.

Les carrés de taille 1 soiils indispensable®

6. Pour tout entier Jimpair, on partage le carré sen J8cases carrées de taille 1 et 0~
repére chaque case par un cougl&fFou Eest le numéro de la ligne dfe numéro  [5.1)(5.2) 5.3} 5.4} 55
de la colonne en partant de la case inférieure gauche (sur la figures).
Onaffecteensuite achacune des casgapartir du couple( EF qui la reperele coefficient
F1 si Eet Fsont pairs,1 si et Fsont impairs e0 sinon. @.1)
a. Exprimer en fonction deJ, la somme des coefficients de toutes les cases gle anla2la3d.4aas
b. Démontrer que, si un carré de taille 3 fait partie d’'un pavage du carggalors la
somme des coefficients de toutes les cases gu'il recouvre est 3 8.ou

Quelle est la somme des coefficients des cases d'un carré de taille 2 utilisé dans les mémesnsdnditi
Quelle est la somme des coefficients d'un carré pavé par des carrés de taille?2 ou 3

Conclure que, pour tout entied:

- @J = 0si Jest un multiple de 2 ou de;3

- @J = 1si Jestimpair, non multiple de 3 et supérieur ou égal a 11.

f. Que vaut@2017) ?

® a0
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Exercice 3 Boites de canelésordelais (spécialités patissieres)
Séries autres ques

C’est du gateau

Une patisserie propose des boites de canelés bordelais de diverses contendese®nditionnements par 6, par 9,
par 12et par 16 sont possibles.
1. Peuton acheter 10 canelés, 20 canelés, 30 canglés
2. a.Etablir la liste des quantités, inférieures & 30, qu’on ne peut pas réaliser en achetant plusiess b
b. Montrer que, s'il existe un entiedtel que tout achat deJ, J+ 1, J+ 2, J+ 3, J+ 4, J+ 5 caneléssoit
possible, alors il est possible d’acheter toute quantitécdeeléssupérieure ou égale d
c. Déterminer le plus petit entiedréalisant la condition précédente.

3. a.Pourraiton commander 5@aneléssi les conditionnements possibles étaient 6, 9, 12 €2 15
b. Y auraitil dans ce cas un seuil-@lela duguel toute quantité soit réalisabbe

Un algorithme glouton mais peu performant

Pour conditionner une commande dé&canelés, on peut appliquer udgmrithme (qualifié deglouton) consistant a
utiliser un maximum de boites de la plus grande taille, puis de placer ce qui reste dans desdboiadte
immédiatement inférieure, etc.

4. a.Que donne cette méthode s'il s’agit de répartir 60 canelés dasddites de 16, 12, 9 et
b. Et pour répartir 75 canelés
c.Pourraiton conditionner les 75 canelés en procédant autrenfent

5. On s’autorise a présent des emballages individuels, mais on souhaite limiter le nombre de ba§éesuti
a. Combien de boitede 12, 8, 6 et 1 faudraitutiliser pour conditionner 41 canelés en utilisant I'algorithme
glouton?
b. Le méme total estl réalisable avec moins de boites (évidemment, sans appliquer I'algorithme)

6. Quels conditionnements petdn réaliser en utilisanine boite de chaque sorte au maximum parmi 5 boites
de capacités 1, 2, 4, 8, 26
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Exercice 1 Saute, saute, sauterelle
Toutes séries

Quatre sauterelles sont placées sur un plan. A chaque seconde, une (et ungeeldehque d’entre elles saute au
dessus d’'une autre selon la regle suivanse la sauterelle placée en A sautedmssus de la sauterelle placée en B,
elle atterrit au point A’, symétrique de A par rapport.a B

On représente la situation en utilisant wepére orthonorm& 1; &% Au départ, les quatre sauterelles occupent les
sommets—tous a coordonnées entieresd’un carré de coté 1.

1. Pour chacun des cas suivaritgjiquer un exemple de configuration initiale possible en y associant une liste
de sauts possibles (I'ordre alphabétique des lettres M, N, P, Q ne préjuge pas de leur dispitatie) i

RN R ] R R s e e ——
:Q e R R oA D SRR T R
fffffffffffff R R D . U
______________ NP NP P
AN S IS S ARate SEERD SELCEREES B e R
M M . IN
A G S S IR B St A anny T
R R L S S M |
: . . . I B e e e S e
a.illyaeudeuxsauts | b.ilyaeuquatre sauts| c.ilyaeuquatre sauts| d.ilya eu quatre sauts

2. a.Estil possible que les quatre sauterelles soient, au bout d’un certain nombre de sauts, toutes gmde m
point ?
b. Estil possible qu'aprés un certain nombre de sauts les quatre sauterelles seeiriosur quatre points
alignés?
c. Estil possible que trois sauterelles soient, au bout d'un certain nombre de sauts, sur le méme point

3. a.Estil possible qu’aprés un certain nombre de sauts les sauterelles forment & nouveau ud Baméer un
exempe.
b. Montrer qu’un tel carré a nécessairement pour coté 1.

4. On suppose que les positions de départ sont les points dont les couples de coordonnées sor
(0,0,(0,1),(1,0),(1,1). On dira gu'une sauterelle ede type PRi ses deux coordonnées sont des entiers
pairs,de type P&i son abscisse est paire et son ordonnée impdeeype IBi son abscisse est impaire et son
ordonnée paire, etle type Iki ses deux coordonnées sont impaires.

a. Prouver qu'a tout instant lesasiterelles se trouvent sur des points a coordonnées entieres, et que chacune
a conservé sotypeinitial.

b. Estil possible que trois des sauterelles soient a une méme distance de la quaieéme

c. Prouver que I'on n'aura jamais trois sauterelles alignées.
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Exercice? ;: De racines en carrés
Série S

Lapartie entiered’'un nombre est le plus grand entier inférieur ou égal a ce nonltagartie entiére d’'un nombre
réel Tse note' ( 7). Par exemple' (4) = 4 et ' (4,3) = 4. On notera que, lorsquéeln’est pas un entier, on a toujours

(< T< (7+1.

On dit d'un entier naturel qu'il estn carré parfaits’il est le carré d’'un autre entier.

On souhaite étudier I'algorithme suivantn considére un nombre0 , entier strictement positif différent d’'un carré
parfait. On lui ajoute la partie entiere de sa racine carrée, puis on recommence avec le réseitat & ainsi de
suite jusqu’a tomber éventuellement sur un carré parfait.

1.
2.

3.

En partant de0 = 38, on obtent successivememt4,50,57 puis64. Justifier ces résultats.
Quel est le premier carré obtenu en partant du nomB&? Celui obtenu en partant du nombé® ? D’ou
partir pour aboutir 8 ?

Soit 0un entier strictement positif différent d’un carré gait. On note systématiquementl= ' k¥0 cdans
la suite du probléme. On pose== 0 F Z.

Montrer que =vérifie: 0 < =< 2 J+ 1 et, plus précisémentl Q = Q2 J.

4.

Dans cette question, on étudie le cas des entiémour lesqueld Q = Q J On se donne un e O vérifiant
cette double inégalité, et on nomme@s, Og 0+ ...., 05les nombres obtenus aprés une, deux, Létapes de
I'algorithme décrit plus haut a supposer qu’il n’a pas encore terminé.

a. Justifier que 05= J®+ J+ =

b. Montrer que 0g= (J+ 1) 8+ (=F1).

c. Que peuton en déduire si== 17

d. Si =M1, montrer que Og= ( J+ 2) ®+ ( =F2). Que peuton en déduire sE= 2 ?

e. Conclure que, dans tous les cas buQ = Q J, I'algorithme termine.

Soit un entier0 pour lequel J+ 1 Q = Q2 J. Montrer que 0s= (J+ 1) %+ (=F JF1).
Démontrer que le processus termine toujours.
a. De tous les entiers inférieurs ou égaux a 15 et différents d’'un carré parfait, quel est celucessite le

plus d’étapes pour arriver au premier cafté
b. Méme question pour les entieraférieurs ou égaux a 99.

On pourra proposer une solution algorithmique, dont on recopiera le programme implanté sur latadeulla
fonction partie entiére peut y étre désignée par les commandes int( ) ou floor ()).
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Exercice3: Le fabricant de puzzles
Séries autres que S

Piéces toutes carrées
Un fabricant de puzzles étudie la conception d’'un puzzle carré dont les pieces seraiemtéglies toutes des carrés
—de dimensions diverses si nécessaitont les cotésasteraient paralléles aux coétés du carré initial.

Les puzzles représentésatintre comportent respectivement 8 et 13 piéce
carrées. On se demangm®ur quelles valeurs ddentier non nul on peut créer
un puzzleconstitué de Jpiéces carrées, les piéces pouvant étre de dimerssi
différentes.

1. Représenter des puzzles aux spécifications voulues comportant 4, 6, 7, 9 puis 10 piéces carrées

2. Pour tout entier J, montrer que si on peut créer un puzzle du carré constituegdieces carrées,
alors on peut en créer un dé+ 3 piéces carrées.

3. En déduire que, pour tout entie6 on peut créer un puzzle constitué tle- 3 Goieces carrées.

4. Montrer que,pour tout entier Gsupérieur ou égal a 2, on peut créer un puzzle constitug Ge
piéces carrées.

5. Déterminer finalement I'ensemble des entiedpour lesquels on peut créer un puzzle constitué
de Jpiéces carrées.

Pieces en forme de triangles isocéles
On imagine a présent des puzzles carrés constitués de triangles tous igpaslegcessairement identiques).

6. Montrer que, pour tout entierJstrictement supérieur a 1, on peut concevoir un puzzle carré
constitué de Jtriangles rectangles isoceles.

7. Concevoir deux puzzles distincts constitués chacun de sept piéces en fornendéet isocéles
non rectangles.

8. Proposer un procédé aboutissant a un puzzle constitué d&72pieces en forme de triangles
isoceéles non rectangles. On pourra remarquer, en le justifiant, qu’un triangle isocéle peut toujours
étre découpé enJ®triangles isocéles])entier non nul.



Olympiades 2017

NATIONAL ASIE

Exercice 1 Puzzle d'un disquel, 2, 4, 8, 16, et apre3
Toutes séries

On donneJpoints distincts#s, #¢ #7,... #4disposés sur un cercle. En reliant deux a deux ces points, puis en coupant
selon les traits, on détermine desrorceaux de lune (surface délimitée par un arc de cercle et la corde qui le-sous
tend) et des «norceaux polygonaux, comme autant de piecesun puzzle. Pour I'étude qui suit, on suppose que
trois cordes ne concourent jamais en un méme point intérieur strictement au didgee figures alessous
représentent les casl= 3, et J= 4. Le but de I'exercice est de lier le nomh2gde pieces créées au nombriéde

points placés sur le cercle.

Hatonsnous de proclamer un résultat... faux A A
1. Vérifier, en recopiant ces figures, qug= 4 et 3= 8.
A A
2. a. Faire une figure permettant de trouver la valeur @& | |
Quelle est cette valel? ’ ‘
b. Quelle est la valeur d@;? Quelle valeur attribuer &5? A

3. Quel résultat imagin¢-on pour 2 ? Faire une nouvelle
figure et déterminer2..

4. Estil possible, dans chacun des exemples précédents, de colorier les piéces en n'utilisant que dews, cou
deux piéces ayant une frontiere commune ne recevant pas la méme cdulaprésenter les coloriages
réalisés pourJ= 3, J= 4et J= 5.

Inventaire soigné
5. a.Combien peubn former de couples de points distincts parth #, ...,#4? Combien de cordes peon
alors tracer dont les extrémités soient prises parmiJgmints ?
: : : aa?95(a%?9
b. Montrer que le nombre de triangles dont les sommets sont pris patnit, ..., #sest. ——
¢.On suppose quel R4. Quatre points quelconquesipmparmi#s, #, ...,#5définissent six cordes dont deux
ont un point d’intersection intérieur strictement au disque. Combientyilale tels points d'intersectiof

6. Dans cette question, on fait le lien entre le nombre de poil
d’intersection (intéreurs strictement au disque) de deux cordes

le nombre de piéces créées. On disposeJegoints #s, #, ..., #4

sur le cercle.

a. La figure econtre (ou J= 6) illustre I'effet du tracé d'une
nouvelle corde (en pointillés) sur le nombre de piécsiselle a As
Gpoints d'intersection (intérieurs strictement au disque) avi
les précédentes cordes, combiert-an de piéces de plus, er
nombre?

b. On commence sans aune corde, et donc une seule piéec
(ronde). Une premiére corde ne crée aucun point d’intersection et le nombre de pieces craitldewit
2 (deux morceaux de lune). Ou en-esta la quatriéme cord@ A la cinquiém& On pourra posetz, G,
G Gles nombres de nouvelles intersections apportées paf1§ 2., la%*corde.

c. Apres le tracé de la derniere corde, combien de points d'intersectteorecréésen tout ?

d. Conclure finalement que la relation liant le nombre de points et le nombreétpiest
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JJIF1) JXJF1)(JF2)(JF3)
%=1+ +
2 24
7. a.Retrouver a I'aide de cette formule les résultats obtenus plus haut.
b. Y at-il d’autres valeurs delpour lesquellesZ; est une puissance de22Donner le plus petitlsupérieur a
5 pour lequel cette cotidence se produit.

8. Exposer un algorithme permettant de colorier chaque piéce en noir ou en blanc, deux piéces netrpasva
la méme couleur si elles ont une frontiere commune.
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Exercice? ;: Des rationnels ercouleur
Série S

On rappelle qu’un nombre rationnel positif est le quotient d'un entier naturel par un entier nadureiul. Pour tout
rationnel T, il existe un entier natureket un entier naturel>non nul tels queT= —g. Par exempleT= Bifsest un

rationnel positif.

On admet qu’on peut attribuer sans ambiguité une couleur, rouge ou vert, a chaque rationnelgositiivant les
regles suivantes

- le rationnel 1 est vert

- pour tout rationnel T, Tet T+ 1 ne sont pas de la méme couleur

- pour tout rationnel non nulT, Tet—zsont de la méme couleur.

Par la suite, on notera~ Uorsque Tet Usont de la méme couleur e Uorsque Tet Une sont pas de la méme
couleur. Par exempld4 15et 14~ ?58.

Comment annoncer laouleur

1. Déterminer la couleur de chacun des nombres Premier algorithme
) 5 5 5 9 57 u Z =
suivants. 2, 0, 17, 2)17,—6, ?d m;, —6, _8 {Tant ques NO
2. Soit Jun entier naturel non nul. Quelle est la couleur de {Etape 1 calculer Met Nentiers tels que==
J(et de—;? >M NetO QN >en effectuant la division
9] euclidienne de=par >
3. Pour déterminer la couleur d'un rationrreé, on utilise { Etape 2 Faire= Z 3, Z |
le premier algorithme ci-contre (les mention€Etape let

Etape 2sont descommentaires.

, O &
a. a.Aprés unettape 1 eston sOr que—o"' _O? Algorithme modifié
o & WZ=1€0QF Z0
6O O prant que> NO
b. Justifier que cepremier algorithmetermine. CalculerMet Nentiers tels que
c. En fin de boucle, la couleur deestelle la == >M NetO QN< >

T8O QHREAPO Q HiP MP
Faire=2Z =>>Z N

la recanstituer alors? UEtape finale...
4. a. En s’aidant dyremier algorithmedonner la couleur|

du rationnet——
u rationne s

couleur de la fractionédu départ? Comment

847
b. Quelle est la couleur d%4—5?

, 0
c.Rédiger Etape finalede I'algorithme modifiéde sorte qu'il renvoie la couleur d%
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Qu'il était vert, mon escalier

2 \ LEgende
V
Vert 2
1 Rouge

2

0% /A’V/////ﬁ: 6.

Sous la courbe représentative de la fonctiBgui a tout
5
réel strictement positif T associe son inverseg, on

dessine un escalier dont les marches sont délimitées en
abscisse par divers entiers naturels. Chaque marche est
ensuite colorié avec la couleur du rationnel égal a son
aire. La figure etontre correspond aux abscisses 0, 2, 3,

5. Escalier arithmétiquees marches de cet escalier sont délimitées par tous les enflets 2, 3, ... Quelles sont les

couleurs de ses marchescegssive®

6. Escalier quadratiquees marches de cet escalier sont délimitées par les carrés des etidrs4, 9, 16, ...

Quelle est la couleur de la marche qui contient le point de coordonné@k7(20)?

7. Escalier géométriquén se donne un entieMstrictement supérieur a 1 et on construit I'escalier dont les marches
sont délimitées par 0, 1 et les puissancesMeMM, M, ...Estil possible de choisiitle sorte que cet escalier soit

entierement vert?
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Exercice3 : Jeux de stratégie
Séries autres que S

Asmaa et Benjamin jouent a un jeu dont voici les regles

Un nombre entierO supérieur ou égal a 3 est donné.

Chacun annonce a son tour un nombre entier compris entre @, dtet O compris.

- Réegle 1 Un joueur ne peut pas réutiliser un nombre entier qui a déja été annoncé paéluie ou par son
adversaire

-Régle 2 Un joueur ne peut pas annoncer un nombre entier inférieur ou supérieur de 1 a un nombre qigil a dé
annoncé li-méme lors de cette partie.

La partie s’arréte lorsque

- Tous lesnombres entiers compris entre 1 €tont été annoncés et la partie est alors déclarée nulle

- Il reste desrombres entiers non annoncés mais le joueur qui a la main negaeuies annoncer a cause de la
seconde régle. Ce joueur a alors perdu la partie.

C'est toujours Asmaa qui commence a jouer. On pourra operur Asmaa eB pour Benjamin.

Par exempleN = 6:

Un exemple de partie nulte Un exemple de partie oA perd:
Aannonce 3 Aannonce 3
Bannonce 2 Bannonce 1,
Aannonce 5 Aannonce G
Bannonce 4 Bannonce §
Aannonce ], Ane peut annoncer ni 2, ni Aa perdu.

Bannonce 6 Egalité

On étudie dans la suite quelques situations. On prendra garde au fait que, par exemplgax perdre> signifie
gagner ou faire partie nulle. On rappelle que c’est toujours Asmaa qui commence.

1.Pour 0 = 3,donner un exemple de stratégie gagnantaip8enjamin (c'esé-dire telle que Benjamin gagne quoi
gue joue Asmaa).

2.0n s'intéresse au cas i = 4.
a. Proposer un exemple de partie que Benjamin gagne.
b. Etude du jeu
(i) Asmaa dit « Je joue 1 et, je ne peux pas perdre ». Pourguoi
(i) Asmaaommence par 2, alors Benjamin ditJe vais gagnénr. Quelle est la stratégie de Benjamin ?
(iii) Asmaa peutlle, en jouant bien, étre sire de gagner ?

3. Donner un exemple de partie nulle pour un enti@guelconque supérieur ou égal a 3.

4.0n s'intéresse au cas dil = 5.
a. Asmaa commence par annoncer 5. Montrer qu’en jouant 1, Benjamin gagne a coup sdr.
b. En déduire que, pouf = 5, quel que soit le nombre choisi par Asmaa au premier coup, il existe un
nombre que Benjamin peut choisir au dékme coup pour étre certain de gagner.

5.0n s’intéresse au cas dii = 7, le jeu commence pak: 1 puisB: 7. Donner une stratégie gagnante pour
Benjamin.

6. 0n suppose qué est impair, et on posé = 2 L F1. Asmaa joue un entiel, différent de L Benjamin joue
2L F I . Il pense gagner en jouant systématiquement par la suite le complénizhtia dernier choix d’Asmaa.

A-t-il raison?
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Exercice 1 les souris golUteuses
Séries autres que S

Un roi a déjoué un complot visant’ampoisonner. En effet, il s'avere queiet une seuldouteille de vin de sa cave
personnelle a ét€ontaminée!

Un dresseur de soutismi du roipropose de dénicher cette bouteille en faisant godter des mélanges des bouteilles
a ses petits compagnons

Lorsqu’une souris godte du vin empoisonné, elle meurt le lendemain.

Le but de I'exercice estétudier deux méthodes permettant d’identifier la bouteille empoisonnée a l'aide de ces
souris.

Partie 1

1) Il'y a 2 bouteilles suspectes. Prouver qu'une sauiit & déterminer la bouteille empoisonnée en un jour.

2) ll'y a 8 bouteilles suspectes.
Le dresseur propose de les partager équitablement en 2 lots, de déterminer dans quel lot sedrooutellle
empoisonnéeet de recommencer jusqu’a l'identifier aveertitude.
Prouver qu'il suffit de 3 sourau maximunen 3 jours.

3) La cave du rois en réalité constituée de 10Xbuteilles exactementLe dresseur appliqgue la méme méthode.
a. Combien de jours seront nécessaires pour identifier la boutailigoisonnée?
b. Combien fauil de souris?

Partie 2

Le roi doit donner un grand banquet le lendemain soir et souhaite donc identifier en un jour seularbeuteille
empoisonnée Cependant, le dresseaouhaite utiliser le moins de souris possible.

1) Aprés réflexion, le dresseur affirme qu’avec 2 souris il peut idengiiar le lendemaira bouteille
empoisonnégarmi 4 bouteilles suspectes. Bouteille 1 12 13 |4
Il griffonne alors le tableau suivant Souris 1 1 lo

§ouri32 0O 1 |0 |1

Prouver que 2 soursuffisent a trouver la bouteille empoisonnée en un jot

2) Iy asix bouteilles suspectes. Pentavec trois souris trouver la bouteille empoisonnée en un jour ?
Comment ?

3) Quelle est le nombre maximal de bouteilles pouvant étre testées avec 3 souris ?

4) Ave cette stratégie, combien de souris sont nécessaires pour test@d24bouteillesde la cave een un
jour ?
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Exercice 2 saluts mathématiciens
Séries autres que S

1)

2)

3)

4)

5)

Lors d'un séminaire international de mathématiques, les voitdessdélégations de trois pays, la France, la
Belgique et le Canada, arrivent en méme temps sur le padangniversité.

Il'y a 4 Francais, 3 Belges et 5 Canadiens.

Lorsqu'ils se rencontrent, les mathématiciens de nationalité différente se serrentiha mai

Combien de poignées de mains sont alors échangées

Ayant apprécié le séminaire, ces mémes mathématicgergonnent rendexous I'année suivante.

lls se connaissent désormais un peu mieux et quand ils se rencontrent, les mathématiciens dditéationa
différente se font la bise. Mais la coutume est différente dans chaque:pags$-rancais ont I'habitude de faire
deux bises, les Belges en font une et les Canadiens en font trois. Lorsque deux personnes semgrest le
nombre de bises de celgui en fait le plus qui est échangé.

Combien de bises sont échangées au tatal

L’année suivante, pour le grand colloque international, les délégations des trois pays sont éleagieent
chacune dans un minibus différeiitn arrivant sur le parkinde I'université les mathématiciens de nationalité
différente se saluent en échangeant des bises comme I'année précédente.

En tout, 648 bises sont échangées, et on compte 27 mathématiciens. L'un d’entre eux fait remamglesr q
Canadiens sont deux foisuglnombreux que les Belges.

Déterminer le nombre de mathématiciens de chaque nationalité.

Face au succes de ce colloque, il est renouvelé I'année suivante. Le nombre de mathématiciegselpayisa
a changé. Les trois délégations arrivent dans des nsribupeuvent transporter jusqu’a 12 mathématiciens.
Arrivés sur le parking de l'université, ils observent le méme rituel deé gaé 'année précédente, et Oises
sont échangées.

On cherche le nombre de participants de chaque nationalité.

Variables |f, b, c et n sont des nombres entiers

a. Recopier etompléter I'algorithme
suivant pour qu'il affiche toutes les
soluions possibles.

Traitement | Pour f allantde .... a ....
Pour b allantde .... a ....
Pourcallantde .... a ....
n prend la valeur ....
Sin=...
Afficher «une solution est» f, b, ¢
Pause
Fin si
Fin pour
Fin pour
Fin pour

b. L’exécution de I'algorithme précédent produit I'affichage suivant
Un mathématicien Francais a compté qu'il avait échangé en tout 41
bises.
Combien y availl de mathématiciens de chaqumationalité?

Une solutionest4 8 11
Une solution est5 108
Une solutionest8 4 11
Une solutionest10 5 8
Fait
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Exercice 3les souris godteuses
Série S

Un roi a déjoué un complot visant a I'empoisonner. En effet, il s’avére g@unne seuldouteille de vin de sa cave
personnelle a ét€ontamirge!

Un dresseur de soutismi duroi, propose de dénicher cette bouteille en faisant godter des mélanges des bouteilles
a ses petits compagnons.

Lorsqu’une souris godte du vin empoisonné, elle meurt le lendemain.

Le but de I'exercice estétudier deux méthodes permettant d’identifier louteille empoisonnée a l'aide de ces
souris.

Partie 1

4) 1y a 2 bouteilles suspectes. Prouver qu'une souris suffit a déterminer la bouteille empoisorumégen
5) Il'y a 8 bouteilles suspectes.
Le dresseur propose de les partager équitablement en 2 lots, de déterminer dans quel lot sedrooutellle
empoisonné& et de recommencer jusqu’a l'identifier avec certitude.
Prouver qu'il suffit de 3 soureu maximumen 3 jours.
6) Iy al024bouteilles suspectes. Le dresseur applique la méme méthode.
a. Combien de jours seront nécessaires pour identifier la boutailigoisonnée?
b. Calculer la probabilité qu'il y arrive a I'aide d’'une seule souris.
7) Lacave du roi est en réalité constituée de 1000tbidles exactement, toutes suspectes.
Le dresseur décide d'appliquer la méthode décrite précédemment en partageant a chaque fois ldeboute
suspectes en 2 lots, aussi équitablement que possible.
a. Expliguecomment le dresseur peudentifier la boutille empoisonnée en 9 jours au plus tét.
b. Calculer la probabilité qu’il détermine la bouteille empoisonnée en 9 jours.

Partie 2

Le roi doit donner un grand banquet le lendemain soir et souhaite dtamtifier en un jour sulement la bouteille
empoisonnée Cependant, le dresseur souhaite utiliser le moins de souris possible.

5) Apres réflexion, le dresseur affirme qu’avec 2 souris il peut identiéier le lendemaira bouteille
empoisonnégarmi 4 bouteilles suspectes. Bouteille 112 13 |4
Il griffonne alors le tableau suivant Sourisl 1 1o lo

Prouver que 2 souris suffisent a trouver la bouteille empoisonnée en un jour—
Souris 2 0 1 0 1

6) Ily a six bouteilles suspectes. Pentavec trois souris trouver la bouteille empoisonnée en un jour ?
Comment ?

7) Quelle est le nombre maximal de bouteilles pouvant étre testées avec 3 souris ?

8) Avec cette stratégie, combien de souris sont nécessaires pour testdd00bouteillesde la cave een un
jour ?
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Exercice 4 saluts mathématicies
Série S

1) Lors d’'un séminaire international de mathématiques, les voitures des délégations de trois pesscéa la
Belgique et le Canada, arrivent en méme temps sur le padangniversité.
Il'y a 4 Francais, 3 Belges et 5 Canadiens.
Lorsqu'ils e rencontrent, les mathématiciens de nationalité différente se serrent la main.
Combien de poignéede mains sont alors échangées

2) Ayant apprécié le séminaire, ces mémes mathématiciens se donnent rgods2’'année suivante.

lls se connaissent désormais peu mieux et quand ils se rencontrent, les mathématiciens de nationalité

différente se font la bise. Mais la coutume est différente dans chaque:pegd$-rancais ont I'habitude de
faire deux bises, les Belges en font une et les Canadiens en fantLioosque deux personnes se
rencontrent, c’est le nombre de bises de celui qui en fait le plus qui est échangé.

En arrivant sur le parking ils sont tous la, sauf un qui est tombé malade, et 106 bises sonté&shangé
Quelle est la nationalité du pi@cipant qui est tombé malad@

3) L’année suivante, pour le grand colloque international, les délégations des trois pays sont élaagieent

chacune dans un minibus différeiitn arrivant sur le parking de I'université les mathématiciens de
nationalitédifférente se saluent en échangeant des bises comme I'année précédente.

En tout, 648 bises sont échangées, et on compte 27 mathématiciens. L'un d’entre eux fait remamgles q

Canadiens sont deux fois plus nombreux que les Belges.
Déterminer le nombre € mathénmaticiens de chaque nationalité.

1) Face au succes de ce colloque, il est renouvelé I'année suivante. Le nombre de mathématiciegsele cha

pays a changé. Les trois délégations arrivent dans des minibus qui peuvent transporter jusqu’a 12
mathématiciens. Arrivés sur le parking de I'univésits observent le méme rituel de salut que I'année
précédente, et 640 bises sont échangées.

On cherche le nombre de participants de Variables |f, b, c et n sont des nombres entiers
chaque nationalité.
Traitement | Pour f allant de .... a ....
a) Recopier et compléter I'algorithme Pour b allantde .... a ....
suivant pour qu'il affiche toutes les Pour c allantde .... a ....
solutions possibles. n prend la valeur ....
Sin=...
Afficher «une solution est» f, b, ¢
Pause
Fin si
Fin pour
Fin pour
Fin pour

b) On sait que les francais étaient les plus nombreux. Combien yildaimathématiciens de chaque
nationalité?
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Exercice 1 Langage codé
Toutes séries

Pour coder un message afin de le garder secret, on utilise la méthode de chiffremenite.

» On remplace chaque lettre du message par son rddgns I'alphabet, allant de 0 pour A a 25 pour Z, comme
indiqué dans le tableau-dessous.

A

BICIDIE|IF|IG|H|I|J/IK|L|M|NJO|P |Q|R|S|T |U]|V | WX ]|Y |Z

0

112|3]4|5|/6|7(8]9]10|11]12|13|14|15|16|17]18|19]20(21|22|23|24]|25

Les autres signes (virgules, espaces, points...) sont supprimés.

* On calcule le restdJde la division euclidienne deT+ 5 par 26.

* On remplace la lettre initéile Tpar celle ayant pour rangy

Cette technique de codage est appetééfrement affine

1) Vérifier, gu’en effectuant la division euclidienne de 89 par@6obtient 3 comme quotient et que le reste est

2)

3)

4)

5)

6)

11.
En déduiraque, par cette méthode, la lettre M est codée par la lettre L.

Coder le mot MATHS.

On admet la propriété suivante que I'on pourra utiliser lorsque nécessaire dans toute la suitecteide
Soient a et b deux entiers relatifs et c un entier naturel noaln
a et b ont le méme reste dans la division euclidienne par c si et seulemenbsest un multiple de c.

Montrer que, pour tout entier relatifG si =et >ont le méme reste dans la division euclidienne palors les
entiers G ®t G vnt le méme reste dans la division euclidienne gar

Soient Tet Udes entiers.

a) Montrer que silket 7 Tont le méme reste dans la division euclidienne par 26 dlbriset Tont le méme
reste dans la division euclidienne par 26.

b) Démontrer la récippque de I'implication précédente.

Déduire alors que

Uet 7 T+ 5 ont méme reste dans la division euclidienne par 26 équivatel5 U+ 3 ont méme reste dans la

division euclidienne par 26.

A l'aide de la question précédente, décoder le mot ZERLGJFAHB.

Déchiffrer un message codé par un chiffrement affine ne pose pas de difficulté. La cryptogrigdnigesti
techniques bien plus complexes pour crypter des textes ou des données et en assurer l'inviolabilité.
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Exercice 2 Mesure de lacirconférence de la Terre par Eratosthene

Série S

On a souvent tendance a penser qu'il a fallu attendre la Renaissance pour que I’humanité décelaréagte n’était

pas plate. C’est une croyance fausse, car I'idée que la Terre soit ronde date dpiiténét était partagée par de
nombreux savants comme Platon ou Aristote.

D’ailleurs en200 avant J.C., Eratosthéne a méme réussi I'exploit de calculer la circonférence de la Terre a quelqu
centaines de kilométres prées, puisqu'il I'estim@@375 G I, alors que la valeur actuellement

admise est autour det0 070 G I!

Reprenons sa démarche.

Eratosthéne partit du constat suivant

«Dans la ville de Syéne, a midi le jour du solstice d'été, le soleil éclaire le fond des puits
Que sigifie cette phrase énigmatique Tout simplement qu'a Syéne,2& juin a midi, le soleil
est exactement a la verticale du sol (et que ses rayons peuvent donc atteindre le fond des ...,

Pour déterminer la circonférence de la Terre, Eratosthéne a adatisé une deuxiéme mesure.

Le 21 juin, mais cette fois a Alexandrie, il observa I'ombre d’'un baton (ou gnomon), et mesura |'amdjie fgumait
avec son sommet.

A . . . 5
Il observa que le baton mesura®0 coudées et que son ombre mesurﬁrcoudees;.
1) Montrer que I'angle colorié sur le schémacontre mesure envirorv,2 °.

Voia'  utr  seAbfia ™ ag'~ srtuation:

Alexandne
-

soel - 2)  Que peuton dire de l'angle a indiqué sur le schéma
précédent? Justifier.

) Pour calculer la diststee entre les villes de

~— Syéne et d’Alexandrie, !, Eratostt

a requis l'aide d’'un bématiste, c’eatdire quelqu’un dont le travail était

de mesurer des distances. Le bématiste utilisait une méthode simp

comptait le nombre de @s (béma) d’'un chameau lors du voyage eni /

des points. Le chameau étant réputé pour avoir une marche réguliere, Ies calculs étaient d’'us@mprassez

étonnante. Il a alors trouvé une mesure &000 stades entre Alexandrie et Syene, soit envi@d0 G | ce qui est
trés proche de la réalité.

3) En déduire que la circonférence de la Terre est d’envid0®00 G .
Pour reproduire le calcul d’Eratosthéne, nul besoin d’aller en Egypte, ni d’attendre le solstice d'é
On peut utiliser deux villes glconques, du moment qu’elles sont bien situées sur le méme méridien. Notons A et B
ces deux villes. C désigne le centre de la Terre. On notera$ et %les angles représentés sur le schéma, en
supposant que > #.

4) Montrer que % $F #.
5) Onnde @la distance entre les villes A et B.
Exprimer, en fonction de#, $et @la circonférence de la Terre.
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AMIENS

Exercice 3 Dans un lycée
Séries L, ES, STMG

On donne ici le plan simplifié d'un lycée :

I

- o Vie Scolaire
Administration &t Infirmerie

1) Jean est le gardien du lycée. Le matin, Jean doit allume | .
toutes les lumiéres du lycée avant l'arrivée des éléves. Heoe

Hall 1
Hall 2 Batiment 2
C.D. 1L

Batiment 1

a) Il part du HalR, estil possible qu'il parcoatout
I'établissement sans avoir a passer deux fois par la méme
piece?

Ou finirat-il ? (On ne s'occupe pas de savoir comment Jee e ’7

entre ou sort de I'établissement)
Si oui, représenter un tel trajet sur le plan du lydémné en annexe 1.

b) Un tel parcours esil possible si Jean part du Batim&t PourquoP?

2) A la fin de la journé, Jean doit vérifier qu'il ne reste personne dans I'établissement. Pour cela, des gu'il entre dans
une piéce, il ferme la porte qu'il vient de passer a clef, traverse la piéce puis ferme a chéf lgupibvient d'utilise

pour sortir de la piéce.

On re s'occupe toujours pas de savoir comment Jean entre ou sort de I'établissement.

En partant dans le Hall 1 et en terminant dans le Batiment 1] pessible que Jean para@tout |'établissement

sans avoir a Féuvrir une porte déja fermée

Si ouj représenter son parcours sur le pldonné en annexe 2.

3) Le proviseur du lycée décide de refaire les peintures des murs de I'établissement de plusieuns chifégentes.
Il souhaite que deux salles voisines (¢'astlire avec une porte en commun) aiedes couleurs différentes et se
demandealors combien de couleuikva devoirutiliser au minimum.

Pour l'aider dans sa recherche, on a représenté le plan du

lycée a l'aide d'un graphe :

Chaque piece du lycée est représentée par un sommet (|
exemplele somme A représente I'administration) et les
arétes représentent les différentes portes pour
communiquer entre les pieces.

On va donc attribuer une couleur a chaque somuohet
sorteque deux sommets reliés par une aréte ne soient pz
de la méme couleugt ce avec le moins de couleurs
possibles.

a) En considérant les sommets AetiC, expliquer pourquoi le proviseur doit choisir au moins trois couleurs
différentes.

b) Colorier alors les trois sommets A, C et H. On va ensuite essayer de n'utilisesdras couleurs pour le reste
du lycée.

¢) Quelle doit étre la couleur du sommet’H& du sommet &

d) En suivant le méme raisonnement "de proche en proche" déterminer une couleur pour chaque sommet du
graphe.

e) Finalement, quel est le nombre minind# couleurs que doit choisir le proviseur

f) A l'aide du nombre de portes et donc d'arétes pour chaque somuettifier chaque sommet a ur@éce du
lycée.
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g) Colorer alors le plan du lycélenné en annexe 3.

ANNEXES(a rendre avec votre copie)

1) Parcours de Jean sans passer deux fois par la méme piéce en partant du Hall 2

l I

Vie Scolaire

Administration I et Infirmerie |
Salle des
Professeurs
i
Hall 1
Hall 2 Batiment 2
— DT
Batiment 1

Cantine

2) Parcours de Jean pour fermer les portes a clef sans-emvré& en partant du Hall 1 et en terminant dans le
Batiment 1:

l

Vie Scolaire

| Administration I et Infirmerie |
Salle des
Professeurs
i
Hall 1
Hall 2 Batiment 2
— <. DI
Batiment 1

Cantine

3) Colorer les piéces pour que deux pieeaisines n'aient pas la méme couleur

l I

Vie Scolaire

Administration I et Infirmerie |
Salle des
Professeurs
i
Hall 1
Hall 2 Batiment 2
— DT
Batiment 1

Cantine
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AMIENS

Exercice 4 Fonctionnement de la mémoire d’'un ordinateur
Séries STI, STL, STD

Lors de I'exécution d’un programme informatique, un ordinateur a besoin de stocker des donnésaufgmsoire
Sous sa form& plus basique, cette mémoire est accessible vigpdes

Pour comprendre son fonctionnement, nous allons utiliser I'analogie suivante

x Unedonnée(ici, les nombres et les opérateurset x) est représentée par un jeton, marqué de la donnée
correspondante.

X Unepile est matérialisée par un empilement de ces jetons.

x Pour accéder a un des jetons de la pile, il faut retirer tous les jetons sitessaus.

Les actions possibles sur une pile sont les suivantes

x Empilerun jetonsur une pile : @uter un jeton sur le dessus de la pile.
Dépilerune pile: récupérer le jeton situé sur le dessus de la pile donnée. Ce jeton est alors définitivement
perdu.
x Effectuer untransfertd’une pile A vers une pile:Bépiler la pile A (on récupére donc le je&itué
au-dessus de cette pile) et I'empiler sur la pile B.
x Lireune pile: récupérer la donnée inscrite sur le jeton situé sur le dessus de cett@pilaiquement celui
ci). On ne fait que lire cette donnée, le jeton reste en place. C’est la seule action qui retoudsiltiat

Pour définir une pile, plutdt qu’un dessin, nous utiliserons la syntaxe suivagtey..., = représentant des jetons
quelconques) [ =, = ..., =4 représente la pile dont les jetons soudi) bas vers le haut =, =;,..., =

Dans toute la suite, les lettres minuscules représenteront des nombres.

. § . Action | ¢ | ¢ Résultat
1) Recopier et compléter l@bleau ci Situation initiale =51 (61 Aucun
contre.i . B ' Lire | [=>7] [6A « "»
2) Une P' e25cqnt|ent[ K >’, 1 ES_“ Transfert de| (vers | ¢ [52° |64 ]| Aucun
possible de lire la donnée du jetorsans Dépiler | . [ [+ ]| Aucun
perdre aucun jeton et sans recourir a une Empiler la donnée «» sur | (| [ 8 |[G4 ]| Aucun
autre pile? Transfert de| (vers |
3) Méme question, en ayant acces a une Lire | ¢

deuxiéme pile2
4) Dans cette question, on dispose de trois piles, notBes 2-. Initialement, 2;contient la pileg] 5 3 alors
que et 2;sont vides. Compléter le tableau suivant

Action | ¢ | ¢ | ¢
Situation initiale [= 7] Vide Vide
Transfert de| (vers | ¢
Transfert de| (vers | ¢
Transfert de| ¢ vers | ¢
Transfert de| (vers | ¢

5) On dispose encore de trois pil&g 2, 2;telles que 25contient initialement 5 > 7 et et 2,sont vides.
Ecrire une succession d’actions permettant de faire en sorteZyoentienne[ 2 > 9 et 2, 2;soient vides.
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6)
AMIENS

Exercice §1): Rien ne sert de couriril faut partir a point
Séries professionnelles

Paula et Marc travaillent ensemble au service logistique de I'entreprise
Colibri. lls prennent souvent leur pause déjeuner ensemble.

Paula- « Tu as vu la puBourir ensemble pour lutter ensemble contre
les discriminations envoyée par la directiom

Marc - « Oui et je trouve que c’est une bonne idérais franchement je
ne me sens pas capable de courir une telle distance. 4%km
Paula- « Tu as raisoril va falloir que je m’entrak pour de bon car je me Bl
suis inscrite hier et compte bien commences kentrainements des
demain »

Elle ajoute « €serait chouette si on faisait ensemble cette codrse
Marc- « Tu t'es inscrite? Bravo!! Tu as vraiment I'esprit d'une battante.
Mais moi je ne pourrai jamaitu te rends comptecela fait des mois que j&ai pas fait de sport et la course a lieu
dans exactement ... euh

30 jours Oh nonl!... Mais c’est juste impossible, il me faa@ au moins une année d’entr@@ment intensif »

Paula- « Mais norl On va se concocter un petit programme et le principaltesn de participer, nor? »

Marc- « Tu as raisoh Alors commencgons doucement dés demain avec une premiére course de 5 km et un peu plu:
chaque jour»

Paula- « Exactement B pour étre prét le jour Jon peut faire le choisoit d’augmenter régulieément la distance
parcourue chaque jour, soit d’augmenter progressivement ezlbe

Marc- « Moi je prends I'option «égulier», cela me paraitra moins dumn’estce pas? »

Paula- « e ne sais pas, il faut voir quelle régularité tu retiendrds, AhAh! Il ne me reste plus qu’a tester la seconde
option, et on verra biet »

Problématigue: A I'aide du fichier «Courir ensemble> a votre disposition sur I'ordinateur, proposez une
suite au dialogue des deux compeéres faisant apparaitre les programn@stihinement liés aux deux options.

En comparant ces deux programmes que répondeurs a Marc qui pense avoir choisi I'option la moins
difficile ?

Exercice 5 (2)

Dans Tl'illustration suivante, la fourmi se trouvant au @, 10 cm
point A doit rejoindre le point B. / G% VA

. . . L s ' & AEm

Déterminer la distance de la géodésique de cette 4 J
situation. y
18 cm .

Informations:

- Une géodésique estle chemin le plus /

court». y
- Un fichier <fourmi» est a votre disposition ' £

sur I'ordinateur (Déplacer le curseur

«pliage»). B
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Exercice 5 (3)

Le carré ABCDum c6té de longueur 8 cm.
M est un point du segment [AB].

On dessine dans le carré ABCD :
-Un carré de cété [AM]
- Un triangle isocéle de base [MB] et dont la hauteur a mémsureeque le coté [AM] du carré.

Trois dessins sont proposés pour trois posis différentes du point M.

Quelle est la position du point M pour que I'aire du carré soit égale a I'aire du triarrgle

Exercice 5 (4)

Voir exercice commun ®ans un lycée (Exercice 3)
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CLERMON-FERRAND

Exercice 1 Combiende triangles seront tracé8
Toutes séries

On considére un car®I1JK le repere(Q; 1,K) et pour tout J B 3, les pointsA a(?qu 0) et B 4( >

g0 1)

On trace ensuite un certain nombre de triangles

x D’abord le trianglel ,= A B A5
X puis le trianglel's= AsBsAg

X ensuite le trianglelTg= ABA 7
X etc ...

Cecijusqu’a ce que la section d’un triangle par la droi@équation U= Tait une longueur inférieure 0?64

B B
K 21 20 J
Section de T,
T |~ par A
1
Sectionde T,

par A ~ /TO

0 I=A

“A Ad 0

Le but de I'exercice est de déterminer combien de triangles seront tracés.

1) a) Tracer lafigure ave®l = 16 cm.
b) Représenteapproximativemente triangleTe

2) a) Montrer quel’équation réduite de la droitéA B, est U= F2 T+ 2.
b) Déterminerl’équation réduite de la droit€B 4As).
c) Calculer les coordonnées des points d'intersection¢@wec les deux droites précédentes.
d) En déduire la longueur de la section du trianfgar la droite ¢,

3) Soit Jun entier naturel

a) Quels sont les sommets du triandle?
b) Déterminer I'équation réduite de la droifeA 4B ;) puis celle de la droitéB ;A 55 5.
yB :x 8927

¢) En déduire que la longueur de la section du triafigjear la droite ¢est =506 800s"

4) a) FEcrire un algorithme permettant de trouver le nombeherchéde triangles tracés
b) Programmer cet algorithme sur une calculatrice puis carclu
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CLERMON-FERRAND

Exercice2 : Pour des pommes ...
Série S

Deux joueurs Ariane et Braeburn, notés A et B, possédent chacun trois pommes. Ariane lance ur& piésepile
qui sort, elle donne une pomme a Braeburn, si c’est face, Blaesburn lui donne une pomme. Ensuite, le jeu continue
ainsi, jusqu’au moment ou l'un des joueurs n'a plus aucune ponuaalernier est alors gagnant.

On peut décrire tous les états du jeu possibles de la maniére suivante
A6BOV A i~ 81T~ 11 M2B4" iAW 10
Les fleches désignent les mouvements possibles d’'un état a un autre.

1. a. Une partie peutelle durer exactement 3 cou#sSi oui, combien existell de parties différentes durant 3
coups?
b. Une partie peutlle durer exactement 4 coufssSi oui, combien existeil de parties différentes durant 4
coups?
c. L’affirmation, «Aucune partie ne peut durer 2016 coupsestelle vraie ou fausse
d. Combien exista-il de parties différentes durant 5 coufs

2. Souhaitant simuler une partie, Braeburn écrit I'algorithme

suivant: A prend la valeur 3
B prend la valeur 3
a. Identifier le réle des différentes variabl@&s N prend la valeur O
b. Cet algorithme s’arrété-il toujours? TantqueA !0 et B 10
P prend la valeur nb.aleatoire(0,1)
3. On s'intéresse au nombre de parties durant exactement 2017 SiF 0 alors

coups. A prend la valeuA 1
Pour tout entier natureh, on appellea,, le nombre de parties B prendla valeurB 1
durant exactementn 1 coups. De méme, on appeltg le Sinon

A prend la valeuA 1

nombre de parties durant exactemegh 1 coups mais en
B prend la valeuB 1

partant de la situation ou A posséde 5 pommes et B une seule,.

Fin Si

a. Quevalentay, a,, by et by ? . N prend la valeuN 1
b. En disinguant quatre cas suivant les deux premiers coups F'n_ Tant que

joués, montrer quea, ; 2a, 2b,. Afficher N
c. De méme, exprimeb, ; en fonction dea, et de b,,. SIA _0 alors )

S . Afficher «A a gagné

En deduire que pour tout entier naturel non myla, 2b, Sinon

PUIS QUea, 1 3?” ' _ Afficher «B a gagné
e. Combien existé-il de parties durant exactement 2017 Fin Si

coups?
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CLERMON-FERRAND

Exercice3 : Une histoire de digicode
Séries autres que S

Une porte est protégée par un digicode sans toughalider». Ainsi si le code pour ouvrir la porte est a 4 chiffres,
lorsque I'on tape 315782 on teste en fait trois cod8457 formé des quatre premiers chiffres, 1578 formé des quatre
suivants, ainsi que 5782 formé des quatre derniers. Existene suite de chiffres qui nous permette de tester assez
rapidement tous les code Peuton trouver une suite qui nous permette de tester un nouveau code a chaque
nouveau chiffre introduit sans jamais tester deux fois le m@rha réponse a ces questions a@d@née en 1946 par
N.G De Bruijn (1918012) mathématicien hollandais.

Nous allons dans cet exercice essayer de comprendre son idée grace a des cas simples.

1. Dans cette question, on dispose de deux touches numérotées {0;1} et on veut tester tous |estamdehiffres.

a) 011 est I'un des codes a trois chiffres que I'on peut faire avec ce digicode. Citer tous es code

Voici une suite composée de Odet 1: 00010111, représentons la sous la forme d’un cercle (vdessous en partant
d’en haut).

Cette suite contient tous les codes a trois chiffres que I'on peut faire avec notre digicot 1 AT NN 0
chaque code n'apparait qu’une seule fois. Pour tester tesigbdes a trois chiffres de notr f \
digicode a deux touches, il suffit donc de rentrer cette suite (en répétant a la fin les de
premiers chiffres de la suite). Une telle suite est appelée suite de De Bruijn (2;2)»0U «
représente le nombre de touchesidligicode et ou & » représente la longueur des codes \ >/
que l'on veut tester. 1 L 1
On appellerasuite de De Bruijr{ <; ) une suite qui, lorsqu’on la représente sdaforme dun.
cercle contientune et une seule fois tous les codas chiffres d’un digicoda . touches.

b) Parmi ces suites, lesquelles ne sont pas des suites de De BruijhJ@safier.

A:0001110101 :B010111 :d11010001 :00001011

2. Dans cette question on veut trouver une suite de De Bruijn (2 ; 2)2etbst qui permet de tester tous les codes a
deux chiffresd’un digicode a deux touches.

a) Donner tous les codegdaux chiffresque I'on peut faire avec notre digicode a deuwdbes {0 ; 1}.

b) Donner une suite de De Bruijn (2 ; 2).
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Pour trouver des suites de De Bruijn dans des cas plus complexes et pour démontrer certaineprdpies suites,
le mathématicien N.G De Bruijn a fait intervenir ce que I'on appelle un gréyies allons, dans les questions
suivantes, utiliser son idée pour trouver une suite de De Bruijn (2;4) ainsi qu’une suite dejD¢3E3)i

Principe de construction du graphe de De Bruijn, ici appliqué pour trouver une
suite de De Bruijn (2;4), contertaime fois et une seule tous les codesda 4
chiffres d'un digicode al= 2 touches: o @
- Les «sommets» du graphe sont tous les codegHk 1 chiffres que I'on peut faire ac S

nos J= 2 touches (donc ici tous les codes a 3 chiffres). @
- Chaque code de longueu# 4 est représenté par une fleche appelée aréte, qt
pour origine le sommet composé de seB 1 = 3 premiers chiffres et d'extrémité le _ _
sommet composé de sebF1 = 3 derniers chiffres. Voir les arét @ etdau B
graphe cicontre ou par exemple le code 0001 représenté par I'af@tsommence pr
000 et finit par 001.

3. @) Quel code représente I'aréte d’origine 110 et d’extrémité 200 &7

b) Quel code représente 'aréte allant de 000 versriéme?

c) Expliquer brievement pourquoi O®'est pas relié a 010.

d) Expliquer brievement pourquoi il y a une aréte allant de 010 vers 101 et vice veioa.

e) Pour trouver une suite de De Bruijn, il suffit maintenant de trouver un chemin passant par lesiteétes de ce
graphe une et une seul®is (en «emboitant» les codes les uns dans les autres). Ainsi, la suite commencant par les
arétes numérotéefl, [, [3... donnera le début du cod®00111... composé des trois codes 0001, 0011 et 0111. Finir

le procédé pour obtenir une suite de De Bruijij2Chaque code apparaitra ainsi une et une seule fois.

4. Construire le graphe de De Bruijn permettant de trouver les suites de De Bruijn (2;3).

5. Compléter le graphe de De Bruijrdeissous puis déterminer une suite de De Bruijn (3;3), contenantésusdes
de longueur 3 d’'un digicode a 3 touches.
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CORSE

Exercice 1 Algorithme de Kaprekar
Toutes séries
On considére I'algorithme suivant :

Variables : N, G, P k et nombreboucles sont des entiers naturels.
— Choisir nombreboucles
— Choisir un nombre N & deux chiffres
— Pour k allant de 1 4 nombreboucles
— Former le nombre G, qui est le plus grand possible avec les deux chiffres composant ce

nombre

— Former le nombre B qui est le plus petit possible avec les deux chiffres composant ce
nombre

— N prend la valeur G-P

— Afficher N

Par exemple, si on choisit nombreboucles= 2 et N= 70, I'algorithme affiche successivement les
nombres suivants :

— N=63, car G=70 et P=07;

— N=27.

1. Faire fonctionner I'algorithme avec les valeurs nombreboucles= 3 et N= 77 puis avec les va-
leurs nombreboucles= 8 et N= 70 et enfin avec les valeurs nombreboucles= 8 et N=13. Vous
préciserez en particulier dans chaque situation, les valeurs affichées sur l'algorithme.

2. Dans cette question uniquement on suppose que le nombre N choisi au début de I'algorithme
est formé de deux chiffres identiques.

Quelle conjecture peut-on émettre sur les valeurs affichées par I'algorithme ? Démontrer votre

conjecture.

3. On suppose a présent que le nombre N choisi au début de I'algorithme est composé de deux
chiffres différents. On rappelle que, si on note a le chiffre des dizaines et b le chiffre des unités,
alorsona:N=10a+ b.

(a) Montrer que toutes les valeurs affichées par I'algorithme sont des multiples de 9.

(b) Montrer que les valeurs 99 et 00 ne seront jamais affichées par I'algorithme. On rappelle
que dans cette question, on suppose que le nombre N choisi au début de l'algorithme est
composé de deux chiffres différents.

(c) Montrer que tous les nombres affichés par I'algorithme, sauf éventuellement le premier,
sont des nombres impairs.

(d) Montrer que sile nombre N choisi au début de I'algorithme s’écrit avec deux chiffres diffé-
rents, alors les valeurs affichées par I'algorithme, sauf éventuellement la premiére, suivent
un cycle de longueur 5.
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CORSE

Exercice 2Les SKARS et des QUARTS sur P90
Toutes séries

La planete P90 est peuplée d’habitants, les SKARS, qui ont un mode de déplacement pattiautiesiol que I'on
assimile a un plan : un SKAR ne se déplace qu’en faisant une succession de quarts de cerclesledomieeur
1m, deux quarts de cerclesiccessifs ne pouvant pas avoir le méme centre,-&ekte que le SKAR ne fait pas de
demicercle.

Lorsqu’il parcourt un quart de cercle on dira que le SKAR faipasx

1- Un SKAR souhaite se déplacer d'un point A a un point B.
a. Vérifier que, s'il n'dait qu’'un pas pour aller de A a B, la distance AB est
d’environ 90 cm.
b. Siun SKAR part d'un point A, quel est 'ensemble des points du plan qu’i peut
atteindre en un seul pas.

c. Deux points A et B étant distants de 0,5 m, un SKAR veut aller de A a8srcoession de pas ? Décrivez
et dessinez un itinéraire en deux pas puis un itinéraire en trois pas.
d. SiunXAR part d’'un point A, quel est I'ensemble des points qu'il peut atteinddeexpas?

2- Un SKAR veut aller d’'un point A & un point B distan®0d& m.
a. Quel est le nombre de pas minimum qu'il faudra effectuer pour aller de A a B.
b. La planéte P90 est peuplée de 1000 milliards de milliards de SKARBogSble que chaque SKAR puisse

emprunter un chemin différent, en faisant un nombre de pasimum, pour aller de A a'B

3- Un SKAR se balade sur un chemin rectiligne de ladjeégale a 0,90 m sans en sortir et en faisant en sorte que
les extrémités de ses pas restent sur I'axe central (D) du chemin. Mais ce chemin est coupénpameagore
tombé perpendiculairement a cet axe et ne laissant qu’un petit passage sur un des bords du chidiolotigg a
changer sa trajectoire. Cette situation est

modeélisée sur la figure suivante, ou E

I'arbre est représenté par le segment [El \'B/

et le passagétant considéré comme

étant le point E et ou A est la derniére H A

position du SKAR sur I'axe (D) avant de
franchir I'obstacle. Le SKAR projette ain:
une trajectoire représentée par I'arc de F
cercle d’extrémités A et B passant par E

a. Démontrer que le centr® de I'arc de cercle décrit par le SKAR doit se situer sur la droite (EF).

b. Déterminer a quelle distance AH du segment [EF] si le SKAR veut pouvoir franchir I'obstaclefdearette

c. Le SKAR réussit a franchir I'obstacle et parti de A, revient ainsi gpdssur I'axe (D) du chemin en un
point A’. Déterminer la distance A'H.
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CHETEIL

Exercice 1 le ruban escargot
Toutes séries

Un escargot egtlacéa I'extrémité d’un rubarélastiquede longueuiinitiale 2 metres.

Chaque jour, il parcourt 1 métre 42 heureset cet effort le contraint a s’arréter les 12 heures suivantes. Pendant ce
temps de repode ruban s’étire uniformmentde'2 métres.

g, rp w
S gy 'i'n AT A -'j:

Partie A: premiers pas

1. Justifier I'affirmation suivante : « A la fin de la premiére journée, I'escargsitaéta 1 métre de son point de
départ et au début du jour suivant, il est & 2 metres de son point de départ.
2. Représentetes positions de I'escargot sur le ruban, toutes les 24 heures et jusqu’au jour ou ce derni¢r attein
la deuxiéme extrémité du rula
Partie B: modélisation

Dans cette partie, la longueur initiale du ruban est de 4 metres et le ruban s’étire uniformémdninéées toutes
les 24 heures, dans les mémes conditions que précédemment.

Pour tout J b 3‘? on note:

.( J la longueur du rubate jour J
& J la distance restant a parcourir pour atteindre I'extrémité du ruban au début du jour

1. Montrer que, pour toutd B 3Y & J+ 1) = @+ —Zﬁ( &J F1).
2. On pose, pour tout) B3Y 7(J) = /ﬁaa)

Vérifier que, pour toutd B3Y 7(J+ 1) = 7(J) F—Z.

En déduire qe, pour tout entier J R2,

1 1 1
= + -+ =+ ———ph
' &)=JdFlI1 5t 3% ® 3P
3. Ecrire un algorithme qui affiche le nombre de jours nécessaires a I'escargot pour atteindre I'étcmi
ruban.

4. Quand arriverd-il a cette extrémité?
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CHETEIL

Exercice 2 A vos palettes
Toutes séries

Soit Jun entier naturel supérieur ou égal a 4 st Net Rquatre entiers naturels non nuls tels que- F N+ R=
J On considere un disque décomposé &secteurs identiques.

Les secteurs sont coloriés, en tournant dans le sensigedles d’'une montre, comme suit

les >premiers secteurs consécutifs sont coloriés en bleu
les Fsuivants sont coloriés en jaune
les Nsuivants sont coloriés en rouge
les Rderniers sont coloriés en vert.
La répartition ainsi obtenue est neg $°,Y448¢

Par exemple, poud= 6, >= 1, = 2, N= 2 et R= 1 on obtientle disque suivant.

On fait tourner le disque suffisamment vite pour obtenir une couleur uniforme correspondant augeéatique des
couleurs $, , 4et 8dans les proportions respectives F Net R

On notera/ 1 le mélange optique associé a la répartiti&ﬁ,v45‘8é.

Les couleurs bleu et jaune d’'une part, rouge et vert d’'autre part, ont été choisies de telle fagpmélangées
optiguement en quantités égales, elles donnent du blanc notsur un secteur double.

Ainsi, le mélange optique de la répartitics? ,2428%0ou L, Net Rsont trois entiers non nuls tels q2eL+ N+ R= J,
est noté : 68448¢€ Cela correspond soit & un raaiglair, soit & un vert clair suivant les valeurshi¢ R

SiN= Ralors la répartition$? ,24¢ 8¢donne un/ 1 blanc égal & €3>9,
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Si> L, Met Nsont quatre entiers naturels non nuls tels qgle>+ N+ M- L= J alorsla répartition$c~’,c~’>'5‘45‘8él>gl
donnele/1 ; ; €03 agd

1. Déterminer le/ 1 de la répartition $6,547 88,
2. Montrer que le produit> F 3R pair pourJ= 2017.
3. On suppose que; - Net Rsont premiers ou égaux a 1 et qu'ils vérifient les conditions
>QFQNQRet > F+ Nt R= 7
Déterminer les/ 1 associés a la répartitio§°, Y42 8¢
4. Une répartition $O,Y45‘8é(>, N Rentiers non nuls tels que+ F N+ R= J) est dite arithmétique
(%} Y>é
lorsque F= — et N= —-
a) Exprimer Net Ren fonction de>et G= iec?
b) Une répartition arithmétique estlle possible pourd= 2017 ?
5. Déterminer la répartition$®, Y428€correspondant a un' 1 égal a: 8$°8°5,
5_6.5 5_6

6. Une répartition $0,Y44g¢est dite pseudeharmonique Iorsque%+ V= vt RS et E N

Quel / 1 obtient-on pour une telle répartitior?

7. Une répartition $0,Y438¢ est dite géométrique Iorsqu%: —f‘,(: —Z
Déterminer le/ 1 correspondant au cag= 105et >= 7.

8. On suppose que la répartitioi®, Y428¢ vérifie 6+ P+ N= >F FN N>
Montrer que >= = N

En déduire le/ 1 correspondant lorsquel= 12 >
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DIJON

Exercice 1 Défi a la calculatrice En somme, les nombrés
Toutes séries

Dans cet exercict calculatrice est votralliée, la feuille de brouillon aussi...

On s'intéresse dans cet exercice aux nombres naturels pouvant s'écrire comme la somme d’au moaTgides.
consécutifs. Parexempld2 3 4 Etouencore9 4 5. On appelle décomposition graduée une telle écriture.

Partie A : pour tous les participants
Dans cette partie,@cune justification n’est demandée

Donner la décomposition graduée de 2017.

Donner les trois décompositions graduées de 21.

Donner lesdécompositions graduées, lorsque c’est possible, de tous les nombres entiers entre 1 et 20.
Emettre une conjecture sur les nombres n'admettant pas de décomposition graduée.

Déterminer les sept décompositions graduées de 210.

arwONPRE

Partie B : uniquement pour ks participants de ¢ S

n(n 1)
2

1. Onadmetquel 2 3 (pour tout n t1).

n K @ k)(2n k)
2
2. Prouver que les puissances da'@dmettent pas de décompositions graduées.

En déduireque: n (n 1) (n 2) (pour tout n tlet k t1).
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DIJON

Exercice 2 LES GOLYGONE&pres un article de JeaRaul Delahaye (Pour la Science
n°443)

Série S

En 1988, le mathématicien britannique Lee Sallows

définissait sous le terme de golygdne tout polygone 12

n cotés n'ayant que des angles droits et dont les c6t
ont, dans l'ordre, les longueurs 1, 2, 3p.... 11 -

On donne ctontre I'exemple d’'un golygéne a 16

cotés. 10 14
9
15
8
7

6 16

Partie A: premiéres propriétés s R
3

4
1. Construire un golygone a 8 c6tés.
2. Expliquer pourquoi un golygdne a obligatoirement un nombre pair de cétés.
3. Expliquer pourquoi il n’existe pas de golygbne a 4 cétés. On peut s’aider d'une figure.
4. On a établi qu'il existe 28 golygdnes a 16 c6tés dont 3 seulement ne se recoupent pas (a I'ivexgErgde

donné plus haut). Donner un exemple d'un golygbne a 16 c6tés qui se recoupent.
5. Montrer qu'il n’existe pas de golygdne a 12 cotés.

Partie B: on va montrer dans cette partie que le nombre de c6tés d'un golygbne est toujours un multiple de 8.

n(n 1)

Onadmetquel 2 3 (pour tout n t1).

1. Question préliminaire:
Exprimer en fonction den les sommes suivanteS 2 +4+6+ ... +fhet S=1+3+5+ ... + (Bh—-1).

On considére un golygdnenacétés, on sait déja queest pair d’apres la partie A.
Par conséquent, on va poser= 2m.

2. En considérant les cétés de longueur impaire, trexgquem est pair.
3. En considérant, une partie des cotés de longueur paire, montrer que I'enest divisible par 4.
4. Conclure.

Partie C. une construction

Construire sur le réseau donné annexe page pun polygone a 9 cbtés dont les angles sont tegeux a 60° et dont
les co6tés ont, dans 'ordre, les longueurs 1, 2, 3, ... 9.
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ANNEXHe I'exercice 2 : RESEAU DE TRIANGLES EQUILATERAUX
A RENDRE AVEC LA COPIE
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DIJON

Exercice 3 Le fanion bicolore
Séries autres que S

A la demande du président de sefub de football, Hugo doit créer un fanion bicolore, fanion dont la forme est
schématisée par le pentagone ABCDE suivant

Ce fanion est constitué d’un carré ABCE de c6té 1dm et d'un triangle CDE rectangle isocéle en D.

Hugo souhaite trouver un segment qui partage le fanion en deux domaines de mémelsicpie domaine portera
I'une des deux couleurs du club.

1. Calculer l'aire totale du fanion.

2. Deux exemples de partages
a. Soit | un point de [AE] et4( la droite parallélé (AB) passant par I.
Quelle doit étre la longueur Al pour qud (partage le fanion en deux domaines de méme aire
b. Déterminer la position du point M sur [BC] tel que la droite (EM) partage le fanion en deux doo&imésne
aire.

3. Pour aller plus loin...
Soit O le point d'intersection def( avec la droite paralléle a (AE) passant par D.
a. Démontrer que O appartient a la droite (EM).
Indication: on pourra utiliser le repéi&; C; A).
b. Que pensexous de I'affirmation «toute droite passant par O pge le fanion en deux domaines de méme
aire» ? Argumenter votre réponse.
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GRENOBLE

Exercice 1 A la recherche d’une valeur approchée de

Série S

dEINA E o %% E}LE]Ju 3]}ve p viu E <& dneqiddacupatitsa pijemidfe dég < u] 3
mathématiciens. Les Babyloniens et les Egyptiens furent précurseurs en la matiére avec respet:ﬂ\ﬁeﬁien

.6 R
3,125 et @A N3,16049. Dans cet exercice on se pase de déterminer une valeur approchée de A o
méthode des isopérimétres imaginée par René Descartes {16596).

Partie A C
Montrer que si ABC est un triangle rectangle en C et H le pied de la
hauteur issue de A alosH® = BHx BC.
On pourra calculer de deux fagons différents®+ ACS.
A H B
Partie B
E E
B H, 0 [] A+
/ HO B Bn+1 Hn+l S A]
[
/] H
0]
C
1 \\ / o}
C \—/ D O
Figurel Figure 2

A partir d’'un carréA B CDde coté 4 inscrit dans un cercle, on construit successivement le iggimilieu de
[A B 4, E l'intersection de la droiteDH,) et du cercleA et Bdes milieux respectifs deEA 4 et [EB4, un octogone
régulier comme indiqué dans la figure 1.

1. Justifier que I'octogone ainsi construit a méme périmétre que le carré soit 16.
On réitére le processus comme indiqué sur la figure 2.
Len-iéme polygone & 2>%6tés et comme périmétre 16.

2. Montrer queOHy>5% EH55= AgscH S5
3. ExprimerA s> 5H 4-5en fonction den.

On note Nla distanceOH.
o C 5
4. Déduire de ce qui précéde quess F N-s51y Fso= 0.
5. Calculer alordy.sen fonction de .
6. Ecrire alors un algorithme qui permet de calcubgg En donner la valeur arrondie 340
7

Aprés avoir expliqué ce qu'il advient lorsque les valeurs aleggmentent, donner une valeur appragh de <
a 10° pres obtenue a partir d
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GRENOBLE

Exercice 2 Des histoires de bicyclette
Séries S, STI2D, STL, STD2A

Partie A L’ascension d’'un col

1. Un cycliste grimpe un col de longueur 19 km a la vitesse moyenne de 12ikd#@scend I'autre@ersant de 33

km a la vitesse moyenne de 35 kr.h

Quelle est sa vitesse moyenne sur 'ensemble du parcours ?
2. Il redescend le méme versant a la vitesse de 36 km.h

Sa vitesse moyenne estie de 24 km.A ?
Partie B Un peu de technique

Les roues d’'un vélo ont un diamétre de 70 cm.

Le compteur de ce vélo affiche la fréquence de
pédalage du cycliste en tours par minute ainsi que
vitesse en kilomeétres par heure.

On suppose dans cette partie que la chaine est
positionnée sur le plateacomportant 41 dents et le
pignon comportant 18 dents.

Quelle est la vitesse affichée sur le compteur lorsq

la fréquence de pédalage est de 80 tours par mirtu

On donnera une valeur arrondie & 0,1 krh.h

Partie C Dans une course

chaine

A

Ppignon plateau

1. Deux coureurse disputent aprement la victoire. Le coureur B arrive au sommet du dernier col avec une
minute de retard sur le coureur A. Il sait que dans la derniére partie de la course, il peutr@uterh' de

plus que A.

Quelle doit étre la distance minimale tast a parcourir pour gu'il ait une chance de gagner si son

concurrent roule & au moins 50 kmi.H?

2. Le hautparleur annonce & gagne avec 0,02 seconde d’avance
A l'aide du schéma a I'échelledsssous tiré de la photo finish, donner une estimatiodaieitesse a

laquelle s’est déroulé le sprint ?

On rappelle que la roue a un diamétre de 70 cm.
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GRENOBLE

Exercice 3 Le jeu de la vie
Séries L, ES, STMG

Le mathématicien américain John Conway a imaginé vers 1970 un jeu, afmele"la viequi met en scéne des
cellules susceptibles de se reproduire, de disparaitre ou de survivre.
Lescellules vivantes sont représentées dans ce qui suit par des cases foncées sur un quadrillagelbopigos
Chaque cellule est entourée de huit cases, ditea@jtes, susceptibles d'accueillir d'autres cellyles
elles sont représentées en gris clair sur la figu@aotre.
Les regles d'évolution des cellules sont les suivantes :
* La survie chaqie cellule vivante ayant deux ou trois cellules adjacentes vivantes survit.
* La mort:
- par surpopulation chaque cellule vivante ayant quatre cellules adjacentes vivantes ou plus disparait.
- par isolement chaque cellule n‘ayant qu'une @ucune cellule voisine vivante meurt d'isolement.
* La naissancechaque emplacement adjacent ayant exactement trois cellules vivantes fait naitre une
nouvelle cellule vivante pour la génération suivante.
Toutes les naissances et toutes les morts ont e méme temps au cours d'une génération.

Un exemple d'évolution (M pour mort, N pour naissance et S pour survie)

N|N
- devient N qui devient gui n'évolue pas
N|N
||
On appellera enotif » un ensemble de cellulesregroupées». B
Ainsi la figure 2 est composée d'un seul motif alors que la figest 1
composée de deux motifs
Figure 1 Figure 2

1- Quel est le destin a long terme des motifs composés d'une ou deux cellules vivdmpbquer.
w |

Figure 1 Figure 2 Figure 3 Figure 4
T 1 R B R T 1 1 1

2 - A une symétrie ou une rotation pres, les motifs a trois cellules vivantes sont les suivants
Représenter I'évolutio de chacun de ces motifs.

Figure 5
1

On utilisera désormais le vocabulaire suivant

- un motif «stable» s'il est inchangé d'une génération a la suivante,

- un motif «presque stable> s'il se transforme en un motif stable en un nombre fini d'étapes,
- un motifest «a durée de vie limitée s'il disparait en un nombre fini d'étapes.

3—Trouver, parmi les motifs a quatre cellules vivantes, deux motifs stables, deux motifs a durédiméaée et
deux motifs presque stables.
4 —Déterminer tous les motifs geansformant en une seule étape en
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GRENOBLE

Exercice 4 Des écarts sur le trapeze
Séries autres que S

On appelle trapéze de largeur L et de hauteur H une configuration contenant L emplacements sur la
premiére ligne, k1 sur la suivante einsi de suite jusqu'a la derniére ligne qui en contientilt+ 1.

Un entier naturel N est dit trapézien si on peut disposer les entiers 1 a N dans les emplaceoretrzpéze de
hauteur H supérieure ou égale a 2, de telle sorte qu'a partir de la deexigne, tout entier soit égal a I'écart entre
les deux entiers situés adessus de lui.

Exemples : 5 et 14 sont trapéziens :

2 5 4 9 13 1 11 14

1. Vérifier que les entiers 6, 7 et 9 sont trapéziens.
2. Justifier que les entiers 4 et 8 ne sont pas trapéziens.
3. Déterminer une égalité entre N, H et L.

aa>9
.

On pourra utiliser sans justification la formule suivantet 2 + 3+...+ J=

4. Justifier que les puissances de 2 ne sont pas trapéziens.

5. Démontrer que tout nombre impair supérieur ou égal a 3 est trapéziens.
On pourra considérer un trapéze de hauteur 2 ety placer les entiers pairs en bas.
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GUADELOUREGUYANE MARTINIQUE

Exercice 1 Les codes
Toutes séries

On considére deséquencesle lettres vérifiant les propriétés suivantes
(P1)Chaque séquence est exclusivement composée des lettres M, A et T.
(P2)Toute séquence commence par la lettre M.

(P3)Une séquence ne comporte jamais deux lettres consécutives identiques.
Lalongueurd’une séquence est le nombre de lettres qui la composent.

Exemple.La séquencMTMAMTAT, est une séquence de longueur 8 et se terminant par la lettre T.

Pour chaque entien H iU }v:v}$
f Sn: le nombre total de séquences de longuayr
f My : le nombre de séquences de longueLgui se terminent par M
f a.: le nombre de séquences de longuewqui se terminent par A
f tn: le nombre de séquences de longuauui seterminent par T.

Les parties | et Il peuvent étre traitées de fagons indépendantes.
Partie |

1.Déterminermy, a; ett.

2.Justifier quemz2=0,a2=1ett,=1.
3.Déterminerms,azetts.

4. Justifier que ss= 24,

5.0n donne mg=10 etag=t s = 11. En déduirem-ett;.

Partie Il
Un code est constitué de trois des séquences décritdessus, toutes les trois de longueur 6. Ainsi, le code ci

dessous est la succession de trois séquences de longueur 6, finissant respectipar M, Aet T

MTATAMTMATMATAMT

séquencg séquence séquencd

On rappelle queme=10 etts= 11.

Combien existé-il de codes différents formés par la succession de

1.trois séquences identiques finissant par’M

2.trois séquences différentes finissant pariv

3. deux séquences identiques finissant par M et une séquence finissant par T (pas nécessairementouedre) @
4. deux séquences différentes finissant par M et une séquence finissant par T (pas nécessairemegtt ataing)?

Remarque La structure primire d’'une protéine est modélisgar un code de ce type.
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GUADELOUREGUYANEMARTINIQUE

Exercice 2 Les triangles bancals
Série S
On rappelle tout d'abord les définitions suivantes en géométrie

x Un angle est aigu si sa mesure est strictemeférieure a 90°.
x Un angle est obtus si sa mesure est strictement comprise el

+11
90° et 180°. :
x Dans un triangle, le centre de gravité est l'intersection c
médianes. !

x Si (d) est une droite et M un point extérieur a (d), le proje H;h (d)
orthogonal de M sur (d) é¢e point H de (d) tel que (d) et (MH
sont perpendiculaires.
Soit ABC un triangle et G son centre de gravité. On dit que AB@nestlsur le
coOté [AB] si le projeté orthogonal de G sur (AB) n'appartient pas au segment
[AB].
Dans la figure aiontre, k triangle ABC n'est pas bancal sur le c6té [AB] car le
projeté orthogonal K de G sur la droite (AB) appartient bien au segment [AB

Pour finir on dit qu'un trianglest bancal s'il est bancal sur au moins un de ses
cotés A

1. Construire un triangle ABC tel que AB =8 cm, BC =6 cm et AC =3 cm et dire
s’il est bancal. On n'attend que les constructions comme justification.

2.Un triangle ABC équilatéral esbancal? Justifier.

3. Un triangleABC rectangle et isocele esbancal? Justifier.

On admettra pour la suite que ABC est bancal sur [Al <
si et seulement si le projeté orthogonal du milieu de
[AC] n‘appartient pas a la derdioite [BA) ou si le

projeté orthogonal du milieu de [BC] n'appartient pas

la demidroite [AB :

4.0n considére un triangle ABC tel que les angles $sont aigus.

Montrer que ABC n'est pas bancal sur [AB].

5. Qu'en déduisexous si un triangle a 3 angles aigus ?

6.0n considére un triangle ABC tel que l'anglest aigu et$est obtus.On note
I le milieu de [AC], J le milieu de [BC], H le pied de la hauteur issue de C et I’ le projet@nattted sur la droite
(AB).

On admet que I’ n'appartient pas a la derdiroite [BA) si et seulement si AlI' > AB ¢
6.1 Justifier que ABC est bancal §AB] si et seulement si AH > 2AB.
6.2 En déduire que si ABC est bancal sur [AB] alors [AB] est le plus petit coté d d
triangle, et de longueur strictement plus petite que les 2 autres cotés. A B H

6.3 On suppose que ABC est un triangle bancal sur [ABilR&te bancal sur un autre co
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6.4 On notea= ACphb=BC¢c=ABx=BH ety = CH.

Montrer que ABC est bancal sur [AB] si et seulemerfsi >+ 3%

7.0n appelle triplet bancal tout triplet d'entiers naturels (a,b,c) vérifiant :
! = >> ?

iy ] =< >+7?

l 2> 2437

7.1Quelle est la plus petite valeur de I'entier a pour laquelle il existe un triplet bancal
(a,b,c) ? On précisera alors la valeur du ou des triplet(s) correspondant(s).

7.2 Ecrire un algorithme qui prend en entrée un entier naturel n et qui affiche tous les triplets bgadat) vérifiant
JR=> >> ?
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GUADELOUREGUYANEMARTINIQUE

Exercice 3 Carrés magiques
Séries autres que S

Mentionnés pour la premiére fois dans un manuscrit vers 2200 avant JC, les carrées magique®sgiagdrgs de
Chine. Leur utilisation ésotérique et artistique a débuté en Chine, s’est poursuivie dansémowies plus diverses
Des mathématiens, parmi les plus illustres dufl%et du 17éme siécle, s’y sont intéressés et les ont étudiés et ceux
d’aujourd’hui étudient une généralisation de ces objets magiques dans de plus grandes dimensions.

Un carré magique d’'ordre n est composé des nomlergers consécutifs de 1 & Bcrits dans un tableau carré a n
lignes et n colonnes. De plus, les sommes des lignes, des colonnes et des deux diagonales sagdmsteCette
somme commune est appelée constante magique.

Un exemple de carré magique dive 4 figure dans le célebre tableauélancolie» du peintre de la Renaissance
Albrecht Direr (1514:)

16| 3| 2 |13 Tous les nombres entiers consécutifs de 1 a 16 sont écrits dans le tableau.
5110(11]| 8 Lessommes des lignes, des colonnes et des deux diagonales sont égales a 34.
91 6| 7|12 La constante magique est 34.

411514 1

1.Un autre exemple de carré magique d’ordrésdns doute le plus ancierf™ou 6™esiécle, figurant dans un temple
en Inde)

Compléter le tableauarré cicontre pour obtenir un carré magique 14
d’'ordre 4. Ce carré magique a une autre particularii#® somme des 13| 8
nombres des carrésx2 (a 4 cases@st aussi égale a la constante 16| 3 10| 5
magique.

Ondémontre qu'il y a 880 carrés magiques d’ordre 4

2. Carrés magiques d’'ordre 2
Montrer qu’il n’existe pas de carré magique d’ordre 2.

3. Carrés magiques d'ordre 3

3.1 Montrer que tout carré magique d’ordre 3 a pour constante magique 15. On pourra faire émtreria constante
magique et la somme de tous les nombres entiers inscrits dans le carré magique.

3.2 Ecrire toutes les sommes égales a 15 dont les termes sont trois nombres entiers distincts ctieigige8.
Vérifier que vous en trouvez 8.

3.3 En déduirggue le nombre situé au centre du tableau carré est 5 et que les nombres situés au milieu desrtotés s
impairs.

impair
impair 5 impair
impair

3.4 Déterminer tous les carrés magiques d’'ordre 3.

4. Soitn un entier supérieur ou égal a 3. On admet qu'il existe des carrés magiques aordre
Montrer que tous carrés magiques d’ordnent la méme constante magique et exprimer cette constante en fonction
den.

On pourra utiliser la formule donnant la somme des N premiers entiers naturels nod+ds..N g(L;S
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LA FEUNION

Exercice 1 Les nombres chanceux
Toutes séries

On consideére la suite des nombres entiers strictement positifa 3456 789 1 12 1314 15 16 17....

1 est unnombre chancewset les autre;mombres chanceusont ceux qui vont gurvivre» aux éliminationa suivantes
- Premiére étape on élimine un nombre sur deux, en partant de 1 (les nombres barrés sont éliminés)

1| 213|456 78] 9]10]11[12]13[14]15]16]17[18]19] 20"

llreste1357911131517 19...

Apreés 1, le premier nombre non éliminé est 3. llobstnceuxet on élimine un nombre sur trois & I'étape suivante.

- Deuxiéme étape On élimine un nombre sur trois, en partant de 1.
| 2 | 3 | 5] 7 | 9 | 1 ] 13 | 15 Era
Apreés 3, le premier nombre non éliminé est 7. llabstnceuxOn élimine ensuite, toujours en partant de 1, un nombre sur
7. Et ainsi de suite.

‘ —

1. Déterminer tous lesombres chanceurférieurs ou égaux a 100.

2. On rappelle qu'unombre premier est un nombre entier naturel, différent de O et de 1, qui n"'admet comme diviseurs
gue 1 et luiméme. On a vu que 3 et 7 sont chanceux et premiers, alors que 6 n’est ni premier ni chancees.rboabres
premiers (1 exclu) sosls chancex?

3. 2016 et 2018 sontils des nombres chance@x

4. Existd-il deux nombres consécutifs chancéux

5. Lors de la deuxieme étape, on élimine, parmi les nombres restants, un nombre sur trois. Le qoerhie éliminé
pendant cette étape est 5.

a. Justifier que, stest un nombre chanceux, alors il existe nécessairement un nombre éieque T= 2 G+ 1.

b. On donne un nombre entiel. Montrer que siJest éliminé lors de cette deuxiéme étape, alors il existe un emhiier

que J= 6L+ 5.

c. 2017 sera-il exclu pendant cette étape

d. Expliquer que les nombres qui restent aprés cette étape sont répartis de la fagcon sueraptant de 1, on ajoute
successivement 2 puis 4 pour obtenir les nombres restants. Algorithme :

6. On propose l'algorithencicontre:

a. Faire tourner l'algorithme a la main polr= 15, en complétant le

tableau suivant, et en indiquant les valeurs dfichées par I'algorithme.

Variables : n, i : nombres entiers positifs ;
N : nombre entier supérieur ou égal a 2.

Début

1 n=1
2 3 4 2 Saisir N
o 1 3 3 Pouri=2 a N faire
4 Si i est pair faire
5 n<n+2
o 6 sinon
7 n<«n+4
X i 8 Fin Si
b. A quoil sert cet algorlthm’é 9 Si i est multiple de 7 faire
10 Afficher n
: H Y : . P 11 Fin si
Lesquc.afstlons Sulvantes seront a traiter unlquement pour les élev 12 Fin Pour
de lafiliere S. 13 Fin

c. Si0 = 99, quelle sera la plus grande valeur affectédgar cet algorithme?
d. Quelle est la plus petite valeur qu'on peut donnédd@our que cet algorithme permetige dire si 217 est éliminé avant
la quatrieme étape du processus d’éliminatidn
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LA FEUNION

Exercice 2 Constructions a la regle et au compas

Série S

Les constructions géométriques seront effectuées directement sur les figures données dans I'éhsaoent
rendues avec la copie.

Introduction

Dans tout ce qui suit, on considéere la donnée de deux droites perpendiculaires se coupant sngbeaifune unité
de longueur.

On souhaite savoir quels sont les nombres que nous pouvons construire sur la droite horizontdks(akkscisses) a
I'aide de seulement deux instruments de géométrime réglenon graduéeet un compasOn insiste sur le fait qu'il
ne sera pas possibtBeffectuer les constructions a I'aide de calculs de longueurs

Au départ, nous avons donc le point O qui est de coordonnées (0,0) et le point | de coordonnées (1,0

b
s

or
=
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Pour gu’un nombre réet soit considéré commeonstructible a la régle et au compai faut et il suffit que I'on

parvienne a I'aide de constructions n’utilisant que les outils présentdsssius, a placer le point de coordonnées
(%,0) sur I'axe des abscisses.

Dans I'exemple @lessous, on voit comment construire le nombre 2 a I'aida dompas et des points O et I.

-3 --I}: 1 1 2 3
. /
N i

Pour qu’'un nombre soit constructible, il faut donc qu’on obtienne ce nombre comme intersectioficaseedes

abscisses, d'une droite passant par deux points déja construits ou d’'un cercle de centre un jactondérui et de
rayon un nombre déja construit.

Enfin, pour qu’un point de coordonnées, ) soit constructible, il faut qu’il puisse se définir comme intersection de
droites et/ou cercles construits a partir de points déja construits.

Vous laisserez les traite @onstruction bien apparents sur toutes les figures demandées.

Partie |: Quelgues constructions utiles pour la suite

0. Construre le symétrique de B par rapport & A sur la figurgessous en laissant les traits de construction
apparents.

¥}
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1. Construirda médiatrice du segment [AB] sur la figur@lessous en laissant les traits de construction
apparents Rappel équerre interdite).

b

B
4 @
A
@
3 -
2
1
T QﬂG QI T >
4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7

2. Soient A, B et C trois points non alignés. Expliquer la construction qui permet de dessinee |patediéle a
(AB) mssant par le point C. Effectuer la construction sur la figutessous.

6—.
5 4
B
4+ ]
A
®
j-*
C
@
2.-.
N
0 0
:L -|2 —i7 —‘1 'n 1 '9 B 4 S h 7

3. Soient A, B et C trois points non alignés. Expliquer la construction qui permet de dessineela droit
perpendiculaire a la droite (AB) passant par le point C.
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Effectuer la onstruction sur la figure elessous.

6
5
B
4 L
A
e
3_
C
@
2
1-
0 |
; : ; 0 o- : : . ; ;
-4 =3 32 =] 0 1 ? 3 4 5 6 7
-1—
-Z 4

Partie Il: Quelques exemples de nombres constructibles

4. Expliquer comment construire la suuite des entiers naturels (2, 3, 4, ...) et la suite des eatigss rel
(..-2,-1,0,1,2,3,4,..).

5. Etant donnés deuxambresx et y construits, comment construire le nombxe+y ?
Vous ferez bien attention a distinguer les gas0 ety < 0.

. . €>1
6. Sachant que les nombregt y sont construits, comment construire le nombfeG— ?

.55
Expliquer alors comment construn‘éa—8 et—<.

Partie Ill: Pour aller plus loin
7. Uetyv étant deux réels construits strictement positifs. On souhaite construire le pwint
Justifier que la figure €lessous peut étre construite a la suite des données elev.
Démontrer qu’elle permet de construire le produi.
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I

wq
et
r

8. En déduire une méthode fondée sur le méme principe, permettant de construire le quotient de deux
nombresu et v constructibles strictement positifs.

2

9. ATlaide du théoréme de Pythagore, expkgicomment on peut construire les nombrég, 33, et, de
proche en procheyipour tout entier natureh.

10. Soitu un nombre réepositif. On suppose queest construits. Justifier, a I'aide de la figur@essous que

¥Lest constructible.

Sur la figure, Ipoint A est d'absciss4, la point B d'abscissg le point C est le milieu du segment [AB] et
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. e?5
est donc d’abSC|sse6—.

wvi

)
&

M




Olympiades 2017

LA FEUNION

Exercice 2 « cryptographie»
Séries autres que S

Le but de cet exercice est de codedétoder des messages de différentes facons.

) Code de César
Principe: Chaque lettre du texte initial est remplacée par une autres que I'on trouve dans I'alphabet en
se décalant vers la droite.
Par exemple, si on utilise le décalage de quatre lettres skerdit codé par un E, le B parun F etle Y par

un C.

Pour coder le texte, on décale les lettres vers la drofteur le décoder on les décale vers la gauche.
1. En utilisant le code de César et un décalage de 5, coder le mesShgmapiades de Mathématiqse.
2. En utilisant le codage de César, décoder le messatgssous en précisant le décalage utilisé
«dtexg».
I Codage par substitution
Principe: Chaque lettre de I'alphabet est remplacée par une autre lettre de I'alphabet.
Voici un tableau qui donne remplacement de chaque lettre

N

B|C|D
E|H

s>
P

E|IFIG|H|I |J|IK|LIM|N|O|P|Q
Y|Z|T|K|C|P|J|I |[UA|D|G|L

S|TIUIV|IW[X]|Y
F

Q|
<
2
Py
(0)]

1) Coder le messagewvacances.
2) Décoder le messageSCSY IYM UWNKM
1) Codage avec le procédé de Vigenere
Principe: Le chiffre de Vigenere repose sur une clé composée de plusieurs lettres

X

La premiérdettre du message a coder est alors décalée de la position dans 'alphabet de la
premiére lettre de la clé.

La seconde lettre du message est ensuite décaléa gesition dans I'alphabet de la seconde

lettre de la clé.

Et ainsi de suite ... Lorsque I'on a épuisé toutes les lettres de la clé, on reprend la premére lettr
puis la deuxiéme lettre.

1) En utilisant le procédé d e Vigenére et leCléEcoder le mot wacances.
2) En utilisant le procédé de Vigenére et laClé-décoder le mot «dxIrdnwtrh».

V) Codage affine
Principe: On commence par remplacer chaque lettre du texte a coder par son rang dans I'alphabet en
commencant au rang 0

A/B|C|D

E

FIGIH|I | J|IK|L|M|[N|O|P|Q|R|S|T|U|V | W|X|Y |Z

o
=
N

3

4

5|16 |7 [8]9]]10]11|12|13|14]15|16|17]18|19]|20]|21|22|23]|24|25
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Deux entiersa et b sont choisis commelé.

Chaque lettre de I'alphabet est d’abord remplacée par son équivalent numeéxifiéguivalent

numeérique de la lettre M est= 12) puis chiffrée par le calcul du reste de la division euclidienne par 26
de I'expression affinax+b.

Ainsi, pour chiffrer le mot CODE, grace au chiffrement affine daeld {; b = 3), il faut d’abad le
transcrire en série de nombres

CODEW2;14;3;4

Appliquer ensuite la fonction affine

2;14;3; 4 WL7x2+3=3717%x14+3=24117x3+3=5417x4+3=71.

Prendre les restes dans la division euclidienne par 26

37;241;54; 71 W11;7; 2,19

puis retranscrire en lettres

11;7;2; 19WLHCT

1) En utilisant un codage affine avec la clé T, coder le mot ¥acances.
2) En utilisant un codage affine avec la clé T3, décoder le mot wfu ».
3) Sachant qu'gec un codage affine, le B est codé par H et le D par un R, déterminer la clé utilisée.
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LILLE

Exercice 1 Tous les HUNS veulent devenir des Z’HEROS.
Toutes séries

Le cass#éte « Spin Oub> se présente sous la forme d’une regle noire coulissant librement dans un cadre gris ouver
seulement sur la droite. La régle coulissante est munie de boutons rotatifs, dont le nombre l@ritesenodeles(7
boutons sur les figes 1 et 2). Ces boutons sont initialement plagéposition verticalg(forme bombée vers le haut),
comme présenté sur la Figure 1.

Les boutons, lorsqu’ils sont placés en face de I'encoche, peuvent pivoter pour passgoditida verticale(forme
bombée vers le haut) a [@sition horizontale(forme bombée vers la gauchgdu inversement.

Le mécanisme interne duSpin Out> empéche la forme bombée de chaque bouton de tourner vers le bas ou vers la
droite.

Seuls les boutonsn position horizontalgpeuvent sortir du cadre sur la droite, les bout@rsposition verticalestant
bloqués par un rétrécissement du cadir Figure 2.

FIGURE 1SPIN OUT a 7 boutons en position initiale

Reégle noire coulissante avec Rétrécissment empéchant la sortie
7 boutons rotatifs des boutons en position verticale

~~

Cadre gris fixe Encoche permettant la rotation des boutons

FIGURE 2SPIN OUT a 7 boutons apmselques déplacements (droite ou gauche) de la régle coulissante
et quelques pivotements des boutons face a I'encoche

Bouton bloqué par le rétrécissement

Bouton pouvant pivoter
(car situé au niveau de I'encoche) Bouton ayant déja
franchi le
rétrécissement
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L’objectif du casséte est de faire sortir, en la faisant coulisser, la régle en réussissant & mettre tous les Eutons
position horizontale.
Pour y parvenir, seuls deux mouvements sont possibles

Mouvement A: Il consiste a déplacer la régle de facon a positionner face a I'encoche le bouton situé ldmites a

pour le pivoter de la position verticale a la position horizontale ou inversement.

Le mouvement A est possihle

x sur la figure 1 : Pas bein de déplacer la regld_e bouton situé le plus a droite est déja face a I'encoche et peut
pivoter de la position verticale a la position horizontale.

x sur la figure 2 : Cette fois, il est nécessaire de ramener le bouton le plus a droite en faceadehkeavant de le
faire pivoter de la position horizontale a la position verticale.

Mouvement B: Il consiste a déplacer la régle vers la droite le plus loin possible, puis a faire pivoterde famet a

I'encoche de la position horizontale a la pasitiverticale ou inversement.

Le mouvement B est possihle

x sur lafigure 1 : la regle déplacée le plus loin possible vers la droite permettra de faire lgivdearieme boutor
partir de la droite, en face de I'encochdg la position verticale a faosition horizontalg

x sur la figure 2 : la régle étant déja déplacée le plus loin possible vers la droite, permet géviatiee le troisieme
boutona partir de la droite, en face de I'encoche, de la position horizontale a la position verticale.

Afin de résoudre mathématiquement le Spin Out, on décide de coder les boutons en position verticale par le
chiffre 1 et les boutons en position horizontale par le chiffre 0. L’'exemple de la figure 1 séralddd 11 et celui de
la figure 2 sera codé 1111010.

Pour résoudre le Spin Out, on fera donc en sorte que les HUNS deviennent des Z’HEROS.
--- Partie A : Quelques mouvements de Spin Out a 2, 3 ou 4 boutens

Question 1: Dans cette question, on considere un Spin Out a 2 boutons en position imitidés 11.

a) Quel mouvement permet de passer du codageatiodage 10 ?
b) Quel mouvement permet de passer du codage 11 au codage 01 ?

Question 2: Dans cette question, on considere un Spin Out a 3 boutons, en position initiale, codée 111.

a) A quel code passton si on effectue le mouvement?

b) A quel code passeon si on effectue le mouvement®

c) Peuton passer du code 111 au code 011 en un seul mouvefhentdeux mouvement® Quel est le
nombre minimal de mouvements nécessaipesir y parvenir ?

d) Donner ldiste des codes successifs correspondant a la résolution compléte du Spin Out a 3 boutons en cinc
mouvements.

Question 3: Dans cette question, on considere un Spin Out a 4 boutons, en position initiale, codée 1111.

Donner la liste des codes successiisespondant a la résolution compléte en 10 mouvements du Spin Out a 4
boutons.

--- Partie B : Code binaire et Code de Gray
Question 1.
Le code binaire, appelé aussi code en base 2, permet de coder les entiers naturels avec des QOlLet des
Pour écire un entier naturel en code binaire, on le décompose a l'aide desgissances de 2. Par exemplel3 =8
+4 + 1=2+ Z+ 2 ce qui se traduit dans le tableau binaire par
13 (en décimal= 01101(en binaire)

2t 2822|2820
Ooptionnel |1 |1 |0 |1

a) Justifier que I'entier naturel 5 se code 00101 selon le code binaire.
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b)
c)

d)

Ecrirel’entier naturel 9 en code binaire.

Compléter laboucle conditionnelle de I'algorithmgoint en annexe afin qu'il détermine le code binaire d’'un
entier naturel donné dans saécriture décimale.

Compléter la colonne kcriture en code binaire du tableau en annexe.

Question 2:

Le code de Gray, appelé aussi code binaire inversé, permet de coder les entiers naturels awaalésslO

(Voir tableau en annexe)

Pour passer d'un entier quelconque écrit en code de Gray au suivant, on ne change qu'un seDahiffte

ou bien 1 en 0), a savde premier chiffre a partir de la droite qui permet d'obtenir une nouvelle combinaison
de cing chiffres, n'existant pasé&ja pour les entiers codés inférieurs

a)
b)

c)

Justifier que I'entier naturel 5 se code 00111 selon le code de Gray.

Les entiers naturels 6, 7, 8, 9 se codent (dans le désordre) 00100, 00101, 01100, 01101 en cayle de G
Remettre les codes dans I'ordre dansdbleau annexe.

Compléter le tableau en annexe (colonnkgtiture en code de Gray).

Question 3: Conversion du code binaire en code de Gray
On considére deux entierSet Uvalant tous deux soit O, soit 1.
On définit une nouvelle opération, que I'oote &, par I'expressionTé U= (TF U 2.

a)

b)

Justifier que cette opération correspond a umu» exclusif leur de x 0 1
(Té Waut 1 si un et useul des deuxx(ouy) est égal a 1 et|Valeur de
vaut 0 sinon) en recopiant et complétant le tableawcantre. of x&y=0

1

On considére un code binair® = >3>>;>>,et on cherche a déterminer le code de Gray qui correspond
au méme entier naturel, noté) = GG GGG,

Vérifier sur le code binaire 00100 que la formua= >3€& >35 pour Ellant de 0 a 4permet bien d’obtenir

le code de Gray 00110. Si nécessaire, on ajoutera un 0 optionnel a gauche du code binaire.

On admet que cette méthode se généralise a tous les codes binaires, quelle qu’en soit la longueur.
Transcrire en code de Gray le code bindif€1001.

Justifier qu’'un code de Gray ne contenant que des 1, correspond a un code binaire de méme longueu
commengcant par 1 et alternant ensuite les O et les 1.

En déduire a quels entiers naturels correspondent les codes de Grayllitilet 11111.

--- Partie C : Résolution du Spin Ouhdoutons---

Question 1.

a)

b)

Justifier que, lorsque le Spin Out est en position 100...00 (en code de Gray) correspondant a natergie

n, sa nouvelle position aprés le mouvement A correspond au code de Gray de Fentiedustifier que le
mouvement B est alors impossible.

Justifier que, lorsque le Spin Out n’est ni en position 00...00 {@&sgésolu), ni en position 100...00 (cas
précédent), alors les mouvements A et B correspondent au passage au code de Gray de I'entier suivant pot
I'un et de I'entier précédent pour l'autre.

Question 2:

a)
b)
c)

Justifier pourquoi le Spin Out a 4 boutons, en position initiale, se résout en 10 coups minimum.
Justifier que le Spin Out a 7 boutons se résout en 85 coups minimum.
Justifier que le Spin Out dboutons se résout en

625

X

coups lorsquen est impair;
6Y5- 26
7

X coups lorsquen est pair.
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LILLE

Exercice 1 Tous les HUNS veulent devenir #BIEROJVariante)
Toutes séries

Le cass#éte « Spin Oub> se présente sous la forme d’'une reégle noire coulissant librement dans un cadre gris ouver
seulement sur la droite. La régle coulissante est munie de boutons rotatifs, dont le nombre l@riesenodeles (7
boutons sur les figures 1 et 2). Ces boutons sont initialement péacpssition verticalg(forme bombée vers le haut),
comme présenté sur la Figure 1.
Les boutons, lorsqu’ils sont placés en face de I'encoche, peuvent pivoter pour padagodition verticale(forme
bombée vers le haut) a [@sition horizontale(forme bombée vers la gauchgdu inversement.
Le mécanisme interne duSpin Out> empéche la forme bombée de chaque bouton de tourner vers le bas ou vers la
droite.
Seuls leboutonsen position horizontalgpeuvent sortir du cadre sur la droite, les bout@msposition verticaledtant
bloqués par un rétrécissement du cadir Figure 2.

FIGURE 1SPIN OUT a 7 boutons en position initiale

Reégle noire coulissante avec Rérécissement empéchant la sortie
7 boutons rotatifs H des boutons en position verticale

Cadre Lis fixe Encoche pernittant la rotation des boutons

FIGURE 2SPIN OUT abbutons aprés quelgues déplacements (droite ou gauche) de la régle coulissante
et quelqgues pivotements des boutons face a I'encoche

Bouton blogue par le rétrécissement

hpouvant pivoter
(car situé au niveau de I'encioe) Jjouton ayant déja
franchi le rétrécissement

L’objectif du cassééte est de faire sortir, en la faisant coulisser, la régle en réussissant a mettre tdumitessen
position horizontale.

Pour y parvenir, seuls deux mouvements sont possibles

Mouvement A: Il consiste a déplacer la régle de facon a positionner face a I'encoche le bouton situé ldmites a
pour le pivoter de la position verticale a lagition horizontale ou inversement.
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Le mouvement A est possihle

x sur la figure 1 : Pas besoin de déplacer la regke bouton situé le plus a droite est déja face a I'encoche et peut
pivoter de la position verticale a la position horizontale

X sur la fgure 2 : Cette fois, il est nécessaire de ramener le bouton le plus a droite en face de I'encotidede
faire pivoter de la position horizontale a la position verticale.

Mouvement B: Il consiste a déplacer la régle vers la droite le plus loin ldesgiuis a faire pivoter le bouton face a

I'encoche de la position horizontale a la position verticale ou inversement.

Le mouvement B est possihle

x sur lafigure 1 : la regle déplacée le plus loin possible vers la droite permettra de faire |givde@xieme boutora
partir de la droite, en face de I'encoctdg la position verticale a la position horizontale

x sur la figure 2 : la régle étant déja déplacée le plus loin possible vers la droite, permet ghviatiee le troisieme
boutona partir de ladroite, en face de I'encoche, de la position horizontale a la position verticale.

Afin de résoudre mathématiquement le Spin Out, on décide de coder les boutons en position vpdidalehiffre 1
et les boutons en position horizontale par le chiffrd.@&xemple de la figure 1 sera codé 1111111 et celui de la figure
2 sera codé 1111010.

Pour résoudre le Spin Out, on fera donc en sorte que les HUNS deviennent des Z’HEROS.

--- Partie A : Quelques mouvements de Spin Out a 2, 3 ou 4 boutens
Question 1: Dans cette question, on considere un Spin Out a 2 boutons en position initiale, codée 11.
¢) Quel mouvement permet de passer du codagealiodage 10 ?
d) Quel mouvement permet de passer du codage 11 au codage 01 ?

Question 2: Dans cette questn, on considere un Spin Out a 3 boutons, en position initiale, codée 111.
e) A quel code passton si on effectue le mouvement?A
f) A quel code passeon si on effectue le mouvement®
g) Peuton passer du code 111 au code 011 en un seul mouvefentdeuxmouvements? Quel est le
nombre minimal de mouvements nécessaipesir y parvenir ?
h) Donner la liste des codes successifs correspondant a la résolution compléte du Spin Out a 3dvocitoms
mouvements.
Question 3: Dans cette question, on considere unrSput a 4 boutons, en position initiale, codée 1111.
Donner la liste des codes successifs correspondant a la résolution compléte en 10 mouvements @ut $pih
boutons.

--- Partie B : code de Gray-
Le code de Gray, appelé aussi code binawversé, permet de coder les entiers naturels avec des 0 et des 1.
(Voir tableau en annexe)
Pour passer d'un entier naturel quelconque écrit en code de Gray au suivant, on ne change qushiffseul
(O en 1 oubien 1 en 0), a saveipremier chiffre gpartir de la droite qui permet d'obtenir une nouvelle combinaison
de cing chiffres, n'existant pas déja pour les entiers naturels codés inférieurs.

Question 1: Compréhension du code de Gray.
d) Justifier que I'entier 5 se code 00111 selon le code de Gray.
e) Les entiers 6, 7, 8, 9 se codent (dans le désordre) 00100, 00101, 01100, 01101 en code de Gitagy |€&eme
codes dans l'ordre dans le tableau annexe.
f) Compléter le tableau en annexe (colonnecde de Gray).
Question 2: Lien avec le Spin Out
a) Compareles suites de codages des réponses aux questiftatie A question 2d et «Partie A question 3
avec le début de la colonne code de Gray. Que-pautbserver?
b) Montrer que le passage d’'un code de Gray quelconque au précédent ou au suivant corrbggidin au
mouvement A, I'autre au mouvement B.
c) En déduire que la résolution du Spin Out correspond earmpte a rebours dans la liste ordonnée des codes
de Gray en partant d'un code formé uniqguement de 1 et en arrivant au code formé uniquement de 0
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-- Partie C : Résolution du Spin Ouhdoutons---
d) Justifier que le nombre minimal de mouvementt le mémepour passer d'un code ne contenant que des 1
a un code de méme longueur ne contenant que degu@, pour faire la transformation inverse
e) On note 5la fonction qui a tout entier natured associe le nombre minimal de mouvemers0) pour
passer d’'un code formé exclusivement Gehiffres 1, a celui de méme longueur formé uniquement de O.
a. Déterminer 5(1) et 5(2).
b. Justifier quepour tout entier 0> 2: 5(0) = 5(0 F1) + 2 5(0 F2) + 1.
(On pourra décomposer la suite de mouvements avec les étapes sunvefest 111...11 ;
étape 1: 1100...00 étape 20100..00 étape 3 011...11 fin: 000...0D

f) Voici un algorithme qui, lorsque I'on saisit un entier 2, calcule et affiche le nombre minimal de
mouvements A et B pour résoudre le Spin Oui Boutons:

Variables
0, -, € 4, tentiers naturels i ; ) ) ]
Initialisation a.Recopier et compléter la partie relative au traitement.
Saisir la valeur ded b. Quel est le nombre minimal de mouvements pour la résolution d’'un Spin Out a 7
6prend la valeur 1 boutons?
R prend la valeur 2
Sprend la valeur 5 Annexe
| prend la valeur 3
Traitement :
Tantqué < 0 Entier Code
+prend la valeut+1 naturel | de Gray
6prend la valeur.. 0 00000
4prend la valeur..
5prend la valeur ... 1 00001
Fin QUTant que 2 00011
Sortie
Afficher & 3 00010
4 0011c
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
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LILLE

Exercice 2 PENTAGONE......... REGULIER
Toutes séries

Quelques définitions

- Un polygone estégulierlorsque ses cotés sont tous de méme longueur et ses angles tous égaux.

- Un polygone essimplelorsque deux cdtés consécutifs ont un seul point commun (sommet) et deux cotés non
consécutifs n’en ont aucun.

- Un polygone estonvexdorsqu'il est simple et tous ses angles sont inférieurs a 180 degrés.

Préliminaire 1: « Anges»
Justifier que la somme des angles d’un polygone convexeddés vaut(n 2) ul80degrés,n étant un entier naturel

guelconque supérieur ou égal a trois.
Préliminaire 2: «Polygones
On considére trois propriétés concernant les polygones :
(P : «Le polygone a ses cotés égaux
(P.) : «Le polygone a ses angles égaux
(Ps) : «Le polygone est régulier »
a) Dans le cas d'un quadrilatefgolygone a 4 c6tés) convexe :
1. Citer les quadrilares ayant la propriété (P
2. Citer les quadrilatéres ayant la propriété)P
3. Citer les quadrilatéres ayant la propriété)P
4. Y-at-il équivalence entre les trois propriéte@s
b) Dans le cas d'un pentagofgolygone a 5 c6tés) convexe :
1. Tracer un pentagoneyant la propriété (B, mais pas la 5
propriété (R). P
2. Tracer un pentagone ayant la propriété&)Pmais pas la
propriété (R).

Entrons dans le vif du sujét

On part d'une feuille rectangulaifeBCRle format A421 x 29,7 ? I). Onréalise , :
les pliagesuccessifs suivants

Pliage 1(Figure 1)On plie la feuille pour amener le somnigén D. On nomme
DEFGe polygone ainsi obtenu.

Figure 1

Pliage 2Figure 2)On plie pour amener le cot€@ sur la diagonaleBD du rectangleABCD
De la méme facon, on améne le cOE][sur la diagonaleg0 du rectangleABCD

Figure 2 Le pentagondKDLMestil régulier?
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Justifier, sans utiliser d’'instrument de mesure (régle, compas, rapporteur...).

M
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LILLE

Exercice 2 PENTAGONE......... REGUI(\ERiante)
Toutes séries

Rappel définition: Un polygone est régulier lorsque ses c6tés sont timiséme longueur et ses angles tous égaux.
On part d'une feuille papier rectangulai®dBCDde format A4 21 x 29,7 ?1). On réalise les pliages successifs
suivants

Pliage 1(Figure 1)On plie la feuille pour amener le somnigén D.On
nommeDEFGe polygone ainsi obtenu.

Figure 1

Pliage 2Figure 2)On plie pour amener le cot€Q sur la diagonale
[BO du rectangleABCD

De la méme fagon, on amene le cOEJ{sur la diagonaleB0
du rectangleABCD

Figure 2

Probleme. Le pentagond@KDLMainsi obtenu estil régulier?

Résolvons ce problénie M
Supposongjue le pentagondKDLMsoit régulier. L

1. a. Quellseraitla mesure en degrés de 'angf& . et par suite
celle de I'anglef& . ? Justifier. Pour ce faire, on pours@appuyer  J
sur la figure edessus en la complétant.

b. Exprimer la longueu’& ' en fonction du cosinus d'un angle
aigu d'un triangle rectangle judicieusement choisi.

c. En déduire la longuetEC D
d. Qu’enseraitil alors de la longueuBC?
2. Conclure sur la nature du pentagone obtenu avec la fezdlle K

29,7cm
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LIMOGES

Exercice 1 Suite de Syracuse
Toutes séries

On considere la fonction de Syracuse, ndté#efinie pour tout entier natureh par:

a
- CasA: sinest pair, alorg(n) = rl

- CadB: sinestimpairalorsf(n) = 31+ 1.

54
Par exemplé(10) :_6 =5 car 10 est paif(11) = 3x 11+ 1 = 34 car 11 est impair.

Partant d’'un entielN appelégraine, on calcule les images successives de cet entier par la fofiction
Par exempleen prenant 13 pour graine, on obtient successivement

13\ 40\ 20\ 10\5\16\8\4\2\1..

1 Que se passeil aprés le I?

Dans la suite de I'énoncé, on arréte obligatoirement le processus dés que 1 est atteint.
Chaque étape de calcul est algsgnbolisée par la lettréd ou B ; suivant que c’est le casou le caB qui est utilisé.
La suite de lettres obtenue estheot de la grtaine. Le mot de 13 est dGBAAABAAAA

2. Donner le mot de la graine 12.

3. Proposer une graine dont le mot commenee ABA.
Proposer une graindont le mor commence paAB.

4. Proposer une grairmgont le mort commence pahAAAAA
5. Justifier que dans chague mot de toute graine, chagjast suivi d’'urA.

6. Répétition dBA: ca monte!
a) Justifier que si un mot commence @4 le nombre obtenu aprés ces deux étapes est supérieur a la graine.
b) Soitmun entier naturel non nul. On choisit la graiNe= 2n—1.
Justifier que les deux premieres lettres du mot sBAt
Quel est le nombre obteu aprés ces deux étap@s
c) Proposer une graine dont le mot commence BABABABA

d) Soitp un entier naturel non nul. On choisit la graiNe 22— 1.
Par combien de répétitions d@Acommence le mot d&l ?
Quelle est alors la lettre suivan®e

7. Répétiton deBAA: ¢a descend
a) Montrer que si un mot commence pBAA le nombre obtenu aprés ces trois étapes est inférieur a la graine.
b) Soitmun entier naturel non nul. On choisit la graiNe= 4n + 1.
Justifier que les trois premieres lettres du mot sBAA.
Quel est le nombre obtenu aprés ces trois étapes
c) Proposer une graine dont le mot commence B&AAABAABAABAA
d) Proposer une graine dont le mot commence par la répétition tt@s les lettre BAA
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LIMOGES

Exercice? : Que d’eaul
Série S

Rappetl le volumeV d’'une sphere de rayonest: V=—§ eN.

. Un récipient cylindriguede rayon T
— i 1dm contient initialement de I'eau o il

jusgu’a une hauteue (en dm).

On place une bille sphérique dans ce
récipient, ce qui modifie la hauteur

de I'eau, et @ cherche a savoir si la

bille dépasse de l'eau (figure de
gauche) ou pas (figure de droite).

1. Dans cette premiére question, on suppose que la hauteur de I'eau initias=e@9 dm.
a) On place une bille de rayarr 0,3 dm dans le récipient.
La billedépasset-elle I'eau? Calculer la hauteur de I'eau dans le cylindre.
b) On place une bille de rayordans le récipient. Dans chacun des cas suivants, déterminer si la bille
dépasse de l'eau
R=0,5dm, r=0,7dm et r=0,9 dm.

2. Dans cette question, on net la hauteur d’eau initiale, €t la hauteur de I'eau aprés avoir placé une bille
de rayonr.
a) En supposant que la bille ne dépasse pagrimerh en fonction dec et r.

b) En déduire que la bille ne dépasse pas si et seulemeﬁt%i &3 R2r.

3. Dans cette question, on suppose de nouveau gued,9 dm.
Pour quelles valeurs de son rayodia bille dépass¢-elle de I'eau?

4. Dans cette question, on suppose que la hauteur d’eau initiale st dm.
Montrer que quel que soit le rayon de la billacée dans I'eau, elle ne dépassera pas.

5. Quelle est la plus petite hauteur d’eau initiale pour laquelle on est sir que la bille ne dépeassegael que
soit son rayor? Détailler la méthode utilisée.
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LIMOGES

Exercice3 : Jour d’élections
Sériesautres que S

Aujourd’hui, le professeur principal organise I'élection des deux délégués pour les 28 élevadadsedaPris d’'un
doute, il demande aux €léves le type de scrutin qu’ils ont I'habitude d’utiliser. Trois méthodmsiagpnt qui seront
étudiées dans 'exercice.

Pour simplifier, on ne tiendra pas compte de I'existence de suppléants.

Méthode 1: uneélection adeuxtours aveaeuxnoms pas bulletin.
X Au premier tour. on inscrit deux noms sur chaque bulletin.
o Silou 2 candidats ont la majora@ésolue (c’est-dire au moins 15 voix) alors ils sont élus.
o Si 3 candidats ont la majorité absolue alors les candidats arrivés en téte sont élus.
X Au deuxiéme tour (si nécessaire)
o Siaucun candidat n’a été élu au premier tour, on inscrit 2 noms suoehadletin. Les deux candidats
ayant le plus de voix sont élus.
0 Siun candidat a été élu au premier tour, on inscrit 1 nom sur chaque bulletin. Le candidat gyast le
de voix est élu.
Méthode 2: Uneélection aDeuxtours aveain nom par bulletin.
X Au gremier tour: sur chaque bulletin on inscrit un nom. Si un candidat a la majorité absolue, il est élu.
X Au deuxiéme tour sur chaque bulletin, on inscrit un nom.
o Siaucun candidat n'a été élu au premier tour, les deux candidats ayant le plus de voixsont é
o Siun candidat a été élu au premier tour, le candidat ayant le plus de voix est élu.
Méthode 3: Deuxélections aun tour avecun nom par bulletin.
X Chacun des deux délégués est choisi I'un aprés 'autre par une élection a scrutin uninominaira un to
x Pour chaque élection, le candidat ayant le plus de voix (majorité relative) est élu.
X Le candidat élu a la premiére élection ne se représente pas a la deuxieme élection.

Dans la classe, il y a trois candidatavier (X), Yves (Y) et Zoé (Z). Une engué¢emis de déterminer les préférences
des éléves

Préférence (par ordre décroissant)  Nombre d’éléves
6

NI{N|<|<|X|X
X|<|X|N|<|N
NN | |w|©

—Y—
—7Z—
—X—
—7Z—
—X—
—Y—

Cela signifie par exemple que 7 éleves préferent dans I'ordre YveZqgéuet en dernier Xavier
On suppose que les éleves votent toujours selon leur préférence.

1. Vérifier qu'avec la méthode 1, Yves a 17 voix au premier tour.
Avec cette méthode, quels sont les candidats qui sont élus.

2. Vérifier qu'avec la méthode, Xavier esit @es le premier tour et Yves au second tour.
Préciser le nombre de voix obtenues par chaque candidat a chaque tour.

3. Vérifier qu'avec la méthode 3, Xavier est €lu lors de la premiére élection, Yves lors de la sdectole.
Préciser le nombre de voibtenues par chaque candidat a chaque élection.
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LYON

Exercice 1 Etude des pavages de Truchet
Toutes séries

Partie 1 Carreaux de Truchet et pavages de Truchet

Un "carreau de Truchet" est un carré ayant deux couleurs distinctes autour d'une diegesales.

Exemple de carreau de Truchet : L

1 )Dessiner les quatre carreaux de Truchet utilisant 2 couleurs données

2 )En placant des carreaux de Truchet de mémes couleurs cdte a codte suivant p lignes et q coldoneg on
des ensembles appéEs "Pavages de Truchet p x 9"

Exemple de pavage de Truchet 3 x

a- Montrer qu'il y a 4096 pavages de Truchet 2 x 3

b- Exprimer le nombre de pavages de Truchet p x g en fonction de p et g

IPARTIR : Pavagesle Truchetlinéaires

Un pavage de Truchet est appelé "pavage linéaire" si, d'un carreau de Truchet a l'autre, lesstagagt un cété en
commun sont de la méme couleur.

Al

Exemple de pavage linéaire 4 x 6

En "codant” les carreat par le chiffre O et les carreall . par le chiffre 1 (indépendamment de leurs
colorations) dans un pavage linéaire , on obtient un tableau rempli de "0" et de "1" appelé téhksite.

Le pavage linéaire précédesst codé par le tableau linéaire 4 x €contre :

111/0/0]11
0/0|1]1]0]|0
111/0/0]11
111/0/0]1|1

1)a-Déterminer les huit tableaux de Truchet linéaires 2 x 2.
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b- Justifier que les tableaux linéaires 2 x 2 sont les tableaux dont les nombres de "1" de chac2iiceldanes
sont de méme parité (tous les deux pairs ou tous les deux impairs)

0/1|1]1]0

2) a- Compléter le tableau linéaire 5 x 6atintre. Indiquer la méthode utilisée.

b- Déduire gu'il y a 2048 pavages linéaires 5 x 6

olr|olkr|r

3) Exprimer le nombre de pavages linéaires p x g en fonction de p et q

\PARTIB (Patrick): Compositiond'un pavagede Truchetlinéaire p x q\

On considére un tableau linéaire p x g dont¥4dase (en ¥¢ligne et £®colonne) est codée "1"

On note : xle nombre de chiffres "1" de l&€"t colonne ; y le nombre de chiffres "1" de I&"tligne ;
N(x ;y) le nombre tothde "1" dans le tableau ;

Illustration : x chiffres "1"

p
1

y chiffres "1" o

1) Montrer que N(x;y) =xy+ (p—x)(q-y)

2) Exprimer N(xy) en fonction dex; y; p ; q dans le cas ou |&°Icase du tableau est codée 0.
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LYON

Exercice 2 Palindromes binaires
Toutes séries

PARTIE 1
Tout nombre entienaturel s’écrit de maniére unique comme somme de puissances de 2.

Exemple

53=29%+ 284 264 24
53= Ux 29+ Ux 28+ Ux 27+ Ux 26+ Ux 25+ x 24

On dit que le nombre 53 s’écrit 110101 dans le systeme binaire (base 2) et on é&3ira (110101) ¢
1) Ecrire dans Isystéme binaire le nombre 135.
2) Déterminera quel nombre correspon(l01011) ¢.
3) On propose l'algorithme @essous en langage naturel
Variables N est un nombre entier naturel
Entrée Saisir N
Traitement Afficher le rete de la division euclidienne de N par 2
Affecter a N le quotient de la division euclidienne deax 2
TantQue ¥ O
Afficher le reste de la divisiauclidienne de N par 2
Affecter a N le quotient de la division euclidienne deax 2
Fin de Tant Que
Fin
3a)Préciser quels nombres sont affichésstjue I'on exécute cet algorithme avec8 puis N=53.

3b) Interpréter le résultat obtenu précédemment dans le contexte de I'exercice.

4) Démontrer que 22 F1 = (&3 4.c00%

dUvalea
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5) Application: codage RVB

Une image numérique esine image acquise, créée, traitée et stockée en langage binaire. Un pixel est le plus
petit élément constitutif de I'image. On associe a chaque pixel une série de bits. Un octet codraspahiffres
binaires appelés chacun bit.

Il existe plusieursystemes de codage des couleurs dont le plus utilisé est le systeme RMits» (rouge, vert,
bleu). La superposition de ces trois couleurs permet de recréer toutes les autres couleurs. €hadewrerouge,
vert et bleu est codée sur 8 bits c’astlire par un octet en codage binaire.

Un pixel est donc codé par 3 octets.
Par exemple 10011011 00001101 000111Qlpi{xe)
Rouge vert bleu

Combeny at-il de couleurs possibles pour afficher une image numériquesRiMB pixel?

PARTIE 2

17 = (10001) ¢
165 = (10100101) ¢

Un nombre palindrome se lit indifféremment de gauche a droite et de droite a gauche. Ce nombremeru®e
jamais par zéro.

On dit que I'an 17 est uneannée palindrome binaire tout comme I'année 166ar les écritures binaires de ces
deux nombres sont des palindromes. L'année 19 n’est pas aneée palindrome binaire carl9 = (10011) ¢

Partie A

1) Donner en écriture binagértoutes les @nnées palindromekinaires» comprises entre I'an 1 et I'an 129
2)L’année 2 017 esgtlle une «@nnée palindrome binaire ?

3) Trouver la prochaineannée palindrome binaire.

Partie B

On s’intéresse a I'écriture binaire des nombeesiers naturels.

1) Combien y &-il de palindromes binaires 3; 4; 5; 6 et 7 chiffres en écriture binaifeLes écrire.

2) Soit Jun entier naturel non nul

Déterminer P () le nombre de palindromes binaires &chiffres dans chacun deswaecas suivants
(on donnera une expression de B én fonction deJ)

a)dans le cas owest pair.

b) dans le cas oWest impair.
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Partie C

On cherche le nombrE2 @) de palindromes binaires strictement inférieuasi nombre2 & avec Jun entier naturel
non nul.

1) DéterminerF2°) et H2%)
2) Montrer que le nombre de palindromes binaires strictement inférieu2s' ast:
a) F2% =2 F2 siJestpair.
b) H2%)=3x2 . F2 si Jestmpair.
3) Soit Tun nombre entier naturel quelconque strictement supérieur a 5.
On note (( 7 le nombre de palindromes binaires strictement inférieur¥ a
On appelleJle nombre entier tel que2? Q T< 23>5

a) Justifier queF (29 Q (( T < ((23>9
b) Montrer que %< (( T < 3%r
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MAYOTTE

Exercice 1 Cubisme radical
Toutes séries

On dispose deubesen bois que I'on peint complétemean rouge(les 6 faces). Ensuite, casbessontdécoupés
en petits cubes.

Partie I: Etude de cas particuliers.

1) On partage chaque cétun cube en 3 et on découpe comme indiquélessous
a) Quel est le nombre total de petits cubes ?

b) On met tous ces cubes dans un sac et on tire un petit cube au hasard du sac,
puis on compte lmombre de faces peintes en rouge.

i. Quelles sont les valeurs possibles que peut prendre le nombre de faces peintes
sur ce petit cube ?

ii. Recopier et compléter le tableau suivant :

/ Nombre de faces peintes sur
: 3
petit cube
Probabilité de tirer urtel petit 8/27
cube

iii. On remet le petit cube dans le sac, on en tire un nouveau, on reléve le nombre de faces peinéeset le cube
dans le sac et on recommence. Aprés un grand nombre de tirages, quel est le nombre moyen derfteeqye
I'on va espérer obteni?

2) On prend un autre cube, on coupe chaque cété de ce cube en 4 et on découpe cetesEous

a) On met tous les petits cubes dans un sac, on tire au hasard un petit cube du sac,
puis on compte le nombre de faces peintes eange. Recopier et compléter le tableau

suivant:
b) Onremetle | Nombre de faces peintes sur |e
petit cube dans | petit cube

le sac, on en tire | Probabilité de tirer un tel petit
un nouveau, on | cube

reléve le nombre

de faces peintes, on remet le cublans le sac et on recommence. Aprés un grand
nombre de tirages, quel est le nombre de faces peintes que I'on va espérer cbhtenir

Partiell : Etude ai cas général

On part d'un autre cube, on partage chaque c6té de ce cubeetron découpe. Aprés avdiré dans les conditions
précédentes un grand nombre de petits cubes, quel est en fonctione@ombre moyen de petits cubes que I'on
peut espérer obtenir ?
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MAYOTTE

Exercice 2 Un hexagone dans un carré
Série S

Un fabricant de coffres forts voulait recruter un apprenti. Pour pouvoir étre retenu, ce candid#éta@mpher d'une
épreuve.
Cette épreuve consiste a fabriquer une clé remplissant les conditions suivantes :
- La clé estine plaque hexagonale

>~ - On doit pouvoir la loger « a plat » damse cavité

de forme carrée de cotéprévue a cet effet.
/ T~ -Laplaque doit &tre’aire maximale.
[ — /- L’épaisseur importe peu (et n’intervient donc pas

| y Ty " / / dans le probleme, on la supposera égale a 5 mm pour
./ \ // fixer lesdées).

" \// \\ ’ // <\\ / / |

A \ | \ / L'objectif de cet exerciaest d’aider cet apprenti a

| \ /’ T / trouver les dimensionsle I'hexagone.

Ly v’ 1) Préambule.

a)  Expliquer pourquoi pour un hexagone donné
un déplacemena l'intérieur du carréou une rotatiomne change pas l'aire de cet hexagone.
b) Que peuton supposersans géner la résolution du problenpeur le centre du carré et celui de 'hexagone ?
c) « Chercher le rayon de I'hexagone d’aire maximaiguivaut a« chercher le cété d’un certain triangle d’aire
maximale » Justifier cette affirmtion et décrire ce triangleéOn peut s’aider d’une figure

2) On suppose désormais glgecentre de I'hexagorest confondu avete centre du carrélustifier avec soin
I'affirmation suivante « 'hexagone d’aire maximale doit avoir au moins un de sesnmets sur un cété du carré ».

3) On pourra travailler dans un repére orthonorfn& §& & Oétant le centre du carré de cotéet les axes sont
paralléles aux c6tés du carré.

a) Soit M un sommet de I'hexagone qui se trouve sur un des cotes du Pamréymétrie, on peut considérer
gueM a pour coordonnée{% UA y)avec URO. Déterminer les coordonnées du point M'image du point M
par la rotation de centre O, d’angle 60° et de sens direct.

b) Donner une condition syrpour que M’soit a I'intérieur d carré.

c) Calculer le rayon de I'hnexagone d’aire maxineidonction de c
d) b) En prenant?= 10 ? |, calculer le rayon a0 ?%prés puis faire une figure.
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MAYOTTE

Exercice 3 Le jeu du parking
Séries autres que S

Ahmed et Anrifa jouent ensembleud jeu: ils dessinent sur leur feuille une grille carrée de taille quelconque, puis
placent chacun a leur tour une croix dans une des cases de cette grille. lls essayent de fateecprilsty at

jamais deux lignes, dieux colonnes, ni une ligné ene colonne, qui comportent exactement le méme nombre de
croix. Le gagnant est alors celui qui a placé la derniére croix qui permet d’'atteindre cettBe pdle S]}vX H %o (
toutes les lignes et colonnes sont vides, donc comptent toutes le méme norelm®ik : zéro.

Le but du probléme este montrer que ni Ahmed ni Anrifa ne pourront jamais gagner a ce jeu...

1. Etude d’un premier cas
On consideére la grille 6 x 6 suivante

Ly a) Placer, au hasard, un nombre quelconque de croix dans la grille ci
dessus (&endre avec votre copie), comme le feraient Ahmed et Anrifa.
L Vous arrétez de placer des croix quand vous voulez...
= b) Citeralors soit deux lignes, soit deux colonnes, soit une ligne et une
5 colonne, qui comptent exactement le méme nombre de croix.
Le jeu estlonc perdu !
Ls
2. Une premiére généralisation
Lg
On considére la mémgrille 6 X6 que dans la partie précédente. Ahmed
G & (G [C (|G [Ce et Anrifa ont placélans les cases de cette grille un nombre quelconque

de croix.
a) Pour une ligne ou une colonne quelconque de la gyllielles valeurs peut prendre le nombre de croix qui y sont
placées ?
b) Combien cette grille compteelle au total de lignes et de colonnes ?
c) Démontrer que dans cette grille, quel que soit le nombre de croix placées, on peut toujoues tieux liges,
ou deux colonnes, ou une ligne et une colonne, qui comptent exactement le méme nombre de croix.

3. Généralisation finale

On considére une grille de taille quelconque N xNINast un entier supérieur B Ahmed et Anrifa placent
successivement et dwasard dans les cases de cette grille, un nombre quelconque de croix.
Démontrer qu'il est toujours possible de trouver deux lignes, ou deux colonnes, ou une ligne cilemee, qui

comptent exactement le méme nombre de croix, et ce quels que soienhtds d’Ahmed et d’Anrifa.
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MONPELLIER

Exercice 1 Les cartes bicolores
Toutes séries

On dispose d'unsurface rectangulaire orientééNord/Sud- Est/Ouest) sur laquelle est tracé un quadrillage régulier
formé de cases carrées, et dartes carréedicolores(identiques a celle donnée-dessous) dont les dimensions
sont égales a celles d'une case du quadrillage.

nord
S ] -
/- | I W
A . I
/] | WA
// // /l II \\ \\ \\ \\
/N A
[ [ | | NN
/AVEN B IR
sud
Surface rectangulaire quadrillée Carte bicolore

Il s’agit derecouvrir toutes les cases du quadrillageec ces cartes bicolores, en respectant les deux contraintes
suivantes

- les cartes seront disposées dans les cases du quadrillage dans uneji}

guatre positions suivantes ' ‘ ‘ k
- ces cartes hicolores sont disposées de sorte quand elles ont un

bord commun, les parties ayant ce bord commun (dites “adjacentes”) ont la méme couleur

1. Dans cette partie, le quadrillage forme un carré quadrillénpar cases (oun est un entier naturel).

a. Poum = 2, voici trois dispositions possibles respectantiiEsx contraintegdispositions 1, 2 et)3

nord nord nord nord

Vv 4 VN A N
A N h 4 Vv 4

sud sud sud sud
Disposition 1 Disposition 2 Disposition 3 Disposition 4 (incompléte)

Proposer (en les représentant sur la copie) deux facons différentes de compléter la quatispastion en
respectant les deux contraintes.

Déterminer le nombre de facons différentes de recouvrir un quadrillage de 2 x 2 cases en redpeatank
contraintes données.

Pour un entier natureh quelcongque non nul, combien existél de facons différentes de recouvrir un quadrillage de
N x ncases en respectant les deux contraintes donri&es
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Norc

2. Dans cette deuxiéme partie, le quadrillage forme un rectangle quadrili® parcases

(le casm =n étant étudié dans la partie précédente, on prendna n > 0).

a. Reproduire le quadrillage 7 x 3azintre et le compléter a partir de la carte qui est donnée
(en respectant les deux contraintes données).

b. Combien existé¢-il de facons différentes de recouvrir un quadrillagenti® n cases
(m>n> 0) en respectant les deux contraintes donn@es

Sud
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MONPELLIER

Exercice 2 Les rectangles sympathiques

Série S

Soita et b deux entiers naturels tels que 0a<@.

Le rectangle de largearet de longueub est noté @ ; b).

On note P le périmeétre de ce rectangle, et S son:areadonc P =2 a¢b) et S axh.
Le rectangle de dimensions entieres p) est ditsympathiquesi S est divisible par P

Exemple Le rectangle (10 ; 15) est sympathique. En effet :

- Ses dimensions sont entiéres.
- Deplus,P=2x(10+15)=50et S=10 x 15 =150 : I'égalité S = 3 x P justifie quebBeqsadiris

Partie A: quelques exemples de rectangles sympathiques

1. Parmi les deux rectanglesda®gssous, indiquer lequel est sympathique

21 40
28 28
Rectangle (21 ; 28) Rectangle (28 ; 40)
a. Existet-il au moins un rectangle sympathique tel que P = 20 ? Si oui, les détermineSitoas, expliquer
pourquoi.
b. Existet-il au moins un rectangle sympathique tel que P = 100 ? Si oui, les détermiseBinon, expliquer
pourquoi.

2.Déterminer les dimensions de tous les carrés sympathiques.

a. Ecrire un algorithme qui renvoie la largeurtdes les rectangles sympathiques de longueur 1200.
b. Donner alors tous les rectangles sympathiques du tgpel 200).

Partie B: Rectangles sympathiques a largeur fixée

1. Dans cette question, on souhaite déterminer la longueur de tous les rectanglestiyouoies du type (5b), oub
est un entier naturel supérieur ou égal a 5.

a. Justifier que, pour tout rectangle du type (B); ona: 3 x P > S.

b. En déduire que le seul rectangle sympathique de largeur 5 est de longueur 20.

a. Déterminer la longueur de tous les rectangles sympathiques du type) (4 ;
b.  Déterminer la longueur de tous les rectangles sympathiques du type) (3 ;

C. Démontrer qu'il n‘existe aucun rectangle sympathique du typebj2 ;

a. Démontrer que, pour tout entier naturel impai H TU o & a Sa(@R)pestsympathique.
b

Démontrer que, pour tout entier natured H TU }v % ps SEINA E pv E 5 VP *Cu%o 5
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MONPELLIER

Exercice 3 Empilements d’oranges
Séries autregue S

Un primeur organise son étal d’oranges (qu’on modélise par des boules de méme diamétre) enllastisstasous
forme d’unepyramide a base carréesoit sous formel’'une pyramide dont la base est un triangle équilatéi@mme
illustré cidessos.

On appellera alorbauteur de la pyramidde nombre de niveaux formés pour construire cette derniére.

Pyramide a base carrée Pyramide a base triangulaire
(vue du dessus) (vue du dessus)

Par exemple, une pyramide a base triangulaire a 4 niveatixonstituée d’'une superposition de quatre couches
d’oranges (comme illustré-eipres), et le primeur utilise 20 oranges pour réaliser cet empilement. Il s’agit donc d’'une

pyramide de hauteur 4.

Niveau 1 Niveau 2 Niveau 3 Niveau 4

1. Pour unepyramide a base triangulairele primeur a commencé a déterminer le nombre d’oranges empilées en
fonction du nombre de niveaux, et a récapitulé ces valeurs dans le tabldassnus.

Hauteur de la pyramide | 1 | 2 3 4 5 6 7 8 9
Nombre d’'oranges 14|10 | 20| 35| 56 | 84 | 120 | 165

a. Combien doiil empilerd’oranges pour réaliser une pyramide a base triangulaire a 15 nivkaux

b. Le primeur dispose de 2017 oranges et souhaite les empiler en un tas le plus haut possible sakéufoem
pyramide a base triangulaire. Le poutrd sans qu'il reste d’orangé&sQuelle sera la hauteur de la pyramide
la plus haute qu'il puisse construife

2. Pour un entier natureh non nul, on admet que le nombr& J) d’oranges utilisées pour former urmgramide a
base carréeen fonction du nombreJde niveaux est donné par larmule cidessous
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JJ+ 1)(2J+1)
5 .
a. Combien doiil empiler d'oranges pour réaliser une pyramide a base carrée a 12 ni%eaux
b. Le primeur dispose de 2017 oranges et souhaite les empiler en un tas le plus haut possible seakéufoem
pyramide a basearrée. Le pourrd-il sans qu'il reste d’'orangé&sQuelle sera la hauteur de la pyramide la plus
haute qu'il puisse construire

1 =

3. Peutil empiler 2017 oranges etieux tas de méme hauteyd’un pyramidal a base carrée et I'autre pyramidal a
base triangtaire ? Si non, combien d’oranges regtd au minimum?

4. Peutil empiler 2017 oranges areux tas I'un pyramidal a base carrée et I'autre pyramidal a base triangdie
non, combien d’'oranges resteil au minimum?

5.Etudier le cas ou le primeassaie d’empiler ces 2017 oranges en deux tas & base carrée et un tas a base triangulair
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NANCY-METZ

Exercice 1 Les CHROMINOS
Toutes séries

Un chromino est un domino rectangulaire composé de trois carrés juxtaposés, de caddeticpues ou différentes.
Ces carrés seront appelés dans la suite "caseateurs" du chrominolLes carrés peuvent étre bleus, verts, jaunes,
rouges ou mauves. Ces cing couleurs seront notées dans la suite de I'énoncé par leur initih|&R Bt ).

Unchromino sera noté sous forme d'un "mot" de trois lettres, distinctes ou non, et qui sont prisesediste B, V, J,

R, M. Par exemple, le chromino composé de trois casakeurs rouges est noté RRR. Celui qui est composé d'une
casecouleur verte ente deux rouges est noté RVR.

Deux chrominos ne sont jamais identiques. Le chromino composé d'uneaalselr jaune entre une rouge et une
verte pourrait étre noté par le mot VIR ou par le mot RJV. On choisira de le désigner par le, apait é&i\e prendr

dans l'ordre du dictionnaire.

1. Comment notet-on les deux chrominos composés de 3 carrés dont un vert, un jaune et un rouge, distincts
de RJV ?
2.0n appelle chromino bicolore un chromino comportant exactement deux couleurs distinctes.

a. Donner la ntation de chacun des chrominos comportant deux carrés verts et un rouge.

b. Combien ya-t-il de chrominos bicolores ne comportant que des carrés verts ou rouges ?

c. Combien ya-t-il de chrominos bicolores ?
3. Combien ya-t-il de chrominos tricolores ?
4. Prouver que le jeu de chrominos comporte 75 chrominos.
5. Pour jouer, un premier chromino est posé sur la table, puis chaque joueur a son tour pose un chsaintin
table en respectant les regles suivantes :
- avoir au moins deux c6tés de casmuleur encontact avec des couleurs identiques d'autres chrominos.
-il est interdit que I'une des casesuleurs de son chromino soit posée en contact avec une couleur différente d'un
autre chromino.
Ainsi, par exemple, lorsque le chromino posé initialementateable est JVV, les dagurations suivantes sont donc
possibles

\
[Jaune ver Vert] [ Jaune Vert| Vert
J
—
[ Rouge Jaune |Vert ] RougeJaune| Vert s
v
Le chrominanoté RJV a été posé o]
Les chrominos RJV et MBV ont ét| £
posés dans cet ordre
s
c
— =/

La configuration suivante est impossible :
Car une «asecouleur» verte du chromino est en contact avec leasecouleur» rouge
Vert ]

a. Le premier chromino posé est RJV. Parmi tous les chrominos du jeu, quels sont ceux
susceptibles d’'étre posés
b. Le premier chromino posé est RVR. Parmi tous les chrominos du jeu, combien sont
Rouge]

[ Jaunel Vert

susceptibles d’'étre posés
c. Lepremier chromino posé est RVV. Parmi tous les chrominos du jeu, combien sont
susceptibles d'étre posés ?

[ Jaung Vert
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d. Le premier chromino posé est VVV. Parmi tous les chrominos du jeu, combien sont
susceptibles d'étre posés ?
e. Deux chrominos ont été posés ainsi en déthertpartie :
Parmi tous les chrominos du jeu, combien sont susceptibles d’étre fosés

6. En début de partie, chaque joueur dispose de huit chrominos.
Jaune Vert | Vert Le premier joueur a avoir posé tous ses chrominos a gagmféirasino
Posé initialement est RJV. Le premier joueur a tiré les huit chrominos
Suivants JRM, JVM, JRJ, JRR, JVR, JVV, RJR et RVR -t-éqheisia

Rouge Jaurle Vert De poser et pourqud?
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NANCY-METZ

Exercice? : L'Etoile de Héron
Toutes séries

Héron est un mathématicien grec ayant vécu au ler siécle aprés JC. Il s’est intéressé entrb@sgrealx
polygones dont certaines caractéristiques sont mesurées par des entiers. On lui a attribué afissnuleportant
son nom permettant de calculer I'aire S d'un triangle en connaissant les longueurs de ses teasltété :

S JHp 3(p M p ¥ ou pﬁ%:

Un pentagone ou polygone a 5 cétés est dileHéron» si les longueurs de ses cotés,
de sedliagonales ainsi que son aire sont mesurées par des nombres entiers natu g
On le dit «de Robbins s'il existe en plus un cercle passant par ses cing sommets.
B | 5

1) On se propose d’étudier un type particulier de pentagone en forme
d'« enveloppe» comme le pntagone ABCDE@bntre ou ABDE est un
rectangle, BCD est un triangle isocele, | est le milieu de [BD] et J le milieu
[AE].

a)Un tel pentagone ou, AB = BD et AB est un entier,-pétite de Héror?
b) Un tel pentagone ou AB = 8, Bl = 3 et I@st-# de Héror?

A i E

2) Dans la figure a@lessous, AEO¥Et un pentagone de Héroau AEYP est un rectangle, OYE est un triangle
isocele avec OE = QY =15, K est le milieu de [EY] , EK et OK sont des entiers. On sait égafsther2@u

|
I

A J P

a) On posex= EKh= OK ety = AE. Montrer quey(2h y) 175. En déduire qug =7 eth=9. Calculer les
longueursAEEY et EP ainsi que I'aire du pentagone AEOYP.
Ce pentagone est un pentagone de Robbirs
b) Dans cette question les résultats seront donnés sous forme de fractions.
Montrer que SI\‘-%7 . Calculer les longueurs OS, ES, SL. Montrer qué]éD =
39

On admettra pour la suite qusD %42 Calculer les longueurs DI, AD et Al.

Justifier que si on procéde a un agrandissement de cette figure par un facteur 156, toutes cesi®ngu
deviennent des entiers. Calculer alors I'aire de I'étoile OLYMPIADES.
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NANTES

Exercice 1 Les chaussettegssorties
Série S

Tom a dans le tiroir de sa commode un certain nombre de chaussettes grises et de chabkmgtiesen vrac.

Lorsqu'il en tire deux au hasard dans I'obscurité, I'une apres I'auteefois sur deuxelles sont grises toutes les

deux

Le but de I'exercice est de déterminer le nombre de chaussettes contenues dans son tiroir.

1. Dans un premier temps, Tom suppose qu'avec 10 chaussettes bleues et 10 chaussettes grises dans son

tiroir, la probabilité d’obtenir deux chaussettes grises sgra 0,5.

Pour tester son hypothése, il réalise par ordinateur

une simulation de 50 tirages de deux chaussettes,
I'une aprés l'autre, dans un tiroir contenant 10

grises et 10 bleues.

Avec cet échantillon, il calcule la fréquence des
couples formés ddeux chaussettes grises. Puis, il
répéte 100 fois cette simulation et obtient le nuage

de pointscr }vSE X

Selon vous, les résultats obtenus validehthypothése de
Tom ?

2. On noteg le nombre de chaussettes grisesbde
nombre de chaussettes blea dans le tiroir. On note
p la probabilité que les deux chaussettes soient grises.
a) Montrer que dans le cds=4 etg =12 on a
p = 055.
b) Calculeplorsqueb =7 etg =18.

o o o
S @ o

o
@

les frequences d'apparition

o

100 simulations de 50 tirages chacune

T T T T T T T
30 40 50 80 70 80 90 100

les 100 simulations

c) Dans cette question, Tom sait que le tiroir contient 204 chaussettes blegsesdéimande combien il
doit avoir de chaussettes grises pour que la probabilité de tirer deux grises soit égale a 0,5.

Calculeg lorsqueb = 204 etp = 0,5.

3. Sachant que Tom a moins de 250 chaussettes bleues, trouver toutes les répartitions possibles de

chaussettes grises et bleues qui conduisept=0,5.

4. FinalementTom n’a, dans son tiroir, que dpairesde chaussettes a doigts. Il lui faut donc trouver une
chaussette grise gauche pour le pied gauche et une chaussette grise droite pour leoftied d
En tirant deux chaussettes au hasard de son tiroirjlggissible que la probabilité d’obtenir ampaire de

chaussettes grises (une pour le pied gauche, une pour le pied droit) soit égale a 0,5
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NANTES

Exercice 2 Une histoired'encerclement de pieces
Série S
Les constructions doivent étre réalisées sur I'annexe page 4/6 a rendre avec la copie.

Partie A :Encercler sans déplacer les piéces.
On considéra pieces de 1 euro posées sur une table.
On modélise la position de ces piéces par une configuration dans le ptecedeles de rayon 1 deux a deux
disjoints ou tangents mais non sécants.
On cherche a tracer un cercle aussi petit que possible contenanpiéses.

P 1. Cas otn = 2: Justifie qu'il existe un cercle de rayon minimal contenant les deages
A “x‘ [ B ) puis le construire sur la figure 1 donnée en annexe.
J  \ 2.Cas otn = 3: On pose trois pieces sur la table. Expliquer PN PN
o comment construire un cercle de rayon minimal contenant [ &) ([ £

les troispiéces dans chacun des cas suivants, puis tracer ces cercles sur les figures
données en annexe. <

Partie B :EEncercler au mieux en déplacant les pieces.

Dans cette partie on cherche a disposerrigseces de telle fagon qu'elles ne se chevar P
chentpas et qu'elles soiertbutes contenues dans un cercle de rayon aussi petitque [ | { x
possible. < ) O
Conjecturer les dispositions répondant a la question pour deux, trois, quatre, cing pt =~ -
six piéces.

Partie C : @lcul du rayon minimal.

1. On donne deux cercles deéme centre et de rayons respectifs 2 etR= 4.
Combien de cercles de rayon 1 pedtv u S3& [dntérieur de la couronne hachurée
de telle sorte que les cercleg se chevauchent pas ?

2. Soitr un réel strictement positif. On donne deux cercles de méme centre et
de rayons respectifset r+2.

A partir de quelle valeur de rpeutv %0 E ]Jv<¢ E @l'mtéried o€ v |
couronne ?

3. Calculer les rayons des cercles conjecturés dapartae B.
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Annexe de I’exercice 2 (a rendre avec la copie).

Figure 1

Figure 2

Figure 3
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NANTES

Exercice 3 Les chaussettes assorties.
Séries autres que S

Tom a dans le tiroir de sa commode un certain nombre de chaussettes grises et de chaussetteslaaes,
Lorsqu'il en tire deux au hasard dans I'obscurité, I'um@spautre,une fois sur deux, elles sont grises toutes les
deux

Le but de I'exercice est de déterminer le nombre de chaussettes contenues dans son tiroir.

1. Dans un premier temps, Tom suppose qu’avec 10 chaussettes bleues et 10 chaussettes grises dans son
tiroir, la probabilité d’obtenir deux chaussettes grises
seraitp=0,5. '
Pour tester son hypothése, il réalise par ordinateur une g =<1
simulation de 50 tirageseddeux chaussettes, I'une aprése o
I'autre, dans un tiroir contenant 10 grises et 10 bleues.
Avec cet échantillon, il calcule la fréquence des coupleso **]
formés de deux chaussettes grises. Puis, il répéte 10018 *1
cette simulation et obtient le nuage de pointsrc}v § E
Selon vous, les résultats obtenus validehd « 0 —&5€ %0 e
de Tom ? ’

2. On noteg le nombre de chaussettes grisesbde nombre
de chaussettes bleues dans le tiroir. On nota T e ® % @ ® e P o® w ow
probabilité que les deux chaussettes soient grises. les 100 simulations

100 simulations de 50 tirages chacune

appa

quen
+

les f

a) Montrer que, lors@'il a 4 chaussettes bleues et 12 chaussettes grises, @kdss5.
b) Calculeplorsqu’il a7 chaussettes bleues d8 chaussettes grises.
c) Dans cette question, Tom sait que le tiroir contient 204 chaussettes bleues. Il se demande cbddiien i
avoir dechaussettes grises pour que la probabilité de tirer deux grises soit égale a 0,5.
Pour cela, il fait tourner l'algorithme ci ee}pue W
Initialisation G prend la valeur 1
P prend la valeur O
Traitement Tant que P < 0,5
G prend la valeur G + 1
P prend la valeur G/ (G + 204) * (G - 1)/(G + 203)
Fin Tant que
Sortie Afficher G, P

Quelles sont les valeurs affichées par cet algorithme en sortie ? Justifier que I'algorithme Ibégrond
au probleme defom.
3. Sachant que Tom a moins de 250 chaussettes bleues, trouver toutes les répartitions possiblessitelsau
grises et bleues qui conduisenp& 0,5.
4. FinalementTom n’a, dans son tiroir, que dpairesde chaussettes a doigts, il lui faut donc tveuune
chaussette grise gauche pour le pied gauche et une chaussette grise droite pour le pied droit.
En tirant deux chaussettes au hasard de son tiroirjlggissible que la probabilité d’obtenir une paire de
chaussettes grises (une pour le pied gauehene pour le pied droit) soit égale a 0,5 ?
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NANTES

Exercice 4 La baguette de pain ou le modéle de Hotelling
Séries autres que S

Partie A: Deux boulangeries A et B sont situées sur une route de 10 km de longueur. Dans cette r@gioualéon
dont I'effectif total est de 1001 personnes est répartie le long de cette route a raison d'unthtabita les dix meétres
avec une personne a chaque extrémité. Chaque personne achéte quotidiennemeagmette de pain dans l'une
des deux boulangeries dmaniére a ce que ce soit le plus économique financierengntenant compte des frais de
déplacementaller & S}HE %op]e o &E ] Vv 0 % E-}vv X

Les codts de transports sont de 5 centimes par kilométre.

Le co(t de fabrication supporté par chaque tamgerie est de 30 centimes par baguette de pain.

1. On suppose que les boulangeries A et B sont situées respectivement a 2 km et 7 km d'une mémeéextrémi

de la route et vendent leurs baguettes de paifi &t 1,2 € respectivement.
A B
0 2 7 10

a) Monsieur Castanier halgta 3km et 2km respectivement des boulangeries A et B. Dans quelle boulangerie
doitrlo Z § & - Pu 83 % v (]werement le plustédondmique Jpour lui ?

b) Exister§r]o uv %o}*]3]}Vv %}UE 0 <gd 00 MV % E *hta bolangsried}]-]1E Jv ]((
ou B pour acheter sa baguette de pain ? Si oui, on supposera par la suite queellé}]«]S o }uo vP
plus proche.

c) Quel est le bénéfice journalier réalisé pour chaque boulangerie ?

2. Pour gagner de la clientele, le boulangedétide de déménager et de se mettre amiZ u]vX > % E] A
vente d'une baguette de pain pour la boulangerie est inchangé, &'est & I'unité. La boulangerie B reste
au méme endroit mais change le prix de vente de la baguette de pain.

A
*> -
D) 5 7 10

On suppose, ur des raisons économiques et commerciales, que le prix d’'une baguette choisbpatdagerie B
est compris entre 1 euro et 1, 5 euros.

Quel doitétre, dans la boulangerie B, le prix de vente d’'une baguette de pain afin de réaliser un bévadiicel?
Arrondir au centime.

Partie B :

Un périphérique sur lequel la circulation est a double sens est modélisé NORD

un cercle de 10 km de circonférence. O est le point du périphérique le A

ausud. 4 _—~——_ ¢
Comme indiqué sur le schémarci}jvSE U o ¢« }uetBBorE] - /‘ \\
placéede long du périphérique respectivement a 3 km et 7 km en le 34 By’
parcourant dange sens des aiguilles d’'une montre a partir du point O. Li ougsT | EST
premiére boulangeri@end la baguette €, tandis que la seconde la vend 2} I8
1,2¢€. Y o
La population habite aour de ce périphérique et le colt de transport est : i il

de 0,05€ par km. Chaque habitaathéte une baguette de pain de la )

maniére la plus économique pour lui, en tenant compte des frais de

transportallerr E S}pE  %op]e ¢ €& ] v X

ExisterSr]o upv }urshposifior]s sur le périphérique polesquelles un consommateur pout choisir
indifféremment I'une ou 'autre des deux boulangerkes
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NICE

Exercice 1 Carte au trésor dans un cube
Toutes séries

Théo joue a un jeu vidéo, dont voici le principe 2

Le support est un cub& $ % & ' () de cbté 2. Pour se repérer plus
facilement, on munit le cube du repér@,—Z # $—2 # &—2 #UYA

Autrement dit, le point#a pour coordonnée$0; 0; 0), le point
%2;0;0), le point %2; 2; 0), le point *(0;2;2) , etc .

Au début de la partie, un pirate se trouve em Son objectif est de o
s’emparer du trésor, se trouvant en. Pour cela, il dispose de six >@Y\J
déplacements exactement. Il a trois types de déplacements ¥
possibles « @ : 1 vers la droite, «D»>: 1 versle hat et « B»: 1 1
vers le fond. Chaque déplacement est choisi au hasard par le programme du
jeu, et déclenché par le clic du joueur.

Comme o ne peut pas sortir du cube, il se peut qudes sixdéplacemens ne soit pas réalisabtedans une telle
situation, le pirate ne bouge pas et attend le prochain déplacement. Ainsi, tout trajet (composé de sbeddtds
successifs proposés par le programme) gsbssible», méme si chaque déplacement n’est pas nécessairement
réalisé.Par exemple, le tirage dddff@eduit au point C.

Le pirate peut s’emparer d’'un avagb(t du trésor (quelques piéces d’or), s'il parvient a un point dont les trois
coordonnées sont identiques, et autre que les points de dépad’arrivée, autrement ditle centre du cube. Ce
gain esttonservé quelle que soit I'issue des six déplacements. En termes de points, lorsque le pirateestempa
«mini trésor» au centre du cubgle joueur remporte 10 pointslorsqu’il parvient en), le joueur remporte 40
points (éventuellement cumulés aumini trésor») ; dans tous les autres cas, le joueur ne remporte aucun poimt.
appelle : le gain, en nombre de points, de la partie, qui peut donc valoir0, 40 ou bien50 points.

1. Dénombrer les tirages
1. Untirage est I'ensemble des sigplacements aléatoiresonsidérés dans I'ordre ou ils sont effectydgmr
exemple @ BD@st un tirage qui méne le pirate €@;1;2) ; D @DB @'estpasle méme tiragepuisque
les déplacements ne se font pas dans le méme ordegsil méne le pirée au méme point.
Donner un exemple de tirage rapportant exactement 10 points.
Donner un exemple de tirage rapportant exactement 40 points.
Donner un exemple de tirage rapportant exactement 50 points.
Déterminer le nombre total de tirages différents queuperoposer le programme.
On veut dénombrer le nombre total de tirages gagnants, €edite menant au trésor.
Combien de tirages gagnants commencent (@@
Combien de tirages gagnants commencent @m
Montrer qu’exactemen®0 tirages menent aurésor. On pourra admettre ce résultat pour la suite de
I'exercice.
4. Compter le nombre de tirages permettant de gagh@mpoints, c’esta-dire conduisant au ®ini trésor» et au
trésor.
5. Combien de tirages conduisent au centre du cube, sans meneésar &

CTPWNO T

2. En termes de probabilités
1. Quelle probabilité a Théo de gagner le tré3or
2. Quelle probabilité a-il de gagneb0 points?
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3. Quelle probabilité a-il de gagnerO points?
4. Quelle probabilité a-il de ne gagner que lemini-trésor» ?
5. 5.Quelleest la probabilité pour que Théo ne gagne rien

3. Acces au niveau supérieur

1. Calculer I'espérance de gain d’'une partie de ce jeu, autrement(dit, I'espérance de .
Rappel '(:)= Tex A:= T+ Tgx A: = T+ ®+ T,x A:= T pour une variable aléatoire prenant pour
valeursTs Tg ...; Tx. L'espérance donne ici une estimation de la moyenne des gains obtenus sur un grand
nombre de parties.

2. A partirde 220points accumulés, Théo peut accéder au niveau suivant du jeu. Onssugptune partie lui
demande environ 2 minutes de jeu. En moyenne, au bout de combien de temps de jaLgspérer
accéder au niveau supériefrExpliquer.
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NICE

Exercice2 : Carrément pavé
Toutes séries

Un jeuconsiste a recouvrir un plateau carré en bois a I'aide de piécesefie®es de forme carrée.

Le recouvrement ne doit comporter ni trou, ni chevauchement, ni débordement du plateau.

Les pieces peuvent étre de tailles différentes, mais aucune ne recoelleeseule le plateau.

1. De combien de piéces carrées fdutisposer au minimum pour recouvrir le plateau
2. Expliquez pourquoi il n'est pas possible de recouvrir le plateau en utilisant exactement 5 piéces

3. Proposez un recouvrement du plateauréacidessous a l'aide de 9 puis 6 et enfin 7 piéces carrées de la taille de

votre choix.

9 pieces 6 pieces

4. Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
a. Compléter I'égalité n2 = (R1)2 + ...

7 piéces

b. Déduisezzn comment recouvrir un plateaaaé de coté n en utilisant exactement 2n pieces
carrées (on pourra commencer par placer une piéce de cdfg n

c. En déduire comment on peut recouvrir ce plateau en utilisant exactement 2n+3 pieces carrées.

d. Dessiner un recouvrement d'un plateau carré witisexactement 12 piéces.

e. Dessiner un recouvrement d'un plateau carré utilisant exactement 13 pieces.

5. Nous avons réussi a recouvricontre un plateau carré en utilisant
exactement 17 piéces carrées. Les codages indiquent les piéces identic
Les plus petites pieces sont des carrés de cbété 1 cm.

Quelles sont les dimensions du plateau ? Justifiez
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NORMANDIE
CAEN ROUEN

Exercice 1 La constante de Pythagore
Toutes séries

Partie A: format de papier

Le format papier & A, A... estujourd’hui la norme dans beaucoup de pays. Il a été congu pour satisfaire a la
définition du rectangle diagonal : en pliant une feuille en deux selon le schédessnus, on obtient un nouveau
rectangle dont le rapport des dimensions est le méme quei celuectangle initial.

Ay

Les premieres tentatives de légalisation de ce type de format ont pour cadre la Révolution fraretdisse

As projets d'élaboration de normes dont celles du métre étalon. Rapidement oubliée en France, c'est en

Allemagne que ressurgitidée de cette norme. Elle s'impose a la communauté internationale au début du
2(¢ siecle. L'avénement des machines a photocopier a conforté l'intérét du rectangle diagonal comme

is A‘u format de référence.

As

1. Notons . la longueur etHa largeur d’un rectangldiagonal. Montrer que—§= R.
2. Sachant que l'aire d'une feuille Ast de 1 m2, retrouver le format au mm prés d’une feuille A4.

Partie B: Les mathématiques, c’est dangereux

Selon Pythagore 4out est nombre». Lui et ses disciples pensaient eutre que tous ls nombres étaient des fraction€'est dans le groupe
des pythagoriciens que fut élaborée la preuve dadongueur de la diagonale d'un carré de cotéclest a dire¥J), estun nombreirrationnel :
ce fut un énorme scandale. La légende raconte qu'un des disciples, Hyppase de Métaque, accuséélaldicette découvertgérit noyé,
jeté ala mer par ses condisciples. C’est pourqddilest parfois appelée la constante de Pythagore.

1. Montrer que lecarré d'un nombre pair est pair et que le carré d'un nombre impair est impair.
2. Supposons qu'il existe une fraction irréductible telle cdg= —¢

a. Montrer que =5= 22 . Quelle est la paritde =?
b. En déduire qud est aussi un nombre pair.
c. Pourquoiestil absurde de penser qu'une telle fraction exi8te

22 619 537,

3. Peuton affirmer que ¥J= 15 994 428 -

Partie C

Pourtrouver une valeur approchée de&d) Héron d’Alexandrie propose une méthodiendée sur la constructiom’une suite derectangles
d'aire 2. Il sembleait que cette méthode ait été employée par les babyloniens.

x On part d'un rectangle de longueur 2 (et donc de largeur 1)
x Achaque étape, on construiin rectangle d'aire 2lont la longueur est la moyenne des dimensions du

rectangle précédent. Etape 1 Etape 2 Etape 3
2 (14212 = 342

i 2:32=43
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1. Calculer les dimensions du rectangle obtenu a I'étape 3. Dans le développement décial de
combien de décimales exactes obtient a cette étape?

2. Proposer un algorithme qui permettrait d'obtenir lapremiéres décimales d&lJen utilisant cette
méthode Jétant un entier naturel choisi par I'utilisateur.

Actuellement les mathématiciens japonais Kanada et Takahashi détiennent le recitscont obtenu plus de 137
milliards de décimales exactes dans le développement décimatZie
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NORMANDIE
CAEN ROUEN

Exercice? : Le théoreme de Guldin
Série S

Paul Guldin (1571643) est un mathématicien et astronome suisse.
Il est notamment connu pour ses formules relatives aux calculs de volume
dans son traitéCentrobaryca seu de Centro gravitatis d
Il'y énonce le théoréme suivant
Dans I'espace, on considére une surface d’'&ie¢ on note G son centre de
gravité. Le volumeBengendré par la rotation de cette surface autour d'ur
droite d située dans son plan et ne la coupant pas est donné par

, = UE—m
ou Miésigne la distance entre G et la droi@ ]
Dans ce probléme, on se propose de démontrer le théoréme de Guldin aans
deux cas particuliers avant d’en entrevoir une application. Les trois parties de ce probleme siémpandantes.

D o eI

Partie A-Le carré
Dans l'espace, on considere un carré ABCD de sété@ine droite paralléle a (AD) située dans le plan (ABED) (
figure 1). La rotation du carré autour de la droit@ngendre un solide appelé tore a section carrfefig. 2.

d
| d
1 H
| :
1 ' D c
Lo e G & :
i \ :
1 S i il I
e TT— ]

1 e ” : . .
:' A B \_\\\\.—‘— E ———"‘4// A B
| i
I
I

Figure 1 Figure 2

On suppose ici que le point A est a une distarde la droite @Lecentre de gravité G du carré ABCD est situé a
l'intersection de ses diagonales.
Déterminer le volumeBde ce solide sans utiliser le théoreme de Gulginis en utilisant le théoréme de Guldin.

Partie B—Le triangle
On cherche d’abord a obtenir deuxsrtétats préliminaires.

Résultat préliminaire 1
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Dans I'espace, on considére un trapéze rectangle ABCD dont les bases [DC] et [AB] ont pour lerspestinges=
et > comme sur ldigure 3 On consideére le solide obtenu par rotation de cette figure autour de la droite ¢AD) (

figure 4. ; i
Sans utiliser le théoréme de Guldidémontrer que le volume £ :
du tronc de cone ainsi obtenu est donné par i
Uz 3.0 I, h i E
1=_UEZ¢U+¢+ L) | V%D \©
L |
d Ai — *
Figure 3 Figure 4

Résultat préliminaire 2

Dans le plan muni d'un repére orthonormé;(QJ), on considére un triangle ABC quelconque et on note G son centre
de gravité. On appell@g, Te, Teet Tgles abscisses respectives des points A, B, C et G dans ce repere.

1. Soit | le milieu du coté [AB]. En admettant dBk= —iIC, démontrer queGA+ GB+ GGE= (8.
2. En déduire queTg+ T+ Tg= 3 Tk.

On considére maintenant ce triangle ABC dans I'espace muni d’un repére orthonorme (®).
On note A’, B’, C’ et G’ les projstérthogonaux respectifs des points A, B, C et G sur la d@ite

d,
I
I
I
Al
A T
' Notations
I
h ! AA = m
- BB =n
i cc'=p
v B'>Ik GG’ =q
h’ I C'y...
I
I

Figure 5

On se propose de démontrer le théoréme de Guldin dans le cas du solide engendré par la rotatitmadgle autour

de la droite @

1. En utilisant trois troncs de cone judicieusement choisis, déterminer I'expression du v@uwuesolide ainsi
engendré.

2. En utilisantle résultat préliminaire 2 démontrer le théoréeme de Guldin dans le cas du triangle, -éekite
démontrer que 8 = 2 & Mg g0OU Mgpxdésigne I'aire du triangle ABC.

Partie G- Une application du théoréme de Guldine demidisque S
Dans cette partie, on souhaite déterminer la position du centre de gravité G d’'undiequie de
rayon N= ABet de centre Adf.figure 6.

1. Quel solide est engendré par la rotation de ce deimgue autour de la droite (AB)

2. Proposer une méthodpermettant de déterminer la position du centre de gravité G de ce A
demidisque.
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NORMANDIE
CAEN ROUEN

Exercice3 : Nombres entiers, triangle et pyramide
Séries autres que S

Partie A

Les six nombres entiers compeistre 1 et 6 sont a placer dans six cercles disposés
en triangle yoir cicontre), chaque cercle ne pouvant recevoir qu'un entier. On
considére que deux configurations sont identiques si elles correspondent au méme
placement relatif des entiers par rotatiaiu triangle.

Objectif: rechercher toutes les configurations pour lesquelles les sommes des
nombres entiers sont égales sur chaque c6té du triangle

1. On considére la situation ou les nombres entiers 4, 5 et 6 sont disposés sur
sommets du triangle.

a. Donner une disposition des nombres 1, 2 et 3 pour laquelle les sommes des entiers sont égalesusic@téaq
du triangle.
b. En déduire une configuration différente de la précédente répondant également au probleme.

On considere, dans la suite de I'exercice, une configuration pour laquelle les sommes des entigrégales sur
chaque c6té du triangle. On notBcette somme commune.

2. On s'intéresse a la somme des entiers figurant sur les trois c6tés du trianglenfleetsosont comptés deux fois)
c'esta-dire a3xS

a. Montrer que3 xSestun nombre entier compris entre 27 et 36.

b. En déduire les valeurs possibles pourS puis pourS

a. Montrer que la somme des entiers situés aux sommets du triangle est un multiepies que celle des
entiers situés aux milieux des cétés du triangle est également un multiple de 3.
b. Dresser la liste de ces deux familles de sommes complémentaires.

Par exemplela somme 1 + 2 + 3 est associée a la somme 4 + 5 + 6.

4. Déduire degjuestions précédentes toutes les configurations distinctes pour lesquelles les sommes des emttiers so
égales sur chaque c6té du triangle.

Partie B: On considére maintenant une pyramide a base triangulaire dans
laquelle il s’agit de placer les neudmbres entiers allant de 1 & 9 en respectant
les mémes régles que dans la partie 1.

Objectif: rechercher s'il existe des configurations pour lesquelles les sommes
des entiers sont égales sur chaque aréte de la pyramide
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En admettant qu’une telle coigfuration existe et en notangla somme commune aux six arétes®ia somme des
entiers situés aux sommets de la pyramide, justifier fug= U g+ Y P

Que peuton en conclure quant au nombre de configurations pour lesquelles les sommes d&s soht égales sur
chaque aréte de la pyramide
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NOUVELLE CAMONIE

Exercice 1 Pythagorescence
Toutes séries

G(2) G(4) Gy(8)

GA(2) & Gi(2)

Go

Partie A: Présentation etotations
Ya La figure eidessus représente uneRythagorescence. C’est une figure dite fractale, c’'eéstire qu’elle est

constituée par un motif répétitif a différentes échelles.
M On part d’'un carré de c6té BC = 5, on construit le triangle ABE5« rectangle en A (motif de départ).

N On construit sur chaque c6té de I'angle droit du triangle le motif précédent a I'extérieur tetgjimngueurs du
nouveau motif soient respectivement proportionnelles aux longueurs du motif précédent.
O On répéte ensuited processus de construction des motifs comme sur la figeolessus.

Ya On appellepar exemple

X génération 0, noté & le carré de coté [BC]

X génération 1, noté G I'ensemble des carrés au motif quadrillé

X génération 2, noté @’ensemble des carrés aux rags horizontales

Plus généralement, on appelle génération n, notgsl'@nsemble des carrés d’'une méme génération n.
Un certain nombre de générations est représentée sur la figure et on peut constater que certa#ss car
commencent a se chevaucher.

Ya On nok par exemple, comme représentés sur la figure pour les génératiniz & G :

Gu(1) le plus petit carré de la génération & Gy(2) le 2™ carré de la génération,G

X
G(1) le  carré de la générationG G(3) le 3™ carré de la génération.G

X
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X Gs(7) le 7™ carré de la générationG
Plus généralement, on note,@) le kieme carré de la génération.G

1. Montrer que ABC est bien un triangle rectangle.
2.Combien de générations de carrés sont représentées sur la figure
3.a.Quel est le nombre de carrés de G

b. Quel est le nombre de carrés de la génératignG

Partie B: Triangles semblables

Tous les triangles rectangles construits successivement tels que présentés dans la partie Argohictiess du
triangle« 3-4-5 » de départ c'est-dire que leurs cotés sont respectivement proportionnels aux cotés du triangle
«3-4-5». On dit alors que les triangles sont semblables.

1. Déterminer le coefficient de réduction de longuele:

a.&xaGgQ1) b. &%a G(2)
2. Déterminer le coefficient de réduction de longuele:
a.G(1) a G(2) b. Gi(2) a G(3)

3. Proposer une valeur pour le coefficient de réduction dé& Gs(13). Donner une valeur exacte.

Partie C. Aires des carrés
1. Déterminerles aires des carrési@), G(2), G(1), G(2), G(3) et G(4).
2. Que peuton remarquer pour &2) et G(3) ?
3. Déterminer le coefficient de réduction d'aide :
a.GaGg() b. &%a G(2)

Partie D: Arbre pondéré
La figure en annexe 1tasn arbre sur lequel les valeurs aux extrémités des fleches représentent les aires des carrés
Gn(k).

1. a.Quel est le nombre de générations représent@es
. 56=: .
b. Une des cases contient la valeuér—g. Retrouver ce résultat.

c. Sur cette annexeamnpléter les cases vides sur et aux extrémités des fleches par des valeurs qui conviennent.
d. Quelle est la somme des aires des 32 carrés a damiers?e G

2.Combien y d-il de carrés dont I'aire est égale a celle d€2? Et a celle deA3)?
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NOUVELLE CAMONIE

Exercice2 : Transmission de messages
Série S

Partie I: Le code Morse

Le code morse est un code permettant de transmettre un texte a I'aide de séries d'impulsions eblotegies,
gu’elles soient produites par desgnes, une lumiére, un son ou un geste. Une impulsion courte est appelée point
(ou «ti ») et une impulsion longue est appelée trait (ou « taah ») (Wikipedia)

A—Codage a longueur fixe des caracteres
1. Expliquer pourquoi on est sdr de pouvoir coderalrades caractéres suivants en une succession de 6 impulsions
courtes ou longue8

A B | CDJEIF | GIH|Il |[J K|L MIN O|P |QR|S|T U |V WX Y |Z
0O /112 (3 41516 (7 (819 |, (2|" " A/ 11D |&]|: |; |=1]+ |- |_ |«|» @
Document 1

2. Une premiére idée est donc de coder chagaeactére avec une succession d'exactementi6»«ou «taah».
Comme dans le tableau (non complet) suivant

o...

JU L

3. Unutilisateur entrainé met 0,2 s pour urtic», 0,6 s pour un taah» et met 0,2 s entre chaque impulsion. Quel
temps at-il mis pour transmettre le message précédént

B—Codage a longueur variable

Dans le message précédent, I'utilisateur peut laisséerps qu'il souhaite entre chaque impulsion sans qu'il y ait
d’ambiguité sur le message qu'il veut transmettre.

Une seconde idée est donc de faire passer des informations en jouant sur les tbfapsse entre les impulsions.
Par exemple, dans le codiéorse, il existe trois types de blarcs

- des blancs de 0,2 s pour séparer deux impulsions d’'un méme caractere (fin d’impulsion),

- des blancs de 0,6 s pour séparer deux caractéres d’'un méme mot (fin de caractére),

- des blancs de 1,4 s pour séparer dewts (fin de mot).
Grace a l'information &n de mot», on n'a plus besoin de coder le caractére espaces (X
Grace a l'information &n de caractére», on n'est plus obligé de coder les caracteres avec exactement 6 impulsions.
Certains caractéres samt donc codés par une succession de tB>xou «taah» alors que d'autres le seront avec
seulement un 4i » ou un «aah».

Remarqgue Pour que ce blanc soieatendu», cela impose au transmetteur du signal de transmettre les impulsions
en respectahune cadence, un rythme tout du long de sa transmission.
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1. Expliquer pourquoi on est sOr de pouvoir coder tous les caractéres du document 1 (excepté leeaide)een
une succession d'au plus 5 impulsions courtes ou longues
2. Voici unextrait de la table de caractéres utilisées pour le morse qu'il est préférable de représenter qudren

Document 3

Coder alors en morseMa brousse en folie et calculer le
temps nécessaire a sa transmission.
Comparer le temps dedansmission a celui de la premiere
méthode?
Document 4
3. Enréalité, le choix des caractéres dans I'arbre précédent
n'a pas éteé fait au hasard. L'américain Samuel Morse a
repéré quelles étaient les lettres les plus fréquemment
utilisées dans la langue anglaise (cfudoent 4) et a
choisi a quelques exceptions prés, le codage le plus court
possible.
a) A votre tour, modifier le code morse en complétant
I'arbre donné enannexe 2afin de transmettre dMa
brousse en folie le plus rapidement possible.
b) Plusieurs bonnes répges sont possibles. Saureaus dire combier?

Partie II- Télégraphe Européen

La communication télégraphique électrique est née en Europe suite, en particulier, aux
travaux de Gauss et d’Ampére mais c’est Wheatstone & Cook, avant Morse, qui ont mis
enplace, en 1838, la premiere ligne télégraphique commerciale.

Le premier procédé que W&C ont imaginé était constitué de 5 aiguilles s’orientant a
droite ou a gauche en fonction de la polarité du courant. L'inclinaison de deux des cing
aiguilles désignaitlars une et une seule lettre comme dans le schémepoire, ou les
aiguilles 1 et 3 désignent la lettre E.

Ce premier systéme possédait deux gros inconvénients.
X Le premier est qu'il nécessitait de disposer de cinq fils électriques entre deux
opérateurs & ou le systéme de Morse n’en nécessitera qu’un.
X Le second est qu'’il ne permettait de transmettre que 20 lettres de I'alphabet.
1. Proposer une amélioration de ce systeme permettant d’envoyer les 6 lettres
manquantes avec seulement 5 aiguilles.
2. Proposer une amélioration permettant d’envoyer les 26 lettres de I'alphabet avec
le moins d’aiguilles possibles.
(On pourra pour cela utiliser les trois positions possibles d’'une aigiritiée /, gaucha ou verticale |).
3. Avec ce premier systtme, W&Crrigent a transmettre un maximum de 10 mots par minute.
En admettant qu’'un mot est en moyenne constitué de 4,5 lettres, donner une estimation du tempsaiéees
I'envoi d’'un texte de 250 mots avec le systéme W&C puis avec celui de Morse.
(On pourra esmer que les fréquences d'apparition des lettres de ce texte sont celles du document 4)
Pour I'envoi de ce texte, lequel des deux systemes est le plus performant ?

Document 5
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NOUVELLE CAMONIE

Exercice3 : Les chiffrements
Séries autres que S

Quel que soit le mode de chiffrement, le texte & chiffrer doit étre écrit en majuscule sans acpenttuation, ni
séparation.

l. Le chiffrement par décalage

A. Le chiffrement de César

1. Le codage

Les plus anciennes techniques de chiffrement reranohau V siecle av. J.C., avec les Hébreux qui intervertissaient
les lettres (le A etle Z, le B et le Y...). Mais c'est a I'époque romaine, sous Jules Césaréelemm de
chiffrement par décalage.

a. Le principe consistant a remplacer chaquerkefiar une autre située trois rangs plus loin dans I'alphabet,
les trois dernieres lettres étant remplacées, par permutation circulaire, par les trois premiéires ke
I'alphabet.

Compléter le tableau @lessous qui vous permettra de coder un message.

A/B|CID|E|F|G|H|I|J|K|LIM|N|O|P|Q|IR|S|T|U|V|W | X|Y|Z
N B

b. Compléter le tableau @essous.

Texte en clair A \ E C E S A R
Texte crypté

2. Le décodage

Compléter le tableau @lessous.
Texte crypté G H F R G D J H
Texte en clair

B. Un autre chiffrement par décalage

On vous propose de déchiffrer le mot suivaiN TRARER.

On sait que le mot initial a été chiffré par décalage mais on ne sait pas de combien de rang.

On sait également queélans la langue francaise, la fréquence d’apparition des lettres est trés irréguliere mais que
la lettre E apparait en général au moins deux fois plus que les autres lettres fréquemment utiliséepposant

gue cette propriété soit respectée, en dédrie déchiffrement du mot.

Il. Le chiffrement de Vigenere

Du fait des fréquences des lettres, le chiffrement de César peut étre facilement déjoué. Blaigersdee/( 1523596

), diplomate et cryptographe francais, expose dans styaité des chiffres> une méthode de chiffrement qui repose
sur une clé (constituée d’'un ou plusieurs mots). On répéte les lettres de cette clé sous ledieikbeenr Pour chiffrer
une lettre du texte, on la décale dans l'alphabet d’autant de lettres que le +aegtre 0 et 25— de la lettre
correspondante de la clé. Pour associer un nombre a chaque lettrgjlimera la table suivante

letre | A|B|C|D|E|F|G|H|I|J|K|]L|M|{NJO|P|Q|R|S|T|U|JV|W|X|Y]|]Z
rang |0 |1|2|3]4|5]|]6]7]|8[9[10]11]12]13|14[15|16|17|18|19|20|21|22]|23|24]|25

Tableau des rangs des lettres de 'alphabet
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1. On veut coder le mot CRYPTOGRAPHIE avec la clé MATH. On commence par écrire la clé sousdertextdaa c

répétant totalement ou en partie, puis on détermine le rang pour conclure

Texte en cla C R Y F T @} C R A F H | E
Clé M A T H M A T H M A T H M
Rang 14 17 17 22 14 24 12 15 15 16
Texte crypté @) R R W @) Y M P P Q

Terminer de crypter le texte.

La grande caractéristique du chiffrement de Vigenere est que chaque lettre peut étre codée darpliagiens : dans
I'exemple précédent, la lettre P a été codée par W et par P, la lettre R a été codée par R éR@aproguement,
dans le texte cryptda lettre O apparait plusieurs fois, mais correspond une fois a la lettre C et une autre feitra la |
0. AinsiJanalyse des fréquences d’apparition sera plus compliquée. Sans la clé, le déchiffrement sembbepea

plus difficile.

Pour détermineré rang, il suffit de calculer le restele la division euclidienne dety (ou x est le rang de la lettre a

coder ety celui de la lettre de la clé correspondante) par 26.

2. Coder avec le carré de Vigenere.

Pour éviter un travail de cryptage trop fastidieux, Blaise de

Vigenere propose d'utiliser la tableaintre.

Expliguer comment utiliser cette table pour crypter un

message.

3. Décrypter le messagdFYPZBvec la clé MATH.

4. Le message clair est OLYIMPES et le message codé est
QWCOAMCOIU. Retrouver la.clé

Le systeme polyalphabétiquie Vigenére a résisté trois siecls
aux cryptanalistes. En effet, on ne peut pas utiliser la
fréquence des lettres (tant qu’on ne connait pas la longueu
du mot cé ). Mais Charles Babbage ( 174%71 ) et Friedrich
Wilhelm Kasiski ( 1868381 ) ont réussi a le casser au miliey
du XIXsiécle.

2S

—

[ll. Le chiffrement affine

A. Préliminaire

On considére x un entier naturel et r le reste de la division euclidienne de x par 26. L'algsutkargpermet de

déterminer le reste.

Variables X est un entier naturel
r est un entier naturel
Initialisation: Demander la valeur de
Affecter ar la valeurx
Traitement.  Tant que t 26
Affecter ar la valeur —26
Fin de tant que
Sortie: Afficher

Qu’affiche cet algorithme avec= 43? Puis aveg= 101?

B. Codage avec chiffrement affine

Rappel: Soientm et p deux entiers
naturels,p étant non nul.

Il existe un unique couple d’entiers
naturels (g, r) tels que
m=pq+ret0 dr<p.

Cette écriture s’appelle la

division ewlidiennede m

parp m }L
r g

etr est lereste
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On nommexle rang de la lettre en clair, Gx d25.

On définit un procédé de codage de la fagon suivante :

Etape 1 On choisit deux entiera et b compris entre 0 et 25.

Etape 2 A la lettre que I'on veut coder, on associe le nombeerrespondant dans le tableau des rangs des lettres
de I'alphabet donnée dans Ik

Etape 3 : Six+b t26 alors r est le reste de la division euclidiennee b par 26, sinom =ax + b.

Etape 4 A I'entierr, on associeal lettre correspondante dans la table.

Le couple d’entiersd ; b) s’appelle la clé du codage

1. Dans cette question, on choisit=9 etb =2. Démontrer que la lettre L est codée par la lettre X.
2. Dans cette question, on choisit=13 eth =2. Coder les lettres B et D. Que peut dire de ce codage ?
3. Dans cette question, on choidit=2 eta est inconnu. On sait que J est codé par D.

Déterminer la valeur da (on admettra quea est unique).
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ORIEANS- TOURS

Exercice 1 L'arbre de SterfBrocot
Toutes séries

) Arbre de Stern-Brocot.
Définition : On appelle fractiomédiantede deux fractions, la fraction qui est le quotient des numérateurs additionnés

o, On
et des dénominateurs additionnés des deux fractions de départ. Pour dea,aifibrdon note— e OnIa médiante

deet2 onad ORrZ- oo
egflg; Onadoncw R &= ==
1) Calculeri7e—et— ei5

56 55 7;

2) On part des deux fracﬂm@s&t—i(bien gueto ne corresponde pas réellement a un nombre) et ensuite I'algorithme
consiste a répéter pour chaque ligne l'instruction :
Recopier la ligne précédente en insérantre deux fractions consécutives leur fraction médiante.

a) Complétez le tableau en annexe avec les premiéres étapes de cet algorithme.

b) On peut visualiser cette construction par un arbre binaire que I'on abediede SterrBrocotou on ne
représente ahaque génération que les nouvelles fractions.

3) On observe sur ces exemples qu’une fraction médiante se trouve entre les deux fractions gigrinigont
naissance. Prouvoibs :
a) Justifier que ;=i =
b) En déd O< R CP< on
n déduire que=< = R =< —<
B> "B @

II) Une base pour écrire les fractions

On admet que toutes les fractions irréductibles positives apparaissent quelque part dans cet arbre.

Codage droitegauche.On peut coder chaque fraction par un mot comportant uniquement les |&ee& qui

décrit le chemin qu'il faut suivre dans l'arbre en partanilepour atteindre cette fraction en allant soit a gauche
(G)soit a droite(D).

Exemples :2/3 se code en GD, 3/2 en DG, 5/3 en DGD et DD correspond a 3/1.

1) A quelle fraction correspond faot GGD?
2) Quel est le code qui correspond a la fraction 7/3? A la fraction 1/7?
3) Justifier que le code pour 13/6 commence par DDG. Déterminer son code complet.
4) Pour Jentier naturel non nul on not&lle mot qui comportellettres avec des alternances drgjgeiche, en
commencant par la lettre D:
#=D, #=DG #B=DGD #=DGDG #=DGDGD,..
Donner les fractions qui correspondent aux mgfgour Jallant de 1 a 8.

lI1) Opérations sur le code et les fractions.
A un code on associe la fraction correspondante. Par exemple ;8B On notera alorsy(DGD)=5/3. On
considére alors deux opérations sur les midtde code :

On met un D au début du ma¥: p DM.  On échange les lettres D et G du mist p P48

1) Compléter le tableau en annexe qui donne des exemples.

2) Pour un motV, conjecturer les expressions ééoM) et &/ § en fonction dea(M).

3) En admettant ces conjectures, déterminer la relation de récurrence vérifiée pai [@jsdéénie pour toutJB30
par T= a( #J) ou #iest défini a la questioih. 4)
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ORIEANS- TOURS

Exercice? : Construction
Série S

Pour chaque partie I'algorithme associé est donné en annexe.

Partie 1: On dispose d'un algorithme (cf annexe 1) permettant de tracer des figures en entrant unellpagueur
DQJOH . HW XQH V KilParidxendleQavdy U X F W L R @RWJAdJAdA 'algorithme permet d’obtenir
un carré de c6té 10 cm.
1. Faire la construction par I'algorithme avec les données suivantes :

a. |/ . etm = AAgAgAAgA

b. / . etm = AgAggAgA

c. Quelles figures obtenemus ?

2. Déterminer L,. HWpour :
a. Tracer un triangle équilatéral de cété 10 cm
b. Tracer un rectangle de dimensions 4 cm et 6 cm
c. Tracer la « figure maison » sachant que ABCE est un carré et AB = BC = CD =
DE = EA =1 cm. On commencera par

Partie 2 : On décide d'introduire dans 'algorithme une variable de répétition

Par exemple / . m=Ad etn =4 permet de tracer un carré de c6té 5 cm.
1. Faire les constructions avec les données suivantes :

a. |/ . P R4

b. / ) P ethG 125;

2.Déterminer. .metn pour tracer la figure eilessos sachant que les segments sont de longueur 1 cm :

Partie 3 : On cherche a faire évoluer les figures d'une étape a l'autre. Prenons par exemple le flocon dehvon K
('échelle a été divisée par trois a chaque étape pour une meilleur visibilité mais tous lessseghiamhéme
longueur) :

$YHF / .m=AddAddAn =5 et F = AgAddAgAon obtient les 5 figures-tiessus. En effet,
Etape 0 A dd A dd A Ftape 1 :# C# @@# C# dd #CH @@# C# @ @CH @Qa# C# ;
A chaque étape, chaque letikest remplacé par la fornfe= AgAddAgA.

JVeSEU]E o0 ¢ i (JPUE « } § vimeAA = 3etk 5 BgAdAdAGA)
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ORIEANS- TOURS

Exercice3 : Des paniers surprises
Séries autres que S

Partie A

1. Mon panier contient 10 articles avec que des objets E£0dité et des objeta 2,40€ I'unité. Sachant que le
cout total des articles est €)déterminer la composition du panier.

2. Léa affirme qu’elle a également 10 articles dans son panieupaout total de 18 et cependant son panier
contient que des objets a 080unité et des objeta 2,40€ l'unité. Qu’en pensexzous ?

3. Martin se rappelle bien que dans son panier il avait également 10 articles pour un coul@falD#mns en
panier, il a effectivement des objets a C€3Wnité et des objeta m € I'unité aveam ayant 2 décimales. Donner
toutes les compositions possibles des paniers, en précisant a chaque fois la valsrespondante.

Partie B

1. Mon panier contig 50 articles avec que des articles a & 5Qnité et des articlea 2,50€ I'unité et des articlea 2
€ l'unité. Le cout total des 50 articles est 50 €. a. Montrer que la situatieBtpeuodélisée paf 0,5T+ 2,5 W2 V
=50 T+ U+ \=50.

b. Démontrer gu’alorg = 3x — 100.
c. Donner toutes les compositions possibles de mon panier.

2. Cette foisci, le panier de Léa contient 50 articles dont certains a€l'8@ité, d’autresa 1,20€ l'unité et les autres
a 2,50€ l'unité.

Variables :
Le cout total de tous les articles est de€50 X, yet z sont des nombres réels
a. Démontrer que dans ce cas, 75 2,2 1,3xy Initialisation :
b. Recopier et compléter I'algorithme-contre pour qu’il détermine la | X prend la valeur 1
composition du panier. Traitement :
c. Déterminer toutes les compositions possibles du panier. Tantque TT®

y prend la valeur ....

3. Le panier de Martin contient lui aussi 50 articles pour un cout total €le 581y st un nombre entier naturel
avec que des objets & 080unité, des objeta 1,20€ I'unité et des articlea | Strictement positif alors

meuros 'unité. Il ne se souviesi la valeur denest de 1,3& ou de 1,40 € | z prend la valeur ...

a. Démontrer qu'alors 50( 1) (0,3) 1,2mmxy m Afficher x, yetz
b. Recopier et modifier I'algorithme pour qu'il aide Martin & déterminerFin Si
la composition du panier. x prend la valeurx+1

Fin tant que
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PARIS

Exercice 1 Des triangles a'équilibre
Toutes séries (en équipes)

On considére la régle d’addition, notd®, donnée par le tableau-dessous :

On a, par exempl€ R1= 0.
On construit alors des triangles formés de nombres choisis parmi 0, 1 et 2 de la
maniére suivante
On part d'une ligne finie de chiffres, par exemple : 0 1 2 2 et on ajoute sous
chaque paire de nombres consécutifs leur somme pour la régle d’addRion
On poursuit cette construction de ligne en ligne jusqu’a obtenir un triangle.
Ainsi, avec la suitdonnée en exemple, on
obtient le triangle :

Un tel triangle est appelé un triangle « de Steinhaus ». Il contient 4 lignes, et on dit
donc que c’est un triangle de Steinhaus de taille 4. De maniére générale)pour
entier naturel non nul, un trianglée Steinhaus qui comportd lignes est dit de taille
J
On appelle alors « triangle de Steinhaus équilibré » un triangle qui contient autant de 0
gue de 1 que de 2.
Ainsi, le triangle précédent de taille 4 n’est pas équilibitécontient deux 0, cing et
trois 2—alors que c’est le cas du triangle de taille-Banitre :
1. Donner le triangle de Steinhaus formé a partir de la suite de nombres :
02201
2. a. Existet-il un triangle de Steinhaus équilibré de taille 4 ?
b. Donner un exemple de triangle de Steinhaus équilibré pber3 et pour J = 6.
3. Soit J un entier naturel non nul. On notés le nombre de symboles formant un triangle de Steinhaus de taille
a.Montrerque:6=1+2+ U J

Rappel pour la suite, on donne I'égalitt+ 2+ 3+ ®+ JF1+ J=

On aura donc, en vertu de la question précédentg = E(ng

Ce résultat pourra étre utilisé dans la suite de I'exercice.

b. Déterminer une condition nécessaire séir pour quil existe un trangle de Steinhaus équilibré, de taille

c.Montrer que siJ = 3 Mou J =3 Mx 1 avec Mun entier naturel non nul, alor§s est divisible paB.

4. Le but de cette question est de construire une infinité de triangles de Steinhaus équilitieditede

J = 6 Mou Mest un entier naturel non nul quelconque.

Pour cela, on va étudier les suiteQ) i définies de la maniére suivante :

onposeQ = savec=n {0;1;2} ,et,pourd EO, Q1= QR ,avecNn {0;1;2}

Une telle suiteest appelée une suite « @rithmétique ».

Par exemple, la suite @rithmétique définie pa= 1 et N= 2 est donnée par la suite de termes :
102102

a. Montrer gu’il n’existe qu’'un nombre fini de suites @rithmétiques et préciser ce nombre.

4a>9
6

Dans & suite, on ne considére plus que des suites @rithmétiques non constantes.
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A partir d’une suite @rithmétique donnée, on peut construire une nouvelle suite, appelée sa surtsedéuivant la
méme regle locale de construction que pour les triangles dmi$ius :
Ainsi la suite dérivée de lasuiteD 2102 ... estlasuiteL,20120
En poursuivant cette construction de ligne en ligne, on construit de la sorte un parallélogranmne inf
a. Montrer que la suite dérivée d’'une suite @rithmétique estore une suite
@rithmétique.
b. On construit un triangle de Steinhaus a partir des 12 premiers termes d’'une suite
@rithmétique. En y faisant apparaitre deux triangles de taille 6, montrer que ce
triangle est équilibré.
c.Comment la méthode précédente généraliset-elle pour construire des triangles de Steinhaus équilibrés de
taille 6 Mpour Mun entier naturel non nul quelconque ?
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PARIS

Exercice2 : Jouons avec les moyennes
Série S (en équipes)

On a choisi un nombre entier, not& supérieur ou égal 4, et on a écrit au tableau les entiets2, 3... jusqu'al Le

jeu consiste a choisir d'abord deux nombres et a calculer leur moyenne. On efface alors les denes mhiwisis et

on les remplac@ar leur moyenne. On réitére ce processus sur tous les nombres restants. Le jeu s'arréte quand il ne
reste plus qu'un nombre au tableau.

Exemple : dans le cas @i 4 une partie possible est la suivante : le joueur décide de cheis?, il effaceces
nombres et les remplace par le nomiter 2) / 2 = 1,59 a liste est maintenant constituée dombrel,5et des
nombres entier8 et 4. Le joueur choisit ensuite les nombBext 4, qu’il efface etemplace par le nombrg8 + 4) / 2

= 3,5 Il ne reste alors plus que les nomhtdset 3,5au tableau. Lgoueur choisit ces deux nombres, les efface et les
remplace par le nombr,5 + 3,5) / 2 = 2,9 e jews’arréte ainsi sur le nombge5s.

Dans la suite, on choisit de jouer avec le nombre 2017.
1. Prouver que le jeu ne peut s'arréter ni sur le nombyai sur le nombr017.

2. Le jeu peuil s'arréter sur le nombr&009 ?

3. Le jeu peuil s'arréter sur le nombr@ ? On pourra débuter la partie en choisissant les nomBfs$ et
2017

4. Parmi les entiers compris entr2 et 2016 (au sens large), quels sont ceux qui peuvent étre obtenus a la fin
dujeu ?

645;
5. Lej uil s'arréter sur le nombre——_?
e jeu peutl s'ar 50
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PARIS

Exercice3 : Population d’entiers
Séries autres que S (&guipes)

Pour cet exercice, on pourra réutiliser, sans la redémontrer, I'égalité suivante, donnant la s@sderemiers
aa?y
entiers naturelsnonnulsl+ 2+ 3+ ®+ JFl+ J= ——
Une série statistique porte sur une population de 2017 nombres entiers.

1. Onsuppose dans cette question que les 2017 nombres étudiés dans cette série sont: 1, 2, 3,...., 2017
Déterminer la médiane de cette série.
Déterminer la moyenne de cette série.
Soit J un nombre entier naturel non nul.

2. On suppose dans cette question daesérie contient :

800 fois le nombrexJ, 600fois le nombreJ® et 617 fois le nombre 2017.
a. Calculer la moyenne et la médiane pali= 10, puis pour J = 100.
b. Déterminer J pour avoir la plus petite moyenne possible.
c. Déterminer J pour avoir la plus gnde médiane possible.

3. On suppose que les 2017 nombres étudiés sont des entiers naturels non nuls.
a. Quelle est la plus petite moyenne possible lorsque la médiane est 2018 ?
b. Quelle est la plus grande médiane possible lorsque la moyenne est 2018 ?
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PARIS

Exerciced : Cryptage Affibonacci
Toutes séries (individuel)

Anne et Bertrand souhaitent communiquer secretement en s’envoyant des messages n’utilisant quablees
prédéfinis par avance. Chaque symbadlautilisé est chiffré : il se voit attribuer une valeticorrespondante.
Le tableau de correspondancedgssous résume la liste des symboles employés ainsi que leur chiffrement :

Le symbole§ sera interprété par Anne et Bertrand comme une espace typuaggae.

Procédure de communication :

- Anne et Bertrand choisissent d'un commun accord deux entiers naterets> pour leur envoi ; ce choix est
valable pour l'intégralité d'un méme message.

- lauteur du message détermine, pour chaque symbdldu message a envoyer, la valeaiT+ >

- 'auteur du message applique ensuite un méme algorithme a chacune de ces valeurs :

Entrée: Saisir un entier naturel
Initialisation :  Affecter & la valeum
Traitement: Tant qug > 28 faire
Affecter ay la valeury - 29
Fin Tant que
Sortie: Affichgr

- lauteur remplace enfin chaque valelwobtenue par le symbold) associé par lecture inverski
tableau de correspondance : c’est le déchiffrement,

- 'auteur transmet les symboles ainsi obtenus dans I'ordre d’obtention.

On résume la procédure a I'aide du schémdeassous :

Cette procédure, dans son intégralité, est appaigptage affine.
Nous donnons un exemple :
Bertrand veut communiquer le message S| X avec3 et >=1 a Anne.

Le messages . O est alors transmis par Bertrand.

Partie A

1. Crypter le message E S S A | en utilisant la procédure de cryptage affireavet >=1.

2.a. Anne veut communiquer le message T E S T a Bertrand. Quel message etygité transmettre a
Bertrand en prenant les valeurs=7 et >=1 ?En prenant==36 et >=30 ?

b. Qu'obtiendrait Anne en cryptant le message TE S T ave65 et >=88 ?
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c.Démontrer que, si I'on choisit E29; > E29, alors il existes; < 29 et >, <29 deux entiers naturels tels que
le cryptage affine réalisé avec les entiergt > soit le méme que le cryptage affine réalisé ave®@t >,

3.0n nomme « Code Caesar » tout cryptage affine pour leguell.Combien de Codes Caesar distincts exiske
dans ce cas ?

4.0n considere qu'il y a ambiguité chaque fois que deux symboles distincts sont cryptés par un orsémeer
Bertrand souhaites’assurer qu’Anne et lui pourront toujours décrypter les messages sans ambiguité.
Déterminer les valeurs de et > pouvant étre choisies par Bertrand.

5. Estil possible de crypter les messages de Bertrand et Anne par des messages de méme taillehigaiite aem
n'utilisant que leurs symboles, sans avoir recours a un cryptage affine ?

6.Le messag8 C, ML C A QR a été obtenu par cryptage affine ave28et >= 3.

Retrouver le message d’origine.

Partie B

Ayant constaté qu’une approche statistique basée sur les fréquences d’apparition des caractemsesmpetmet

de décrypter de tels messages, Anne et Bertrand décident d’introduire du bruitaetst des éléments transmis
n’ayant aucun rapport avec leessage. Pour cela, on utilise une s@i®) d'entiers naturels strictement croissante
indiquant les rangs, dans le texte transmis, des symboles appartenant au message.

Par exemple, pour communiquer S U | T E en introduisant du bruit, on peut égtiteNsI, TREP aulieude SUIT
E.DansSMUY I, TR E P les caractéres M Y , R et P introduits aux rangs pairs ont éttciesmeat et
auraient pu étre remplacés par n'importe quels autres. La suite mathématique alors utilisée pedé@tre, pour J
entier naturel, parQ=2J + 1.

1.Avec==1, >= Oeten posantQ = F avecJ > 0, que dit le message suivant ?

SI§ UGO8 APPREND,ENVGIBERMAIN

2. Anne et Bertrand souhaitent utiliser la suitd J) , dite « de Fibonacci », définie par :

[53+ 2= (J+1+ (
(1=1; (2=

a. Justifier que cette suite permet d’introduire du bruit.

b. Crypter le message suivant avec 5 et >= 3, puis introduire du bruit amoyen de la suite de

Fibonacci :

MATHS

c.Décrypter le message-dessous, obtenu selon les mémes modalités qiven

F.UNK SKY ,HIS LIFE

pour tout J entier naturel non nul
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PARIS

Exercices : Le patron ne manque pas de volume
Série S (individuel)

VAR D O =W
7

On rappelle que le volume d'un tétraédre ou d'une pyramide e3&=

1. Question préliminaire :

On consideére un tétraédre ABCD dont les sommets sont les sommets d'un
cube comme sur le dessin en perspectiveasitre.

Les cbtés [AC], [AD] et [CD] ont pour longueur

Déterminer le volume du tétraédre ABCD en fonction=de

Un éléve fabrique des patrons de solide uniguement avec des segments de la
méme longueur=

2. Premier patron :

Le premier patron que fabrique téléve est celui d'un tétraédre régulier (de cotg:
a. Montrer que I'on peut inscrire ce tétraédre dans un cube de facon

a ce que les sommets du tétraédre soient aussi des sommets du

cube. Faire un dessin en perspective et justifier votre réponse.

b. En déduire le volume du tétraédre régulier en fonction=ifon

pourra utiliser le résultat de la question préliminaire).

3. Deuxiéme patron :

Le deuxiéme patron que fabrique cet éléve est celui d'un octaedre régulier (dedcbté
On admet que cet daedre peut s’'inscrire dans un
cube de fagon a ce que les sommets de I'octaedre
soient les centres des faces de ce cube.
En déduire le volume de l'octaédre en fonction €n

4. Troisiéme patron :

Le troisieme patron que fabrique cet éléve esslgvant :
Toutes les faces sont des polygones réguliers de g6té
Mais quel est le volume de ce solide ?
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PARIS

Exercices : Un sudoku
Séries autres que S (individuel)

On rappelle ici les régles du sudoku : une grille de cas@sloit étre remplie des chiffres allant d& 9.
Chaque chiffre, parmi les neuf entiers compris edtret 9, doit étre inscrit une seule et unique fois dans chaque
ligne et dans chaque colonne de cette gréi®. De plus, chaque grille @3 cases (délimiée par des traits en
gras) doit contenir les neuf entiers compris entrest 9.

Dans cet exercice, le but est de déterminer tous les

nombres qui sont situés dans une case contenant une

croix (grande ou petite) de la grille de sudokgantre.

A droitede chaque ligne, il est indiqué la valeur du

produit des nombres recherchés sur cette ligne, e&st

dire ceux marqués par une croix (grande ou petite). De

méme, en bas de chaque colonne, il est indiqué la valeur

du produit des nombres recherchés sur cett#onne,

c’esta-dire ceux marqués par une croix (grande ou

petite).

Question :

Déterminer la valeur des nombres qui sont situés dans

les cases contenant une croix (grande ou petite).

Pour cela, on détaillera les raisonnements qui

permettent de détermineles nombres qui sont places

dans des cases contenant une grande croix et pour

chaque raisonnement on s’appuiera sur une des grilles vierges fourrapsas. On pourra commencer par
examiner la colonne de gauche.

La feuille annexe pourra étre utiliségjeinte a la copie. Les grilles peuvent étre également découpées et
collées sur la copie.
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ANNEXE
detachable arendre avec la copie
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POITIERS

Exercice 1 Despromenades dangereuses
Toutes séries

Partie A:

On appelle suite unitair&’, une suite finie ou infinie, de premier termé&= 1, et dont tous les autres termes sont
égaux a +1 otl. Si la suite est finie, le nombre de ses termes est sa longueur.

Exemple 1;1;-1;-1;1;-1;-1 est une suite unitaire de longueur 7

Ecrireles termes d'une suite unitaire de longueur 8, dont la somme des termes est +2, dont la sommendssde
rang pair est2 et dont la somme des termes dont les rangs sont multiples de 3 est +2.

Partie B: 7 amis numérotés de 1 a 7 sont au départ d'unge@troite bordée par deux fossés profonds.
Une ligne médiane (en pointillés gras) partage la route en 2, et deux autres lignes (en pdmjllmgent les deux
fossés. Le point de départ D est indiqué sur la ligne médiane.
Une suite U unitaire estahnée qui modélise les déplacements des 7 amis sur la route.
-1 indique que le promeneur fait un pas en avant mais en allant sur la ligne immédiatement aidrbeesiste, sinon
il tombe dans le fossé et sa promenade s'arréte.
+1 indique que le promegur fait un pas en avant mais en allant sur la ligne immédiatement a gauche si elle existe
sinon il tombe dans le fossé et sa promenade s'arréte.
Pour se déplacer

I'ami n°1 lit dans l'ordre tous les termes de la suite,

I'ami n°2 lit dans l'ordre tougs$ termes de rang pair de la suite, et uniquement daiix

et pour tout entier®{3; 4;5; 6; 7},

I'ami n°@it dans I'ordre tous les termes de la suite dont le rang est un multipl€steuniquement cewla.

1. Soitla suite unitaire8de longueur9:1-1;-1;1;-1;1;1;-1; 1. Latrajectoire de I'ami n°1 associée a cette suite
est représentée etontre.

Faire le dessin de la route sur votre copie, et dessinez la trajectoire
de 4 pas de I'ami n°2.
2. On vourait modifier un terme unique de la suit8de telle facon que 4

parmi les 7 amis tombent dans un fossé pendant leur
promenade. Montrer que c'est impossible.

Partie C On dit qu'une suite unitaire7 est sécurisée pour cette route si elle modélisedéplacements des 7 amis
sans qu'aucun ne tombe dans un fossé.

1. Décrire toutes les suites unitaires sécurisées de longueur 7. Expliquer la démarche.

2. Montrer qu'il n'existe pas de suite unitaire sécurisée de longueur 12.

Partie D: Paul E., umathématicien, emmene avec lui 3 amis parmi ceux qui portent un numéro impair. lls se rendent
prés d'une autre route plus large, bordée elle aussi de deux fossés profonds, et sur laquelleis®st ging lignes
paralléles équidistantes, numérotées de %,da ligne 3 étant la ligne médiane.

Paul tend a chacun des 3 amis une feuille sur laquelle apparaissent les 1000 termes d'une méaméastetell leur dit

gue, malgré sa longueur, cette suite est sécurisée pour cette route, du fait qu'elle camtigrignes. Il explique qu'ils
doivent suivre les mémes régles que celles indiquées en fuieque cette suite est leur guide. Puis il leur demande de
commencer leur promenade, en partaotis en méme tempdu point D indiqué sur la ligne médianegetadoptant tous
laméme vitesse

Au 58&me pas, Paul leur dik A partir de maintenant et avant la fin de votre promenade, vous allez vous trouver au
moins deux fois positionnés de la méme facon sur les lignes numéretées.

Quel raisonnement Pauttail fait pour étre si sOr de It Et quels sont les 3 amis qui ont participé a cette promeffade
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POITIERS

Exercice2 : Trajet minimal
Série S

Un agriculteur posséde un terrain rectangulaire, divisé par une route en deux parties
A et B. L'agriculteur dispose de deux grangesB distantes chacune de 1,5kmde

la route principalel#= 0%$= 15 km et les deux cheming1# et [ 0 § sont
distants de1l 0= 3 km, commele montre la figure econtre. (La largeur de la route

est négligeable.)

L'agriculteur se déplace avec stmacteur pour aller de la grange A a la graiyé

a la possibilité soit d'emprunter chemin et route sur lesquielsule a Skm/h, soit

de passer &ravers champs en ligne droite.

Sur la partie Ail roule a la vitesse dekdn/h et sur la partie B sa vitesse tombe a
3km/h.

Partiel :Le trajet en un minimum de temps

1. Déterminer le temps mis par I'agriculteur g'ihprunte les chemins et la route seulement.
2. Déterminer le temps mis par l'agriculteur s'il décide de passer a travers champs en ligne droite.
3. Onse place surla zone B, et on suppose que le tracteur quitte la route

en un point M et rejoint le chemin awmt F.On note &la durée du

trajet / ( atravers champs e6;la durée du trajet/ O ( par la route

et le chemin.

£07Q >;k0>00

a. Montrer que: 6§ F 68 = s :
b. Comparer&:et 6 et en déduire le trajet optimal sur la zone
B.
4. Onsupposemaintenantque, sur la zonéA, le tracteur quitte le chemin en un poir&et rejoint la route au
point 5 Ensuite, il se rend a la grange B par le trajet SNB. OnTwotd &t U= 1 Yvoir figure cicontre).
a. Exprimer le temps du traje6 de la grang A a la grange B en
fonction de Tetde U
On suppose queTest fixé et qu'il existe un réeltel que U= U T
b. Montrer que le temps6en fonction de Uest:

- 75> eS5pE_
Q=<+ TI F- F<p
c. Montrer que le minimumé, de la fonction6est atteint pour U= —i

(Indication :si Best Ia fonction définie suQpar Q) = 1+ P

alors B{Q = —)
d. Donner I'expression d&, en fonction de Tet en déduire que6, est minimal siTest maximal.
5. Déterminer la longueur du trajet que l'agriculteur doit empter pour arriver en un minimum de temps a la
grange B. Quelle est la durée de ce trgjet

Partie2 : Le trajet minimal

Sur la partidBl'agriculteur décide d'installequatre points d'approvisionnement,
le premier point est le milieu, du chemin[ $ %oet la trajectoire suivie par
I'agriculteur esdonnée par la figure @ontre.

A quels endroits précis-, * et +l|'agriculteur doitil placer les points
d'approvisionnement pour que le trajet parcouru soit miniaQuelle est la
longueur d'un tel trget ?
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POITIERS

Exercice3 : Droites en position générale
Séries ESL-SMTG-ST2S

Dans une figure géométrique, on dit que des droites sorasition généraldéorsque :
‘ 2 droites quelconques sont non paralléles ET 3 droites quelconques soobnoourantes.

On va s'intéresser ici au nombre de zones délimitées (bien entendu une
droite est infinie), ainsi qu'au nombre de triangles.

Pour la figure econtre constituée de 3 droites en position générale, on
observe 7 zones et 1 triangle.

Partie 1: Nombre de zones
Pour tout entier naturelJ, on note \4 le nombre de zone(s) du plan délimitée(s) quand on constidibite(s) en
position générale.

1. Recopier et compléter le tableaua@ntre pour les premiéres Nombre de droites. | Nombre de zone \;

valeurs de\4 0 1

2. On souhaite déterminei

a. Réaliser une figure avec 4 droit€g @ @et @en position

générale. On peut alors visualiser le nombgele zones

AIWIN(F

trouvé précédemment.

b. Tracer une cinquieme droité@d'une couleur différente, de
telle sorte que les 5 droites soient en position générale.
c. Encoupantles 4 droites@ @ @et @ combien de zones initialement délimitées la dro@a-t-elle
coupé ? En déduire le mibre de zones\ydélimitées dans la figure a 5 droites.
3. Onveut généraliser. On considere un entier naturel nontetlune figure contenant] F 1 droites en position
générale.
a. On trace uneJieme droite @ Combien de zones cette droite coupelle ?
b. En déduire une expression dég en fonction de J. (On vérifiera que la formule permet de retrouver la
valeur de\4)
On donne la formule suivante pour tout entier naturgl1 + 2+ ®+ J= a(L;a
4. Estil possible de délimiter 2017 zones avec destdsoen position générale ?

Partie 2 : Nombre de triangles
Pour tout entier naturelJ, on note R le nombre de triangle(s) formé(s) dans une figure constituéeldeite(s) en

osition générale. — .
IOl. Recopier et compléter le tableavadntre pour les Nombre de droites. | Nombre de triangles
premieres valeurs ddl. 0 é)
2. On souhaite trouver la valeur di.
a. Construire une figure avec 4 droité® @ @et @en 1
position générale. On peut alors visualiser le nomRye 2
de triangles trouvé précédemment. 3
Tracer une cinquieme droité@d'une couleur 4

différente, de telle sorte que les 5 droites soient en position générale.
Justifier que cette droite@fait apparaitre un nouveau triangle avec chaque paire de droites déja
présentes.
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b. Lister les paires de droites possibles avec les dra@e€) @et @ Conclure sur la valeur da.
3. On souhaite généraliser. En partant d'une figure constituéel d€l droites en position générale ou
apparaissentR, striangles, combien de nouveaux triangles I'ajout d'uhi@me droite faitil apparaitre ?
_ a?95(a?
En déduire queR = RBog+ %
4. Estil possible de trouver un entier naturelpour lequel une figure deldroites en position générale fait
apparaitre un nombre de triangles supérieur au nombre de zones ?
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POITIERS

Exerciced : Droites en position générale
Séries STI2BSTL-STD2A

Un maitre verrier souhaite rénover un vitrail donféeme est un trangle équilatéral de coté 2 m.

Partie 1 : Rectangle d'aire maximale

L'artisan souhaite dans un premier temps insérer un motif rectangulaire de
couleur bleue. Il souhaite de plus optimiser I'apport de lumiére bleue en
choisissant le rectayie d'aire maximale.

Pour les besoins de notre étude, nous allons introduire les notations suivantes :
On nomme# $ % triangle. On introduit un point sur le segment # $ de telle
sorte que la longueufs /, notée Pvérifie PD]0; 1].

Par la site, on place les point® B[ % 2 D[ # Yet 3 D[ # $ tels que/ 0 2 3 soit un rectangle.
1. Montrerque /0 = 338/$.
2. Donner I'expressior® P de l'aire du rectangle 0 2 3 en fonction du réelP
3. Justifier qu'il existe une position du poinhtsurle segment qui rend I'aire maximale. Quedkd alors l'aire du
rectangle/ 0 2 3? Quelles en sont les dimensions ?

Partie 2 : Rectangles gigognes

L'artisan souhaite continuer sa restauration en respectant la commande suivante : ajouter dantie Isuperieure
triangulaire du vitrail un nouveau motif rectangulaire bleu d'aire maximale.

Et cette opération devra étre effectuée plusieurs fois.

On visualise les premiéres étapes de sondileavec les figures suivant€3n va ici procéder a une consttion
géomeétrique en plusieurs étapes :

Etape 1 Etape 2 Etape 3

1. Démontrer que, a I'étape 1, le triangle supérieur est une réduction du triangle équilatéralamé@blin
- 5
coefficient de—Gpour les longueurs.

Donner les aires des deux vitraux rectangulaires ajoutés respectivement a I'étape 2 puis a I'étape 3
3. On conglére un entierJ R1. On souhaite connaitréaire totale hachurée a I'étapel. On note cette

surface § J).
a. Donner une expression d§ J comme somme deJtermes.

b. Justifier queq J = 6—37/:7 @ F?%A
’ 524V
On rappelle que pour tout nombr&M1, 1 + Mr M+ ®+ M?°= 524"

4. Sile maitre verrier continuait sa restauration avec une infinité d'étapes, quelle proportion du iittiail
serait color& en bleu ?

N
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Exercice 1 Produit de longueurs de cordes
Série S

Soitn un entier natureln H2.
On trace un polygone régulierrasommets, noté AAs...A, inscrit
dans un cercle de centre O et rayon 1, puis les cordes qui joignent un

! . . ) A
sommet donné aur-1 autres. On obtient ugventailde n—1 cordes. ‘
Cicontreon a représenté la situation pouar=30. As

A
. . . c A
On se propose d’étudier le produit des longueurs des cordes, soit !
Pr=AAe X AsAg % ... x AjAn. Asc
Aog
Aog
Premiére Partie Etudes de cas particuliers et conjecture
Dans cette partie, on s'intéressexatasn =3;n=4 etn=6.
Triangle équilatéral oAz Carré AAAA, Hexagone AoAsAPeAs
Ao Ao Ao Ao
@] @]
B A As O A A4 Au
Ag As As
Ay

1. Caxn=3.
a. Déterminer la nature des trianglesAaB et OBA
b. Calculer A puis en déduire la valeur du produif PAA> X AlAs.
2. Caxn=4.
a. Calculer dans ce cas la longuewfA
b. En déduire la valeur du produii BAiAo x AAs X AiAs.
3. Caxn=6.
Démontrerque R = 6 On pourra utiliser les résultats de la question 1
4. Quelleconjecture peuton faire concernant la valeur de P

Deuxiéme partie- Lecas de I'octogone et de I'hexadécagone
Pour chacune des questions, on fera apparaitre les traces de recherchenfiéoteeuses
On pourra utiliser, si nécessaire, les résultaisants:

cos(7 =082 i =

1. Laconjectureestelle vérifiéedans le cas de I'octogone £ 8) ?
2. Laconjecture estlle vérifiée dans le casd’hexadécagonen(= 16)?

1—coq27)
2
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Exercice2 : Des problemes de pesées
Toutes séries

Nous disposons d’'une balance composée de deux plateaux. Le plateau de gauche sera appelé pletéau n°1
plateau de droite sera appelé plateau n°2.
On place un objet de massi&grammes sur le plateau n°2 avdan entier positif.

Objet den grammes

Plateau n°1 Plateau n°2

Robert dispose d'unboitede poids ayant pour masses les puissances de 3 successivpsids de 1 gramme, un
poids de 3 grammes, un poids de 9 grammes, un poids de 27 grammes
1. a. On suppose, dans cette question, glire 111 grammes. Quel(s) poids devra placer Robert sur le plateau n°1
pour équilibrer la balance
b. Trouver les différentes massekle I'objet que Robert peut équilibrer a I'aide du plateau n°1 avec les 4
premiers poids de cette boite.
2. Ecriture ternaired’un nombre:
Exemple Considérons le nombi&8
On opére la division euclidienne i&8par 3. Le quotient est6 et le reste esh.
On opére la division euclidienne4igpar 3. Le quotient est5et le reste esl.
On réitére le processus tant que le quotient est non nul.

lSSJi ~>46|3 »15|3 ~»5|3 ~ 1|3
1846 16[15 - 6* 5 . '4 1 ﬂ 0

On lit les restes de la droite vers la gauchel®610
L’écriture ternaire dé38est: 12010

On peut vérifier qué38 = 1u3*+ 2 u3®+ 0 u3?+ 1 udt+ 0 u3°.

a. PourquoiRobert ne peuil pas équilibrer un objet de 138 grammes placant des poids sur le plateau °1

b. A quelles conditions sur I'écriture ternaiRobert peutil équilibrerun objet de Jgrammes en placant des
poids sute plateaun©®l ?

c. Démontrer aie pour tout Gentier naturel,2 x 3P= 3P>5 F3P

d. En déduire une décomposition en somme de puissadee3 de 138 n'ayant que des coefficients égaut,
et 1. Cette nouvelle écriture ternaire est dite équilibrée.

e. Proposer une méthode pour équilibrerthalance lorsque I'objet a une masse de 138 gramfoegourra
utiliser les deux plateaux)

Valérie dispose d’'unboitede poids ayant pour masses les puissances de 2 successivpsids de 1 gramme, un
poids de 2 grammes, un poids de 4 grammes, ungpdédd grammes ...

3. a. Sur le plateau n°2, on a placé un objet de 138 grammes. Vérifier que Valérie peut équilibrenda bakc sa
boite de poids.
b. On place désormais un objet de 1169 grammes sur le plateau n°2. Vérifier que paledguilibre la
balance avec sa boite de poids.
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c. Soit un objet de massdgrammes (Jentier naturel non nul) placé sur le plateau n°2. Montrer que Valérie
peut équilibrer la balance avec sa boite de poids.

Max dispose d’'une boite de poids ayant pour masses les puissances de 4 succaagieeds de 1 gramme, un
poids de 4 grammes, un poids de 16 grammes, ...

4. a. Parmi les objets ayant une masse de 1 a 10 grammes, lesquels Makégmpuitibrer avec la Hance?
b. Au minimum, combien de boites de poids ayant pour masses les puissances de 4 successives faltira
pour équilibrer un objet de masséquelconque?
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Exercice3 : Spaghettis et mathématiques
Séries autres que S

Anthony et Béatrice sont amoureux. $is retrouvent le soir de la Saint Valentin dans un restaurant italien autour
d’'une assiettede spaghettis.

Alors qu’ils mangent tous les deux, le hasard fait qu'ils se retrouvent a chacuneresit®s d'unméme spaghetti
et provoque un romantique baiser.

Estce vraiment un hasard ou-g-t-il une explication mathématique?

Pour répondre a cette question, considérons une assietteNdspaghettis, chaque
spaghetti ayant bien sOr deux extrémitésy a donc Rl extrémités de spaghettis et on
supposeque nos deux amoureux choisissent chacun une extrémité au hasard et mangent
chacun de facon simultanée le spaghetti dont I'extrémité a été choisie.

La question est alors la suivante :

Quelle est la ppbabilité que les deux amoureux se retrouvent aux extrémités d'un méme spaghetti et échangent
un baisers’ils finissent le plat de spaghettid

1. Supposons dans cette question qu'il y a un nontbiepair de spaghettis dans
l'assiette.
a. Les amoureux s'embrassetaifs au cours du repas Ni= 17?
b. Les amoureux s’embrasseraifg SiN=3 ousN=5?
Justifier(on pourra s’aider du schémaantre dans le cas N ¥.3
c. Que peuton dire plus généralement Biest impair ?

2. On suppose désormais qu'il y a un nombirgair de spaghettis dans l'assiette.

a. Supposons que Béatrice ait choisi au hasard I'extrédiité spaghetti.

Combien Anthony-&il de chance de choisir I'autre extrémité du spaghetti que Béatrice
s'appréte a manger ?

b. En déduire que la probabilité qu’il n'y ait pas de baiser échangé au premier spaghetti est
sqal 2N-2
egale &5 — -

c. Enrecommencant le raisonnement aveches?2 spaghettis restants, puis avec s 4 spaghettis restants
et ainsi de suite jusqu'aux 2 derniers spaghettis, montrer que les deux amoureux échangeroneumiais
cours du repas avec une probabilité égale a :

l_2N—2 UZN_6 UZN_lO 4 ug
2N-1 "2N-5 "2N-9 73’
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d. Le diagramme eaiontre donne la probabilité d’'un baiser ef & 30

fonction du nombre de spaghettis. 3 25

On admetque la probabilité croit avec le nombre d = 20

spaghettis. =

Anthony souhaite avoir au moins une chance sur dg 2 .

d’embrasser Béatrice. Combien ddiplacer, au minimum, = .

de spaghettis dans I'assietie g

- GF
NombreN pair de spaghettis

e. Pour réaliser ce diagramme, on a utilisé un tablgent le début est reproduit alessous.

Déterminer une formule a saisir en C2 qui, par recopie vers la droite, permet de compléter & ligne
On justifiera la démarche
utilisée.
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RENNES

Exercice 1 A vos patrons
Toutes séries

En couture, avant de se lancer dans la réalisation d'un modéle jmpsttant de
réaliser un patron en décalquant la forme souhaitée suiski augmentée d'une
bande de largeur constante, 1 cm, sur touptaurtour. Ainsi, le tissu ne s’effiloche
pasautour de la couture effectuésur les pointillés et la réalisation est solide.

A partir de formes initiales simples (en pointillés), on étudie le gapeemetre et

le gain en surface des formes augmentées. Ces gains salootés en pourcentage
parrapport a la forme initiale.

PARTIE A : Cas du disque
On dispose d’'un disque de diametre égdlet on lui rajoute une bande de largelr= 1
1. Dans le cas alivaut5:
a) Calculer le périmeétre et I'aire du disque initial.
b) Calculer le périmétre ¢hire du disque augmenté.
¢) Montrer que le gain en pourcentage quand on passe de la forme
initiale a la forme finale pour lgérimétre est de 40%. Quel est le gain
en pourcentage pour l'aire ?
2. Pour chacun des cas suivants, la bande est toujoursgkuld. = 1
Calculer la valeur notégdu diametre du cercle initial pour obtenir :
a) un gain de 100 % pour le périmeétre b) un gain de 44 % pour l'aire.
3. On considere que le disque initial a pour périmétre la longueur de I'équateur terr@str@ugmete ce périmétre
de 1 métreet on cherche la largeurde la bande correspondantBour information, le rayon de la Terre est égal a
6380 km.Parmi les propositions suivantes, une seule est correcte. Justifier votre: choix
a) L estenviron égale®0?%“metre
b) Lest environ égale a 2 millimetres
c) L estenviron égale 40 ?* métre
d) Lest environ égale a 16 centimétres.

PARTIE B : Cas du carré
On dispose d’'un carré initial, noté ABCD, de coté
cet on lui rajouteune bande de largeur.1

1. On propose les configurationsamntre.
Justifier que seule Igigure Gespecte les
conditions d’un patron de couture.

2. Pour laFigure Cexprimer en fonction du
cOtécles gains en pourcentage pour le
périmeétre puis pour l'aire.

3. Pour chacun des cas suiis, calculer la longueur exacte du cété AB du carré initial pour obtenir :
a) ungain de 10 % pour le périmétre
b) un gain de 100 % pour l'aire.
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PARTIE C : Cas du polygonecdtés

régulier an cotés.

La figure initiale est un polygone réguliem é6tés ( entier naturel supérieur
ou égal a 3), inscrit dans cercle. Tous les cdtés ont pour longuBur

A titre d’'exemple sur la figurei-contre, on a dessiné en pointillés gras un
polygone a 9 cotégui est la figure initiale ; le cercle

circonscrit est de centr® et est représenté en

pointillés fins.On a rajouté une figure représentant ce

qui se passe au sommet A.

1. Quelle est la valeur minimale du nombre de cdtés

pour avoir un gain inférieur a 2 % poumpkérimetre ?

2. Exprimer, dans le cas général, le gain

pourcentage pour I'aireoncernant un polygone

Rappel :Dans un triangle rectangle la tangente d’un angle est égale au rapport des longueurs du coté

opposé sur le coté adjacent.
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RENNES

Exercice2 : Les liponombres
Série S

En 1968 Georges Perec a écrit un roman intitulé « La disparition » : pendant 300 pages, I'atiliseijaroais la
lettre « e ». Et si on faisait la méme chose en mathématiques ?

Un liponombreest un nombre entienaturel qui, quand il est écrit en lettres, n'utilise pas la lettre «(emne tient
pas compte des accents).

Ainsi par exemple

-4,7,100 et 0 ne sont pas des liponombres

- 10, 18, 23 et 3 000 010 sont des liponombres.

Tous les liponombres donnés dates réponses seront écrits en chiffres

Donner par ordre croissant tous les liponombres inférieurs ou égaux a 100.
Pourquoi n'y &-il pas de liponombres a trois chiffres ?
Y at-il des liponombres strictement compris entre 100 et 999 999 ? Justifier.
Donner, sans justifier, les trois plus grands liponombres inférieurs ou égaux a 1 000 000 000.
Déterminer le nombre total de liponombres inférieurs ou égaux a 1 000 000 000
Pour tout entier natureh on note§n) le nombre minimum de termes dont la sommé égale an, chaque
terme de la somme étant un liponombre.
Par exemple §3) = 1 car 3 est un liponombre.
J30)=3car30=1+1+28.
a) Bruno affirme quej17) =4 car 17 =1 +5 +1 +10.
Marc lui dit gu’il se trompe et qu§17) = 3. Montrer que Marcraison.
b) Déterminer, en détaillant a chaque fois la somme utili&£00) puisg999 999).
7. a)lln'y a que deux valeurs deelles quegn) =n. Lesquelles ? (On ne demande pas de justifier)
b) Montrer que dans tous les autres cas, onSn) <n
8. Montrer queSn) H4 pour n compris entre 100 et 9999.

ouhrwdpE
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RENNES

Exercice3 : Elections
d’aprés le probléme n°303 du 10 décembre 2002 du Monde
Séries autres que S

Dans une association de 13 membres on vote pour élire le Présitterg.candidats se présentent :
Albert Muda désigné par la lettre A, Bob Sleigh désigné par la lettre B et Céme Hire désigiettpar la
C. Chague votant indique obligatoirement sur son bulletin de vote les trois lettres A, B, C patepiférence.
Par exemple, le bulleti6-A-B signifie que le votant préfere le candidat C au candidat pré&fere le candidat A au
candidat B. Lors d'un duel opposant les candidats A et C, ce votant préféreaitlidat C, lors d'un duel opposant
les candidats B &E, ce votant préférerait le candidat C et lors diuwel opposant les candidats A et B, ce votant
préfererait le candidat A.
Sur les treize bulletins de vote on constate que le candidat A est élu Président (la lettre écatéfdus
souvent en premier@osition que les autres lettres) : il a obtenu plus de voix que le candidat Buguméme
obtenu plus de voix que le candidat C (la lettre B a été écrite plus souvent en prewséren que la lettre
C).
Il N’y a pas de candidats arrivés a égalité.
Mais le candidat C, mauvais perdant pétre, fait valoir que c’est lui qui devrait étre Président !
En effet, si des duels avaient di avoir lieu, il aurait été élu car il (le candidat C) aurait plotedevoix que
le candidat B ou le candidat A, etegle candidat B aurait obtenu plus de voix que le candidat
Nous cherchons a savoir si une telle situation est possible en déterminant le nombre de chaqie type
bulletin.
1. Voici deux exemples de répartitions des 13 bulletins.
Montrer que le cas n°fiespecte les résultats
observés. En estde méme pour le cas n°2 ?
Argumenter vos réponses.
2. Ce n’était que deux exemples... Revenons a
la situation initiale donnéelus haut
a) Montrer que le candidat A a nécessairement
obtenu 6 voix.
b) Comment peuvent alors se répartir les voix
entre les candidats B et C ? Exemple 1 Exemple 2

3. On se place dans le cas ou I'écart de voix entre les candidats A et B est le plus faible.
On notexle nombre de bulletins de type-B:C,y le nombre de bulletins de type-&C etzle nombre
de bulletins de type @-B.
a) Recopier et compléter le tableau suivant ou les nombres seront exprimés en fonction elez.
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b) Sachant qu'en cas de duels, Addevant B, en déduire le nombre de bulleting-8.
c¢) En utilisant des raisonnements analogues, donner le nombre de bulletins de chaque type. Résudsultats

sur la feuille annexe.
4. Pour le(s) cas restant(s), indiquer sur la feuille annexe pestitions possibles.
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STRASBOURG

Exercice 1 Des triangles
Série S

On consiére un triangle ABC non aplati avec ABeti) un point M disegment [AB] diffrent de A etTun
réel positif.

On construit le point P tel qudP = TAMet le point Q commeétant I'intersection entre [AC] et la
paralele a (PC) passant par M.

.
1. Faire une figure aved = A

S54E

2. Montrer que P appartient & [AB], & la condition qu& :Q T Q - QQ
Déterminer la distance AM en fonction depour que (PQ) soit paralléle & (BC).
Danscette question, on se place dans le cas ou (PQ) est parallele a (BC).

> w

5
Montrer que le rapport de l'aire de APC par l'aire de ABC \
q pp p —Eséé>

Déterminer I'aire de PQM en fonction de 'aire de AMQIlet

Quel est le rapport des aires de PQM et ABC ?

Pour quek valeur deT I'aire de PQM estlle maximale et quel est alors le rapport de l'aire de
PQM par l'aire de ABC?

coo p
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STRASBOURG

Exercice ;: Des trinbmes
Série S

Nous consiérons ici les tribmes de la formeF + >TF “?avec b et ¢ des entiege I'intervalle [1, 2017]. lIs
forment un ensemble que I'on notera E.

Pour un tribfme 6 = B + >T+ ?de I'ensemble E, on noterg 6) le nombre (6 = 2 F47?

Nous dirons qu'un tridme de I'ensemble E est de type entier siisEsnessont des entiers et de type imaginaire s'il
n'a pas de racinegelles.

arwONPRE

o

Donner un exemple de trindme de chaque type.

Y at-il des éléments de E qui ne sont ni de type entier, ni de type imaginaire ?

Combien existé-il de trinbmes dans I'ensembke ?

Démontrer que si un entier est pair, alors son carré aussi. Qu’'éhdzsts le cas d'un entier impair ?

Démontrer qu'un trindbme6 = B + >T+ 72de I'ensemble E est de type entier si et seulemen{( € est

le carré d’'un entier.

A tout trindmede type entier6 = P + >T+ 7 on fait correspondre le trindmesi= B+ ST+ 2tel

que 2= >F1 F¥ (fet ?'= 2

(a) Vérifier que par ce processus, le trinbme de type enfier F + 3 T+ 2 est transformé en un trinbme
de type imaginaire.

(b) Estce que ¢ trindbme de type imaginairé"= B + 2T+ 2 peut étre obtenu par ce processus a partir
d’'un trinbme de type entier ?

(c) Démontrer que par ce processus,gast un trinbme de type entier de E, alo6sest un trindme de type
imaginaire de E.

(d) Estce quedeux trinbmes de type entier de E peuvent donner par ce processus le méme trinbme de type
imaginaire de E ?

Y at-il dans E davantage de trindbmes de type entier ou de type imaginaire ?
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STRASBOURG

Exercice3 : Des distances
Séries autregue S

On consiére un rectangle ABCD. Un point M asintérieur de ce rectangle.

On connait la distance du point M aux trois sommetB A;. Ainsi, MA = 4B = 7et MC = 6.
Quelle est la distance du point M au point D?
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STRASBOURG

Exerciced : Des trinbmes
Séries autres que S

Nous considéons ici les tridbmes de la formeF + > 7?avec b et ¢ des entiedans l'intervalle [1, 2017]. lls
forment un ensemble que I'on notera E.

Pour un tribfme 6 = B + >T+ 7?de I'’ensemble E, on noterd 6 le nombre (6 = > F47?

Nous dirons qu'un tridme de I'ensemble E est de type entier si ses ragpnesdes entiers et de type imaginaire s'il
n'a pas de racinegelles.

1. Pour chacun de ces deux trinbmes, dire s'il ediype entier ou de type imaginaire.
6= P+ 5T+ 6et&@ = P+ T+ 1.

Donner un exemple de trinbme de chaque type qui soit différenttiet de &.

Y at-il des éléments de E qui ne soient ni de type entier, ni de type imaginaire ?

Combierexistet-il de trinbmes dans I'ensemble E ?

Démontrer que si un entier est pair, alors son carré aussi. Qu'ehdssts le cas d’un entier

impair ?

Démontrer qu'un trindbme6 = P+ >F ?2de I'ensemble E est de type entier si et seulement si
( 6 est ke carré d’'un entier.

arwDd

o
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TOULOUSE

Exercice 1 Promenades paralléles
Toutes séries et série S

Partie A —pour tous les candidats Dans le triangle

On considére un triangle ABC. P est un point du segment [BC] non
confondu avec B et C.
M est un point mobile qui se déplace a l'intérieur du triangle.
M part du point P.
M effectue un premier déplacement parallélement a la droite (AC) jusqu’au
point Q de [AB], puis un deuxiéme déplacement parallélement a la droite
(BC) jusqu’au point R dBAC] et ainsi de suite.
La figure cicontre donne une ébauche du début du parcours du point M : de
PaQ, puis R, puis S, puis T, puis U ...
1) a) Tracer un triangle ABC quelconque. Placer le point P de [BC] tel que BP = 15 BC. Repré&senter les
premiersdéplacements rectilignes du point M.
b) Tracer un nouveau triangle ABC quelconque. Placer le point P de [BC] tel que BP = 13 BCteRigwésen
six premiers déplacements rectilignes du point M.
2) Apreés six déplacements rectilignes, le point M sematpdéndre sa position initialé€Existet-il une position
initiale P pour laquelle M rejoint sa position initiale en moins de six déplacements ? Justémriae.
3) a) Démontrer que le point M rejoint sa position initiale apres six déplacements dams ilaustré par la
figure donnée (edessus) ou BP = 14 BC
b) Peuton généraliser cette démonstration quelle que soit la position du point P ?
c) Apres 2017 déplacements, ou se trouve le point M ?
On appelle désormaisajet du point Mles six premierdéplacements rectilignes du point M.
4) On appelleL Ue périmétre du triangle ABC.
Déterminer en fonction de. 'expression de la longueur drajet du point M.

Partie B—pour les candidats éléves de la série S. uniquemeftteindre la cible ?

On consideére un triangle équilatéral ABC de cété 1.
On place une cible circulaire de raydhét de centre O, point
d’intersection des médiatrices du triangle ; le cercle bord de la cible fait
partie de la cible.
1) Dans cette question P est le point ] tel que BP = 15 BC.
a) Si N N110,est ce que le point M rencontre la cible au cours
de son trajet ? Justifier.
b) Quelle est la valeur minimale du raydhpbur laquelle le
point M rencontre la cible au cours de son trajet ?
2) Dans cette question, P est un point de [BC], non confondu avec
B et C, que I'on choisit au hasard.
Déterminer en fonction dela probabilité que le point M rencontre la cible au cours de s



Olympiades 2017

TOULOUSE

Exercice? ;: Tectonic
Toutes séries et série S

Le jeu Tectonic est un jeu de grille, un peu comme le sudoku.

Une grille de Tectonic a neuf cases disposées en trois lignes et trois colonnes ; elle est
composée de zones fié 5 casegntourées de traits gras. L'objectif est de compléter la
grille avecles chiffres manquants sachant que :

- Une zone d'une case contient forcément le chiffre 1, une zone de deux cases
contient exactement les chiffres 1 et 2, et ainsi de suite ..., une zone de 5 cases
contient exactement les chiffres 1, 2, 3, 4 et 5.

- Deux chiffres identiques ne peuvent étre placés dans deux cases ayant en
commun un c6té ou un sommet.

Partie 1: Des exemples
1) Reproduire et compléter la grille n°Xadntre en respectant les régles du Tectonic.
2) Proposer une solution pour la grille 2contre. Este la seul®

Pour la suite, vous pouvez si vous le souhaitez (ce n’est pas une obligation)
désigner les cases par Al, A2, etc. selon le schérnarttire (le 4 occupe la case A2).

3) a. Expliquer pourquoi il n'y a pas de solution pour la grille n®8atitre.

b. Qu’en esil des grilles n°4 et n°5 alessou®

On appellgrille possibleune grille pour laquelle il existe des solutions.

Ainsi la grille n° 2 est une grille possible et la grille n° 3 n'estyesgrille

possibleOn cherche désormais les grilles possibles que I'on peut fabriquer a partir de
la grille de base etontre. On cherche

donc quels sont les traits épais que I'on peut ajouter.

Toutes les grilles présentées auparavant ont été coestdeai cette facon.

Partie 2 : Des grilles dont la plus grande zone comporte 4 cases.
On cherche les grilles possibles que I'on peut fabriquer a partir de la grille de base et
dont la plus grande zone comporte 4 cases.
1. Expliquer pourquoi le nombre écdans le carré central (en B2) doit étre un 4.
2. Expliquer pourquoi les grilles possibles comportent exclusivement, en plus de la zone se rétiutszsd a
Al, une zone de 4 cases, une zone de 3 cases et une zone de 1 case.
3. lly a exactement six grillggossibles fabriquées a partir de la grille de base et comportant une zone de 4
casesTracer ces six grilles et proposene solution pour chacune d'elle.
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TOULOUSE

Exercice3 ; Parachute
Série???

Des parachutistes choisissent d’atterrimailieu d’une forét au point A a
10 km a I'Ouest d’'une source S.

Du point A partent deux sentiers rectiligrast S.

Le sentielS., représenté par la demioite [Au), est orienté vers le Sud

Est et I'angleSAQmesure 30°.

Le sentielS, représentar la demidroite [Av), est dirigé vers le Nord

Est et I'angleSARmesure 45°.

Sur le sentiey, les parachutistes peuvent avancer a la vitesse maximale

de 8 km/h et sur le senti& a la vitesse maximale de 12 km/h.
Dans la forét, leur progressiostdimitée a 4 km/h.

Partie A - Recherche de la zone de la forét atteinte en 1 heure de marche

1) La figure 1 (sur feuille annexe) reproduit la carte (1 cm pour 1 km). Placer le point B duSedatjgus
éloigné du point A que les parachutistes met\atteindre en 1 heure de marche.

2) Des parcours particuliers, selon plusieurs hypothéses

a) Parcours 1- On suppose qu’un parachutiste, partant de A, décide de marcher pendant une heure de facon
rectiligne sans revenir sur ses pas, sans changeredtiah et a vitesse maximale.

Représenter en couleur sur la figure 1 I'enserhbties arrivées possibles.

b) Parcours 2- On suppose qu’un autre parachutiste, partant de A, emprunte le hgraimdant 30 minutes
puis décide de quitter le chemin, e¢urer dans la forét en marchant pendant 30 minutes de facon rectiligne,
sans revenir sur ses pas, sans changer de direction.

Représenter avec une autre couleur, sur la figure 1, 'ensemble des arrivées possibles.

c) Un troisiéme parachutiste marche sur le seBieurant un quart d’heure seulement avant d’entrer dans la
forét et d’'y marcher 45 minutes.

Représenter avec une troisieme couleur sur la figure 1 'ensemble des arrivées possibles.

3) Le chef du groupdes parachutistes, passionné de mathématiques, souhaite déterminer le point E du segme
[AS] le plus éloigné de A pouvant étre atteint en une heure, en marchant sur l€Sentidans la forét.

a) Un parachutiste peiltatteindre un point du segmigAS] distant de A de plus de 4 km ? Expliquer.

Le chef des parachutistes considére un point K, situé dans I'ensertiplestion 2.a)), tel que ABK soit un
triangle rectangle en K.

b) Construire un tel point K sur la figure 2 (feuille annexe) ; jesti&i construction.

c) Démontrer qu’un parachutiste peut atteindre tout point du segment [BK].

d) En déduire le point E cherché, en donner la construction.

4) Si un parachutiste, partant du point A, utilise 'un ou l'autre des seSiietsS, représater la zone de la
forét qu’il peut atteindre en une heure de marche. Construire cet ensemble sur une nouvekeliglee (
identique : 1 cm pour 1 km) que I'on tracera sur la copie. Expliquer les étapes de la construction

Partie B - Atteindre la source S

Deux des parachutistes partent du point A et veulent se désaltérer.

L’'un affirme pouvoir atteindre la source S en moins de 2 h 12 minutes ; 'autre affirme qu’il fienatizs 2 h 12
minutes.

Lequel des deux a raison ? Justifier.
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VERSAILLES

Exercice 1 Un «compte» de fée
Toutes séries

La princesse Clara veut épouser le fils du roi Pierre le Magnifique. Le roi s'oppose au manéged! son fils dans

une chambre de son chateau et propose a la princesse le marché suivant

«Tu n'entreras pas dans le chateau mais, a partir du premier jour du mois, chaque jour tu pouerasi¥ar les
fenétres d’'une chambre de ton choix. Si le prince mon fils est dans cette chambre, vous vouszm&itere, les
fenétres se refermeront,tdu devras attendre le lendemain pour recommencer. Entretemps, j'aurai fait déplacer mon
fils dans une chambre voisineSi, a la fin du mois, tu ne I'as pas trouvé, tu devras partir immédiatement sans te
retourner».

1. Si le chateau ne possedeatrois chambres disposées selon le schérwutre, ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘

prouver que la princesse peut trouver le prince en deux jours au plus.

2.Le chéateau possede en réalité 17 chambres disposées selon le schéma
|1 [ 2] 34|56 7][8]9]10]11]12]13][14][15]16] 17|

a. Dans cettequestion uniguementon suppose que Clara sait que le prince est initialement dans une chambre
de numéro pair. Donner une liste de 15 essais qui permettront a Clara d’atteindre son objectfupistsent
les déplacements ordonnés par le roi.

b. Prouver quesi la princesse a tout le mois de juin pour trouver le prince, ils se marieront.

3.Dans la méme configuration (17 chambres), Clara a décidé a I'avance d’une suite de choix de chasbsgsons
du roi ont connaissance de cette suite, et en informlenti.

a. Prouver que si, malgré tout, Clara trouve le prince, elle aura fait ouvrir au moins deux foisézesale
chaque chambre autre que les extrémes 1 et 17.

b. Prouver que le roi peut empécher le mariage si I'épreuve début® fétier.

4. N'ayantpas pensé a la solution précédente, le roi imagine d’enfermer son fils dans un chateau plust\disie, e
le plan est plus compliqué. En voici le plan, ou figurent les 21 chambres et les couloirs perlasttantmunications

[ 6a | [ 7a]

| |

3 4 — 5 6 F——[7 —38|
| e |
[6d | [ 7c]

Y at-il une stratégie permettant a Clara de trouver son prince, malgré les espions du roi et queltdeiersns gu'il
aura choisP
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VERSAILLES

Exercice2 : Triangle débordant
Série S

On considére un rectangle ABCD. On appelle | le milieu du cété [BC] et
J le troisieme sommet du triangle équilatéral de coté [Al], | et J étant
situés de part et d’autre de la droite (CD).

La droite (1J) coupe la droite (CD) en N et la droite (AB) end?oitte

(AJ) coupe la droite (CD) en M.

On fait I'hypothése que M est le milieu du segment [AJ].
La figure donnée @ontre n’est donc pas juste.

1. Quelle fraction de I'aire totale du triangle AlJ représente l'aire de la
partie MAIN située a l'intérieudu rectangle ABCD

EF
2. Quel est le rapporEHdes c6tés du rectangle ABGD
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VERSAILLES

Exercice3 : Les randonneurs
Séries autres que S

Didon et son ami Enée participent & une randonnée. Arréts déduits, le groupe a marché 4,5 hparesweu 28 km.
1. Quelle est la moyenne horaire réalisée pendant cette randorthée
Didon a observé que, pendant chaque heure de marche continue, le geopg@esouru 6 km.
2. Comment este possible
On pourra utiliser un graphique.

A lissue de la randonnée, Enée et son amie

Didon se retrouvent au bord d’'une route

empruntée par une ligne de bus.Qn

rentre en bus», dit Enée. Mais quel est

I'arrét le plusproche? Les deux amis se séparent. Enée choisit I'arrét situé en amont, et marche a la vitesse de 6 km/
Didon marche vers l'arrét aval, a la vitesse de 4 km/h. Le bus effectue le parcours a la vitesseenaey60 km/h.

Les deux amis arrivent chacusa@n arrét exactement en méme temps que le bus.

3. Qui avait raisor?



