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Pour ’APMEP,
notre enseignement des mathématiques
doit se préoccuper,

avec un égal intérét pour eux tous,
des

HUIT MOMENTS

d’une vraie formation
scientifique :

- Poser un probléme, modéliser.

- Expérimenter.

- Conjecturer.

- Se documenter.

- Batir une démonstration.

- Mettre en ceuvre des outils adéquats.

- Evaluer la pertinence des résultats.

- Communiquer.
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Dans chaque académie, I’épreuve de quatre heures portait sur ses deux sujets
et les deux nationaux. Dans certaines académies, on note des sujets différenciés
suivant les sections.

Dans cette brochure, les sujets académiques sont numérotés dans 'ordre de leur
apparition sur les feuilles remises aux participants.
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PREFACE

C’est pour des raisons économiques que cette neuviéme brochure des Olym-
piades académiques de mathématiques n’est pas éditée en version « papier »
mais est directement mise en ligne sur le site de PAPMEP. Réalisée avec le
méme soin, les mémes exigences et la méme rigueur que les précédentes édi-
tions elle y gagne des couleurs et il est possible de la télécharger gratuitement.

Depuis 2005, ces Olympiades sont ouvertes aux éléves de premiére de toutes
les sections, parfois par des sujets spécifiques.

Leur poids repose sur un groupe national et des cellules académiques présidées
par un IA-TPR ou un professeur et réunissant des formateurs expérimentés.
La conception des sujets doit satisfaire plusieurs critéres : s’ancrer dans les
programmes sans pour autant requérir trop de savoirs, valoriser les démarches
fondamentales (expérimenter, conjecturer, imaginer, prendre des initiatives. .. ),
stimuler sans décourager, favoriser I’épanouissement et la jubilation de tous les
candidats en leur donnant des motifs de satisfaction.

Nombreux sont, dans cette brochure les énoncés qui réussissent ce tour de
force. Que leurs auteurs en soient chaleureusement félicités! D’autres sont de
classiques applications de cours de maths de Seconde ou Premiére, voire de ni-
veaux supérieurs. D’autres au contraire sont indépendants de tout programme,
originaux voire audacieux mais se vivent mal en temps limité. Cependant la
réunion de 88 sujets offre une séduisante et inégalable diversité pour travailler
sans contrainte de temps.

Félicitons donc le groupe national et les cellules académiques! Grace a eux tous,
cette brochure, comme les huit précédentes toujours disponibles & ’TAPMEP,
offre & tous les collégues mathématiciens, de la fin du Collége a la classe
de Premiére, un trésor de sujets bien estampillés, capables d’intéresser et de
passionner, selon I'objectif que 1'on s’assigne dans divers champs d’activité.

Faisons donc connaitre ces Olympiades afin qu’elles rassemblent tous les éléves
motivés!

Rappelons que TAPMEP souhaite depuis le début que les candidats et leurs
professeurs soient informés de leur performance : il faudrait pour cela que toutes
les académies aient les moyens de donner dés qu’ils sont connus :

- les taux de réussites aux différentes questions
- les tentatives et essais originaux

- une bréve fiche d’évaluation de chaque éléve

Que soient remerciés les divers intervenants de cette brochure :
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Rémy JOST et Jean-Paul BELTRAMONE, respectivement Pré-
sident et Vice-Président nationaux de ces Olympiades qui les ont animées
avec enthousiasme et nous ont procuré en temps voulu la plus grande par-
tie des documents rassemblés dans cette brochure,

les animateurs des cellules académiques, surtout ceux qui four-
nissent non seulement les sujets, mais des solutions complétes et des
commentaires sur les productions des candidats,.

Jean BARBIER, qui sans ménager sa peine et toujours généreux de
sa passion pour 'TAPMEP a cherché sur les sites académiques les sujets
manquants puis a harmonisé et intégré I’ensemble & la maquette finale
avec sa compétence, sa gentillesse de tous les instants et son amicale
disponibilité souvent mise a I’épreuve,

Paul-Louis HENNEQUIN, qui a rédigé les solutions quand elles
étaient absentes et effectué des comparaisons portant a la fois sur les
thémes les plus fréquents et sur la difficulté, la longueur et l'originalité
des énoncés et de leurs solutions,

André GUILLEMOT, qui, comme les années précédentes a recherché
tous les exercices dont une solution reposait sur 'utilisation de la calcu-
latrice

Aberrahim OUARDINI qui a fourni des solutions originales et des
compléments pour les sujets de Bordeaux

MERCI CHALEUREUSEMENT A TOUS ..., avec I'espoir que des exercices
et solutions des diverses années des Olympiades de Premiére, testés chez leurs
éléves par nos collégues et dés lors enrichis de commentaires et si possible de
nouvelles approches, nous vaudront des articles pour nos publications A ces
collégues aussi, par avance, un grand merci : leur apport sera capital pour
que ces types d’épreuves ferments pour nos enseignements, puissent porter
pleinement les fruits attendus.

Jean-Paul Bardoulat
Responsable des Publications de ’APMEP
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LES OLYMPIADES
ACADEMIQUES DE
MATHEMATIQUES 2009

Site : http ://www.olympiadesmaths.org/

PRINCIPE, CREATION ET EVOLUTION

Les Olympiades académiques de mathématiques ont été créées en 2001, a I'in-
tention des éléves des classes de premiéres scientifiques des lycées, dans le but
de favoriser I’émergence d’une nouvelle culture scientifique et technologique.
La démarche préconisée doit conduire & développer chez les éléves le sens de
I'initiative et le gotit de la recherche. Sa dimension académique doit favoriser les
relations entre les professeurs d’une méme académie et les corps d’inspection,
tout en stimulant la création de clubs et d’ateliers mathématiques. A partir
de I'année 2005, un nouveau texte réglementaire est venu apporter quelques
infléchissements aux dispositions initiales; en particulier, les olympiades de
mathématiques sont désormais ouvertes, sur la base du volontariat, aux ly-
céens des classes de premiére de toutes les séries.

CANDIDATURES

Cette neuviéme édition des olympiades a bénéficié de la dynamique des précé-
dentes sessions et a compté 6 243 participants.

L’ouverture & toutes les séries générales et technologiques s’est confirmée a la
session 2009 avec prés de six cents candidats issus de séries autres que
S. Cependant, la plupart des candidatures reléve de la série scientifique qui
compte plus de 5 600 participants.

Les jeunes filles représentent 33% des participants. Une plus grande participa-
tion féminine est recherchée. Tous les acteurs impliqués dans ces olympiades
de mathématiques sont mobilisés afin de contribuer & lutter contre la sous
représentation féminine dans le monde scientifique en général, et celui des ma-
thématiques en particulier.
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LAUREATS

Chaque académie établit son propre palmarés. Parallélement, le jury national
examine les meilleures copies transmises par les académies. Il s’inscrit en cohé-
rence avec les classements académiques et ses critéres font une part importante
a la résolution des exercices nationaux, les sujets académiques étant éventuel-
lement pris en compte pour départager des copies trés proches.

Les copies transmises cette année ont été généralement de trés bonne qualité,
ce qui justifie un palmarés étendu & vingt-trois lauréats.

Ont été distingués 16 éléves de la série S et 7 éléves des autres séries
(3 en série S.T.I., 3 en série E.S. et 1 en série L), les classements ayant été
réalisés séparément. On observera une augmentation du nombre de lauréates

(5 en 2009 contre 3 en 2008).

REMISE DES PRIX

Soulignons le caractére officiel, au plus haut niveau, de la remise des prix pour
les lauréats, aussi bien dans les académies qu’au plan national.

Les lauréats nationaux 2009 sont récompensés le mercredi 10 juin 2009 au mi-
nistére de ’'Education nationale. La cérémonie est marquée par le désir de faire
découvrir aux jeunes l'univers passionnant et vivant des mathéma-
tiques, par des conférences et des rencontres avec des mathématiciens.

Elle sera suivie d’une journée de découverte du monde de la recherche
qui sera organisée par 'INRIA (Institut National de Recherche en Informatique
et en Automatique) au cours de I’année scolaire 2009-2010.

Enfin, un stage olympique d’été sera proposé et organisé par l’association
ANIMATH en partenariat avec le ministére de ’Education nationale.

Toutes ces animations visent & susciter des vocations scientifiques auprés
de tous ces jeunes qui ont déja montré de I'intérét et du talent pour les mathé-
matiques.

ORGANISATION ET DISPOSITIF

Le dispositif comprend un groupe national présidé par un inspecteur général
et dans chaque académie une cellule présidée par un responsable désigné par le
recteur, en liaison avec l'inspection générale. Une publicité a été faite par voie
d’affiches confectionnées et envoyées en trois exemplaires dans tous les lycées
par le ministére de ’Education nationale.

L’épreuve s’est déroulée le mercredi 11 mars 2009 de 14h & 18h en métropole,
les horaires étant décalés pour les académies lointaines.

Signalons 'intérét porté aux olympiades 2009 par plusieurs lycées frangais
de ’étranger (Belgique, Allemagne, Liban) qui ont souhaité participer, en
lien avec des académies volontaires.
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SUJETS

L’épreuve, d’une durée de quatre heures, propose aux éléves quatre exercices :
deux sélectionnés par le groupe national parmi les propositions des académies,
et deux choisis par chaque cellule académique. Ce sont ainsi plus de 60
exercices, qui ont été élaborés avec le souci de privilégier le raisonnement,
le sens de l’initiative, le gott de la recherche et le plaisir de trouver.
La recommandation du rapport 2005, demandant que les sources d’inspiration
des concepteurs soient citées et les énoncés modifiés, a été de nouveau entendue
et scrupuleusement respectée. Que les cellules académiques soient ici vivement
remerciées de la grande qualité de leur travail. Pour la session 2009, comme
lors des deux précédentes, de nombreuses académies ont décidé de proposer
des exercices différents selon la série des éléves. Cette formule semble donner
satisfaction & un nombre croissant d’académies.

Les deux exercices nationaux ont été appréciés par les cellules académiques et
par les candidats. Les énoncés ont en effet permis & une trés large majorité
d’entre eux de ne pas avoir le sentiment de « sécher », mais au contraire

de parvenir, souvent & partir de méthodes personnelles, a avancer dans les
questions proposées.

Le probléme des « triangles magiques » a permis & de nombreux candidats de
s’engager dans une résolution, les premiéres questions ayant été traitées par un
grand nombre d’entre eux. Pour autant, ce probléme a permis de distinguer les
meilleures copies, cet exercice faisant une part importante a la mise en place
de raisonnements astucieux et « élégants " », tout particuliérement & la fin de
sa résolution.

Le second exercice, & support géométrique, a également suscité l'intérét de
nombreux éléves.

CONCLUSION

On ne peut, a nouveau, que se réjouir du succes confirmé de ces olympiades de
mathématiques, et de ses répercussions :

e d’abord sur les éléves : bien que difficile & évaluer, le fait d’avoir eu plaisir
a faire des mathématiques et a chercher est sans doute un élément influant
lorsqu’un jeune opére des choix pour son avenir ;

e ensuite sur les professeurs, par la dynamique ainsi lancée dans les aca-
démies : le travail, mené dans chacune d’elles, de productions d’exercices
originaux adaptés a une telle épreuve ne peut qu’avoir des retombées
positives et enrichissantes ;

e enfin au plan national, avec la publication d’annales qui, cette année,
seront mises en ligne sur le site pédagogique du ministére . Cette publi-
cation numérique permettra de diffuser les nombreuses idées originales
émanant des académies dont une grande partie est largement exploitable
dans les classes.
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Nous tenons a remercier trés chaleureusement tous ceux qui contribuent a la
réussite de cette compétition, en particulier les membres des équipes acadé-
miques et du groupe national, les TA-IPR, les services rectoraux et ceux du
ministére. Doivent également étre remerciés les différents parrains de la re-
mise des prix nationale, qui contribuent aux cadeaux offerts aux lauréats : le
ministre de ’Education nationale, le Crédit Mutuel Enseignant, Texas Instru-
ments, 'Institut National de Recherche en Informatique et Automatique ainsi
que les associations ANIMATH, APMERP et les éditeurs Dunod, Belin, Vuibert
et Le Pommier.

Nous souhaitons que les olympiades mathématiques 2010, pour leur X®™¢ édi-
tion, voient une participation encore accrue, et une confirmation de la grande
qualité des productions des éléves. Longue vie aux olympiades académiques!

Juin 2009

Le vice-président du jury,
Jean-Paul Beltramone

Le président du jury,
Erick Roser

Liste des membres du jury national

Erick Roser, I.G.E.N. - groupe des mathématiques - Président des Olympiades
Jean-Paul Beltramone, I.A.-I.P.R de mathématiques - Vice-président des Olym-
piades

Rémy Jost, I.G.E.N. - groupe des mathématiques

Evelyne Roudneff, I.A.-I.P.R de mathématiques dans l’académie de Versailles
Josette Roux, Professeur de mathématiques dans I’académie de Créteil
Patrick Genaux, Professeur de mathématiques dans l’académie de Strasbourg
Patrice Giton, Professeur de mathématiques dans ’académie de Créteil

René Ligier, Professeur de mathématiques & Besangon

Participation nationale

6 243 participants.

Séries Filles présentes | Garcons présents
E.S. 135 163
L 43 15
S 1 888 3 757
S.T.L 21 153
S.T.G 10 17
Autres séries 25 16
Total 2122 4121
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Palmarés national

Série L
Premier prix
Matthieu Choquet, académie de Poitiers - Lycée Camille Guérin - Poitiers (86)

Série E.S.

Premier prix

Mikhael Colas, académie de Paris - Lycée Henri IV - Paris (75)

Deuxiéme prix

Juliette Chevalier, académie de Versailles - Lycée Franco-allemand - Buc (78)
Troisiéme prix

Guilhem Dardier, académie de Toulouse - Lycée Bellevue - Albi (81)

Série S.T.I.

Premier prix

Quentin Aubertot, académie de Toulouse - Lycée Rascol - Albi (81)
Deuxiémes prix

Julie Gouny, académie de d’Aix-Marseille - Lycée Marie Curie - Marseille (13)
Joris Peyroche, académie de Lyon - Lycée Benoit Fourneyron -

Saint-Etienne (42)

Série S

Premier prix

Thomas Budzinski, académie de Nancy-Metz - Lycée Henri Poincaré -

Nancy (54)

Deuxiémes prix

Aurélien Emmanuel, académie de Poitiers - Lycée Josué Valin -

La Rochelle (17)

Antoine Song, académie de Paris - Lycée Henri IV - Paris (75)

Troisiémes prix

Reémi Bricout, académie de Lille - Lycée Saint Pierre - Lille (59)

Héléne Jacques, académie d’Aix-Marseille - Lycée Vauvenargues -
Aix-en-Provence (13)

Corentin Tallec, académie de Besangon - Lycée Cuvier - Montbéliard (25)
Premiers accessits

Yu Jin, académie de Créteil - Lycée Frangois Couperin - Fontainebleau (77)
Hadrien Godard, académie de Bordeaux - Lycée Ste Marie Grand Lebrun -
Bordeaux (33)

Olivier Debaillon Vesque, académie de Nice, Lycée international de Valbonne
- Valbonne (06)

Alix Deleporte-Dumont, académie de Lille, Lycée Gambetta - Arras (62)
Matthew Fitch, académie de Grenoble, Lycée International Europole,
Grenoble (38)

Deuxiémes accessits

Frédéric Valet, académie de Rouen - Lycée Guillaume le Conquérant -
Lillebonne (76)
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Soléne Moulin, académie de Lyon - Lycée Saint-Just - Lyon (69)

Thomas Lehericy, académie de Versailles - Lycée Franco-allemand - Buc (78)
Grégoire Paille, académie de Versailles - Lycée Ste Marie - Antony (92)
Corentin Guerinot, académie de Strasbourg - Lycée Jean-Jacques Henner -
Altkirch (68)

Olympiades de Mathématiques 2010

Calendrier 2009-2010

Envoi des propositions académiques au ministére : Avant le 12 octobre 2009
Réunion du jury pour le choix des énoncés nationaux : Vendredi 6 novembre
2009

Envoi aux cellules académiques des deux énoncés nationaux : Fin novembre
2009

Cloture des inscriptions : Lundi ler février 2010

Date de I’épreuve : Mercredi 10 mars 2010

Envoi des copies au MEN avec les énoncés, corrigés, statistiques, rapports,
palmarés académiques : Avant le 23 avril 2010

Envoi aux responsables académiques de la liste alphabétique des primés (aprés
vérification) : Mi-mai 2010

Palmarés et distribution nationale des prix : Paris juin 2010
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QUELQUES
COMMENTAIRES SUR LES
SUJETS

Paul-Louis HENNEQUIN

Comme les années précédentes j'utilise une grille synthétique pour permettre
de comparer d’un seul coup d’LJil les sujets, d’estimer leur difficulté et d’évaluer
leur diversité.Un des avantages de 1’édition électronique est de ne pas limter la
taille de cette grille.

Chaque ligne de la grille correspond & un sujet ; toutes les académies sont re-
présentées sauf Guadeloupe, Guyane et Martinique.

Les onze premiéres colonnes de la grille donnent le ou les domaines impliqués
dans un exercice ; cette année la géométrie plane (Constructions type sangaku,
distances et aires) passe en téte avec 32 sujets suivie de l'arithmétique (équa-
tions et inéquations dans N, calculs sur les fractions) (28 ) et des dénombre-
ments (carrés magiques, marches sur une grille) (19). Les équations et fonctions
(linéaires et affines) (11), les inégalités (9) et la géométrie dans l'espace (vo-
lumes et aires) (8) sont bien représentée; par contre les suites (6)), la logique
(5), la numération (4), les statistiques et pourcentages (2) et le calcul des pro-
babilités (0) restent trop rares.

La derniére ligne donne le nombre total d’exercices dans chaque domaine.
Depuis plusiurs années, le jury national insiste pour que ces olympiades soient
ouvertes aux candidats de toutes les sections. Ceci a conduit une grande partie
des cellules académiques a proposer trois ou quatre sujets et il n’y a plus que
cinq d’entre elles oil ce n’est pas encore le cas : sans doute classent-elles & part
les candidats qui ne sont pas en premiére S.

La douziéme colonne donne le nombre de questions posées dans chaque exer-
cice : ce nombre varie de 1 (question ouverte sans aucune indication de dé-
marche & suivre) & 28 (escalade échelon par échelon, les barreaux étant au
départ rapprochés et s’espacant au fur et & mesure...) avec [4,5] comme in-
tervalle médian : manifestement certaines cellules privilégient la recherche et
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d’autres la démarche guidée encourageant tous les éléves a obtenir quelques
résultats significatifs, mais la grande majorité reste dans I'intervalle [3,6].
La treiziéme colonne donne pour chaque exercice la longueur de la solution
fournie dans ces annales, exprimée en demi-pages imprimées, y compris les fi-
gures : elle varie de 1 & 10, les valeurs les plus fréquentes étant 1, 2 et 3.
Dans son rapport le Président du jury souhaite que les concepteurs de sujets
citent leurs sources. Rares malheureusement sont celles qui figurent dans les do-
cuments que nous avons collectés alors que quelques références bibliographiques
permettraient aux éléves d’en apprendre davantage et de se poser de nouvelles
questions tandis que d’autres sont liées au développement contemporain de
notre discipline. Signalons trois exercices « venus d’ailleurs » ou s’appuyant sur
des sources historiques précises : Grenoble 1, Reims 2 et Rennes 2.
Le lecteur curieux, aprés avoir résolu complétement un exercice se demandera
combien de candidats ont explicité une solution aboutie ou pour le moins obte-
nus des résultats significatifs ; ne pourrait-on obtenir des cellules académiques
qu’elles fournissent comme le jury national un rapport détaillé ? Il faut, au nom
de tous les professeurs qui encouragent leurs éléves a participer et se soucient
de leurs performances et de leurs défaillances remercier les académies qui ren-
voient & tous les candidats une fiche d’évaluation sommaire qui leur permet de
se situer par rapport aux autres.
Pour conclure, je souhaite que le succés de ces Olympiades se poursuive et s’am-
plifie en augmentant encore le nombre des candidates et des éléves de toutes
les sections.

TABLEAU SYNTHETIQUE
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National 1 X 10 2 Toutes
National 2 X 5 1 Toutes
Aix-Marseille 1 X | X X |1 2 | Toutes
Aix-Marseille 2 X 2 1 S
Aix-Marseille 3 X X 6 2 Non S
Amiens 1 X X 5 4 | S
Amiens 2 X 2 2 |S
Amiens 3 X 4 1 | STI,STL
Amiens 4 X 1 1 | STLSTL
Besancgon 1 X 1 1 | Toutes
Besangon 2 X 3 2 | Toutes
Bordeaux 1 X 2 1 S
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Bordeaux 2 X | X 6 1 | Autres que S
Bordeaux 3 X 6 1 | Toutes
Caen 1 X 4 2 | Toutes
Caen 2 X 4 3 1S
Caen 3 ‘X 1 2 | Autres que S
Clermont 1 X 6 2 | Toutes
Clermont 2 X 3 2 1S
Clermont 2b X 2 1 | Autres que S
Corse 1 X 4 3 | Toutes
Corse 2 X 8 3 | Toutes
Créteil 1 X X 4 1 1S
Créteil 2 X 5 1 | ES,L, T
Créteil 3 X 2 2 | Toutes
Dijon 1 X 7 1 | Toutes
Dijon 2 X 4 1 | Toutes
Grenoble 1 X | X 7 2 | S,STI
Grenoble 2 X 6 1 | ES,L,T
Grenoble 3 X 5 1 | Toutes
Lille 1 X 8 1 |S
Lille 2 X 3 1 1S
Lille 3 X 1 1 | ES,L, T
Lille 4 X X 4] 1 |ES LT
Limoges 1 [X] 28 | 4 | Toutes
Limoges 2 X X | X 131718
Limoges 3 X 5 1 | Autres que S
Lyon 1 X X 5 2 | Toutes
Lyon 2 X 3 2 |S
Lyon 3 X 8 2 | Autres que S
Montpellier 1 X 2 |12 ]S
Montpellier 2 X | X 4 2 |S
Montpellier 3 X X 4 2 | Autres que S
Montpellier 4 X 5 1 | Autres que S
Nancy-Metz 1 X X 3 4 | Toutes
Nancy-Metz 2 X X 8 1 | S, STI
Nancy-Metz 3 X X 1 1 | Autres que S, STI
Nantes 1 X X | X 10 2 |S
Nantes 2 X | X 8 1 ]S
Nantes 3 X X 9 4 | Autres que S
Nantes 4 X 11 | 3 | Autres que S
Nice 1 X 7 1 1S
Nice 2 X | X 6 | 10 | S
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Nice 3 X X 5 1 ES,L
Nice 4 X | X 8 6 | ES, L
Orléans-Tours 1 | X 6 2 | Toutes
Orléans-Tours 2 X X 4 3 | Toutes
Paris 1 X X 6 1 | Toutes
Paris 2 X X 1 1 | Toutes
Poitiers 1 X 11 | 4 | Toutes
Poitiers 2 X 2 1 ]S
Poitiers 3 X X X 4 1 | Autres que S
Reims 1 X 2 1 | Toutes
Reims 2 X 4 2 | Autres que S
Reims 3 4 1 | S,STI
Rennes 1 X 2 1 | S,STI
Rennes 2 X 8 6 | S,STI
Rennes 3 X X1 6 3 | Ni S, ni STI
Rennes 4 X | X 1 1 Ni S, ni STI
Réunion 1 X X 5 3 | Toutes
Réunion 2 X 4 2 | S
Réunion 3 X 2 2 | Autres que S
Rouen 1 X X 5 3 | S,STI
Rouen 2 X 12 | 3 | S,STI
Rouen 3 X 2 1 Ni S, ni STI
Rouen 4 X 3 1 | niS, niSTI
Strasbourg 1 X X 2 1 ]S
Strasbourg 2 X 6 2 | S
Strasbourg 3 X 2 1 | Autres que S
Strasbourg 4 X 6 2 | Autres que S
Toulouse 1 X X 5 1 | Autres que S
Toulouse 2 X 6 1 | Autres que S
Toulouse 3 X 9 2 | S
Toulouse 4 X 4 1 ]S
Versailles 1 X X 6 3 1S
Versailles 2 X X 6 3|8
Versailles 3 X 2 1 | Autres que S
Versailles 4 X X 2 1 | Autres que S
Nombre 28 | 4119 5 9 | 6 |11 |32 8 2
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SUJETS NATIONAUX

Exercice n° 1

Enoncé

Partie A : Questions préliminaires
On considére trois entiers deux & deux distincts et compris entre 1 et 9.

1. Quelle est la plus petite valeur possible pour leur somme ?

2. Quelle la plus grande valeur possible pour leur somme ?

Partie B : Les triangles magiques
On place tous les nombres entiers de 1 4 9 dans les neuf cases situées sur le
pourtour d’un triangle, comme indiqué sur la figure ci-dessous.

ny

Si les sommes des quatre nombres situés sur chacun des trois c6tés du
triangle ont la méme valeur S, on dit que le triangle est S-magique.
(Cest adire si:ny+ns+ns+ng =ns+ns+ng+nr =nr;+ng+ng+n; =.59)
On se propose de déterminer toutes les valeurs possibles de S.

1. Compléter le triangle suivant de sorte qu’il soit 20-magique, c’est-a-dire
S-magique de somme S = 20.
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5 ns e 8

2. On considére un triangle S-magique et on appelle 7" la somme des nombres
placés sur les trois sommets.

(a) Prouver qu'on a 45 + T = 3S.
(b) En déduire qu'on a 17 < S < 23
(c¢) Donner la liste des couples (S, T) ainsi envisageables.

Proposer un triangle 17-magique.

-

Prouver qu’il n’existe pas de triangle 18-magique.

(a) Montrer que dans un triangle 19-magique, 7 est nécessairement situé
sur un sommet du triangle.

ot

(b) Proposer un triangle 19-magique.

6. Prouver que, s’il existe un triangle S-magique, alors il existe aussi un
triangle (40 — S)-magique.

7. Pour quelles valeurs de S existe-t-il au moins un triangle S-magique ?

Eléments de solution

Partie A
1. Plus petite valeur : 6 (=14 2+ 3)
2. Plus grande valeur : 14 (=74 8+9).

Partie B
1. Triangle 20-magique :

2. a)3S=ni+na+ng+ng+ns+ns+ng+ny+ny+ng+ng+ng
=14+2+34+4+54+6+74+8+9+T
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6 + 45 <5< 24—|—45.
3 3
c¢) Liste des couples (S, T) envisageables.

(17, 6), (18, 9). (19, 12),(20, 15), (21, 18), (22, 21), (23, 24)
3. Triangle 17-magique :

b)

4. Supposons qu’un tel triangle existe, alors T'=mny +ng +n7y = 9.
Aucun des trois nombres ny, ng, n7 n’est 9. 9 serait donc un des six autres
nombres. On peut supposer par exemple que no = 9. On aurait alors :
S=n1+ns+n3+ng =18 dott ny +n3+nqg4 =9.
Or, T=ny+n4+n7=09.
Par suite, ng = n7, ce qui est exclu.
Il n’existe donc pas de triangle magique tel que S = 18.
(On peut aussi envisager toutes les possibilités).

5. a) Supposons qu'un tel triangle existe, alors T' = n; + ny + ny = 12.
Supposons que 7 ne soit pas sur I'un des sommets et considérons le
coté du triangle sur lequel se situe le nombre 7. On peut supposer
par exemple que no = 7. On aurait alors S = ny +no+ng+ng = 19,
d’ott nq 4+ ng +nyg = 12.

Or, T=nq1+ng +n7=12.
Par suite, ng = n7, ce qui est exclu.
7 est donc nécessairement situé sur I'un des sommets du triangle.

b) Triangle 19-magique

6. 11 suffit de remplacer chaque n par 10 — n; les sommes sont alors
remplacées par 40 — S et les 10 — n sont deux a deux distincts et compris
entre 1 et 9.

7. Les valeurs de S pour lesquelles on peut trouver un triangle S—magique
sont : 17, 19, 20 (trouvées dans les questions précédentes) et 23, 21
(d’apres la question précédente).

18 n’est pas S—magique. Donc 22 ne ’est pas non plus.
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Exercice n° 2

Enoncé

On plie une feuille de papier rectangulaire le long d’une de ses diagonales; on
coupe les parties qui ne se recouvrent pas puis on déplie la feuille.

On admet qu’ainsi on obtient toujours un losange (cette propriété sera
démontrée dans la derniére question de l’exercice).

L’unité de longueur choisie est le centimétre.

1.

ot

Construire le losange obtenu a partir d’une feuille rectangulaire de
longueur L = 16 et de largeur ¢ = 8.

On pourra noter ¢ la longueur du cété du losange.

Les questions suivantes sont indépendantes.

Dans cette question, la feuille rectangulaire de départ a pour longueur 16
et pour largeur 8. Calculer la longueur du c6té du losange.

On veut maintenant obtenir un losange de coté 7,5 a partir d’une feuille
dont les dimensions (longueur et largeur) sont des nombres entiers.
Quelles sont les dimensions possibles pour la feuille de départ ?

A partir d’une feuille de longueur L, on a obtenu un losange dont 1’aire
est égale a 75 % de celle de la feuille de départ. Exprimer, en fonction de
L, la largeur ¢ de la feuille de départ.

Démontrer le résultat admis initialement, & savoir que la manipulation
décrite en début d’énoncé conduit toujours a un losange.

Eléments de solution

1.

Construction du losange & partir d’une feuille rectangulaire L = 16 ¢cm, £ =
8 cm.

B C
E' F
J
L
C B'
E
A D

Sachant que AE’CE est un losange, on a (16 — ¢)? + 82 = ¢? soit ¢ = 10.
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3.

ot

On a nécessairement :

(L —7,5)2 4% =17,5% avec L > 8, soit £ = L(15 — L).

D’ou les seules réponses entiéres : L = 12 et £ = 6. Et ces deux dimensions
conduisent & un losange de coté 7,5 cm.

Sachant que AE’CE est un losange, on a ED = E’B donc les triangles
BCE’ et AED sont isométriques. La somme de leurs aires est égale a 25 %
de 'aire du rectangle.

D’ou légalité : (L — ¢)¢ = 0,25L¢ d’on ¢ =0, 75L.

. Le pliage correspond & une symétrie axiale d’axe (AC).

Notons B’ I'image de B et E l'intersection de (AB’) et (CD) (qui sont
sécantes) et E’ le symétrique de E (E’ est sur (AB) car CBE’ est un
triangle rectangle image de CB’E).

La symétrie assure les égalités de longueurs CE’ = CFE et AE = AE'.
On conclut avec le parallélisme de (CE) et (AE’).
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AIX-MARSEILLE

Exercice n°® 1 (série s)

Enoncé

L’épreuve de mathématiques

Une épreuve de mathématiques comporte quatre questions.

Pour chaque question, on obtient 0 point si la réponse est fausse ou 5 si la
réponse est bonne.

Une des questions consiste & trouver laire totale des six faces d’un cube dont
le coté s’exprime par un nombre entier de métres.

Une autre question est la suivante :

« Le prix d’une chemise, vendue avant les soldes a 20€, baisse de 20%. Quel
est son nouveaux prix ? »

Les réponses des éléves, sans unité, sont données par le tableau suivant :

Réponse a la | Réponse a la | Réponse a la | Réponse a la
premiére deuxiéme troisiéme quatrieme
question question question question

Alex 16 18 16 10
Carina 12 24 12 14
Jérome 12 24 16 18
Lucile 8 18 14 10
Myriam 16 26 16 14
Nicole 8 24 18 18
Saida 8 20 16 10
Yves 16 24 18 10

Les notes 0 et 20 ont toutes les deux été attribuées.

Quelles sont les notes de chacun des éléves 7
Justifier les réponses données.

Eléments de solution

En ce qui concerne la surface totale des six faces du cube, les réponses possibles
sont :{6 x 12 ; 6 x22; 6x3%2; ...}

Parmi les réponses proposées, seul 24 convient puisque nous savons qu’un éléve
a eu 20.
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La réponse a la question est 24.

La réponse a la question « Le prix d’une chemise vendue avant les soldes a 20€,
20

100

baisse de 20%. Quel est son nouveau prix? » est 20 x (1 — > = 16.

Supposons que 16 soit la bonne réponse a la premiére question.

Réponse a la | Réponse & la | Réponse a la | Réponse a la
premiére deuxiéme troisiéme quatrieme
question question question question

Alex 16 18 16 10
Carina 12 24 12 14
Jérome 12 24 16 18
Lucile 8 18 14 10
Myriam 16 26 16 14
Nicole 8 24 18 18
Saida 8 20 16 10
Yves 16 24 18 10

Dans ce cas, comme nous le voyons dans le tableau ci-dessus, seul Yves aurait
20, et en considérant les bonnes réponses d’Yves, personne n’aurait 0. Ce cas

est exclu.

16 est donc la réponse a la troisiéme question.

Réponse a la | Réponse & la | Réponse a la | Réponse a la
premiére deuxiéme troisiéme quatriéme
question question question question

Alex 16 18 16 10
Carina 12 24 12 14
Jérome 12 24 16 18
Lucile 8 18 14 10
Myriam 16 26 16 14
Nicole 8 24 18 18
Saida 8 20 16 10
Yves 16 24 18 10

Jérome est le seul & pouvoir avoir 20. En considérant les bonnes réponses de
Jérome, les autres notes en découlent : Lucile a eu 10, Ales, Myriam, Saida et
Yves ont eu 5, Carina et Nicole ont eu 10.
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Exercice n® 2 (serie s)

Enoncé

Pour les besoins de son nouveau spectacle, le célébre chanteur Johny Rockstar
souhaite créer une scéne de spectacle moderne.
Cette scéne est représentée vue de dessus par le schéma suivant :

Le demi-cercle C; de centre O passant par le point A et le demi-cercle Cy de
diameétre [AB] sont tangents en A.

La droite (OD) est axe de symétrie de la figure et le point D appartient a C.
Le demi-cercle C3 est le symétrique de Cy par rapport a (OD).

Le point E est le point d’intersection du segment [OD] et de Cs.

Des contraintes de construction imposent que OA = 10 m et DE = 6 m.

1 - Calculer le rayon de Cs.

2 - (4 est le cercle de centre I passant par le point D
Cjy est tangent & C7 en D, tangent & Cs en J, et tangent a C3 en K.
Calculer le rayon de Cy.

Propriété admise :
Si deux cercles de centre €2 et 2’ sont tangents en un point M, alors 2, Q’ et
M sont alignés.

Eléments de solution

1. E € [OD], donc OFE =0OD — ED =10 —6 = 4.

Dans le triangle AOE rectangle en O, d’aprés le théoréme de Pythagore :
AE? = AO* + OFE?
AE? =102 4 4% = 116. On en déduit : AE = /116
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Le point E appartient a Co, donc le triangle ABE est rectangle en E.

Les triangles AOE et ABE sont deux triangles rectangles qui ont un angle aigu
en commun. Ils sont semblables.

R AO AFE . AE?
Dés lors 15~ AB" Il vient AB = 10

Le rayon de C; a donc pour mesure 5,8 m.

2. Soit € le centre du cercle Cy et r le rayon de C3. 2 = 5,8 +r.

D’autre part, I € [OD], donc OI = OD — ID = 10 — r, et Q € [AQ], donc
QO = AO — AQ =10—-5,8 =4,2.

=11,6.

Dans le triangle QOI rectangle en O, d’aprés le théoréme de Pythagore :
Q1?2 = Q0% + O, (5,8 + 1) =4,22 + (10 — r)2.
210

En développant, il vient : 31,6 » = 84, c’est-a-dire r = ~9 m

Exercice n°® 3 (séries L-ES-STI )

Enoncé

1. Question préliminaire :

A Paide de la calculatrice, déterminer tous les entiers naturels a et b avec
a < b tels que : a? + b% = 225.

2. On cherche tous les triangles ABC rectangles en A, tels que AB = 8 et
tels que BC et AC s’expriment & I'aide de nombres entiers.

(a) Calculer BC? — AC?,

(b) Donner toutes les décompositions possibles de 64 sous la forme d 7un
produit de deux entiers naturels.

(¢) y et z étant deux nombres entiers naturels, résoudre le systéme
suivant :

z+y = 16
z—y = 4

En déduire un couple de valeurs possibles pour AC et BC.

(d) Peut-on trouver d’autres couples de valeurs pour AC et BC?

3. On considére la figure suivante :



Olympiades académiques - 2009 31

C

Déterminer les longueurs AC, BC, AD et CD sachant que ces longueurs
s’expriment & ’aide de nombres entiers.

Eléments de solution

1. Question préliminaire
A Taide de la calculatrice, a = 9 et b = 12 sont les seuls entiers naturels avec
a < b tels que a? + b? = 225.

2.a) Dans le triangle ABC rectangle en A, d’aprés le théoréme de Pythagore :
AB? + AC? = BC?. D’out BC? — AC? = AB? = 8% = 64.

b) 64 =1 x 64
64 =2 x 32
64 =4 x 16
64 =8 x 8.

c) Le couple (y =6 ; z = 10) est solution du systéme.

Dés lors, 64 = 16 x 4 = (2 +y)(z —y) = 22 — y?> = BC? — AC?.
Le couple (AC =6 ; BC = 10) répond donc a la question.

y et z ont joué le role de AC et BC.

Seules les valeurs entiéres positives de y et z nous intéressent.

Considérons les autres décompositions de 64 et étudions les systémes associés
compte tenu que z +y =2 2z — vy :

z+y = 64 [ z2+y = 32 [ z+y = 8

z—y =1 | z—y = 2 7| z—y = 8
Seul le deuxiéme systéme permet d’obtenir des valeurs entiéres strictement
positives. Le couple (AC = 15 ; BC = 17) répond donc a la question.

Remarque : on a déterminé tous les couples (AC' ; BC') répondant a la question.

3. D’aprés ce qui précéde, soit AC = 6 soit AC' = 15.
Or il n’existe pas d’entiers naturels avec a < b tels que : a? + b = 36.
Le cas AC = 6 est donc exclu.

D’autre part, d’aprés la question préliminaire, 92 4+ 122 = 152, 9 et 12 étant les

seuls entiers qui vérifient a? + b% = 225.
On en déduit : AC =15, BC =17, AD =9 et DC = 12.
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AMIENS

Exercice n°® 1 (serie s)

Enoncé

Les oiseaux

Initialement, n oiseaux se trouvent chacun au sommet d’un poteau, ces n
sommets formant un polygone régulier & n cotés. Lorsqu’ils sont apeurés, ces
oiseaux s’envolent. Puis aprés quelques temps, ils reviennent se poser sur les n
poteaux, mais pas nécessairement & leurs positions initiales.

Deux oiseaux ne peuvent pas se poser sur le méme poteau.

On dit que n oiseaux forment un groupe de « bons géométres » loorsque,
quelles que soient les positions avant et aprés ’envol, on peut trouver trois
oiseaux (parmi les n) qui forment, avant et aprés l’envol, deux triangles

e soit tous deux rectangles;
e soit tous deux acutangles (triangle dont les trois angles sont aigus).

Par exemple, pour n = 3, on peut schématiser le probléme de la fagon suivante.
Appelons A D'oiseau posé en A avant l’envol. Sa position une fois reposé sera
notée A’.

Avant I’envol, les oiseaux A, B, C | Aprés lenvol, les oiseaux
forment un triangle acutangle. peuvent se reposer selon plusiers
A combinaisons, par exemple :
B’
C B
A c
Dans tous les cas, le triangle
A’B’C’ est un triangle acutangle.

Ainsi 3 oiseaux forment un groupe de « bons géométres ».

On rappelle que tous les polygones sont inscrits dans un cercle.
1- Vérifier que 4 oiseaux forment un groupe de « bons géomeétres ».
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2- Pour n = 5, donner une position initiale et une position d’arrivée qui
justifient que 5 oiseaux ne forment pas un groupe de « bons géomeétres ».

3- Pour n = 6, les sommets des poteaux forment un hexagone régulier.
Montrer qu’il existe toujours 3 oiseaux qui, avant et aprés 1’envol, forment
un triangle rectangle.
Que peut-on conclure quant au fait que 6 oiseaux forment ou non un groupe
de « bons géomeétres » 7

4- Montrer que si n est pair, n oiseaux forment nécessairement un groupe de
« bons géométres ».

Eléments de solution

1) 4 oiseaux forment un carré avant envol. ABC est un triangle 4 B
rectangle.

Quelles que soient les positions des oiseaux aprés ’envol, le tri-
angle A’B’C’ sera rectangle.

4 oiseaux forment donc un groupe de « bon géométres ». C D
2) On consideére le cercle circonscrit au pentagone régulier. 4

On remarque qu’il est impossible que 3 oiseaux forment un

triangle rectangle car aucun des points A, B, C, D ou E n’est E B

diamétralement opposé & un autre de ces points.

Deux oiseaux parmi trois sont nécessairement sur deux po-
teaux voisins.

Les seuls triangles acutangles en position initiale sont ABD, BCE, CDA, DEB,
EAC.

D C

Les oiseaux A, B, C, D, E s’envolent. ..

S’ils se posent dans la position ci-contre, on observe que
A'B'D’, BCE, CD’A’, D’E’B’ et E’A’C’ sont tous des tri-
angles avec un angle obtus.

Un groupe de 5 oiseaux ne peut donc pas former un groupe
de « bons géomeétres ».

3) Les 6 oiseaux forment un hexagone régulier.

Considérons les oiseaux A et B diamétralement opposés sur
le cercle circonscrit de I’hexagone.

Quel que soit le troisiéme oiseau, noté M, le triangle ABM
est rectangle.

Notons A’, B’ et M’ les positions respectives des oiseaux A, B et M aprés leur
envol.
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Soit A’ et B’ sont diamétralement
opposés.

Alors, quelle que soit la position M’,
les triangles ABM et A’B'M’ sont
tous deux rectangles respectivement
en M et M’
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Soit A’ et B’ ne sont pas diamétra-
lement opposés.

Notons C’ le point diamétralement
opposé 4 A’. L’oiseau qui se repose
en C’ vient d’un point C (4 positions
conviennent). Le triangle ABC est

rectangle en C et le triangme A’B’C’

est rectangle en B’.
B' C

B'

S
Dans les deux cas, on peut toujours trouver trois oiseaux qui forment, avant et
aprés Ienvol, un triangle rectangle. On en déduit donc que 6 oiseaux forment
un groupe de « bons géométres ».

4) n est pair donc chaque sommet du polygone admet un sommet diamétrale-
ment opposé sur le cercle circonscrit.

Considérons deux oiseaux A et B diamétralement opposés sur ce cercle.

Quel que soit le troisiéme oiseau, noté M, le triangle ABM est rectangle. Notons
A’, B’ et M’ les positions respectives des oiseaux A, B et M aprés leur envol.

e Soit A’ et B’ sont diamétralement opposés.
Alors, quelle que soit la position M’, les triangles ABM et A’'B’M’ sont
tous les deux rectangles respectivement en M et M’.

e Soit A’ et B’ ne sont pas diamétralement opposés.
Notons C’ le point diamétralement opposé a A’. L’oiseau qui se reposene
C’ volent d’un point C (n — 2 positions conviennent). Le triangle ABC
est rectangle en C et le triangle A’B’C’ est rectangle en B’.

Conclusion : si n est pair, n oiseaux forment nécessairement un groupe de « bons
géometres ».

Exercice n® 2 (serie s)

Enoncé
Partage

L’intérieur d’'un quadrilatére ABCD est partagé en quatre triangles par ses dia-

gonales.

Les centres des cercles circonscrits a ces quatre triangles forment un quadrila-

tére STUV.

1. Montrer que STUV est toujours un parallélogramme.

2. Quelles propriétés doit avoir le quadrilatére ABCD pour que STUV soit un
carré.
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Eléments de solution

1) On raisonne sur la figure suivante : U

S et T se trouvent sur la médiatrice D
de [OB], donc (ST) est perpendicu- A

laire & (OB). Q C
De méme, (UV) est perpendiculaire '
a (OD).

Et puisque D, O et B sont alignés,

on obtient que (ST) est parallele & o

(UV). £ ¥
De méme, (TU) est paralléle a (VS).
Le quadrilatére STUV est donc un

parallélogramme.

2) Ensuite, grace a la somme des angles D U C

dans le quadrilatéere OETF, il vient que les v v
angles FOF et ETF sont supplémentaires ’

(car OET = OFT = 90°.

Or W et 60\D sont aussi supplémen- Vv T
taires. Donc ETF = COD.

Pour que STUV soit un carré, il faut déja

avoir ETF = 90°. Donc COD = 90° : le A A
quadrilatére ABCD doit avoir ses diagonales A S
perpendiculaires.

On obtient ’exemple ci-contre.

STUV est un rectangle mais pas encore un carré !

Les quatre triangles OAB, OBC, OCD et ODA sont rectangles en O. Et les
cercles circonscrits sont centrés sur les milieux des cotés [AB], [BC], [CD] et
[DA].

Donc par application des propriétés de la droite des milieux, on obtient
ST = % et TU = ?

Pour que STUV soit un carré, il faut alors ajouter la contrainte ST = TU, ce
qui donne AC' = BD.
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Pour que STUV soit un carré, la quadrilatére ABCD doit donc avoir ses
diagonales perpendiculaires et de méme longueur. Par exemple :

Exercice n°® 3 (séries sTI/STL)

Enoncé

Fonction
Soit la fonction f définie sur [1; +oo| par

f(x):\/x—4\/x—1+3+ x—6ve—1+8.

1. A l'aide de votre calculatrice, étudier le comportement de f sur 'intervalle
I, =[5 ; 10]. Quelle conjecture vous suggére cette méthode ?

2. Démontrer cette conjecture (on pourra poser x = u? 41, avec u > 0).

3. Donner une expression simplifiée de f sur les intervalles I = [1 ; 5] et
Is =10 ; +ool.

Eléments de solution

1) D’apreés la calculatrice, il semblerait que la fonction f soit constante sur
[5; 10], égale a 1.

2) Posons z = u? + 1 avec u > 0 (donc Vu2 = u).

Ona f(z)= V2 +1—-4vVu2 + 3+ Vu2 +1-6vVu2 +8
=vVuZ —du+4+VuZ—6u+9
=/ (u—22+/(3—u)?

Ensuite © = u? + 1, donc u = vz — 1.

Puisque 5 <z <10, donc 2 <u < 3. Doncu—2>0et 3—u=0.

Alors f(z) = (v —2)+ (3 —u) =1.

3) Le changement de variable x = u? + 1 est valable pour tout = supérieur & 1.

Donc l'expression f(z) = 1/(u —2)2 + /(3 — u)? est toujours valable.
Alors,sil<z<5,onal0<u<2 Doncu—2<0et3—u>0.
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Cequidonne: f(z)=2—u)+B3—-u)=5—-2u=5—-2V/zx— 1.
Etsiax>10,alorsu > 3. Alorsu—2>0et 3—u <0.

Dou f(z)=(u—2)+ (u—3)=2u—-5=2yx —1-5.

Avec une calculatrice par A. Guillemot
Utilisation d’une calculatrice formelle (ici TI-Nspire)

1. Commencons par entrer la fonction f définie par :

flx)= \/x—4\/ac—1—|—3+ r—6vVr—1+48.
/{le:1fo4-\/;+3 +Jx76~ x—1+8

Terminé

Représentons cette fonction dans un repére approprié.

¥

0.5

Sur lintervalle [ ; 10], cette fonction semble étre constante et valoir 1.

2. Utilisons le changement de variable suggéré par 1’énoncé.
La calculatrice nous donne :

fx)x=u?+1 and u>0 lu—2|+u—3| g
© 5=x<10 équivaut a 2<u<3

[u—2|+u—3|2<u=3 1

© 1=x=5 équivaut a 0=u=2

[u—2[+{u—3]j0<u=2 52

© 10=x équivaut a 3<u

[u72|+1u73“3£u 2:-u—5 ™
7/99

Comme u = v/z — 1, nous avons les simplifications suivantes de f(x) :
Powr1 <z <5 f(z)=5-2vz—1

Pour 5 <2 <10 f(z)=1

Pour z > 10 f(z) =2z —-1-5.
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Exercice n® 4 (séries STI/STL)

Enoncé

Triangle
Dans la figure suivante, le triangle ABC est tel que les médianes (AI) et (BJ)
sont perpendiculaires.
Exprimer C' A2 + C'B? en fonction de AB?.
C I B

Eléments de solution
On a CA = 2JA et CB = 2IB. Et d’aprés le théoréme de la droite des

milieux, IJ = ATB

Alors CA? + CB?= 4(JA?% + IB?) = 4(JG? + GA? + IG? + GB?)
=4(JG? + IG?* + GA% + GB?)

2
=4(1J?+ AB?) =4 <(AQB> + AB?) =5AB2.
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BESANCON

Exercice n® 1 (serie s)

Enoncé
Promenade parmi les nombres

On part du nombre 5 et on s’autorise & utiliser deux opérateurs :

e L’opérateur (M) « multiplier par 2» : n+—— 2 xn

e L’opérateur (R) « retrancher 3 » : n— 3 x n.
Un entier naturel N est dit admissible s’il est possible, en partant de 5 et en
n’utilisant que les deux opérateurs ci-dessus, de parvenir en un certain nombre
d’étapes au nombre N.
Par exemple 25 est admissible par le chemin a cing étapes :

5 M 0B 7 M gy M g R

25

On considérera par convention que 5 est admissible (chemin avec 0 étape)
1. Quels sont les entiers naturels admissibles en au plus 3 étapes?
2. Montrer que 11, 13, 16 et 19 sont aussi admissibles.
3. Certains entiers naturels sont non admissibles : lesquels 7 Justifier.
4

. Montrer que 2 009 est admissible en présentant une méthode permettant
de trouver le chemin menant de 5 & 2 009 (une telle méthode est aussi
appelée algorithme).

Eléments de solution

1. Les six nombres admissibles en trois étapes sont :

le nombre 1: 5 —2 4 1

le nombre 8 : 5 — Moy Mg

le nombre 4 : 5 —2 10 % LN

le nombre 14 : 5 — 10 % M 14
le nombre 17: 5 —2 10 - 20 % 17
le nombre 40 : 5 —2— 10 —— 20 2L 40
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Le raisonnement précédent laisse apparaitre aussi les nombres admissibles en
0 étapes (5), une étape (2; 10) et deux étapes (4; 7; 20).

Les onze nombres admissibles en moins de 4 étaﬁes sont donc :

2. Les deux chemins suivants donnent la réponse :

5o M 4 M g M 46 g3

5 10 =& 14— 11

M R

7 19

3. Les nombres divisibles par trois ne sont pas accessibles car :
o 5 n’est pas divisible par 3;
o en multipliant par 2 un nombre non divisible par 3, on obtient un
nombre non divisible par 3;

o En retranchant 3 & un nombre non divisible par 3, on obtient un nombre
non divisible par 3.

Ainsi, partant d’un nombre non divisible par 3, on ne trouvera sur son chemin
(et donc au final) aucun nombre divisible par 3.
4. Un chemin menant de 5 & 2009 :
5o M g M g M 6
M, 956 —— 253 2 506 —-
1006 —2— 2012 —*— 2009.

M M M

32
503

64 128

Ce chemin a été trouvé par l'algorithme ci-dessous :
Algorithme de création de chemin :

On crée en fait le chemin inverse : en partant de N, on obtient un chemin
qui méne a 5 de la maniére suivante :
% Sin est divisible par 2, son prédécesseur (pére) est n/2.
L’opérateur est le réciproque de (M) : n LN n/2
% Sinon, son prédécesseur est n + 3.
L’opérateur est le réciproque de (R) : n 24 n+3.

Ainsi, pour 2009, on obtient successivement :

Complément 1 : justification de cet algorithme

Il est clair que le chemin inverse est bien constitué des seuls opérateurs autori-
sés (M) et (R).
n—+3

On montre que 'ancétre de degré 2 (le « grand pére ») de n est g, 5 ou g—l—

3; on montre alors que tant que n > 6, il est strictement inférieur a n.
Ainsi la suite des grands-péres successifs décroit strictement, elle ne peut étre
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infinie en restant supérieure a 6 et donc on atteint a un instant donné pour la
premiére fois une valeur strictement inférieure a 6.

On montre que la valeur précédente ne peut étre que 8 ou 10.

Si c’est 8, on finit le trajet par 8 D 4 P 90 2 .5

Si c’est 10, on finit le trajet par 10 2 .5
Ce qui montre que l'algorithme aboutit & 5 et donc le chemin inverse méne de
5a N.

Complément 2 : caractére minimal de cet algorithme

L’algorithme précédent est original car :

% Lorsque n est impair, on n’a pas d’autre choix que lui ajouter 3.

% Lorsque n = 2v, n est pair, au lieu de le diviser par 2, on pourrait lui
ajouter un certain nombre (g) de fois le nombre 3 puis seulement ensuite
le diviser par 2 ( ce qui doit nécessairement arriver pour décroitre). Mais
ceci impose que ¢ soit pair pour pouvoir diviser par 2; ainsi ¢ = 2.

20+3q  2v+6r

2 2

Mais dans l’algorithme choisi on peut arriver & ce méme nombre par une divi-
sion par 2 et r ajouts de 3. Ce que résume le diagramme ci-dessous :

On arrive ainsi au nombre =v+ 3r.

u=2 —2 - o
l2r fois (A) lr fois (A)

2v + 6r L, v+ 3r

En notant

¢y, le colit minimal pour aller de u & 5.
¢ le cotit minimal pour aller de u & 5 en commengant par 'opérateur (D)
k le cotit minimal pour aller de v & 5 en commengant par opérateur (A).

onaura:c< 1+r+cyps K14+2r+cypps, =k
etdonc c<14+r+cpps K1+2r+cyps =k
et [c=k] < [r=0].

On a bien établi 'algorithme minimal.

Complément 3 : nombre minimal d’étapes

En notant pour N non divisible par 3 :
e p=min ({k € N/2F > N et 3 divise 2F — N})
2P — N
3
e ¢ le nombre de chiffres en base 2 de b

e b=

e 1 le nombre de 1 dans I’écriture en base 2 de b.
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pour N € N*—{1, 4} avec N non divisible par 3, la longueur du trajet minimal
est

e ptu—4 sip—c=2

e p+u sip—c#2.

Exercice n° 2

Enoncé

Tableau des scores d’une poule de championnat

On s’intéresse aux tableaux de scores obtenus a lissue d’une poule d’un
championnat sportif.
Dans une telle poule, chaque équipe rencontre chacune des autres;

"I en cas de match nul on attribue 1 point & chaque équipe;

"4 sinon on attribue 3 points a ’équipe gagnante et 0 point a 1’équipe
perdante.

Par exemple, si une poule comporte 3 équipes nommeées A, B et C, on aura 3
matchs : A contre B, A contre C, B contre C. Si A perd ses deux matchs et que
B gagne contre C, A totalisera 0 point, B 6 points et C 3 points. Le tableau de
la poule sera dans ce cas le suivant :

1er B 6
2°¢ C 3
3¢ A 0

Seule nous intéresse ici la troisiéme colonne ; nous la coderons .
Attention, dans un tel code , on aura toujours x > y > z.

Autre exemple : si les trois matchs donnent un résultat nul, le code obtenu sera
2]

1. Dans cette question, la poule comporte 3 équipes. Combien de codes
possibles obtient-on ? (on connait déja 630 et 222) Dans toute la suite, la
poule comporte 4 équipes.

2. Sion sait qu’une équipe gagne tous ses matchs, combien de codes possibles
peut-on obtenir ?

3. Si on sait que le premier du groupe a totalisé 4 points, combien de codes
possibles peut-on obtenir ?

Eléments de solution
1. On obtient facilement 7 codes possibles : 630, 611, 440, 431, 421, 333 et 222.

2.a) En fait, le premier a 9 points. Le reste de la poule revient a effectuer
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une mini-poule entre les 3 autres. On utilise dons les résultats de la premiére
question et on obtient 7 codes possibles : 9630, 9611, 9440, 9431, 9421, 9333 et
9222.

b) Notons A le joueur classé premier avec 4 points, B, C et D les trois autres.

Il a nécessairement : une victoire (contre B par exemple)
un nul (avec C par exemple)
une défaire (contre D)

A ce stade, le scoreest : B: 0; C:1;D: 3.
Il reste les trois matchs B-C, B-D et C-D & considérer.

D ne peut gagner aucun match (sinon il aurait au moins 6 points) et a au moins
une défaite (car avec 2 nuls il totaliserait 5 points)

O ou il perd contre B et contre C :
Acestade:B:3;C:4;D: 3.
Impossible car il reste & jouer B-C et B ou C va dépasser 4 points au
final.

O ou il perd contre B et fait un nul contre C :
Acestade:B:3;C:2;D: 4.
Le match B-C ne peut qu’étre nul. On obtient : B:4; C:3; D : 4, et le

code

O ou il perd contre C et fait nul contre B.
Acestade:B:1;C:4;D:4.
Le match B-C sera gagné par B. On obtient : B:4; C:4; D : 4 et le

code | 4444 |.
Les deux seuls codes possibles commengant par 4 sont | 4443 | et | 4444 |.

Complément : nombre de codes possibles avec quatre équipes

On peut raisonner comme en 2b et raisonner sur tous les scores
possibles du vainqueur (9, 7, 6, 5, 4 ou 3) puis traiter chacun de ces
six cas comme on 1’a fait pour 9 et 4 en 2a et 2b.

Mieux, on appelle A le vainqueur. On considére alors deux temps :

bullet une mini-poule entre B, C et D qui donne les 7 codes possibles de la
question 1 (on appelle B le premier, C le deuxiéme et D le troisiéme de
cette mini-poule). 11 suffit de rajouter un zéro devant chaque code pour
avoir les scores de ABCD avant que A ne joue.
Par exemple 630 de la mini-poule donne 0630, 611 donne 0611.

bullet il reste a faire jouer & A ses trois matches; on code le résultat de ces trois
matches. Par exemple

si A gagne B et C perd contre D, on obtient 603.
si A gagne D et fait nul contre B et C, on obtient 5110.
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Il n’y a plus qu’a ajouter chacun des 7 codes de la mini-poule & chacun
des codes de matches de A pour obtenir les codes terminaux. On élimine
ceux pour lesquels A ne serait pas vainqueur :

par exemple : 0630 + 6003 = 6630 est recevable

mais 06114+-5110=5721 ne l'est pas (B serait vainqueur).

Cette méthode est beaucoup plus rapide et peut étre effectuée dans un
tableau?

On se convaincra vite que les colonnes 4310,4301, 4130, 4103 et 4013 ne
donnent aucun résultat recevable.

De méme toutes celles ou A aurait deux points ou moins.

On obtient | 40 solutions
Ce résultat a été vérifié par deux autres méthodes :

e une méthode du type de celle décrite en question 2b et début de
question 2c.

e une programmation des 729 = 3% résultats possibles des 6 matches
de poule qui ne donnent au final que ces 40 tableaux possibles.

9000 [ 7100 | 7010 | 7001 | 6300 | 6030 | 6003 | 5110 | 5101 | 5011 | 4013 | 3111
630 | 9630 | 7730 | 7640 | 7631 6660 | 6633
611 9611 | 7711 | 7621 | 7612 6641 | 6614
440 [ 9440 [ 7540 | 7450 [ 7441 6443 | 5550 | 5541 | 5451
431 9431 | 7531 | 7441 | 7432 6461 | 6434 | 5541 | 5532 | 5442 | 4444
421 9421 | 7521 | 7431 | 7422 6451 | 6424 | 5531 | 5522 | 5432 | 4434
333 | 9333 | 7433 | 7343 | 7334 | 6633 | 6363 | 6336 | 5443 | 5434 [ 5344
222 | 9222 | 7322 | 7232 | 7223 | 6522 | 6252 | 6225 | 5332 | 5323 [ 5233 3333
9000 | 7100 | 7010 | 7001 | 6300 | 6030 | 6003 | 5110 [ 5101 | 5011 | 4013 | 3111
630 1 8 10 1" 22
611 2 9 12 23
440 3 13 27 29 30
431 4 14 16 18 31 35 38
421 5 15 19 20 25 28 32 33 36 39
333 6 17 24 34
222 7 21 26 37 40

On imagine que A est le vainqueur, que les trois matches entre B, C et D ont
lieu d’abord. Puis interviennent les 3 matches concernant A.

La colonne d’entrée donne les scores BCD de la mini-poule entre B,C et D,
B étant le meilleur de cette mini-poule, C le second et D le troisiéme.

La ligne d’entrée donne les scores ABCD aprés les trois matches AB, AC, AD.
Seuls sont inscrits ceux pour lesquels A finira premier au total des six matches.
On additionne alors dans une case les nombres respectivement en entrée ligne
et entrée colonne.

Les numéros des 40 solutions sont attribués par codes décroissants et corres-
pondent aux résultats trouvés par l'informatique.

1Pauteur de cette correction a utilisé Excel, mais tout autre tableau de ce type est utilisable
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BORDEAUX

Exercice n°® 1 (serie s)

Enoncé

Triangles olympiadiques

On appelle triangle olympiadique de sommet A, un tri-
angle tel que, si O et I désignent respectivement les
centres des cercles circonscrit et inscrit au triangle ABC,

A
o)
B C
O
B
H

alors ces deux points sont distincts et la droite (OI) est
parallele a (BC).

1. (OH) désignant la médiatrice du segment [BC], repro-
duire la figure ci-contre et construire le point A tel que le
triangle ABC soit olympiadique de sommet A.

2. Cette construction est-elle toujours réalisable 7 En dé-
C  duire une condition sur 'angle BAC pour qu’il existe un
triangle olympiadique de sommet A.

Eléments de solution (Abderrahim Ouardini)

1.

a) Analyse du probléme.

Supposons que le probléme est possible et admet une solution, on
a:

—. BAC ACB

CIH = — + — (angle extérieur au triangle ACI)

et HCI= HCB + BCI
_E{E ACB
D) 2

— — — ﬁ — —
(puisque HCB = HAB = HAC = TC) donc CIH = HCI.
Ainsi le triangle HIC est isocéle en H et HC = HI.
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Remarquons que si le point A est une solution du probléme, alors
son symétrique par rapport a la droite (OH) l'est aussi. Donc on
va se placer dans le demi-plan (IT) limité par la droite (OH) qui ne
contient pas le point C.

b) Dans le demi-plan (II) tragons le cercle de centre H et de rayon H B,
son intersection avec la paralléle menée par le point O a la droite
(BC) donne le point I; et enfin la droite (HI) recoupe le cercle (T")
au point voulu.

¢) Justification.
1l est clair que la droite (IH) est la bissectrice de angle BAC.

—_— —_— b/'\
OnalBA=BIH- % (angle extérieur au triangle ABI), le triangle

o —

=CBH

HIB est isocéle en H, donc BIH = IBH, et comme

(angles interceptant le méme arc) alors :
— — ﬁ — — —
IBA = BIH — TC =I1BH - (CBH = IBC,

(la demi-droite [BC) est a ’extérieure de 'angle IBH ) et ceci montre
que la droite (IB) est la bissectrice de 'angle ABC'. Donc le point
est le centre du cercle inscrit dans le triangle ABC.

2. La construction décrite a la question 1 n’est possible que lorsque Rv/2 >
BH > R ou R désigne le rayon du cercle T'.
Remarquons que l'inégalité Rv/2 > BH est toujours vérifiée puisque le
segment [BH] est contenu dans le carré construit sur le coté [OH] dans le
demi-plan (II).
Le théoréme Al-Kashi, appliqué au triangle OHB, donne :

BH? = OB2 + OH? — 20B.OH. cos BOH
=92R% — 2R2?. cos BOH

On a successivement les équivalences suivantes :

BH>R & 2R2(1—cosB/oT{)>32
1
& 1—cosBOH>§

= %>COS@.

On a alors BOH > 60°, ou encore BAC > 60°
Donc une condition nécessaire et suffisante sur l'angle o pour qu’il existe
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un triangle olympiadique ABC de sommet A tel que BAC = a est
a > 60°.

H

Remarque. On peut obtenir le résultat de la discussion (o > 60°) en
utilisant le résultat suivant :

Soit PQR un triangle isocéle en P, st QR > PQ, alors @ > 60°.

Preuve
Méthode 1

.
W

7.
X

. t t

N
Q I COR

Plagons le point T sur la demi-droite [IP) tel que QT = QR (ce qui est
possible puisque QR > PQ).

On a 67P\1 = ITT\Q + JFC-Q\T = 30° + F@‘ (angle extérieur au triangle
PQT), donc QPI > 30°, et par suite : QPR = 2 x QPI > 2 x 30° = 60°.
Méthode 2

Dans le triangle rectangle PQI, on a sianP\I = QI

1
QP 2
puisqu’il s’agit d’un angle aigu, on obtient QPI > 30°.
Prolongement(a.o.)

1. Autre méthode

(une condition nécessaire et suffisante sur ’angle «)

)

N =

QR
X@>
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Soit M le milieu du coté [BC], dans le triangle rectangle BOM. On a :
OM = R cos BAC. Comme le triangle ABC est olympiadique de sommet
A, alors OM = r. Donc % = cos BAC.

La relation d’Euler OI? = R? — 2Rr nous permet de déduire l'inégalité
d’Euler OI? = R? — 2Rr > 0 (inégalité stricte puisque les points O et I

r 1 —
sont distincts), ou encore E‘i, donc cos BAC < 3

. Inégalité dans un triangle

On désigne respectivement par r, R les mesures du rayon du cercle inscrit,
circonscrit dans le triangle ABC et par a la mesure du coté [BC].
On a l'inégalité suivante :

dar <
e SN

I’égalmité a lieu si et seulement si le triangle ABC est isocéle en A.

Preuve de I’inégalité

Partons des deux inégalités HM < HK et IT
on obtient : r + HM < IH, comme IH = H
r+HM < HC. -

On désigne par « la mesure de I'angle BAC'. Dans le triangle HCM, on
a:

IK, et par somme,
(question 1.a) alors

QA

HM:gtang et HC = a4
2 2 2cos —
2
donc :
7’4—gtang<L
~
2 2 2cosg
2
0OuO encore :
a 1 «
r<§ g—tan§

cos
2
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a w
Comme 0 < 3 < 5 alors :

—sn® 1 /1-cos2S
a 1 81112_ COS2

X = tan — = i & ,
cos — Ccos — Ccos —
2 2 2

on a successivement les équivalences suivantes :

a 1 2r « «
r< — W—tan% & —cos— <1—4/1—cos?—,
21 cos§ a 2 2

2r a
& /1 —cos? = <1— —cos—,
\ a

N e

2

9 2
<:>lfcos2g§ 1- L eosd ,
2 a 2

soit, aprés réduction, on obtient I'inégalité voulue.

L’égalité a lieu si et seulement si HM = HK et IT = I K ; ce qui entraine
que la bissectrice de 'angle BAC est la médiatrice du coté [BC], ou encore
que le triangle ABC est isocéle en A.

3. Appliquons l'inégalité précédente & un triangle olympiadique ABC de
sommet A On a : r = Rcosa (propriété caractéristique d’un triangle
olympiadique), et a = 2R sin . Donc, d’apreés l'inégalité :

dar Q@

wrra Sy

on obtient :
dar (4Rcos ) x (2Rsina) «

= < o
4r2 +a?  4(Rcosa)+ (2Rsina)? R

ou encore sin 2a < cos 2_
Pour un triangla ABC olympiadique de sommet A, on a :
a) L’angle BAC est aigu.
En effet, comme la droite (OI) est parallele a (BC), et que les points
A et I sont situés du méme coté de (BC), alors ils en est de méme

pour les points A et O. Donc L’angle BAC est aigu.
b) L’angle BAC ne peut pas étre droit.
En effet, dans le cas contraire, désignons respectivement par N, M et

H les projections orthogonales du point I sur les cotés [AB] [AC] et
[BC]. Il est clair que IN = M A =1M = MC, donc le triangle IMC

. . . L = = T
serait rectangle isocéle en M, ce qui entraine ICM = ICH = 1 ce

qui est absurde.
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. . ™ A . . «
Résolution da,s 'intervalle ]O, 5 { de I'inéquation sin 2a; < cos 7"
L’inéquation proposée est successivement équivalente & :

sin 2o < cos% = cos% — COS (g —2a> >0,

l/aa 7 1 /7 a
2in(3 (5 +5-20)) (3 G20 5)) 0
& sm(2 2—|—2 oz)bln<2 5 « 5 0
& sin 1—3—04 in E—5—a >0
Sy T )M a7

On va envisager deux cas :

Premier cas :

3
2m7r<%—za<(2m+1)7r,
nm < & 5O‘<(2 +1)

nr < g - S (2n ™

Apres résolution, on obtient :

(8m + 3)m o< (1- 8m)7r7
3 3
~ (Bn+3)r <a< (1 —8n)71'.
5 5
Ce qui donne nécessairement o € ]O, %] .

Deuxiéme cas :
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Dans ce cas, il existe deux entiers relatifs m et n tels que :
T 3«
2m+1)r < 11 < (2m + 2)m,

%6’

(2n+1)w<%—zg(2n+2)w.

Aprés résolution, on obtient :

_(Bm+T)m <a< (8m + 3)w

3 3 ’
(8n+7)7r< < (8n+3)7rl

_7\a\

5 )

T T
Ce qui donne « € [7, = [
E 372
4. Inégalité d’Euler révisée.
On désigne respectivement par r, R les mesures des rayons dui cercle

inscrit et circonscrit dans un triangle ABC. On a la double inégalité :

1
% < min <sin;‘ (lfsin%), sing (1sin§>, sin% (1sing>> <3

avecaz@, ﬁ:@, 7:@.

,,,,,f—n,,,,,,A
,// R \\
r
| ot |
\\ \ ’/"
B \ /C

Preuve :

Par application du théoréme d’Al-Kashi dans le triangle AOI, on a :
OI? = OA? + TA? — 2.0A.1Acos OAI,

(la relation d’Al-Kashi reste valable méme sil es points O, A, I sont alignés
ou O =1)
comme OA=Ret [A= Lcw

sin —
2
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2

alors OI? = R? + Ta — 2R—¢, cos (7/1\1, et par application de
sin 3 sin 3

la relation d’Euler OI? = R%? — 2Ry, on obtient :

r

2

OI>=R?>-2Rr=R*+ | —& | —2R— cosOAI,
sin — sin —
2 2
soit
2

r r —
—a +2Rr = 2R— a cos OAI,

SIHE Slna

et, aprés réduction, on obtient (puisque cos OAT <1):

T 2R ——— 2R
sin? & = sin & cosOAl'S sin &
2 2 2
la conclusion est immeédiate.
1
On sait que pour tout réel ¢, on a t(1 —t) < 7o effet :

r .« .«
D’aprés le résultat précédent, on a par exemple 3R < sin 3 (1 — sin 5),
donc

r . (1 . a) < 1
" X — sin — X
2R MY ) Sy

. T 2 1 .
ce qui entraine que = < 1= 73 et ceci achéve notre preuve.

Avec une calculatrice par A. Guillemot
Approche calculatrice avec le module géométrie de NT-Spire.
A partir de la figure proposée, plagons lepoint A sur le cercle et tragons la

bissectrice de W
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Si on déplace le point A sur le cercle, il semble que la bissectrice de I’angle A
passe par H.
A Taide d’une deuxiéme bissectrice, plagons le point I et tragons la paralléle &

(BC) passant par O.

Si 'on demande le lieu de I, il semble étre constitué de deux arcs de cercle de
centre H et du point diamétralement opposé passant par B.
Démonstration des conjectures précédentes :
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N

i

i

h

N
Comme (OH) est la médiatrice de [BC], donc H partage ’arc BC' en deux arcs
de méme mesure, donc les angles inscrits qui interceptent ces arcs sont égaux,
donc (AH) est la bissectrice de BAC

SoitB//ﬁ‘I:xetA/B\I:y, onadoncB/I?I:x—i—y.
HBC = HAC car ce sont des angles inscrits qui interceptent le méme arc.
HBI =HBC+CBl=xz+y.

Il en résulte que BHI est isocéle de sommet H quand A est sur l'arc de cercle
BC du coté de O.
Algorithme de construction de A pour avoir un triangle olympiadique.

1. On trace le cercle I' de centre H passant par B.

2. On trace la parallele A a (BC) passant par O.

3. On appelle T un des deux points d’intersection de A et de T

4. La droite (HI) recoupe le cercle donné en A.

Le triangle ABC est olympiadique.

Comme le point I et toujours a l'intérieur du triangle ABC, il faut que O le
soit aussi pour que (I0) soit paralléle & (BC) ce qui impose que BAC < 90° La
construction n’est possible que si A et I' se coupent et a U'intérieur du triangle
ABC. C’est a dire que si BH > OH.

BH > OH se traduit par BOH > 60°. Comme BOH = W, la construction
n’est possible que si 60° < BAC < 90°.

Exercice n° 2 (Séries autres que S)

Enoncé

Des carrés dans un carré
ABCD est un carré de coté 1, x est un nombre réel compris entre 0 et 1.
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IJKD et PBMN sont deux carrés de coté zx.

On désigne par 57 (z) Paire de la partie commune a ces deux carrés si elle existe,
nulle si elle n’existe pas et par Sy(z) l'aire de la partie extérieure a ces deux
carrés et contenue dans ABCD.

A P B A P B
I J I J
N M N M
D K C D K C
Visualisation de Sy (x) Visualisation deSz(x)

1. Retrouver parmi les huit courbes suivantes celle qui représente S et celle
qui représente S5. On s’appliquera a justifier ses choix.

14 1 1 1

0 Schémal 1 0 Schéma?2 1 0 Schéma 3 1 0 Schéma4 1
1 1 1 1

0 Schémas 1 | 0 Schéma 6 0 Schéma7 1 0 Schéma8 1

1
2. Pour quelle valeur de = a-t-on Sy (z) =

7
3. Pour quelle valeur de x a-t-on Si(x) = Sa(x)?
4. Pour quelle valeur de z a-t-on Si(x) + Sz(z) minimum? Quel est ce
minimum ?

1
4
)

Eléments de solution

1. Si(z) =0,siz < 0,5 et S1(z) = (2z — 1)? sinon
donc schéma 1; Sa(x) =1 —22% si 2 < 0,5 et Sa(x) = 2(z — 1)? sinon
donc schéma 3.

2. Sl(x
3. Sl(x

1 1 3
= — pour 2x — 1 = —, donc pour = = —.

=3 2 4
)

= Sy(z) pour (22 — 1)? = 2(x — 1)? donc pour 222 = 1 donc pour
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4. S1(x)+S2(z) = 1-222six < 0,5 et Sy(z)+S2(x) = (2z—1)+2(x—1)% =
62% — 8x + 3 sinon.

2 1
Le minimum est pour x = 3’ il est égal a 3"

Exercice n° 3 (Toutes séries)

Enoncé

Carrés magiques multiplicatifs
a, b, ¢, d, e, f, g, h et i étant des entiers naturels n’ayant aucun diviseur

a b c
autre que 1 en commun, on dit que le tableau | d e f | est un carré magique
g h i

multiplicatif (CMM) de produit P si et seulement si le produit des entiers de
chacune des lignes, le produit des entiers de chacune des colonnes et celui des
entiers de chacune des deux diagonales est égal a P.

1. Compléter les deux CMM suivants :

2 9 . 23 22
| : 28 .
3 4 - .26
a b c
2. Montrer quesi {d e f | est un CMM de produit P alors e = P. Ce
g h i

résultat, méme non démontré peut étre utilisé par la suite.
3. Construire un CMM utilisant tous les diviseurs de 100.

4. Montrer que si e est un nombre premier, alors il n’y a que quatre carrés
magiques possibles.

5. Construire un carré magique de produit 27 000 dont tous les termes sont
différents.

Eléments de solution(a.o.)

2 9
1. a) Cherchons les CMM de la forme [ g r dont on vérifie qu’il
3 4

V]

est bien magique.

Les relations 18p = ps et qr = 6¢q donnent s = 18 et r = 6.

Les relations 36r = 3rp et qr = 367 donnent p = 12 et ¢ = 36;_D’ou
2 9 12

le CMM cherché |36 6 1
3 4 18
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28 22 p
b) Cherchons les CMM de la forme : [ 2% ¢ 7
s 20 ¢t

Les relations 26st = 2'1s et 28¢r = 28¢ donnent t = 2 et ~ = 1.

23gr = pgs ps = 28
Les relations 2°p =pgs  donnent gs =2°
205t = pgs pg =2
23 22 27
D’oit le CMM cherché : 28 2% 1
2 26 25

Remarque : Aprés avoir justifié que les nombres p, ¢q, r, s et ¢ sont
des puissances de 2, notre probléme se raméne & la recherche d’'un
carré magique additif.

2. On a : (aei)(gec)(beh)(def) = P* = abcdefghe® = P3e®. Donc e = P.

3. L’ensemble des diviseurs de 100 est {1, 2,4, 5,10, 20,25, 50,100}. le pro-
duit de tous les diviseurs de 100 est 10?, donc PP? = 10%; Donc P = 103,

2 100 5
et le nombre 10 se trouve au centre du CMM. D’ou (25 10 4
20 1 50
4. En remarquant que I’équation d’inconnue le couple (z,y) (avec (z # y)
rye = e3 a pour solution dans N x xNx (1, €2), (e, 1). D’ot les quatre
CMM :
e € 1 e2 1 e 1 e e e 1 ¢
1 e €2 ; 1 e €2 ; e2 e 1 ; e2 e 1
e2 1 e e €2 1 e 1 €2 1 e e

5. Remarquons que 27 000 = 302, donc d’aprés le résultat de la question 2,
le nombre 30 va se trouver au centre du CMM, comme 30 = 2 X 3 X 5,
alors, d’aprés la question 4, il existe trois CMM de centre 2, 3 et 5, & savoir

2 1 4 9 1 3 5 1 25
4 2 1 1 3 9] et |25 5 1
1 4 2 3 9 1 1 25 5

La multiplication terme & terme de ces trois CMM donne :

90 1 300
100 30 9
3 900 10

qui est un CMM solution du probléme.
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Prolongements (A.0.)

La proposition suivante donne une généralisation de la question 3.

Proposition 1. Pour que tous les diviseurs d’un entier naturel n (> 2) soient
les termes d’un carré magique multiplicatif d’ordre 3, il faut et il suffit que n
soit de la forme p?¢® ou p®, avec p et ¢ des nombres premiers supérieurs ou
égaux a 2.

Preuve de la proposition 1.
Remarquons d’abord que lentier n doit avoir exactemet 9 diviseurs, si
n=p - -pp* est la décomposition de n en facteurs premiers, alors le nombre
de diviseurs de n est (a3 +1)... (g + 1).
Quitte a changer 'indexation des (a;)1<ick de égalité (a1 +1)... (axg+1) =9,
on tire :

ap+1=3

ap+1=9
gjjr_ll:ipour?)gigk o {@2+1:1,p0ur2<igk
donc
z;zg ou {CY18 ’
a; =0, pour 3< i<k a; =0, pour 2 < i<k

Ainsi n a I'une des formes p?q? ou p®, avec p et ¢ des nombres preiers supérieurs
ou égaux a 2. La vérification est immédioate.

Dans tout ce qui suit P désigne le produit du CMM.

a) pour n = p?q?, le produit de tous les diviseurs de n est p%¢°, donc

P = /p9° = p3¢3. D’aprés le résultat de la question 2, le nombre
qui se trouve au centre du CMM est pq, ainsi le CMM suivant :

p ¢ piq
P’¢* pg 1
g P ¢

répond a la question.
b) Pour n = p®, le produit de tous les diviseurs de n est p'*+8 = p36

donc P = {/p36 = p'2, et le nombre qui se trouve au centre du CMM est
p*. En s’inspirant du carré magique additif d’ordre 3 qui utilise tous les

nombres 0, 1, ...8:
1 8 3
6 4 2,
5 0 7
on obtient le CMM suivant :
p p* P
»® pt PP,
P o1 p

qui répond & la question.
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Proposition 2. Soit n entier naturel; pour qu’il existe au moins un carré
magique multiplicatif d’ordre 3, de produit n3 et dont tous les termes sont
différents, il faut et il suffit que n ne soit pas de la forme p°, avec p un nombre
premier supérieur ou égal a 2 et s € {1, 2, 3}.

Preuve de la proposition 2
On va distinguer deux cas.

a)

n = uv, avec u et v des entiers premiers entre eux et supérieurs ou égaux
a 2. Dans ce cas, le CMM suivant :

v
v u®  uv
vérifie les conditions demandées.

n = p’, avec p un nombre premier supérieur ou égal & 2 et r un entier
naturel non nul.
Si r > 4, alors la multiplication de chaque terme du CMM suivant :

p p° P
° pt P,
p> 1 pT

par le nombre p"*, donne

r—3 r—+4 r—1

p p p
pr+2 pr pr72
prJrl prf4 pr+3

D’aprés la question 4 du probléeme d’Olympiade, ’entier n ne peut étre
premier car, dans ce cas, le CMM correspondant a des termes non tous
différents.

Les cas n = p? et n = p? correspondent respectivement & des CMM de
centre p? et p? et de produits respectifs p°® et p°.

Puisque tous les termes de ces deux CMM sont des puissances de p, alors
notre probléme se raméne a la recherche de deux carrés magiques additifs
de centres 2 et 3 et ayant respectivement pour somme 6 et 9.

* *
2 , 3
* *

Les décompositions 6 = 1+24+3=0+2+4et9=14+3+5=24+3+4 =
6 + 3 + 0 montrent bien qu’il est impossible de construire de tels carrés
magiques.
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CAEN

Exercice n°® 1 (serie s)

Enoncé

Les drapeaux

On considére pour chaque question un drapeau de dimenseions 120 x 80 cm.

1. Un nouveau pays veut créer son drapeau
(ci-contre). Ses dirigeants souhaitent que les
trois « valeurs » de ce nouvel état y soient
symbolisées de la méme fagon, par trois parties
de méme aire.

Quelle(s) est (sont) la (les) position(s) pos-
sible(s) du point M, point commun aux trois
parties, pour que le c6té commun aux parties
2 et 3 soit paralléle aux deux autres cotés?

2. Un autre nouveau pays veut aussi créer son
drapeau (ci-contre). Ses dirigeants souhaitent
aussi que les trois « valeurs » de ce nouvel état
y soient symbolisées de la méme facon, par
trois parties de méme aire.

Peut-on avoir les 3 aires égales?

3. Un troisiéme nouveau pays veut créer aussi
son drapeau (ci-contre). Ses dirigeants sou-
haitent que les quatre « valeurs » de ce nouvel
état y soient symbolisées de la méme facon,
par quatre parties de méme aire.

1. Peut-on avoir les 4 aires égales si les trois bandes verticales sont de méme

largeur 7

2. Peut-on avoir les 4 aires égales si ’on fait varier la largeur de la bande

centrale 7

Indication : on pourra utiliser le fait que I'aire d’un secteur angulaire de

. . e 2
« radian est égale a 3 X .



Olympiades académiques - 2009 61

Eléments de solution

1- Considérons un repére orthonormé d’ori-
gine O, dans lequel M aura pour coordonnées
(@, y). M
Soient Aj, Ay et Az les aires respectives des
parties 1, 2 et 3.

0 x
Ay =40z
(120 4+ 120 — ) x (80 — y)
Ay = D) )
4y 1204120-2) xy

2
De A; = As, il résulte que 80 — y = 40 d’ou y = 40.
De A; = As, il résulte que 2x = 240 — = d’ou = 80.
Le point M est unique et a pour coordonnées (80 , 40) dans le repére ci-dessus.
2- Soient A7, Ao et A3 les aires respectives des parties 1, 2 et 3.

Puisque les trois parties ont la méme aire :

80 x 120
A1:A2:A3:XT:32000m2.

Donc le disque est bien contenu dans le drapeau. Quant aux parties 1 et 3, leur

1 1 1
aire est bien 3763 de l’aire du drapeau.

3- a) Soient Soient A;, As, As et Ay les aires respectives des parties 1, 2, 3
et 4.

Puisque les quatre parties ont la méme aire :

12
A1:A2:A3:A4:%:24000m2.

En particulier A, = 7 2 = 2 400 o1 7 est le rayon du disque central, donc :

r\/240020\/€x27,6<80
T T 2

Ce qui convient.

Calcul de A; :

On calcule d’abord l'aire B de l'intersection N

du disque et de la bande verticale de gauche. J

cos & = cos? 2

2 r N

20

d’ott @ = 2cos™? () =2cos ! ( ﬂ-).
r 6 T120:3=40

1
B= %TQ —sin (%) cos (%) xr?= %7"2 - 57“2 sina = %(0‘ —sina)

2
A; =40 x 80 — E(a—sina)

Donc
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0= 22 (200 f7) i 2 (7))

~ 3000 cm? # 2400 cm? donc la réponse est NON.

3- b) 1l résulte du calcul précédent que les deux bandes 1 et 3 sont trop larges
si I’on choisit une largeur ¢ de la bande centrale supérieure a 40.

Les quatre aires (120 — £) x 40, 7r2, (120 —£) x 40 et £ x 80 — 7r? sont égales
a4 2400 si £ = 60 et 7r? = 2400.

Exercice n® 2 (serie s)

Enoncé

Probléme du cadre

On dispose d’un cadre dont le bord extérieur est un rectangle ABCD de
dimensions 30 cm et 20 cm. Le bord intérieur est aussi un rectangle EFGH.
Les deux bandes du cadre suivant les longueurs sont identiques. Il en est de
méme des bandes suivant les largeurs.

La bande suivant la largeur est large de 1 cm. La bande suivant les longueurs
est large de 3 cm.

On veut découper le coin A de ce cadre suivant la section [SS/].

1. Déterminer la longueur SS’ de la section C B
sachant que AS = AS'. e v
2. Calculer la longueur de la section SS’
lorsque S est en B.
A . ’
3. Méme question lorsque S’ est en D. u Ells
4. Calculer la longueur de la section lorsque
_ !/
Eléments de solution
1. Déterminer la longueur SS’ de la section ¢ B
sachant que AS = AS’.
Si AS = AS’, alors le triangle est isocele |G F
rectangle en A.
Soit K le point d’intersection de (AB) et (EH). S
Alors SK = EK =1 cm. H Bk
Soit K’ le point d’intersection de (AD) et
(EF). Alors SK' = EK' = /3 cm. D S xa

Ainsi

SS' = \/AS? + A9 — \/(1+\/§)2+ (1+\/§)2 — /84 4v3 ~ 3,86 cm
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2. Calculer la longueur de la section SS’ lorsque S est en B.

C B
G F
H gF
D S' A
Soit E’ le point d’intersection de (HE) et (AB). On a
—— FEF' 1 AS"  AS
tanEBE = — = ——— = — = ——.
an BE'  20—+3 AB 20
Alors AS' = ———.
20— V3

Le théoréme de Pythagore donne ensuite :

2
55— BS — 202+< 20 )Z\/161600—16000\/§:200m
20 — /3 20 — /3

3. Méme question lorsque S’ est en D.

C B
G F

S
H E

D E A

Soit E’ le point d’intersection de (FE) et (AD). On a :

_—~_  FEF' V3 V3 AS  AS

! — = —— = — = —— = ——
tan EDE = 5 = 3071~ 29 ~ AD _ 30
AlorsAS:%\g/g.

Le théoréme de Pythagore donne ensuite :

2
S5S" = DS = ,|302 + 30V3Y) \/327600 ~ 30,12 cm
- - 19 - 361 :
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4. Calculer la longueur de la section lorsque ES = ES’.
Soit K le point d’intersection de (AB) et (EH) et K’ le point d’intersection de

(AD) et (EF). On note 6 = ESK.

C B
G F
S
D S' K' A
— EK 1 1
On a sin ESK = sinf = SE = ok alors SE = il
_— EK' 3 3
De méme sin ES’K’ = sin (g — 9) = cosf = S = ELS” alors £S' = cgﬁ’

Si ES = ES’, alors

1 V3 sin 6 3 m
- td —tanf = >, alors 0 = _.
sinf  cosf oM Cosh at 3 MO 6
2
Ainsi : S’ =2SFE = —— =4 cm
sin 0

Exercice n° 3 (Toutes séries sauf S)

Enoncé

Le probléme de la fourmi 2

Dans un hangar ABCDEFGH qui a la forme d’un pavé droit avec AE = 30 m,
AD = 12 m et AB = 12 m se trouve une fourmi a la position I qui veut se
rendre & la position J.

Le point I est sur la médiatrice du segment [BC], a 1 métre de la droite (BC).
Le point J est sur la médiatrice du segment [EH] & 1 métre de la droite (EH).
Déterminer la longueur du chemin le plus court que doit suivre la fourmi, en

restant en contact avec les flancs du hangar.
G C

E A

2A partir du livre Maths puzzle by Peggy Alder and Irving Adler. Editeur : Watts.
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Eléments de solution

Sachant que, dans le plan, la droite est le chemin le plus court entre deux
points, la méthode pour résoudre le probléme de la fourmi est de « tout mettre
a plat » en réalisant un patron du pavé droit. Il y a plusieurs fagons de réaliser
ce patron. Voici les trois possibilités potentiellement intéressantes pour le pro-
bléme de la fourmi.

H . C D | |
J I

G ; B Cv

E F B A ................ . l

Josr
E | H | A' |
Premiére possibilité : Deuxieme possibilité :

A I1J = /422 +10? ~ 43,17 métres

(d’apres le théoréme de Pythagore).

G' F

Deuzieme possibilité :
IJ =+/372 4+ 172 =~ 40, 72 métres
(d’apres le théoréme de Pythagore).
C’est ce troisiéme patron du pavé qui permet donc de minimiser le trajet de la
fourmi que 'on peut visualiser ci-dessous.

G C
F B
1
*7H
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CLERMONT-FERRAND

Exercice n° 1

Enoncé
Quand la somme est égale au produit

Tous les nombres considérés sont des nombres entiers naturels non nuls.

A

1. Peut-on trouver deux nombres entiers naturels dont la somme et le
produit sont égaux & 47

2. Peut-on trouver deux nombres entiers naturels dont la somme et le
produit sont égaux & 2 009 7

3. La somme de deux entiers naturels = et y, avec 0 < x < y, est égale &
leur produit.

Combien y a-t-il de solutions distinctes (z, y)?

B

La somme de trois entiers naturels z, y et z, avec 0 < z < y < 2z, est égale a
leur produit.

1. Montrer que zy < 3.
2. Combien y a-t-il de solutions distinctes (z, y, z)?

C

La somme de cing entiers naturels x, y, z, uet v,avec0 < x <y < z < u < v,
est égale a leur produit.
Combien y a-t-il de solutions possibles (z, y, z, u, v)?

Eléments de solution
A. 1. Trivialement 2 et 2.
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2. xy = 2009 implique que x et y sont des entiers impairs. Mais alors = +y
est un entier pair et par conséquent z + y # 2009. On ne peut pas
trouver deux entiers naturels dont la somme et le prpoduit soient égaux
a 20009.

3. Soit x et y deux entiers naturels non nuls tels que 0 < x < y.

Six < yalors z+y < 2y. Et comme x 4+ y = xy alors zy < 2y alors
x < 2 puisque y n’est pas nul.
Soit x = 1. Alors x + y = zy s’écrit 1 + y = y. On ne peut pas trouver
Y.
Soit x = 2. Alors z 4+ y = xy s’écrit 2 + y = 2y donc y = 2.
Le seul couple possible est (2, 2)

B. 1. Soit z, y, et z trois entiers naturels non nuls tels que 0 < z < y < z.
Siz <y<zalorsx+y+ 2z < 3z Et comme z + y + 2z = xyz alors
xy < 3 car z # 0.

2. xy < 3 donne :

Soit z =y = 1. Alors « + y + z = zyz s’écrit 2+ z = z. On ne peut pas
trouver z.
Soit x =1 et y =2. Alors z +y + 2z = xyz s’écrit 3+ z = 2z. Donc
z=3.
Soit x =1 et y = 3. Alors ¢ + y + z = zyz s’écrit 4 + z = 3z. On ne
peut pas trouver z > y.
Le seul triplet possible est (1, 2, 3).

C. 1. Soit z, y, z, u et v cing entiers naturels non nuls tels que
O<z<y<z<u<go.
Un raisonnement analogue & celui utilisé dans la question B conduit a :
Siz<y<z<u<<valorsz+y+z+u+v<b.
Et comme x4+ y + z + u + v = zyzuv alors xyzuv < v, alors xyzu < 5
puisque v n’est pas nul.
On en déduit déja que x = y = 1. Examinons les différents cas possibles.
Soit z=1etu=1. Alors x +y + z +u+ v = xyzuv s’écrit 4 + v = v.
On ne peut pas trouver v.
Soit z=1etu=2Alors x +y+ 2+ u+ v = zyzuv s’écrit 5 +v = 2v

et v=25.
Soit z=1et u=3.Alors z +y + z + v+ v = xyzuwv s’écrit 6 + v = 3v
et v=3.

Soit z=1etu=4. Alors z +y + z+ u+ v = zyzuv s’écrit 7+ v = 4v.
On ne peut pas trouver v.
Soit z=1et u=>5. Alors x +y + z + u + v = xyzuv s’écrit 8+ v = Hv

et v =2.
Soit z =2 et u=2.Alors x +y + 2z + u+ v = xyzuw s’écrit 6 + v = 4v
et v=2.

Les seuls quintuplets possibles sont
(17 17 17275)’ (1717 17373)7 (1717272’2)
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La croix, le carré, I’hexagone et ’hexamier
Les candidats des séries L, ES, STI, STL, STG et ST2S ne traiteront que la

question 1.

1. Croix et carré :

2. Hexagone et hexamier :

Une croix est dans cet exercice une fi-
gure géométrique formée de cing carrés
de méme dimension et disposés comme
Iindique la figure ci-contre. Soit deux
cercles C et C’ de méme rayon. Dans
le premier on inscrit une croix, dans le
second un carré. Comparer les aires du
carré et de la croix.

Un hexamier est une figure géométrique
formée de sept hexagones réguliers de
méme dimension et disposés comme
I'indique la figure ci-contre.

Soit deux cercles C et C' de méme rayon. Dans le premier on inscrit un
hexamier, dans le second un hexagone régulier.



Olympiades académiques - 2009 69
Comparer les aires de I’hexamier et de ’hexagone.

3. Ci-dessous, vous avez deux cercles C; et Cs.
A Taide seulement d’une régle non graduée et d’'un compas inscrire une
croix dans C; et un hexamier dans Cs. Vous donnerez en quelques lignes,
les éléments de constructions que vous utilisez : on suppose connu le

tracé d’une perpendiculaire et d’une paralléle & une droite ainsi que la
construction d’un carré.

Eléments de solution

1. Solution algébrique :

Soit r le rayon commun des deux cercles.

L’aire du carré inscrit dans le cercle C est 4; = 2r2.

Soit a la longueur commune des cotés des carrés formant la croix.
A Taide de Pythagore, on établit la relation suivante entre a et r :

a2+9a2 9
— + — =7
4 4
2222

D’ou a re.
5
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Et comme A,, I’aire de la croix vaut 5a?, nous obtenons : Ay = A; = 2r2.

2. Soit r le rayon commun des deux cercles.

V3 5

L’aire de 'hexagone régulier inscrit dans C est Az = 3—r~.

Soit b la longueur commune des cotés des hexagones formant ’hexamier.
On obtient, toujours a I'aide de Pythagore, la relation suivante entre b et 7 :

2% ., 3
DB 4 2p2 =2
A=

1
Dou b = —r2.
7
L’aire de I’hexagone intervenant dans la construction d’un hexamier est donc :

\/§b2 :3§ X

]‘2
2 2 * 7"

A=3

Et laire A4 de I’hexamier vaut donc :

V3

A4:7XA:7X37X 7‘2:3

1 V3,
- —TrT = A3.

7 2

3. Constructions.

Le principe consiste a s’affranchir de la contrainte « inscription dans un cercle
donné », de construire ce que ’on sait faire, une croix et un hexamier avec pour
centre de construction le centre du cercle correspondant.

Ceci fait, on se raméne a la figure demandée & I'aide d’une homothétie, ce que
I'on sait faire avec les instruments autorisés.
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CORSE

Exercice n° 1

Enoncé

Soit ABC un triangle dont une mesure de 'angle Aen degrés est un réel o de
]10; 90[. On note a, b et ¢ les longueurs respectives des cotés BC, CA , AB en
cm.

1
1. Démontrer que laire du triangle ABC est égale a ibc sina en cm?.

2. (a) Par un point I du segment [AB| on meéne une paralléle a la droite
(BC) qui recoupe [AC] en J. Déterminer un point de I de [AB] tel
que le triangle AlJ et le quadrilatére BCJI aient la méme aire.

(b) Dans un tel cas, est-il possible que AIJ et BCJI aient aussi le méme
périmeétre 7
3. Un triangle ABC est tel que AB = 8 cm, AC = 9 cm et BC = 7 cm.

Déterminer s’ils existent, tous les points I de [AB] et J de [AC] tels que le
triangle ALJ et le quadrilatére BCJI aient méme aire et méme périmétre.

(Dans cette question la droite (IJ) n’est plus nécessairement
paralléle a (BC))

Eléments de solution

AB H AB x ACsi 1
1. L’aire du triangle ABC est x C = a 2C e ibc - sin .
S P AL AT 1T Al
2. a)D aprjfle thj;remiﬁe Thalés 1B - AC — BC Posons k = 15
alors — = — = — = k. Ainsi Al = kc, AJ = kb, IJ = ka.

c b a
1
L’aire du triangle AIJ est donc égale & §kckb. sin .

L’aire de ABC étant %bc. sin o, laire de AlLJ est la moitié de celle
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1 1 1
de ABC si et seulement si k? = = soit k = —. Ainsi Al = —AB,
2 2 V2

7%

donc il existe un unique point I du segment [AB] tel que l'aire de A1J
soit la moitié de celle de ABC. Il est possible de remarquer qu’un
des triangles étant un agrandissement de I’autre, les aires seront dans
le rapport 2 si et seulement si les longueurs des cotés sont dans le
rapport \/ﬁ

Al1J et BCJI ont le méme périmétre si et seulement si
ka+kb+kc=ka+b—kb+c—kc+a.

Soit 2k(b+c) =a+b+c, soit (vV2—1)(b+c) =a.
Ainsi les périmétres seront égaux si et seulement si cette relation est
vérifiée.
Posons Al =z et AJ =y.
1

1
L’égalité des aires impose ixy sina = Zbc‘ sin «

1 1
soitazyzﬁbc:§8x9=36.

L’égalité des périmétres impose t +y=c—xc+a+b—y
soit 2(z +y) = a + b+ ¢ c'est-a-dire 2(x + y) = 24.

AlJ et BCJI ont le méme périmétre si et seulement si x et y sont

20z +y)=24 y=12—x

. . xy = 36 x(12 —z) = 36
solutions du systéme 0<cz<8 & 0<z<8
0<y<9 0<y<9

z est donc solution du trindme
2(12-2)=36122—-1204+36=0& (z —6)2 =0 x =6.

z =06
y=12—-z=6
0<x<8
0<y<9

On a ainsi

11 existe donc des points uniques, I appartenant a [AB| et J appar-
tenant a [AC], tels que le triangle AIJ et le quadrilatére BCJI aient
meéme aire et méme périmétre.

Exercice n° 2

Enoncé

Dans cet exercice on admet que tout nombre entier naturel supérieur ou égal
a 2, se factorise de fagon unique en produit de facteurs premiers.
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On appelle « L-liste »un ensemble fini de nombres distincts, entiers naturels
non nuls, tel que :

e Il y a au moins deux nombres entiers distincts dans la L-liste ;
e 'un au moins des entiers de la L-liste est pair

e Quels que soient les entiers pairs m et n de cette L-liste, le nombre
(m+n)/2 est aussi un nombre entier de cette L-liste.

1. (a) Les ensembles {1, 2}, {2, 5, 6}, {2, 5, 7}, sont-ils des L-liste ?
(b) Déterminer toutes les L-liste ayant exactement deux éléments.

(¢) Donner un exemple de L-liste ayant 5 éléments et un exemple de
L-liste ayant 2 009 éléments.

2. Démontrer que dans toute L-liste il existe au moins un nombre entier
naturel impair.

3. Démontrer que si deux nombres pairs distincts d’une L-liste ont le méme
nombre k de facteurs 2 dans leur décomposition en facteurs premiers,
alors il existe un entier de cette L-liste qui a dans sa décomposition en
facteurs premiers un nombre de facteurs 2 strictement supérieur a k.

4. On considére un ensemble fini de fractions positives et irréductibles dont
les dénominateurs forment une L-liste.

Leur somme peut-elle étre un nombre entier naturel 7

5. La somme suivante est-elle un entier naturel 7

3,4,5, 6, 2008 2000
2 3 4 5 2009 2008

Eléments de solution

l.a. {1,2} est une L-liste car le seul entier pair est 2, et (2+2)/2=2 appartient
bien a {1,2} .

{2,5,6} n’est pas une L-liste, car (2-+6)/2=4, n’appartient pas a {2,5,6}.
{2,5,7} est une L-liste, car le seul entier pair est 2, et (242)/2=2 appartient
bien & {2,5,7}.

1.b. Soit {a, b} une L-liste de deux éléments, ol par exemple a est pair. Si b

a+b
est pair différent de a, la liste doit contenir %, qui n’est ni a ni b, donc b

est nécessairement impair.

Réciproquement une paire contenant un entier naturel pair non nul et un entier
naturel impair est une L-liste.

l.c. {2,3,4,5,7} et {1,2,3,...,2008,2009} sont des L-listes.

2. Considérons L une L-liste; si elle ne contient qu’'un seul nombre pair, elle
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contient au moins un autre nombre impair. Si elle contient au moins deux

nombres pairs, notons a et a’ les deux plus petits nombres pairs de la L-liste.
!/

Le nombre est entier et appartient & L; or il est compris entre a et a’.

Il ne peut donc pas étre pair puisque a et a’ sont les deux plus petits entiers
i

a+a
pairs de L. Donc + est impair.

3. Soit L une L-liste . Soit k un entier donné, et ’ensemble L; des éléments
de L de la forme u = 2F x 4/, ot v’ est impair. On suppose qu’il existe au
moins deux éléments distincts dans Ly, dont on ordonne les éléments puis on
considére alors des éléments consécutifs de Ly, a = 2% x a’ et b= 2% x b’ ou o’
et O’ sont impairs, avec a’ < b?’.

a+b
Les éléments a et b de L étant pairs, le nombre + est un élément de L.

k k k
atb 2 a’—2|—2 b2 (a'2+b') — ob—1(g/ 4+ 1),
Or a’ + V' est la somme de deux nombres impairs, donc ¢’est un entier pair : il
a+b
=2km.

De plus,

existe un entier naturel m tel que a’ + b = 2m d’ou

a +b
m = 5 est entre a’ et b’ ; 28m n’est donc pas dans Ly, et donc m est pair,

+b

= 2kt Te

et par conséquent, il existe un entier naturel m’ tel que

b
nombre at

est un élément de L, il existe donc un élément de L qui a dans

sa décomposition en facteurs premiers un exposant strictement supérieur a k.

4 . Considérons la L-liste L des dénominateurs d’un ensemble fini de fractions
irréductibles. Soit a un entier naturel de la liste pour lequel 'exposant de 2
dans la décomposition en facteurs premiers est maximal. D’aprés la question
précédente a est unique. La somme des fractions s’écrit donc

b b b b b b b b
71+72+...+7”+,:71+72+...+7"+T
ai  as a, a a1 Qs a, dtd

ou l'exposant k£ de 2 dans la décomposition en facteurs premiers de a est

supérieur ou égal a 1.

La fraction de dénominateur a étant irréductible son numérateur est impair .

La mise au méme dénominateur impose de multiplier chaque entier b; par un
nombre pair et b par un nombre impair.
Ainsi

by by by, b 2B C . 2B +C

a71+a72+.”+a+2ka’:2km 2km — 2km

ou m et C sont impairs. Cette fraction irréductible a un numérateur impair et
un dénominateur pair, et le quotient ne peut donc étre un entier.
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3,45 6 2008 2009
2 3 4 5 2007 2008
est une somme de fractions positives irréductibles, les dénominateurs formant

une L-liste. Cette somme n’est donc pas un entier.
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CRETEIL

Exercice n° 1

(Série S)

Enoncé

Des n-machines
Soit n un entier naturel compris entre 2 et 10.
Une « n-machine » n’effectue que des calculs utilisant les quatre opérations sur
des nombres entiers naturels.
Pour cette « n-machine », a, b et ¢ étant des entiers naturels compris entre 0
et n — 1, le nombre noté abc représente le nombre a x n? + b x n + c. Il existe
donc neuf n-machines différentes. Par exemple, pour la « 4-machine ».

— le nombre noté 231 représente le nombre 2 x 42 +3 x 4 +1 =45;

— le nombre noté 13 représente le nombre 1 x 4 +3 = 7;

— le nombre noté 2 représente le nombre 2.

1. Quel nombre représente le nombre noté 231 pour la « 7-machine » ?

2. Avec les notations précédentes, on considére 1’équation d’inconnue x
(x étant un entier naturel) :

3x + 43 = 211.

Quelle valeur doit-on donner a n pour que la « n-machine » affiche « 21 »
comme solution ?

3. Avec les notations précédentes, on considére I’équation d’inconnue z (x
étant un entier naturel) :

x? — 45z + 322 = 0.
Une autre « n-machine » affiche deux solutions entiéres comme solutions

de cette équation.

(a) Quelle « n-machine » a-t-on utilisée? (Il faut donc trouver la
« boune » valeur de n)

(b) Quelles sont les solutions affichées par cette machine ?
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Eléments de solution (p.L.H.)

1. Pour la 7-machine (calcul en base 7)
2T=2x7"+3x7+1=120.
2. 3r 443 =211
21 =2n + 1.
don:32n+1)+4n+3=2n+n+1
ou 2n? — 9n — 5 = 0 soit n(2n — 9) = 5.
n doit donc diviser 5 ; puisqu’on utilise le chiffre 4, on a n > 5.
donc n =5 et 2n —9 = 1, I’équation s’écrit 3z 4+ 23 = 56 ou z = 11 = 21.
3. 22 — 45z + 322 = 0 se traduit sur une n-machine par
22 — (4n — 5)x + (3n® +2n +2) = 0.
Si cette équation a deux racines entiéres xq et xs, son discriminant A est
le carré de |1 — 22| qui est entier :
|z1 — z2|*= (4n +5)% — 4(3n? + 2n + 2)
=4n? 4+ 32n + 17
= (2n + 8)% — 47.

Dot : (2n + 8)2 — |x1 — ma|? =47

ou (2n+ 8 — |z1 — z2])[2n + 8 + |x1 — m2|) = 47.

47 étant premier admet la seule décomposition : 47 = 1 x 47.
On doit donc avoir

M+8— |z —xol =1

2n + 8 + |x1 — mo| = 47
Dou 2(2n+8) =48 et n =12

2|l‘1 — $2| =46 d’ou ‘1‘1 — 332‘ = 23.
On est ramené & résoudre x? — 37z 4+ 210 = 0 qui a bien deux racines
entiéres : x1 =30=26et zo =7 =T.

Exercice n° 2

(Séries ES-L-T)

Enoncé

Un carré bien naturel

0 1 2 3 4
) 6 7 8 9
10 11 12 13 14
15 16 17 18 19
20 21 22 23 24
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Le carré ci-dessus est qualifié de naturel, car on y a écrit les nombres entiers
naturels dans I'ordre, ligne aprés ligne, d’une facon toute « naturelle ».

1.

Choisissez cinq nombres de ce carré de telle facon que deux quelconques
d’entre eux n’appartiennent jamais ni & la méme ligne, ni a la méme
colonne. Calculez ensuite la somme de ces cinqg nombres. Recommencez
avec cing autres nombres choisis de la méme fagon. Que constatez-vous ?

. En utilisant cinq couleurs différentes, coloriez les 25 cases du carré de telle

sorte que deux cases quelconques de la méme couleur n n’appartiennent
jamais ni a la méme ligne, ni & la méme colonne. On appellera un tel
coloriage un « bon coloriage ». Calculez la somme des nombres écrits sur
les cases d’une méme couleur. Que constatez-vous ?

. Le nombre écrit a 'intersection de la 2° ligne et de la 4° colonne est 8.

Exprimez la valeur du nombre écrit a 'intersection de la i-éme ligne et
de la j-éme colonne en fonction de i et de j.

. Démontrez que dans n’importe quel « bon coloriage » d’un carré naturel

5 x 5, la somme des nombres écrits sur les cases d’une méme couleur est
une constante.

. Dans un carré de 100 cases sur 100 cases, on a écrit les nombres de 0 &

9 999. On admet qu’il est possible de réaliser un « bon coloriage » a ’aide
de 100 couleurs dans un carré 100 x 100. Calculez la somme des nombres
écrits dans les cases d’une méme couleur d’un tel carré.

Eléments de solution (P.L.H.)

1.

Par exemple, en choisissant les deux diagonales :

0+6+12+18+24 =60
et 20+16+ 12+ 8+ 4 = 60.

Exemple de bon coloriage :

Blanc: 0421+174+134+9=60
Jaune : 1+5+ 14+ 18422 =60
Noir: 246410419423 =60
Rouge: 154+ 114+7+3+4+24 =60
Vert : 20+ 16+ 12+ 8 + 4 = 60.

Soit C;; le nombre écrit dans la i°™° ligne et la 1™ colonne.

Par construction : Cj; = Cij1 +(j —1) et C;1 =0+ 5(i — 1)

d’otlt ¢;; = (] — 1) + 5(’& — 1).

Choisissons dans la i*™¢ ligne le nombre inscrit dans la colonne j;.
Pour avoir un bon coloriage, il est nécessaire que ji, jo, . .., j5 soient dis-
tincts de sorte que j1 +jo+ -+ js=14+2+---+5=15.

La somme des nombres écrits sur les cases d’'une méme couleur est donc
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Cujy + Cojp + -+ Csj5 =
=(i—D+Go—1)+5+0Gs—1)+104+ (s — 1)+ 15+ (j5 — 1) + 20
=ji+jot - +Jj5—5+5+10+15+20
=15+10+ 15+ 20 = 60.

5. On a cette fois la somme

X X 99 x 100
NG -1)+1 i —1) =101 x ———— =4 :
S ];(g )+ 00;@ ) =101 x == 99 950

Exercice n° 3

Enoncé

Meéme aire ?
Sur la figure ci-contre, ABC est un triangle
rectangle en A, ABEF et AGHC sont des
carrés. C H
On pose AB = a et AG = b.
K est le point d’intersection des droites (AC)
et (BH).
J est le point d’intersection des droites (AB) K
et (EC). I
I est le point d’intersection des droites (EC) B
et (BH).
1. Exprimer AK en fonction de a et de b
puis en déduire 'aire du triangle ABK
en fonction de a et de b. E F

2. Montrer que le triangle IBC et le qua-
drilatére AJIK ont la méme aire.

Eléments de solution (p.L.H.)
AK _BA_ 4

GH BG b+a’

Par construction, GH = AG = b d’ou AK =

1. Par Thalés,

ab
b+a

2
et aire(ABK)= AB X AK __a’h

2 - 2(b+a)
JA b ab

2. D é _ = A=
ememeEF a+betJ R

JAXAC  ab?

d’on aire(JAC)= 5 a1 D)
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et aire(BJC) = aire(ABC) - aire(JAC)
ab ab? B a®b

T2 2a+b)  2(a+b)
Donc aire(BJC) = aire(ABK)

et donc aire(IBC) = aire(JBC) - aire(JBI)
= aire(ABK) - aire(JBI)
= aire(AJIK).
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DIJON

Exercice n° 1

Enoncé
Les nombres « sigma »
Prérequis - Dans cet exercice, on suppose connus les deux résultats suivants :

e il existe une infinité de nombres premiers ;
o si un entier N supérieur ou égal a 2 admet la décomposition en facteurs

premiers : N = p® x ¢® X -+, ot p, q, ...sont des nombres premiers
distincts, alors le nombre de diviseurs positifs de N est égal @ : (a + 1) X
(b+1)x---.

Par exemple 12 = 22 x 3 admet 3 x 2 = 6 diviseurs : 1,2,3,4,6 et 12.

On dit qu’un nombre entier naturel non nul est « sigma z lorsqu’il est divisible
par le nombre de ses diviseurs positifs. Par exemple, 12 est « sigma » car il
posséde 6 diviseurs positifs et 6 divise 12. En revanche, 22 n’est pas « sigma »
car il posséde 4 diviseurs positifs : 1, 2, 11, 22, et 4 ne divise pas 22.

1. 69 est-il « sigma » 7 84 est-il « sigma » 7 Un nombre premier peut-il étre
« sigma » 7

2. Démontrer que si N est un entier « sigma » impair supérieur a 1, alors
I’entier 2N est « sigma ».

3. Démontrer que si N est un entier « sigma » impair, alors N est nécessai-
rement un carré parfait. La réciproque est-elle vraie ?

4. Démontrer qu’il existe une infinité de nombres « sigma ».

Eléments de solution

1. 69 admet 4 diviseurs positifs : 1, 3, 23, 69, et 4 ne divise pas 69. Donc 69
n’est pas « sigma ».

2. Le seul nombre premier « sigma » est 2 car si p est un nombre premier
impair, p admet exactement 2 diviseurs positifs et 2 ne divise pas p. Si N



82 Olympiades académiques - 2009

est supérieur a 1, impair et « sigma », alors N admet une décomposition en
facteurs premiers : N = pi* ...p2" avec 2 < p; < ... < p, ou les «; sont des
entiers non nuls tels que (a3 +1) ... (a, 4+ 1) divise N. La décomposition de N
est alors : 2N = 2 x p{* ... p2 ce qui montre que le nombre de diviseurs de
2N est le double de celui de N. Donc ce nombre divise 2N, ce qui prouve que
2N est « sigma ».

Exercice n° 2

Enoncé

« Concourantes ou paralléles »

Sur la figure ci-contre, ABCD est un carré

D R C

de coté 1, M est un point intérieur au carré,
les quadrilatéres APMS et MQCR sont des
rectangles.
Premier cas particulier

3
Dans cette question, on suppose que AP = 1

1

et que AS = T S M 0
Démontrer que les droites (AC), (PQ) et (RS)
sont, paralléles. AP B
Deuzieme cas particulier

1 1
Dans cette question, on suppose que AP = — et que AS = 3"

RS) dans le repére (A ; E, ﬁ)

RS) sont concourantes.

Déterminer une équation des droites (PQ) et
et en déduire que les droites (AC), (PQ) et
Généralisation D R C
Cette fois ABCD est un parallélogramme, M ;

est un point intérieur & ce parallélogramme et
les quadrilatéres APMS et MQCR sont des

—~ o~

parallélogrammes.

Démontrer que les droites (AC), (PQ) et (RS) :

sont en général concourantes sauf pour cer- S M 0
taines positions particuliéres de M que 'on

précisera. A P

Eléments de solution

1 Dans ce cas, les quadrllateres PBQM et MRDS sont des carrés, les angles

BPQ, BAC et MSR mesurent 45° et les droites (AC), (PQ) et (RS) sont
paralléles.
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2. Les droites (AC), (PQ) et (RS) ont pour équations respectives : y = «z,
4dr — 9y = 1 et —8x + 3y = 1. Elles sont concourantes au point de coordonnées

()

3. Appelons (a, b) les coordonnées de M dans le repére (A ; AB ; AD ) Les
équations des droites (PQ) et (RS) sont respectivement bx + (a — 1)y = ab et
(b—1)x + ay = ab.

. br+(a—1)y = ab
Le systeme { b—Da+ay = ab

ab
ab

br + (a— 1)y
(a+b—1)x
Sia+b—1 =0 c’estt-a-dire si le point M appartioent a la droite (BD), alors les
droites (AC), (PQ) et (RS) ont pour équations respectives : y =z, y = x — a
et y = x + b et sont paralléles.

équivaut a {

Sia+b—1 # 0 alors elles sont concourantes au point de coordonnées

ab ' ab
a+b—1"a+b-1)
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GRENOBLE

Exercice n® 1 (séries s-STI)

Enoncé

L’escalier

En 1675, Francois Blondel se penche sur la question du calcul de ’escalier dans
son cours d’architecture enseigné a ’académie royale d’architecture. Il constate
« qu’a chaque fois qu’on s’éléve d’un pouce, la valeur de la partie horizontale
se trouve réduite de deux pouces et que la somme du double de la hauteur de
la marche et de son giron doit demeurer constante et étre de deux pieds ».
Autrement dit : M = 2h 4+ g, ou M est le module ou pas et vaut 2 pieds
(64,8 cm), h la hauteur de la marche, et g son giron (profondeur d’une marche
d’escalier mesurée en son milieu).

L’idée directrice est que 'effort fait par la personne qui monte soit constant,
que D’escalier soit ou non droit.

De nos jours, le pas usuel est de 63 cm.

Ainsi on a : 2h + g = 63.

Dans cet exercice toutes les longueurs sont exprimées en centimétres. Les ré-
ponses seront arrondies & 0,1 cm.

Trémie : T .
R ECha e LEter >

1”7‘\7
v1Dalle :d

A

Hauteur de marche :

Echappéeide téte : e
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Dans les constructions modernes 1’échappée de téte doit étre d’au moins
2 metres. Dans ’étude qui suit, la hauteur & monter H est de 3 métres, la dalle
a une épaisseur de 30 centimétres. Un escalier est déterminé par le nombre de
marches, leur hauteur et leur giron.

1. On réalise un escalier droit de 19 marches. La trémie mesure 4,8 métres.
Calculer le giron, le reculement et ’échappée de téte de 1’escalier.

2. On dispose d’un reculement maximum de 4 métres. Calculer les dimen-
sions de D’escalier le moins pentu possible. Quelle doit étre la dimension
minimale de la trémie ?

3. On dispose d’une trémie de 2,60 métres. Quelles sont les dimensions de
I’escalier le moins pentu possible ? Quel est son reculement ?

Eléments de solution

Principales formules :
H (hauteur a monter)

( auteur une marc e) n (nombre de marcheS)

et R (reculement) = (n — 1) x g (giron).

1. n est le nombre de marches.

Dans cette question, n = 19 donc

hz%%l&&%cm.

g=63—2h=63—-2x <31090> ~ 31,4 cm.

600
R=(n-1)g=18 x (63—19 ~ 565,6 cm.

T 480
Le nombre de marches descendues est alors () +1~F (31 4) +1=16.
g ,

L’échappée de téte est donc égale a

e:16h—30%16><%—30%222,60m.

600
2. Dans cette question, on doit avoir R = (n — 1) (63 - ) < 400.
n

Résolvons cette inéquation. Elle équivaut a

(n —1)(63n — 600) < 400n< 63n? — 63n — 600n + 600 < 400n
< 63n2 — 1063n + 600 < 0
On a A =978 769 puis

1063 — VA 1063 + VA
— ~0.58 et no = —— ~ 16, 30.
T 63 0T T 63 :

16 est le plus grand nombre possible de marches.

L’escalier comporte donc 16 marches d’'une hauteur de 18,75 cm.
Le giron est alors de 63 — 2 x 18,75 = 25,5 cm.

On note x le nombre de marches descendues. On doit avoir
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2
@<18,75<:>x>
X

~ 12,27.
18,75 ’

Il faut descendre d’au moins 13 marches : la trémie vérifie donc T > 13 x 25, 5.
Elle doit donc dépasser 331,5 cm.

3. Pour que I'échappée soit d’au moins 2 métres, on doit avoir

T 2H H
—_—— — — = .
[E(G3 nh>+1]xn/230

Utilisons la table de la calculatrice :
Y7 =260/(63 — 600/X) et Yz = (int(Y1) + 1) * 300/ X.

Sin =14 alors e ~ 278,6 cm,
si n = 15, alors e &~ 240 cm,
si n = 16, alors e =~ 206, 3 cm.

L’escalier doit comporter 15 marches d’une hauteur de 20 cm. Le reculement
est alors de (15 — 1) x (60 — 2 x 20) = 322 cm.

Autre méthode

On doit avoir

63 — —
n n

260 x 300 260 x 300 300
—— <20 —+ —.
63n — 600 63n — 600 n
Le giron est positif donc
78 000 < 230(63n — 600)< 230 x 63n > 78 000 + 230 x 600
216 000
> — =~ 14,9.

"7 230 x 63
La deuxiéme inégalité conduit & 14 490n2? — 234 900n + 180 000 < 0.
n doit étre compris entre 1 et 15.

L’escalier comporte 15 marches d’une hauteur de 20 cm. Le giron est alors
de 223 cm, le reculement de 322 cm.

Exercice n® 2 (series ES-L-T)

Enoncé

Fractions égyptiennes

On appelle fraction unitaire ou fraction égyptienne une fraction d’entiers dont
le numérateur est égal & 1. On démontre et nous admettrons que toute fraction
comprise entre 0 et 1 peut s’exprimer comme somme de fractions unitaires dont
tous les dénominateurs sont distincts deux & deux.
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Cette somme est appelée un développement égyptien.

3 1 ) ) .
Par exemple : 1-3 + 1 est un développement égyptien.
1. Donner un développement égyptien en une somme de deux fractions de :
3
a) —.
(2) 20
2

(b) —.

. . . 5
2. Montrer qu’aucune fraction strictement comprise entre 5 et 1 ne peut se
décomposer comme somme de 2 fractions égyptiennes.

3. Donner un développement égyptien en une somme de trois fractions de :

(a) 19

a) —
20
5

b) —

(b) 121
4

(C) ﬁ

Eléments de solution

1 o 1 < 3 < 1 " 3 1 1 d 3 1 " 1
A n — —_— — _— = = — nc — — — R
GRS 620 7 140 020 T 7 140
1 2 1 2 1 1 2 1 1
b. — < —=—<-et——=-=-—4d — =4+ —
Ona g < 7 <37 9= 1339 17 =g " 153
2. La plus grande somme réalisable avec deux fractions égyptiennes distinctes
1 1 5
t ==
27375

3. Il existe de nombreuses méthodes et différents résultats possibles pour cette
question. On peut par exemple prendre :

19 1 n 1 n 1

a —=—4+-4-.
20 2 4 5

b 5 1 n 1 n 1

T 121 33 121 363

4 1 1 1

“ 175 30 50

Exercice n° 3 (Toutes séries)

Enoncé

Un petit jeu
Voici un petit jeu. Au départ, on dispose de 16 cases numérotées comme
indiquées ci-dessous.
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11 12 13 14
21 22 23 24
31 32 33 34
41 42 43 44

On s’autorise a faire autant de fois que l'on veut les actions suivantes :
e Choisir les deux premiéres lignes ou les deux derniéres et les échanger.
e Choisir les deux premiéres colonnes ou les deux derniéres et les échanger.
e Choisir une ligne ou une colonne et échanger le premier terme avec le
dernier et le deuxiéme avec le troisiéme.

1. Montrer que I’on peut obtenir la position suivante :

22 21 24 23
12 11 14 13
42 41 44 43
32 31 34 33

2. Peut-on obtenir n’importe quelle position ? Si oui pourquoi, sinon donner
une position impossible et expliquer pourquoi.

Eléments de solution

1- On échange les deux premiéres colonnes,
on échange les deux derniéres colonnes,
on échange les deux premiéres lignes,
on échange les deux derniéres lignes.
Et on arrive au résultat désiré.
2- Non car chaque « opération autorisée »échange un nombre pair de « paires
de cases ».
Ainsi, tout échange d’une seule paire ne peut étre obtenue.
Ainsi la position

12 11 13 14
21 22 23 24
31 32 33 34
41 42 43 44

ne peut étre obtenue.
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LILLE

Exercice n® 1 (serie s)

Enoncé

Les inverses

Dans cet exercice on recherche les triplets de réels strictement positifs (x ; y ; 2)

1 1

1
vérifiant les deux conditions suivantes : zyz > letz+y+2z< —+ — + —.
T Yy z

1.

. Montrer que le triplet (

. A quelles conditions le triplet (ac ;

1
Montrer que le triplet (4 ;4 8) vérifie ces conditions.

1
. On choisit £ = 2 009 et y = ——. Est-il possible de déterminer z 7

2009
12009 2009
2009 2 7 2
On choisit = 1 : est-il possible de déterminer y et 2?7

) vérifie les conditions.

. Peut-on avoir z =y = 27

. Démontrer qu’au moins un des trois nombres x, y ou z est plus grand

que 1.

. Démontrer qu’au moins un des trois nombres x, y ou z est plus petit

que 1.

— ; — | convient-i1? En déduire
2z ' 2z
qu’il existe une infinité de triplets qui conviennent.

Eléments de solution

2.

4.

=

9.

1
On obtient z > 1 et z < — d’ol une contradiction.
z
_ R R B
On obtient yz > 1 et y + 2 < — + — d’olt une impossibilité.
y ooz

1
2 > 1 et x < —. Impossible.
x
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6. Raisonnement par 'absurde : si x < 1,y < 1,z < 1 alors zyz < 1 ce qui
est impossible.

1
7. Raisonnement par 'absurde : siz > 1,y > 1,z > l alorsx > —, y > —,
z Y

1 1 1 1
z>—-douzx+y+2z>—+ —+ —, ce qui est impossible.
z x Yy =z

Exercice n® 2 (serie s)

Enoncé

Et pourtant il tourne

I Un carré ABCD de c6té 1 cm « roule »sans glisser dans le sens des aiguilles
d’une montre sur un segment [IJ] de longueur n cm (n entier naturel non nul).
La position initiale est représentée sur la figure 1.

D C

I J
A B

figure 1
Le carré pivote d’abord autour du point B (figure 2) jusqu’a ce que le point C
soit sur [LJ] puis le carré pivote autour du point C jusqu’a ce que le point D soit
sur [IJ]. On continue ainsi jusqu’a ce qu'un sommet du carré ABCD coincide
avec le point J.

D
A

B
figure 2

1. Si n = 10, quel sera le sommet du carré ABCD confondu avec J dans la
position finale ?

2. Toujours pour n = 10, quelle est la longueur de la trajectoire parcourue
par le point A depuis la position initiale jusqu’a la position finale ?

3. Pour quelles valeurs de n, le point B est-il confondu avec le point J dans
la position finale ?

I1.Cette fois le carré ABCD, toujours de c6té 1 cm, « roule » sans glisser dans
le sens des aiguilles d’une montre sur le pourtour d’un triangle équilatéral EFG
de coté n cm (n entier naturel non nul). La position initiale est représentée sur
la figure 3.
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AE F
figure 2
Le périple du carré ABCD s’achéve lorsqu’un sommet du carré ABCD coincide
avec le point E.

1. Si n = 5, quel sera le sommet du carré ABCD confondu avec E dans la
position finale 7

2. Toujours pour n = 5, quelle est la longueur de la trajectoire parcourue
par le point A depuis la position initiale jusqu’a la position finale ?

3. Pour quelles valeurs de n, le point A est-il confondu avec le point E dans
la position finale ?

Eléments de solution

I. 1. Le point C 2.7 (g + \/§> cm. 3. n =4k + 1 avec k entier naturel.

Ag, A1... A7 : positions successives du point A; rg =1, r = /2.

ILL Le point D. 2. % (254 16v2) cm 3.

On trouve comme condition 3n multiple de 4, soit n multiple de 4.
Exercice n° 3 (ser
Xercice n (Séries ES-L-T)

Enoncé

Une multiplication olympique
Pour calculer le produit 2 651 x 34, Luc a posé la multiplication suivante pour
obtenir le résultat 90 134
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2 6 5 1
X 3 4
1 0 6 0 4
79 3

9 0 1 3 4
Dans la multiplication ci-dessous, on a adopté la méme disposition. Sachant que
deux lettres différentes représentent toujours deux chiffres différents, trouver le
résultat de cette multiplication.

O L Y M
X P I
9 3 9 4
A D E 7
O O O A ¢
Eléments de solution
OLYM est un diviseur de 9 394.
9{394:2><7><6’71doncIestégalsmt2127 1 3 4 2
soit a 7. % 6 7
Comme deux lettres différenhtes représentent 9 3 9 1
toujours deux chiffres différents, les essais avec 8 0 5 2
I égal a 2 aboutissent & des échecs. Pour I égal 9 9 1 1

a 7, le seul essai concluant donne P égal a 6.
Ceci donne :

Exercice n° 4 (series ES-L-T)

Enoncé
Réussir 2009

On construit successivement des nombres de la fagon suivante :
On débute avec le nombre 4 et on lui applique au choix I'une des régles
suivantes :

- on le divise par 2 (cette régle ne peut étre appliquée que si le résultat est
entier) ;

- on le multiplie par 10;

- on le multiplie par 10 et on ajoute 4.

On réitére le processus autant de fois que 'on veut. Par exemple on construit
la suite de nombres : 4 — 2 — 20 — 204 — 102 — 51 — 510 ....

1. Montrer que I'on peut obtenir 3 en 5 étapes.
2. Comment obtenir le nombre 100 ?

3. Peut-on obtenir 2009 ?
4

. Peut-on obtenir 2009 si la premiére régle est remplacée par : « on le divise
par 3 », les autres régles étant inchangées ?
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Eléments de solution

On inverse le processus. 2009-4018-8036-16072-32144-3214-321-642-1284-128-
256-512-1024-102-204-20-2-4

Pour la premiére étape, 2009 ne se termine ni par 0 ni par 4. Il faut donc le
multiplier par 3. Le second nombre est impair donc, méme observation, on est
obligé chaque fois de multiplier par 3, ce qui ne permet pas d’obtenir 4.
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LIMOGES

Exercice n° 1

Enoncé

Le bon compte
Les habitants d’une lointaine planéte, dits les E. T. ne disposent que de six
chiffres pour exprimer les nombres : 0 ; 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5. Pour compter
au dela de 5, ils utilisent une numération de position notée S. I. S (Systéme
Intergalactique Sénaire) dans laquelle la place de chaque chiffre dans le nombre
lui donne une valeur spécifique comme :

10 pour 1 x 6+ 0 = 6,

502 pour 5 x 62 +0 x 642 =182

_ 1
et 43pour4—|—3><6:4,5.

1. Convertir de notre systéme au systéme S. I.S. et vice versa les nombres :
30 56 5 23 52.

2. Les E. T. commencent la liste croissante de leurs nombres entiers comme
suit : 0; 1; 2; 3; 4: 5; 10. Ecrire dans un tableau & six colonnes les
nombres entiers depuis 0 jusqu’a 55 de gauche & droite et de haut en bas.
Quel est le nombre entier suivant 55 ?

3. Extraire de ce tableau la liste des multiples de 2, puis celle des multiples
de 3 et enfin celle des multiples de 5. Comment reconnait-on les multiples
de 27 les multiples de 3 ? les multiples de 57

4. Démontrer les critéres de divisibilité des nombres S. I. S. vus au-dessus.

Effectuer dans le S. I. S. les opérations que vous poserez comme suit (sans

oublier les retenues) :

ot

34
13

151
+ 505 -

6. Effectuer les divisions avec reste :
235 | 2 444 | 12

ot
—_
w

=
(S
=
X
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Vous pourrez donner la liste des multiples de 12.
7. Effectuer les divisions & virgule : 35 : 3 et 45 : 4.

8. Calculer les nombres a virgule représentant les quotients suivants :

1:2 1:3 1:4 1:5

1:10 1:11 1:12
Quels sont les quotients représentés par un nombre a virgule ne compor-
tant qu'un nombre fini de chiffres 7 Généraliser.

Eléments de solution (p.L.H.)

1.30=5x6=50; 56 =36+3x6+2=132
5=5;23=2x6+3=15; 52=5x6+2=32.

ol
=
N]]
wl
N}
(]

50 51 52 53 54 55

Le nombre entier suivant 55 est 100.

3. Les multiples de 2 sont dans les colonnes 1, 3, 5 de dernier chiffre pair
0, 2, 4)
Les multiples de 3 sont dans les colonnes 1 et 4. Leur dernier chiffre est
0 ou 3.
Les multiples de 5 sont : 0, 5, 14, 23, 32, 41, 50, 55. La somme de leur
chiffre est 5 ou un multiple de 5.
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4.

5,6, 7
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La base 6 étant un multiple de 2, un nombre est multiple de 2 si et
seulement si son chiffre des unités est pair (0, 2, 4).

6 étant un multiple de 3, un nombre est multiple de 3 si et seulement si
son chiffre des unité est un multiple de 3 (0, 3).

—Z(k>5ﬂ = 1+5Z( )57 !
7=0

autrement dit, 6° est la somme de 1 et d’un multiple de 5, ou encore

6% =1 (mod 5).

Ceci peut aussi se démontrer par récurrence car 6=1 (mod 5) et

si 6% =1 (mod 5), 657! =6 =5+1 (mod 5) = 1 (mod 5).

Le nombre @b . .. 7 est donc égal & un multiple de 5 + @+b+- - -+ et c’est

un multiple de 5 si et seulement si la somme de ses chiffres, (@+b+---+n)

est un multiple de 5.

Pour tout k entier, 65 = (5 + 1)

Pour effectuer les calculs demandés, il est commode de construire d’abord
une table d’addition et une table de multiplication.

+|0/1/2/3/4|5| |X|0/1|2/3|4|5
0/0/1]|2|3|4|5| |0]|0|0|0O|0|0]|O
1[(1]2]3]4|5[10] [1[0]1]2|3|4]|5
2(2]3]4|510[11] [2[0]2]41012)14
3(3/4|5[10[11]12] |3]0|3/[10[13/20]23
4(4|5]10[11]12[13| [4|0]4[12]20]24/32
5[5/10[11[12[13[14] [5]0]5|14/23[32/41
On obtient :
451 513 34
+ 505 - 451 x 23
1400 22 150
@f @ﬁ
G 5 @[5
15 4
Multiples de 12 : 0, 12, 24, 40, 52, 104
35 (3 45 |4
05 (114 > 11,13
20 10
0 20
0,3; :3=0,2; 11:0,13;T 5=0,111
T 11 0050505 T T:0,043.
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comportant qu'un nombre fini k de chiffres aprés la virgule si 6% est
divisible par q.

On peut supposer p et ¢ premier entre eux, alors ¢ divise 6% = 2% x 3%.
Cette condition est satisfaite si la décomposition en facteurs premiers de
q ne comporte de des facteurs 2 et 3.

Elle est satisfaite pour ¢ = 2, 3, 4, 10, 12 mais pas pour ¢ =5 et 11.

Exercice n® 2 (serie s)

Enoncé

Angles approchés

Les mesures d’angles sont en degré. Vérifier

que vos calculatrices sont en mode « degrés ».

1. En reliant trois points du quadrillage ci-
contre (2 x 2) par deux segments, on peut
construire des angles aigus, par exemple on
obtient I'angle construit ci-contre de mesure | % ‘
a. &
Exprimer les mesures des cinq angles aigus
(différents de 0°, 45° et 90° restants en fonc-

tion de cet angle de base a et les ordonner.
2. Considérant le quadrillage ci-contre (6 x 7),

déterminer tan(b) et donner a 'aide de votre
calculatrice une valeur approchée a 0,01° T
prés des angles a, b et c.

Dans chaque cas, une explication de votre
démarche sera la bienvenue.

3. On observe que a + b = 45°. Démontrer ce
résultat. b
Une figure judicieusement congue peut suf-
fire.

4. Combien d’angles aigus différents peut-on tracer sur un quadrillage 3 x 37
(On déterminera trois angles de base de mesures inférieures a 45° dont
une représentation sera donnée et & partir desquels, on pourra exprimer ces
différents angles)

5. En utilisant trois points d’'un quadrillage de taille 6 x 7 :

1. Quel est I’angle de plus petite mesure que ’on peut construire a 0,01°
apres.

2. Définir un angle dont la valeur approche au plus prés de 20,09°. Donner
la précision atteinte.
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Eléments de solution (p.L.H.)

1.

- ) A B C
a = FGI est défini pasr tan(a) = 3 et
0<a<90° dot a=26,56°.
On en déduit, en utilisant la figure 1 : E\\
b=TFGE =45 — a = 18, 44° D F
c=AGF = 90 — a = 63,44°
d=GFA=2a = 53,12°
e=BFG=45+a="T1,56°
f=TFGB =90 — 2a = 36,88°. I H G
etb<a< f<d<c<e. abc f

Figure 1

On peut aussi remarquer, a 'aide de la formule
tan(s) + tan(t)
t t)= —2 T2
an(s +1) 1 — tan(s) tan(t)
1

= —— =2 tan(b) = -,

tan(a) n(b) 3
et on retrouve l'ordre fourni par le calcul des angles puisque la fonction
tan est croissante.

que tan(c) tan(d) = %,tan(e) = 3, tan(f) = %

1
. tan(b) = 3 d’ou b = 18,44°.

2 1
¢=d — e avec tan(d) = 3 et tan(e) = £ d’ou
2 1

7
tan(c) = % = 37 = 0.41176 d'on ¢ = 22,38°.
1+ 3 X 5

On peut aussi calculer d = 33,69° et e = 11,31° d’ou ¢ = 22, 38°

De tan(a) = = et

-+

1
an(b) = 30 on déduit :

_|_

| = N

Q| =

tan(a + b) = :gzld’oﬁa+b:45°.

—_
|
S| =

On peut aussi utiliser la figure 2 : Q
P est 'image de Q par la rotation de /
centre R et d’angle 90° ; le triangle PRQ
est donc ala f01s isocéle et rectangle en
R donc RPQ RQP 450

Mais RPQ RPS + SPQ =a+b.

Figure 2
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Un angle aigu est caractérisé par son
sommet et ses deux cotés formant une
paire de demi-droites.

Pour un tel angle, les sommets possibles
sont : (cf. figure 3)

a) Les quatre points Uy, Uy, Us, Uy.
Pour un tel sommet, il y a (cf. figure
4) 9 demi-droites possibles :

[UsU1), [UsVi), [UsWh), [UsVa),
[UsUz), [UsWy) (=[UsW2)=[UsWy)),
[UsV3), [UsW3), [UsVy), [UgUs3).

Donc = 36 angles possibles, tous

9
2
aigus sauf un (Ul/U4\U3) qui est droit.
Il vy a donc 35 x 4 = 140 angles de ce
type.

b) Les huit points V... Vg.

Pour un sommet de ce type, il y a
(cf. figure 5) 11 demi-droites possibles

donc =55 angles possibles donc

2
5+3+2+ 1 = 11 sont plats, obtus
ou droits.

Il en reste 44 pour chacun des huit
sommets, soit 44 x 8 = 352 angles aigus.

c¢) Les quatre points W1, Wy, W3, Wy.
Pour un sommet de ce type, il y a
(cf. figure 6) 12 demi-droites possibles
donc 9
14+14+24-34-3+3+34+34+3+24241 = 27
angles aigus.

Il y a donc 27 x 4 = 108 angles aigus de
ce type.

12) = 66 angles possibles dont

u vy v, U,
w W
Vet—4 24V,
Vv V.
7 W4 W3 4
U, Ve Vs Us
Figure 3
u vy v, U
Vs / ] Vs
\z 31V,
/

U, Vg Vs U
Figure 4
u vy v, U,
Vs A Vs
A\ Vy
U, Ve Vs Us
Figure 5
U Vi VvV, [
Vs Vs
V7 V4

W4
U, V¢ Vs U
Figure 6

99

Finalement, on trouve 140 + 352 + 108 = 600 angles aigus différents

possibles.

Bien entendu, beaucoup de ces angles ont la méme mesure : les différentes
mesures se déterminent & partir de 90°, 45° et des trois angles de base

déja calculés a la question 2 :
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—

1
a = 26,56° (tan(a) = =), b = 18,34° (tan(b) = 3 et a+b = 45°)

DO

et d = 33,68° (tan(d) = g)

Un balayage des figures 4, 5, 6 nous permet de dresser la liste de seize
mesures. a, b, d, a—b, d—b, d—a, 45—d, 2a, 2b, 45, 90—a,90—b, 90—d,
90 — 2d, 90 — (d+e), 90 — (a + d)

C, B,

a) Soit A, B, C trois points non alignés ——
du quadrillage 6 x 7. On peut supposer A,
B et C au-dessus de (AI) et A et C au-
dessus de (AB). B,
En raisonnant sur la figure 7, et en ——
utilisant la formule R = 2asin A ou . AT~ B
a = BC et R est le rayon du cercle A A I
circonscrit & ABC, on voit que

Figure 7
BAC > BLAC > BiA,C > B1A,Cy > BaA,Cy > BaAyCy
1 1
— 6 7 1
avec tan(B2A2Ch) = _6 7 _ -
1+

On peut aussi, en posant tan(I/AE) = y et tan(I/AE') = x obtenir
— x— x —
tan(BAC) = g , la dérivée de la fonction x +—
1+2y
1+ 92 . . . :
5 qul est positive, cette fonction est croissante et pour la

3 — 7
(1+zy)
minimiser, il faut choisir x le plus petit possible, mais on doit avoir x > ¥ ;

Y etant égale

1
le minimum est atteint pour x = 5 et y = Z et il est égal a =
1
Or Yl tan(1, 33°). L’angle de plus petite mesure est donc 1,33°.

b) On a tan(20,09°) = 0,3657 qu'on peut approcher par la fraction

1 2
3§ 0,333..., ce qui conduit & approcher I'angle de 20,09° par
1 1
: 66 _ 12 csent
18,44° ou par 'angle de tangente 1 =3 = 0, 3429 représenté par
1— —
o 36
FAD sur la figure 8.
B F
/
. ,,///
~—
e C
D E

Figure 8
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12 | . . .
— ¢étant une approximation par défaut de tan(20,09°) on peut essayer

35
1 1
577 _ 6
T 0, 3529 qui est encore par défaut mais meilleure. On a
11—
5% 7 -
0,3529 = tan(16,43°) et cet angle est représenté par BAC sur la figure
8.
1 1
5T 11
Par contre — 1 T3 - 0, 3793 est une approximation par exces et
1—
5 %6 .
0,3793 = tan(20,79°) et cet angle est représenté par BAD sur la figure
8.

Finalement, 19,43° est une approximation de 20,09° & 0,66° prés par
défaut, meilleure que 20,79°, approximation & 0,70° prés par exceés.

Exercice n® 3 (serie s)

Enoncé

Processus opératoire
On définit le processus de calcul suivant pour  un nombre entier de I'intervalle
[1; 99 :
e y est le plus petit des deux nombres x et 100 — x.
e 2 est le « renversé » de y écrit avec deux chiffres :
Ainsi : si y = 18 alors z = 81;
si y = 3 on considére y = 03 et alors z = 30.

-1
o P(z)= a _2|_ £ EEE o entier, sinon P(z) = %
1. Vérifier, en reproduisant et complétant le tableau suivant, que
P(73) =72.
T y - T+ z Pa)

2. On pose z1 = 20. Calculer x5 = P (x1), puis z3 = P (z2).
Qu’en déduisez-vous?
Si on répétait l'opération, que trouverions-nous pour s ggg 7
3. On recommence avec 1 = 1. Calculer xo, x3, 4, ... jusqu’a xzis.
Que remarque-t-on 7
En déduire, dans ce cas la valeur de x3 gg9.
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4. Existe-t-il un nombre de départ x; tel que la liste des nombres obtenus
ne comporte aucune répétition ?

Eléments de solution (p.L.H.)

1. Pour z = 73, on a le tableau

i

x Y z 5 P(x)
73 27 72 72,5 72
2 2
9. * 1= P(20) = O;L —11,
11+11
* xg = P(ag) = AL 11 puis P(z,) = 11 pour tout n > 2 et en
particulier pour n = 2009.
1+10-1
55 —1
* xg=P(5) = 5 =27,
27472 -1
* x4 = P(27) = % = 49,
49+94 -1 142
* 1:5:P(49):+7:—:71,
2 2
71+17 88
Ze ( ) 2 29 )
44 + 44
* 27— P(4d) — ; — 44

Ainsi, x; = 44 pour tout k > 6 et en particulier pour k = 2009.

4. Onax <99 et donc y < 99 puis z < 99 et P(z) < 99. On a donc au plus
99 valeurs distinctes de zj, et il existe un n < 100 tel que z,, soit égal &
I'un des z pour k < n.
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LYON

Exercice n° 1

Enoncé (Toutes séries)

Itération
On considére une séquence composée des lettres X, Y, Z que I'on suppose, pour
simplifier, rangées dans l'ordre alphabétique ; par exemple la séquence XYXZY
s’écrira XXYYZ.
A chaque étape, on choisit d’ajouter a la séquence une des trois lettres X, Y
ou Z et d’enlever les deux autres selon le schéma suivant :
Si on ajoute un X, on enléve un Y et un Z (si bien str Y et Z sont présents,
sinon on s’arréte) ;
Si on ajoute un Y, on enléve un X et un Z (si X et Z sont présents, sinon on
s’arréte) ;
Si on ajoute un Z, on enléve un X et un Y (si X et Y sont présents, sinon on
s’arréte) ;
Par exemple, partant de la séquence XXYYZ.

— si on ajoute X, on enléve un Y et un Z, on obtient alors XXXY ;

— si on ajoute Y, on obtient XYYY;

— si on ajoute Z, on obtient XYZZ.
Et, partant de la séquence XYY, on ne peut ajouter que Z et on obtient alors :
YZ. On réitére le processus autant que possible.

1. Quelles sont toutes les issues possibles en partant de la séquence XYZZ ?

2. Quelles sont toutes les issues possibles en partant de la séquence
XYYZZZ?

3. On part d’une séquence composée de 6 lettres. Lorsqu’il est possible
d’arriver & une séquence d’une seule lettre, quel est le nombre d’étapes
nécessaires 7

4. On part de la séquence composée de dix X, onze Y et douze Z. Quelle(s)
lettre(s) obtient-on dans les issues formeées d’une seule lettre ?

5. Trouver une séquence de dix lettres aboutissant a la seule lettre X.
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Eléments de solution

1 et 2. En ce qui concerne les deux premiéres questions, on peut représenter
)
par des arbres 1’évolution de la séquence.

Xxp—— X020
Q2D & p——Q——C20
@z

1. Les issues possibles sont Z et ZZZ.

2. Les issues possibles sont Y ou YYY.

3. A chaque étape, le nombre de lettres diminue d’une unité ; il y a donc 5 étapes
pour arriver & une séquence d’une lettre lorsqu’on part d’une séquence de 6
lettres.

4. Puisqu’il y a 33 lettres dans la séquence, il faut 32 étapes pour arriver a une
séquence d’une lettre. A chaque étape le nombre de lettres X (ou Y ou Z)
augmente ou diminue d’une unité, donc change de parité. Au départ, il y a
10 lettres X, 11 lettres Y et 12 lettres Z, donc 32 étapes donnent un nombre
pair de lettres X et de lettres Z et un nombre impair de lettres Y. Quelle que
soit la succession d’opérations, lorsqu’il reste une lettre, c’est la lettre Y.

5. En utilisant le raisonnement précédent (avec 9 étapes), on peut choisir n’im-
porte quelle séquence initiale comportant un nombre pair de lettres X (méme
0) et un nombre impair de lettres Y et Z (avec un total de 10 lettres).

On peut choisir XXYYYYYZZZ qui donne, par exemple :
XXYYYYYZZZ —XXXYYYYZZ—XXXXYYYZ—XXXXXYY
— XXXXYZ—XXXYY—XXYZ—XYY—YZ—X
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Exercice n® 2 (serie s)

Enoncé

Cercles inscrits
On considére un triangle ABC rectangle en A. On note

a=BC b=CA c=AB.

On appelle C le cercle inscrit dans le triangle ABC; on rappelle que le centre
du cercle inscrit d’un triangle est le point d’intersection des bissectrices. On
appelle r le rayon de ce cercle.

1. Démontrer que
1
r=3 (b+c—a)

2. PQR est un triangle rectangle en P. H est le pied de la hauteur de PQR
issue de P. On appelle C7, Cy et Cj les cercles inscrits dans les triangles
PQH, PQR et PRH. rq est le rayon de C7, 1o celui de Cs et 73 celui de
Cs.

Démontrer que PH =11 + 19 + 3.

3. Dans un triangle DEF, 'orthocentre est K et le pied de la hauteur issue
de F est E’. Les cercles inscrits dans les triangles DE'K et FE'K ont
méme rayon. Que peut on dire du triangle DEF 7

Eléments de solution

1. Le quadrilatére AC’IB’ a trois angles droits et deux cotés successifs IB’ et

IC’ égaux, c’est donc un carré.
C

2r = AB' + AC’
2 — (AC — CB') + (AB — BC')
2r=b+c— (CB + BC') A'

Or CB/ = CA /7 BC/ = BA/ et BA/+CA/ =a B
dou2r=b+c—a.

A (6} B
2. On applique la formule précédente aux trois triangles PQH, PQR et PRH.

2r, = PH + QH — PQ

2ro = PR+ PQ — QR
2r3 = RH + PH — PR
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D’ou 2(ry +re+r3) =2PH + QH + RH — QR
Or QH+ RH = QR
donc vy +ro +1r3 = PH.

3. a) Ennotant : x = E'D, y=F'F et z= KF'.

Les rayons des cercles inscrits dans les triangles DE'K et KFE’ sont

24+ x — V2 4 22 tz+y—\/y2+22
(§ .
2 2

L’égalité des deux rayons implique que © — Va2 + 22 = y — \/y? + 22
donc x —y = Va2 + 22 — \/y2—|—22

done (z— ) (Va2 + 22+ /i +22) =2 =y = (2 — y) (e +)

et comme vx2 + 22 + \/y2 + 22 > 2 +y car z £ 0, il vient z = y.

E’ est a la fois le milieu de [DF] et le pied de la hauteur issue de E. Le
triangle est donc isocéle en E.

On peut aussi conclure de cette maniére :

L’existence des triangles DE’K et FE’K impose au triangle DEF de
n’étre rectangle ni en D, ni en F.

Les deux centres des cercles sont du méme coté de la droite (DF), a
méme distance de (DF) et & méme distance de (EE’) : ils sont donc soit
confondus soit symétriques par rapport a la droite (EE’).

Le cas ou les centres sont confondus correspond au cas ou E’ est en
dehors du segment [DF|. On n’aurait qu’'un cercle avec trois tangentes
issues de K, les droites (KE’), (KF) et (KD), ce qui est impossible.

Finalement, E’ est dans |DF| et les centres des cercles sont symétriques
par rapport a (EE’). Les deux cercles de méme rayon sont donc
symétriques par rapport a (EE’) et les tangentes (KD) et (KF) a ces
cercles sont aussi symétriques par rapport a (EE’) puisque K est sur
cette droite.

(KE’) est a la fois hauteur et bissectrice du triangle KDF qui est isocéle
en K. E’ est donc le milieu de [DF] et le triangle DEF est isocéle en E.

Exercice n° 3 (Séries autres que S)

Enoncé
Tablettes de chocolat

Une tablette de chocolat rectangulaire, dont les bords sont lisses est constituée
de a barres comportant chacune b carreaux.

Dans un premier temps, on prendra a = 8 et b = 4. On veut séparer tous les
carreaux de la tablette et on s’intéresse au nombres de cassures a réaliser. Les
cassures sont rectilignes et laissent des bords irréguliers.
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Partie A

1. On sépare les huit barres, puis les quatre carreaux de chaque barre.
Combien de cassures a-t-on faites ?

2. On sépare quatre rangées de huit carreaux, puis les huit carreaux de
chaque rangée.
Combien de cassures a-t-on faites ?

3. On suppose maintenant que la tablette posséde a barres de b carreaux.

On sépare les a barres, puis les b carreaux de chaque barre. Combien de
cassures a-t-on faites?

On sépare b rangées de a carreaux, puis les a carreaux de chaque rangée.
Combien de cassures a-t-on faites ?

4. On commence par casser la tablette en deux tablettes, I'une avec ¢ barres
de b carreaux et 'autre avec a — ¢ barres de b carreaux, puis on utilise la
technique de la question 3. pour chacune des deux tablettes. Combien de
cassures a-t-on faites?

Partie B
Tous les carreaux d’une tablette a x b ont été séparés. On supposera dans cette
question que 3 < a < b. Le tiers des carreaux n’a aucun bord lisse.

1. Trouver une relation entre a et b.

2. Pour quelles valeurs de b, a-t-on a > 47

3. En déduire a et b.

Eléments de solution
Partie A

1. 8 =1 = 7 cassures sont nécessaires pour obtenir les 8 barres. Pour chaque
barre, il faut 4 — 1 = 3 cassures pour obtenir les 3 carreaux. Le nombre
total de cassures est 7+ 8 x 3 = 31.

2. 4—1 = 3 cassures sont nécessaires pour obtenir les 4 rangées. Pour chaque
rangée il faut 8 — 1 = 7 cassures pour obtenir les 8 carreaux. Le nombre
total de cassures est donc 344 x 7 = 31.

3. La généralisation de la question 1 s’obtient en remplagant 8 par a et 4
par b. Le nombre de cassures est donc

a—1+alb—1)=ab-1.

4. Comme ci-dessus, la généralisation de la question 2 se fait en remplagant
8 par a et 4 par b. On obtient alors b — 1 4 b(a — 1) soit encore ab — 1
cassures.
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5. Une cassure est nécesaire pour obtenir les deux tablettes T et T5.
Nombre de cassures a partir de T; : bc — 1.
Nombre de cassures a partir de Ty : (@ — ¢)b — 1.
Nombre total de cassures : 1 +bc—1+ (a —¢c)b—1=ab— 1.

Partie B

1. 'y a (a—2)(b—2) carreaux intérieurs qui n’ont aucun bord lisse et ab
carreaux en tout, donc une relation est 3(a — 2)(b — 2) = ab.

3b—6
2. a= ——.
T3
6—0b -, e )
a—4= b3 donc a — 4 est positif ou nul quand b est inférieur ou égal
a6.
3
3. a—3= b3 donc a n’est pas égal a 3, il est donc supérieur ou égal a 4

et, d’aprés ce qui précéde, b est inférieur ou égal a 6.
b =5 donne a = 4,5 ce qui n’est pas possible donc b =6 et a = 4.

Remarque : on peut aussi, pour la partie A, raisonner de la maniére suivante
(pour les enseignants et les éléves de terminale).

Soit une tablette de a barres et b rangées. On désigne par n = ab le nombre de
carreaux de la tablette.

Soit un naturel non nul N. Supposons la proposition (P) « il faut n—1 cassures
pour sectionner complétement une tablette de n carreaux » vraie pour tous les
n strictement inférieurs a N.

Sectionner une tablette de N carreaux en deux sous tablettes 77 et T de ng et
ng carreaux respectivement (n; < N, na < N, ny +ne = N), ce qui conduit
a 1 cassure initiale puis ny — 1 pour 771 et ny — 1 pour T5. Le nombre total de
cassures est donc :

1+ (ni—1)4+(na—1)=n1+nyg—1=N-1.

(P) se vérifiant facilement pour 1, 2, 3 carreaux, le raisonnement ci-dessus
montre que (P) est vraie pour 4 carreaux doncpour 5 carreaux et ainsi de suite

Le nombre de cassures nécessaires pour parvenir a sectionner une tablette de
a barres et b rangées, et cela de fagon quelconque, est ab — 1.
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MONTPELLIER

Exercice n° 1 (serie 5)

Enoncé
Le Cardiff de Kharé

Il y a fort longtemps, dans une province lointaine nommée Khéaré, se trouvait
le palais du « Grand Cardiff ». Dans ce palais on pouvait admirer une salle
d’apparat de forme carrée, pavée avec a® carreaux carrés de taille identique.
Parmi ceux-ci il y a b? carreaux carrés colorés dessinant un motif carré, le reste
du pavage étant formé de carreaux carrés blancs.

Ezemple de situation avec motif de 3% carreaux
dans une salle de 10? carreauz.

Le grand mathématicien Factos se présente au palais pour servir le Cardiff qui
interpelle Factos ainsi :
« Dans ma salle d’apparat, il y a deux mille neuf carreaux blancs, donne-moi
le nombre total de carreaux de la salle alors tu seras a mon service.

— Mais, vénérable Cardiff, il y a trois solutions!

C’est pour ce que tu viens de répondre que tu es engagé », répondit le
Cardiff.

1. Vérifier que 10052 carreaux est une solution possible.

2. Déterminer les deux autres solutions de Factos au probléme du Cardiff
de Kharé.
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Eléments de solution

1. 10052 — 2009 représente le nombre de carreaux colorés; il faut et il suffit
que ce nombre soit un carré parfait pour représenter le nombre de carreaux du
carré coloré : 10042.

2. En notant a le nombre total de carreaux et b le nombre de carreaux colorés,
on a l'équation a? — b? = 2009 soit (a — b)(a + b) = 2009.

Or : 2009 = 41 x 72

Dans cette équation, les deux facteurs sont des entiers naturels et a > b.
Donc (a + b) divise 41 x 72, donc (a + b) = 41 x 7% ou (a + b) = 41 x 7 ou
(a+b)="7%

On obtient a+b = 41 xTx7
a—b = 1
a+b = 41x7
ou a—b = 7
a+b = Tx7
ou a+b = 41

En résolvant, on a : a = 1005 ou a = 147 ou a = 45.
On vérifie que ces trois nombres sont effectivement solution du probléme.

Exercice n® 2 (serie 5)

Enoncé

Cercle et segment

1. Dans la figure représentée ci-dessous, le segment [AB] est un diamétre
du cercle de centre O et les droites (AM) et (AB) sont perpendiculaires.
Reproduire la figure ci-dessous et construire a la régle et au compas la
droite passant par M, différente de (AM) et tangente au demi-cercle de
diameétre [AB].
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2. On reprend la méme figure avec, de plus, les droites (BN) et (MN).
Les droites (BN) et (AB) sont perpendiculaires et la droite (M N) est
tangente au cercle de diamétre [AB].

On pose : AM =z et NB=y.

N
M

y
X
A o) B

Montrer que :
(a) x+y=MN
(b) z-y=0A?
3. L’unité de mesure est définie par la longueur du segment [OI]. M est un
point de la demi-droite [OI) et le segment [OM] mesure z.

Construire a la régle et au compas un rectangle d’aire 1 et dont un coté
mesure .

O I M

Eléments de solution

2. a) En appelant T le point ou (MN) est tangente au cercle :
ona: MT =MA=uzet NT = NB =y (configuration classique; on
peut aussi détailler en montrant que les triangles MAO et MTO son
isométriques puisque rectangles avec des cotés homologues égaux).
Donc z+y=MT + NT = MN.
b) Le triangle MON est rectangle en O.
(par des considérations angulaires, par exemple : AOT = 2MOT et
TOB = 2TON doncZO\B:ﬂ\TO\N:w).
Dans ce triangle MON rectangle dont OT est une hauteur : OT? =
MT x NT.
En montrant
T

- d’abord que MOT et ONT sont semblables : ]\70\T+ OMT = 5 et
OMT + MNO = % donc MOT = MNO.

- puis en appliquant le proportionnalité des cotés homologues :
MT  OT

OT ~ NT'
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On a donc OT? = OA%? = MT x NT = xy.

. Il y a de multiples constructions possibles. En utilisant ce qui précéde,
on construit par des reports de longueurs, deux segments de longueur
x donnée et y telles que xy = 1.

Par exemple :

- On trace la perpendiculaire en O a (OI) et on trace le cercle de
centre €2, de rayon 1 et tangent & (OI) en O. Ce cercle recoupe
(0Q2) en O'.

- On construit (A) la perpendiculaire a (O2) tangente au cercle en
0O’

- A partir de M on trace lautre tangente au cercle. Elle coupe (A)
en N.

- Ona NO' =y et xy =1 d’aprés 2. Reste a reporter ces longueurs
pour définir les cotés d'un rectangle.

Exercice n° 3 (Séries autres que S)

Enoncé

Rugby
Au rugby, aprés décision de ’arbitre, les équipes marquent des points lors de
trois phases de jeu :

— En réussissant un coup de pied de pénalité pour 3 points,

— En réussissant un drop pour 3 points,

— En marquant un essai qui sera soit « transformé » soit « non transformé » :

s’il est « transformé » il rapporte 7 points, s’il est « non transformé », il
rapporte 5 points.

. Eric affirme que son équipe a marqué 27 points gréice a deux essais. Est-ce

possible 7 Justifier.

. Bénédicte rapporte que son équipe a marqué 36 points grace a quatre es-

sais et plusieurs pénalités. Combien de ces essais ont été « transformés » 7

Une équipe a marqué 30 points, trouver toutes les maniéres dont ces 30
points ont pu étre obtenus.

Quels sont les scores impossibles au rugby ?

Eléments de solution

1. Oui: 1 essai transformé, 1 essai non transformé et 5 coups de pied de pénalité
(ou drops), soit 7+ 545 x 3 = 27.

2. 4 essais : 20 points; reste & obtenir 36-20 points soit 16 points.
Il s’agit de trouver k, le nombre de transformations :m 0 < k& < 4 puisqu’il y
a eu 4 essais.
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On doit avoir 16 — 2k multiple de 3 puisque les pénalités valent 3 points.
On trouve par essais successifs : k = 2.

Il y a donc eu 2 essais transformés et 2 essais non transformés ainsi que 4
pénalités.

3. On peut essayer tous les cas : soit k le nombre d’essais et k' le nombre de
transformations réussies. D’abord 0 < k' < k puis 0 < k < 6 puiisqu’il y a
eu 30 points marqués.

Le nombre de points marqués par des essais transformés ou non est 5k + 2k’
et ce résultat sera complété par des points dus aux x pénalités (ou drops)
donc par un multiple de 3 inférieur a 30.

Dans le tableau suivant, en colonne, le nombre d’essais et en ligne le nombre
de transformations réussies.

01| 2 3 4 5 6
0 0|5| 10|15 |20 | 25| 30
1 712 |17 | 22 | 27| X
2 14 119 |24 | 29 | X
3 21126 | X
4 28 | X | X

Il y a 6 possibilités pour un résultat de 30 points.
15 : avec par exemple 3 essais (non transformés) et 5 pénalités;
30 : avec 6 essais;

12 : avec 2 essais dont 1 transformé er 6 pénalités;
27 . avec 5 essais dont 1 transformé et 1 pénalité;
24 : avec 4 essais dont 2 transformés et 2 pénalités;
21 : avec 3 essais (tous transformés!!) et 3 pénalités.

4. Les résultats 6, 7 et 8 peuvent étre atteints, donc les scores 6+ 3k ; 7+ 3k et
8 + 3k peuvent étre atteints. Or, tout entier n > 8 peut s’écrire par division
euclidienne :
n=3k+0 aveck >2 soit n=3(k—2)+6 (6 pointset k— 2 pénalités)
n=3k+1 aveck>2 soitn=3k—2)+7 (7 points et kK — 2 pénalités)
n=3k+2 aveck >2 soit n=3(k—2)+8 (8 points et k — 2 pénalités)

Pour n < 8, les résultats 0, 3, 5 et 6 peuvent étre atteints.
Tous les résultats sont atteints sauf 1, 2 et 4.

Exercice n° 4 (Séries autres que S)

Enoncé

La piéce et 'oie

Il s’agit d’un jeu de l'oie ou l'on joue avec une piéce de monnaie. On part de
la case départ (case 0), on lance la piéce; si le pile sort on avance d’une case;
si le face sort on avance de deux cases. On appelle trajet une séquence de la
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forme (1; 1; 2; 1) qui résulte dans ce cas du tirage PILE/PILE/FACE/PILE
(et qui fait tomber sur la case 5).

1. Combien y-a-t-il de trajets possibles pour tomber sur la case 57?7
2. Combien y-a-t-il de trajets possibles pour tomber sur la case 5
(a) qui passent par la case 47
(b) qui ne passent pas par la case 47
3. Combien y-a-t-il de trajets possibles pour tomber sur la case 127

4. Combien y-a-t-il de trajets possibles pour tomber sur la case 12 en passant
par la case 8.

Eléments de solution

1.8 trajets :  (1;1;1;1;1)
(I;1;1;2) (1;1;2 ;1)... 4 trajets avec 1 tirage F;
(1;2;2)... 3 trajets avec 2 tirages F.

2. a) On compte les trajets qui arrivent en 4 : 5 possibilités
b) 'y en a 8 — 5.
3. Mise en place d’une suite de Fibonacci ou autre : 233 trajets possibles.
4. Nombre de trajets pour arriver sur la case 8 X nombre de trajets pour aller
de 8 en 12
ou encore : nombre de trajets pour arriver sur la case 8 x nombre de trajets
pour aller sur 4, soit 34 x 5 = 170.
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NANCY

Exercice n° 1

Enoncé
Les tapis

1. Les lunules d’Hypocrate de Chios

Soit ABC un triangle rectangle en A. On construit le demi-cercle de diamétre
[BC] passant par A et les demi-cercles extérieurs au triangle ABC de dia-
métres [AB] et [AC]. Les demi-cercles ainsi tracés délimitent deux « croissants
de lune » ou « lunules ».

A

B C

Montrer que la somme des aires des deux lunules est égale & I’aire du triangle
ABC.

2. Le principe des tapis On considére une piéce d’aire A et deux tapis de
formes quelconques dont la somme des aires est égale a A.
On dispose les deux tapis a 'intérieur de la piéce. Certaines zones ne sont pas
recouvertes, d’autres sont couvertes par un seul des deux tapis et d’autres
enfin le sont par les deux tapis superposeés.
Justifier que 'aire de la partie de la piéce non recouverte est égale a laire de
la partie couverte par les deux tapis en méme temps.

3. Pour cette question, on peut utiliser :

- soit les résultats des questions 1 et 2;

- soit toute autre méthode.
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La figure suivante comporte deux carrés ABCD et FGHI, quatre demi-cercles
dont les diamétres sont les cotés du carré ABCD et quatre quarts de cercle
de centres F, G, H et 1.
Montrer que 'aire colorée en gris est égale a l’aire hachurée.

H

fes]

Eléments de solution

1. Aire des lunules

L’aire des lunules peut se calculer par la différence entre I'aire totale de la figure,
c’est-a~dire la somme des aires du triangle ABC et des deux demi-disques de
diametre [AC| et [AB], et laire du demi-disque de diamétre [BC].

On note respectivement a, b et ¢ les rayons des disques de diameétre [BC], [AC]
et [AB].

1 1 1 1
L’aire des lunules vaut donc §AC’ x AB + 37T X b + 37 X 02) — 5T a?, et

comme le triangle ABC est rectangle en A, on montre, d’aprés le théoréme de
Pythagore que a? = b2 + ¢2.
Et donc 'aire des lunules vaut

(;AC><AB+;7T><b2+;7r><c2> —%Wx(b2+c2):%AC><AB.

Finalement la somme des aires des deux lunules est bien égale a I’aire du triangle
ABC.

2. Le principe des tapis

Soit A laire de la piéce et Ay et Ay les aires des deux tapis, Ag l'aire de la
partie non recouverte, A’ 'aire de la piéce recouverte par un seul des deux
tapis et A” 'aire de la partie de la piéce recouverte par les deux tapis en méme
temps.

Alorsona A=A, +As et A= Ag+ A + A" avec A} + Ay = A’ +2A" car
I’aire A” est recouverte deux fois, d’ou Ag = A”.
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figure 1

On transforme le triangle AEB et la
lunule construite sur le coté [AB| du
carré par la symétrie d’axe (AB) (voir
figure 2 ci-contre) et on fait de méme
pour les autres cotés du carré ABCD.
On obtient donc la figure de 1’énoncé
(figure 3 ci-dessous).

On considére alors que le carré ABCD

117

Dans la figure 1 (ci-contre), le triangle
rectangle et isocéle ABC a la méme
aire que les deux lunules rouges et le
triangle ADC a la méme aire que les
deux lunules vertes et donc l'aire des
quatre lunules est égale a celle du carré

ABCD.

figure 2
est une piéce ou 'on dispose les deux

tapis suivants dont la somme des aires vaut bien 'aire de la piéce :

H
D \C
i A
i
=
A 'B
F

figure 8

La zone colorée en gris est la partie de
la piéce recouverte par aucun des deux
tapis tandis que la zone hachurée est
celle qui est recouverte par les deux ta-
pis simultanément. D’aprés le principe
des tapis, les aires de ces deux zones
sont donc égales.
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Exercice n® 2 (séries S et STI)

Enoncé

La course des escargots

Trois escargots Li, Ma et Son adorent la compétition, mais a chaque fois qu’ils
font une course, ils se retrouvent ex-zequo car ils se déplacent a la méme vitesse.

Ils ont alors I'idée suivante :

chacun va effectuer un parcours différent, Li sur

un cube, Ma sur un cone, et Son sur une sphére (voir figures), chacun devant
relier A & G en se déplagant sur la surface extérieure du solide. Les solides étant
posés sur le sol, Li ne peut pas passer par la face ABCD et Ma ne peut pas

passer par la base.

Parcours de Li

Parcours de Ma

Parcours de Son

A

L’aréte du cube

30cm

mesure

Le diamétre du cercle de
base mesure 50 cm. A et G
sont diamétralement oppo-
sés sur le cercle de base. Le
segment [AS| mesure 60 cm.

Le rayon de la sphére de
centre O mesure 30 cm. A et
G sont diamétralement op-
posés sur le méme paralléle.
L’angle AOG mesure 120°.

1. Parcours de Ma

Dessiner un patron du cone a ’échelle 1/10. Représenter sur ce patron la
trace du trajet le plus court menant de A a G sur le cone.
Calculer & 1 mm prés la longueur de ce trajet.

2. Parcours de Li.

Calculer & 1 mm prés la longueur du trajet le plus court menant de A a

G sur le cube.

3. Parcours de Son.

Son peut-il espérer gagner la course ?
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Eléments de solution

1. SA=60; a = ASA’ = 150°
En effet, le périmétre du cercle de base
du cone est 2w x r = 507 et la longueur

, de Tarc AC est 60 x o (o en radians).
A" Dot 60a = 507
om .
et o« = — radians = 150°

G Il est alors facile de calculer la distance
AG, par exemple avec Al-Kashi,

AG? = SA?2+SG? —2x SAx SG x cos % donc AG = 73,1 cm & 1 mm prés.

A S

2. Un patron du cube permet d’observer que le trajet le plus court est I’hypoté-
nuse d’un triangle rectangle de cotés 60 et 30, d’ou AG? = (AB+BC)?+CG? =
602 + 302, donc AG ~ 67,1 cm & 1 mm prés.

3. Si on calcule la longueur de l'arc AC sur le paralléle tracé sur la figure,

V3

on trouve £ = m x 30 x — =~ 81,6. Mais calculons la longueur du trajet en

suivant le grand cercle (de centre O) passant par ces deux points; c’est un

arc de rayon 30 et d’angle 120° = ?ﬂ- rad., donc la longueur de ce trajet est

2
AG = T %30 ~ 62,8 cm a 1 mm prés. Son peut donc gagner la course s’il

choisit ce trajet.

Exercice n° 3 (Séries autres que S et STI)

Enoncé

La course des fourmis

Deux fourmis Four et Mi disputent une course.
Chacune des deux fourmis doit partir d’un
point A et rejoindre un point M par le chemin
le plus court sur la surface d’un solide posé sur
le sol.

Four se déplace sur un cone de révolution de
sommet S tel que :

- le rayon de la base mesure 4 cm;

- le segment [SA] mesure 12 cm; - B et
A sont diamétralement opposés sur le
cercle de base;

- M est le milieu du segment [SB|.
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Mi se déplace sur un parallélépipéde rectangle

ABCDEFMP tel que :
- le segment [AB| mesure 7 cm;
- le segment [AD] mesure 4 cm ;

- le segment [AE] mesure 3 cm.
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La course est-elle équitable 7 Autrement dit les deux fourmis ont-elles la méme

distance & parcourir ?

(On aura avantage a raisonner a partir de patrons des deux solides).

Eléments de solution

SA=12; a = ASA = 120°
En effet, le périmétre du cercle de base
du cone est 2m x r = 8 et la longueur

de Tare AA est 12a (« en radians=.

Dou 12a0 = 87 et a = 2?ﬂ-mdians =
120°.

Ainsi le triangle ASB est équilatéral et
[AM] est sa hauteur issue de A d’ou
AM = AS x sin60° = 61/3.

Four doit donc parcourir la distance
AM =~ 10,4 cm a 1 mm prés.

Pour Mi, un patron du cube permet d’observer que le trajet le plus court est
I’hypoténuse d'un triangle rectangle de cotés 7 et 4 + 3 = 7, don AM? =
AB?+(BF+FM)? = 7?2472, donc Mi doit parcourir la distance AM ~ 9,9 cm

a 1 mm pres.

Par conséquent, la course n’est pas équitable.
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NANTES

Exercice n° 1 (serie 5)

Enoncé

L’horloge

Sur T’horloge représentée par le cercle ci-
contre, la petite aiguille indique les heures et
la grande aiguille les minutes.

On supposera que les aiguilles se déplacent de
facon continue et on limitera I’étude a un cycle
de 12 h.

X est le centre du cercle, A est le point du
cercle correspondant & Oh Omin Os, A’ est le
point diamétralement opposé & A, B est le
point mobile du cercle permettant de repérer
le mouvement de la petite aiguille, C est le
point mobile du cercle permettant de repérer
le mouvement de la grande aiguille.

1- a. A 3h 30min, quelle est la mesure en degrés des angles AXB et AXC?
b. A 3h 35 min, quelle est la mesure en degrés des angles AXBet AXC?

2- Entre 3h Omin et 4h Omin, & quelle(s) heure(s) la petite et la grande aiguille
forment-elles, entre elles, un angle de 108° ?

3- A Oh Omin, laiguille des heures et celle des minutes sont superposées.
Combien de fois ce phénoméne se produira-t-il dans un cycle de 12h et &
quelle(s) heure(s) ?

4- On ajoute laiguille des secondes. A Oh Omin Os, les trois aiguilles sont
superposées. Ce phénomeéne se produira-t-il une autre fois dans un cycle
de 12h 7

5- Deux fourmis partent du point A en méme temps. La premiére tourne sur
le cercle délimitant le cadran de I’horloge, la seconde fait des allers-retours
sur le diameétre [AA’]. Sachant que leur vitesse est la méme, peuvent-elles se
rencontrer & nouveau au point A ?

Indication : En 1761, le mathématicien Johann Heinrich Lambert (Mulhouse
1728 2 Berlin 1777) démontra lirrationalité du nombre .
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Eléments de solution

1. L’heure est notée : HhMmin u
AXDB est proportionnel & ’heure décimale et AXB =30 (H + 60) .
AXC = 6M.

A 3h30min : AXB = 105° et AXC = 180°
et & 3h 35min : AXB = 107,5° et AXC = 210°.

2. AXC — AXB = 108° & 3h 36min.
AXB — AXC =108° alors M < 0 : impossible.

3. ﬁ\Bzﬁ(\CalorsM:%H avec H=0,1,2,3,4...,9 et 10.

(Pour H =11, M = 60 soit 12H : début d’un nouveau cycle).
4.

Heure pour Secteur Secteur Superposition
laquelle B =C angulaire angulaire des trois aiguilles

d’appartenance d’appartenance possible

de l'aiguille des de l’aiguille des

heures secondes
0h00 Point A Point A oui
1h05min27s A1XA2 A5XA6 non
2h10minb4s A2XA3 A10XA11 non
3h16min21s A3XA4 A4XA5 non
4h21min49s A4XA5 A9XA10 non
5h27min16s A5XA6 A3XA4 non
6h32mind4s A6XAT A8XA9 non
7h38minlls ATXAS A2XA3 non
8h43min38s A8XA9 ATXAS8 non
9h49min05s A9XA10 A1XA2 non
(troncature)
10h54min32s A10XA11 A6XAT non

5. Si cela est possible, la premiére fourmi aura parcouru un nombre entier m
de tours et la deuxiéme un nombre entier n d’allers et retours. La vitesse
étant constante, la distance parcourue est la méme et :

mmd = 2n ol d est le diamétre de ’horloge.
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2n
m = —. m serait alors un rationnel, ce qui n’est pas le cas!.
m

Exercice n® 2 (serie 5)

Enoncé

Le tétraédre
Alex veut construire un tétraédre dont toutes les faces sont isométriques & un
méme triangle.

Il choisit pour un premier essai un triangle ABC de cotés 5 cm, 6 cm et 7 cm.
Il construit un patron du tétraédre. (Figure 1)

1- Montrer que le patron qu’il a construit est un triangle semblable au
triangle ABC.

2- 1l souhaite calculer le volume du tétraédre qu’il a ainsi obtenu. Pour cela,
il imagine un pavé droit AECFHDGB tel que les arétes du tétraédre
ABCD sont des diagonales des faces de ce pavé. (Figure 2)

Dans ces conditions, le tétraédre ABCD a-t-il toutes ses faces isomé-
triques 7

3- Aprés des calculs savants, il arrive a trouver que le coté [AE] du pavé
droit doit avoir pour longueur AE = /6.

a. Calculer les valeurs des deux autres dimensions AF et AH du pavé
droit.
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b. Calculer le volume du tétraédre ABCD.

11 choisit pour un second essai un triangle ABC de cotés 5 cm, 6 cm et 8
cm (Figure 3).

Ds
Scm 6 cm
A 8 cm B
5¢ 6 cm S cm 6 cm
D, 8 cm C 8 cm D,

4- Est-il possible de former le tétraédre ? (aucune justification n’est deman-
dée)

5- Alex cherche une explication au probléme rencontré. Il prend un triangle
ABC quelconque dont les angles sont tels que A < B < C' , et tente de
construire un patron comme auparavant. En pliant ce patron autour de
[AB], il remarque que I’angle CBD varie pendant ce pliage entre B+ A
et B— A.

a. Montrer que pour pouvoir former le tétraédre, 'angle C' doit étre
compris entre ces deux valeurs.

b. En déduire qu’alors, tous les angles du triangle ABC doivent étre
aigus et expliquer la difficulté qu’a rencontrée Alex au second essai.

Eléments de solution

1. Les faces du tétraédre étant isométriques et la somme des angles d’un triangle
étant égale & un angle plat, les points Dy, A et D3 sont alignés. . .

2. Deux faces opposées d’un pavé droit sont des rectangles isométriques et ont
donc des diagonales égales.

3. a. La propriété de Pythagore donne AF = /30, AH = +/19.
b. Volume du tétraédre ABCD = Volume du pavé - 4x Volume du tétraédre
AEDC = 2V/95.

5.a.B-A<C<B+A Dou20 <.

~ 5246282

. le étai = . (Al Kashi).
b. Un angle était obtus car cosC %5 %6 < 0. ( ashi)
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Exercice n° 3 (Séries autres que S)

Enoncé

Avec des euros
Dans un pays ne circulent que des piéces de 1; 3; 9; 27 et 81 euros.
Tous les prix sont des nombres entiers d’euros.

On appellera paiement, tout achat réalisé a ’aide de ces piéces sans rendu de

monnaie.

On appellera transaction, tout achat effectué a l'aide de ces piéces avec un

rendu éventuel de monnaie.

1- De combien de facons différentes peut-on effectuer un paiement de 21 €7

2- Donner une facon d’effectuer un paiement de 183 €. Quelle est celle qui
utilise le moins de piéces?

3- Montrer que tout paiement peut étre effectué en utilisant des piéces de 81€
et, au plus, deux piéces de 27 €, deux piéces de 9 €, deux piéces de 3€ et
deux piéces de 1€.

4- On dit qu’une personne posséde un jeu lorsqu’elle posséde une et une seule
piéce de chaque valeur. o

a. Déterminer tous les paiements qu’une personne possédant un jeu peut
effectuer. Peut-elle effectuer le paiement d’un objet valant 11 euros?

b. Deux personnes possédant chacune un jeu se rencontrent. Peuvent-elles
réaliser une transaction de 11 euros?

c. Quel est le montant maximal d’une transaction entre ces deux per-
sonnes ? Montrer qu’elles peuvent réaliser toute transaction dont le mon-
tant est inférieur a ce nombre.

Eléments de solution

1.

1 |3]| 9| Total 1|3 |9]| Total
211010 21 621 21
181110 21 31610 21
151210 21 3131 21
121310 21 31012 21
12101 21 0|70 21
91410 21 041 21
9 [1]1 21 0|12 21
6 |50 21

Il y a donc 15 fagons différentes d’effectuer un paiement de 21€.

2. On remarque que 81 =3 x27,27=9x3,9=3x3et 3 =3x1. Autrement
dit, il faut trois piéces de 1€ pour remplacer une piéce de 3€, 3 piéces de 3€
pour remplacer une piéce de 9€. ..
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Pour effectuer un paiement de n€ avec le moins de piéces possible, il s’agit donc
de déterminer le nombre maximal de piéces de 81€ que l'on peut utiliser (c’est-
a~dire de trouver le quotient de la division de n par 81) puis de déterminer le
nombre maximal de piéces de 27€ & utiliser, et ainsi de suite. On obtiendra
donc le nombre minimal de piéces & utiliser en effectuant une suite de divisions
euclidiennes.

183 = 2 x 81 + 21. On utilisera donc 2 piéces de 81€ety il reste 21€ a payer.
21 = 9 x 2 4 3. On utilisera donc 2 piéces de 9€ et le reste de 3€ sera payé
avec une seule piede de 3€.

Pour effectuer un paiement de 183€ avec le moins de piéces possible,
on doit donner 2 piéces de 81€, 2 piéces de 9€ et 1 piéce de 3€.

3. Cela découle du raisonnement mis en place a la question 2.

Soit n la somme en € a payer.

En effectuant la division euclidienne de n par 81, le quotient g; est le nombre
de piéces de 81€ & fournir et 'on a : n = 8lg; +r; avec 0 < ry < 81. Siry =0,
c’est terminé.

Sinon, en effectuant la division euclidienne de r; par 27, le quotient ¢o est le
nombre de piéces de 27€ & fournir et 'on a : vy = 27¢s + 9 avec 0 < ro < 27.
Or r; < 81 donc ¢ < 3 soit donc ¢o € {0;1;2}. Si ro =0, c’est terminé.
Sinon, en effectuant la division euclidienne de ro par 9, le quotient g3 est le
nombre de piéces de 9€ & fournir et 'on a : 79 = 9¢g3 + r3 avec 0 < r3 < 9.
Or r9 < 27 donc g3 < 3 soit donc ¢ € {0;1;2}. Si r3 = 0, c’est terminé. Sinon,
en effectuant la division euclidienne de r3 par 3, le quotient g4 est le nombre
de piéces de 3€ & fournir et 'on a : r3 =3q4 + 74 avec 0 <14 <3.0rrz <9
donc g4 < 3 soit donc g4 € 0;1;2. Si ry = 0, c’est terminé. Sinon, 4 est égal &
1 ou 2 et on l'atteint en donnant une ou deux piéces de 1€.

Tout paiement peut donc étre effectué dans les conditions imposées
par I’énoncé.

4. a) Pour chaque piéce, il y a deux possibilités : I'utiliser pour le paiement ou
pas. Il y a donc 2° possibilités. A celles-ci il faut enlever le cas ot ’on n’utilise
aucune piéce.

Il reste donc 31 prix différents « payables » avec ces cingq piéces.

b) L’acheteur fournit 3 + 9 = 12€, le vendeur lui rend 1€. La transaction
est effectuée.

¢) L’acheteur peut fournir au maximum 1+ 3+ 9 + 27+ 81 = 121€ : c’est
le montant maximal d’une transaction entre particuliers.
Soit n un prix inférieur & 121€. Si ce prix fait partie des 31 trouvés au 4. a),
I’affaire est réglée : il s’agira d’un paiement.
Sinon, on peut remarquer que tout nombre strictement inférieur & 121 peut
étre réalisé en utilisant au plus deux piéces de chaque sorte (voir la question
3). Une transaction entre deux particuliers peut alors s’effectuer ainsi :
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* On détermine une fagon de payer utilisant au plus deux piéces de chaque

valeur.

* On s’intéresse ensuite aux piéces dans 1’ordre croissant des valeurs :
S’il faut strictement moins de 2 piéces de 1€, on passe aux piéces de 3€
sinon on augmente d’une unité le nombre de piéces de 3€ a fournir par
I’acheteur et le vendeur « rend » une piéce de 1€.

* On examine alors le nombre de piéces de 3€ a fournir de la méme fagon
que précédemment puis on poursuit le processus jusqu’aux piéces de 81€.

Exemple :

*95=814+9+3+2x 1.1l faut a prior: deux piéces de 1€,

* mais 95 = 81 + 9 + 3 x 2 — 1. Il faut désormais que I’acheteur donne 2
piéces de 3€ (qu’il n’a pas) et le vendeur lui rend 1€.

puis 95 = 81 + 2 x 9 — 3 — 1. Il faut désormais que I'acheteur donne 2

piéces de 9€ (qu’il n’a pas) et le vendeur lui rend 4€(une piéce de 3€

et une piéce de 1 €).
* puis 95=81+27-9—-3—1.

L’acheteur fournit donc 81 + 27€, le vendeur lui rend 9 + 3 + 1€.

Exercice n° 4 (Séries autres que S)

Enoncé

Le diagonaliste
« Quelques centaines d’opinidtres tra-

versent la France de long enlarge, a la
pédale et au courage » Quest-France du
07-08 juin 2008.

Un diagonaliste est un amateur de
vélo qui a réussi a joindre deux des
six sommets de I’hexagone que sont
Brest, Dunkerque, Strasbourg, Men-
ton, Perpignan et Hendaye, en par-
courant uniquement des diagonales.
Le tableau donne les diagonales et
leurs distances en km.

Diagonales Distances
Dunkerque-Menton 1190
Hendaye-Menton 940
Hendaye-Strasbourg 1170
Brest-Strasbourg 1080
Brest-Menton 1400
Brest-Perpignan 1 065
Dunkerque-Hendaye 1190
Dunkerque-Parpignan 1190
Strasbourg-Perpignan 940

Alex et Sam, sportifs et mathématiciens, ont construit le graphe ci-dessous
schématisant les diagonales reliant les six villes.
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Dunkerque

Brest Strasbourg

Hendaye Menton

Perpignan

Les quatre questions de ce probléme sont indépendantes

1. Peut-on parcourir une fois et une seule toutes les diagonales sans lever le
crayon ?

Expliquer.
2. Alex et Sam souhaitent relier Dunkerque & Strasbourg. Est-ce possible
directement 7 avec 2 diagonales ? avec 37 avec 47 avec 57 avec 67

Donner dans chaque cas ou cela est possible, un trajet envisageable (une
diagonale ne peut étre parcourue qu'une seule fois) et sa distance en
kilométres.

3. L’été prochain, ils décident de faire une boucle au départ de Dunkerque
en faisant une premiére étape & Menton, avec 5 diagonales distinctes.
Quels sont tous les trajets possibles ? Quel est le trajet le plus court ?

4. Pour embellir le graphe, ils décident de mettre les villes en couleur, de
sorte que deux villes reliées par une diagonale ne soient pas de la méme

couleur. Quel est le nombre minimal de couleurs? Reproduire le graphe
en colorant les villes avec les couleurs choisies.

Eléments de solution

Tableau de données créé a partir du site des diagonalistes.
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Temps
. N Dis- maxi-
Distance a
. tances mum
Diagonales vol Intervalles . .
. de autorisé
d’oiseau o
référence (heures)
N 100
Dunkerque-Menton 880 1190 1090 a 1472
N 78
Hendaye-Menton 750 940 904 a 985
N 99
Hendaye-Strasbourg 930 1170 1106 a 1252
N 88
Brest-Strasbourg 900 1080 1023 a4 1146
N 116
Brest-Menton 1050 1400 1335 a 1480
. N 89
Brest-Perpignan 1060 1065 1032 a 1214
N 88
Dunkerque-Hendaye 900 1060 1015 & 1163
. N 100
Dunkerque-Perpignan 900 1180 1131 & 1271
) R 78
Strasbourg-Perpignan 750 940 915 a 1033

1. On choisit une ville de départ, par exemple Dunkerque D. La symétrie de
la figure montre qu’il n’y a ensuite que deux choix possibles : Perpignan ou

Menton.

Des trajets possibles en tenant compte des symétries sont :

D-P-B-S-P,
D-P-B-S-H-D-

D-P-B-M-H-D-
D-P-B-M-D-H-
D-M-H-D-P-B-
D-M-H-S-B-P-
D-M-B-S-H-D-
D-M-B-P-D-H-

w"UUmmzz

soit 4 diagonales
soit 7 diagonales
soit 6 diagonales
soit 7 diagonales
soit 7 diagonales
soit 7 diagonales
soit 7 diagonales
soit 7 diagonales.

s

T Y ®

On ne peut jamais parcourir les 9 diagonales. (En terminale, spécialité, vous
verrez le théoréme d’Euler)

2. Dunkerque n’est pas relié directement a Strasbourg. Trajets possibles :

D-P-S:
D-M-B-S:

2 360 km
3 670 km
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D-M-B-P-S: 4 595 km
D-P-B-M-H-S: 5 765 km
D-M-H-D-P-B-S: 6515 km.

3. Il n’y a que deux trajets possibles : D-M-B-S-P-DetD-M-H -
S - P - D de longueurs respectives 5 800 km et 5 430 km ; le deuxiéme est le
plus court.

4. Les villes D, M et H nécessitent 3 couleurs; P ne peut pas étre de la méme
couleur que D, mais peut avoir la couleur de M. Coloriage possible : D et S
en rouge, M et P en bleu, H et B en jaune.

Dunkerque

Strasbourg
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NICE

Exercice n° 1 (série s)

Enoncé
2009 - Année étoilée!

On s’intéresse aux nombres entiers non nuls N possédant la propriété (*)
suivante :

N peut s’écrire comme somme de deux entiers dont le produit est divisible par
N, c’est-a-dire qu’il existe deux entiers a et b tels que

N = a+ b avec a + b diviseur de ab ()

On appellera composantes de N, des entiers a et b convenables et on pourra
dire N est étoilé.

Exemple : 9 est étoilé car 9 =3+ 6 et 3 x 6 = 18 est divisible par 9.

On dit que le nombre entier N est un carré parfait s’il existe un nombre entier
a tel que a® = N.

On dit qu’un nombre entier est premier s’il est plus grand que 1 et s’il n’est
divisible que par 1 et par lui-méme.

1. Trouver tous les nombres entiers jusqu’a 20 qui sont étoilés et ceux qui
ne le sont pas.

2. Montrer que 25 et 36 sont étoilés, puis montrer que si N est un carré
parfait alors N est étoilé.

3. Soit N un entier étoilé et p un diviseur premier de N (p > 1); montrer
que p divise les deux composantes de V.

4. Montrer que 2009 est étoilé.

5. Montrer que si N = p X q avec p et ¢ premiers distincts alors N n’est pas
étoilé. Que dire de 20107

6. Soit N un nombre entier non nul, donner une condition nécessaire et
suffisante pour que IV soit étoilé.
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Solution (P.L.H.)

1. Sont étoilés :
4=2+4+2,8=4+4,9=3+4+6,12=6+6, 16 =8+ 8, 18 = 12+ 6,
20 =10+ 10.
Si N est premier, a et b sont égaux a 1 ou & N et on a l'unique
décomposition N = 14 (N —1), mais N ne divise pas 1 x (N—1) = N—1.
N n’est pas étoilé.
On en déduit que 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 et 19 ne sont pas étoilés.
Il reste 6, 10, 14, 15, produits de deux nombres premiers distincts qui ne
sont pas étoilés (cf. question 5).

2. 25 =5420 et 36 = 18 4 18 sont étoilés car 25 divise 5 x 20 = 100 et 36
divise 18 x 18 =36 x 9.
Si N est un carré, N = k> = k+ N —k = k + (k* — k) et k? divise le
produit k(k%? — k) = k%(k — 1) : N est étoilé.

3. N=a+bet N divise ab. Si p premier divise N, il divise ab donc a ou b.
Supposons qu’il divise a, il divise aussi N —a = b.

4.2009=7*x41=6xT7x41+7x 41
et (6 x 7 x41) x (7 x 41) = (6 x 41) x (7% x 41) est bien un multiple de
2 009; 2 009 est étoilé.

5. Si p x ¢ était étoilé, il existerait a compris entre 1 et pg — 1 tel que pq
diviserait a(pq — a) donc a? donc a si p # q. Mais ceci est incompatible
avec la condition a < N — 1.

2010 = 2 x 3 x5 x 67 est le produit de quatre facteurs premiers
distincts ; chacun d’eux divise a ce qui est incompatible avec la condition
1< a<2009.

2 010 n’est pas étoilé.

6. N est étoilé si et seulement si, dans sa décomposition en facteurs premiers,
figure au moins un facteur multiple :

- Si cette condition est remplie, N = plflpg2 ...pFe avec py1,pa,. .. De
premiers distincts et un des k; au moins égal a 2.
Soit N = p*M avec k > 2;
En posant a = p*"!M et b= N — —a = p*~!(p — 1)M, on a bien
a+b=N et N divise ab = p>*=D(p — 1)M? car 2(k — 1) > k.
N est étoilé.
- Si cette condition n’est pas remplie, N = pips - - p, doit diviser a?
donc a, mais alors a > p1ps - - - Pe.
N n’est pas étoilé.
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Exercice n° 2 (série s)

Enoncé

Rangements. ..

1.

(D)

133

Deux ballons sont posés cote a cote
comme le suggere le dessin ci-contre (les
deux cercles sont tangents entre eux et
ala droite (D)). L’un des ballons a pour
rayon 9 cm.

Si l’autre ballon a pour rayon 4 cm, que
vaut la distance d?

Si la distance d = 30 cm, que vaut le
rayon du deuxiéme ballon 7

Mais si la distance vaut 18 cm, que vaut
alors le rayon du deuxiéme ballon ?

2. Je veux ranger maintenant 3 ballons de rayons respectifs 3, 4 et 5 cm,
disposés cote a cote comme précédemment (les 3 cercles sont tangents entre
eux et tangents a une droite (D)). Dans quel ordre les disposer pour avoir la

longueur d minimum ?

(D)

d

Si les ballons ont pour rayons respectifs r1, ro et r3, peut-on généraliser le

résultat obtenu ?

3. Toujours pour gagner de la place, j’ai disposé mes 8 balles de tennis
autour d’un ballon de telle sorte que les 8 balles soient tangentes entre elles,
tangentes au plan sur lequel elles sont posées et tangentes au ballon qui a 4
cm de rayon. Quel est le rayon des balles de tennis ?
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Eléments de solution (p.L.H.)

1. Soient C; et Cy les deux cercles, O et Og leurs centres, r1 et ro leurs
rayons, H; et Hy les projections orthogonales de Oy et Oz sur (D), avec
H; a gauche de Hy, K la projection orthogonale de O; sur (HyO5).

(D)

H, H,
d

Le théoréme de Pythagore appliqué au triangle rectangle O; KOy donne
0,02 = 0O, K? + KO?

d’ou 01K2: (7“1 + 7“2)2 — (7“1 — ’1“2)2
= 4’/‘17"2.
On en déduit d =71 4 2\/r1r2 + 72 = (/71 + \/5)2
- sir1:4et 7’2:9,d:(2+3)2:25
- Sirg=9et d=30, (/71 +3)? =30, /i1 +3 =30
r1 = (V30 —3)" =30 — 6+/3+6 = 6,137.
- Siry =9 et d =18, la formule ci-dessus nous donne /1y +3 = V18
oury =27 —18v2 = 1,544.

d,
d 1 : &

Cet exemple nous montre la nécessité de préciser ce qu’est la « distance
d » définie uniquement par la premiére figure de ’énoncé, dans le cas ou
r < 1,544.

- S’agit-il de la distance calculée plus haut, d; = (\/ﬁ + \/6)2, qui
mesure la distance entre la paralléle & (O2Hs) tangente a gauche a
C1 et la paralléle a (O2Hs) tangente a droite & Co ?

Sidy =18, 1 =1,544.
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- S’agit-il de la longueur du segment projection sur (D) de la réunion
des deux cercles C; et Co 7 Dans ce cas, d = 18 pour tout cercle C;
tangent a Cy et & (D) et de rayon inférieur & 1,544.

La bonne réponse est alors : vy < 1, 544.

2. Numérotons Hy, Hy, H3 de la gauche vers la droite de sorte que Cy est
tangent a C; et a Cs, sauf dans le cas C.

(D)

Posons HiHy = e et HoH3 = f.

Alors d =ry+e+ f+rs, avec (ra+11)2 =2+ (r1 —r2)? oue = 2,/riry
et (ro+13)2 = f2+ (r3 —r2)? ou f = 2,/rars.

Dans le cas des rayons 3, 4, 5, d ainsi calculée est aussi la longueur du
segment [AB] projection sur (D) de la réunion des trois cercles Cy, Cy et
Cs.

Nous avons 6 permutations possibles pour la taille des ballons, qui se
raménent & 3 par symétrie autour de la médiatrice de [AB].

-ro=3(et gy =4, r3 =50ur; =5, r3 =4) (Le petit ballon est
entre les deux autres).

d

d=dy =9+2v3(Vi+/5) =23,673.

-rg=4 (et 1y =3, r3 =50ur; =5, r3 = 3) (le ballon moyen est
entre les deux autres).

dy

d=dy =8+4(V3+5) =24,872.
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-rg=5(etr; =3, rs=4oury =4, r3 = 3) (le gros ballon est entre
les deux autres).

806

d=ds=7+2V5(V3+V4) = 23,689.

C’est donc la premiére disposition qui donne & d la valeur minimum
d = dy, mais la différence avec la troisiéme est vraiment minime. Dans
le cas général, nous cherchons & minimiser la longueur d de la projection
sur (D) de la réunion des trois cercles C1, C2 et C3 numérotés de gauche
a droite. Nous notons 71, ry, 73 leurs trois rayons. Co est tangent a C; et
a C3 (sauf dans le cas ot C; est tangent & Cy et & C3). C1, Cy et C3 sont
tangents & (D). Nous notons uj, us, ug ordonnés dans l'ordre croissant
la racine carrée de ces trois rayons. Nous supposerons ug = 1, cas auquel
on se raméne par homothétie. On a donc 0 < u; < ug < 1.

Nous représentons 1'une des deux dispositions symétriques des trois
cercles dans les divers cas, puis, dans une figure récapitulative, le ré-
gionnement dans le plan (ujus).

Cas A: r=ul, ro=1, 13 =13
(ou ry = u3, r3 = u?)
up Sug < V2 -1
Amin = 2.

CasB: ri=u? ro=1, r3 =u3
(ou ry = u3, 13 = u?)
ur < V2 —1< up
Aimin = (1 + u2)2.

Cas C: 71y =1, ro =1}, r3=u3

(oury =u3, 13 =1)
V2-1<u € 2
1+’LL2
dmin = (1 +UQ)2.
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Cas

dl :u%+2u1(u2+1) +1
d2 —u%+2u2(u1 +1) +1
ds = u? + 2(uy + uz) + u3

d3 —doy = (u1 — 1)(—2u1 + uo + 1)
dy —dy = (u2 — u1)(2 — (u1 + u2))

DetE:v2—-1<u; <uy<1

>

;UL =

137

U2
= 1+UQ.

(ul—l)(u2—u1+l—u1)<0
0
S

ds —dy = (ug — 1)(u1 + 1 — 2u2) a le signe de 2us —u; — 1

CasD: 2us—u;—120,
onad3>d1 etd2>d1
d’ou
dmin:dl
=u3 +2uy(ug +1) +1
=1, 1o = u?, 13 =u3
(oury =u3, ro =u?, r3 =uy).

Cas E: 2us —u; —1<0,
onadggdl etdggdg
d’ott
dmin:dB

= u? + 2(u1 + ug) + u3
2 2
o =uf, ro =1, r3 = u3

(our; =u3, ro =1, 73 = u?). ‘

Figure récapitulative

U

| J N P
C@Q
K@)
1 iL
@
0 M R

sur cette figure récapitulative nous avons précisé le régionnement du plan
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(u1, ug) ou plus précisément du triangle 0 < u; < ug < 1 correspondant
aux différentes expressions de la distance d minimum. Les coordonnées
des divers points de la figure sont :

10, v2-1); J(v2 -1, 1);K<\/5—1, ?>;L(\/§—l, V2 - 1);
M(vV2 -1, 0); N(é 1) : P(1, 1).

> s JUNTN S, . Ul
NK de I’hyperbole équilatére d’équation uy = 1 .
—
La cas particulier 3, 4, 5 correspond au point Q de coordonnées

4
<\/§ , \/;> . Un calcul précis confirme que Q est au-dessus du segment
[KP].

Faisons une figure dans un plan vertical

passant par le centre O du ballon de 0
rayonR et par celui, O; d’une des
balles de tennis de rayon 7. 0,

OnaOO;1=R+r
et 00? = HH? + (R —1)?
d’ott HH? = ARy H H

Construisons alors la projection hori-
zontale du ballon et des 8 balles : les des
8 centres Ojdots Og des 8 balles sont
sur un cercle de rayon H H; et sommets
d’un octogone régulier de coté 2r.

Dans le triangle 00105, on a 0103 = 20,02 — 20,02 cos 45°
2 2
ou 4r? = 20,07 <1 - \2F> =2HH? (1 - f)

2
D’ou 412 = 8Rr (1 — ?)

our = R(2—2)=0,5858R.
SiR=4, r=~2,34 cm.
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Exercice n® 3 (series Es - L)

Enoncé

Le jeu

Un supermarché propose un jeu pour fidéliser sa clientéle.

On donne a chaque client une carte de 10 coupons et un capital fictif
de 1€.

A chaque passage en caisse, le client donne un coupon par tranche de 107
d’achat et voit son capital multiplié par le nombre de coupons donnés.

Ainsi, si son achat est de 30€, il donne 3 coupons et sa cagnotte est alors
multipliée par 3. Il pourra toucher son capital a la fin de sa carte.

1.

Un client fait un premier achat de 100€, quel est le montant de son
capital 7

. Un autre client, chaque jour pendant 10 jours, fait un achat pour un

montant de 10 €, quel est au final le montant de son capital 7

. Un troisiéme client fait un achat de 50€ suivi le lendemain d’un autre

achat de 50€. Quel est le montant de son capital ?

. Un client a fait plusieurs achats successifs pour un total de 100€ et il a

un capital de 12€. Quels sont les montants de ses achats successifs ?

. Comment peut-on répartir ses achats pour avoir le capital le plus élevé

possible ?

. Voyant le succés du jeu, le supermarché décide d’éditer des cartes de

20 coupons, mais il fait rapidement faillite! Quel est le capital maximum
pouvant étre gagné par un client avec une carte de 20 coupons et un
capital de départ de 1€ 7

Eléments de solution (p.L.H.)

1.

Le premier client regoit 10 coupons et un capital de 1€.
Aprés son premier achat de 100€, il touche 10 coupons, les donne a la
caisse et son capital est multiplié par 10 et devient donc 10€.

. Le capital du deuxiéme client est multiplié par 1 & chaque passage a la

caisse, donc au final il est encore de 1€.

3. Le capital du troisiéme client prend les trois valeurs successives : 1, 5, 25.

12=4x3=6%x2=2x2x3.

Seuls modifient le capital les achats d'un montant au moins égal a 20€. Le
quatriéme client a donc pu effectuer un achat compris entre 20 et 29€ et
un compris entre 60 et 69€ et réparti le reste des 100€ entre des achats
d’un montant inférieur & 20€ ou un achat compris entre 30 et 39€ et
un autre entre 40 et 49€ ou 3 achats donnant respectivement 2, 2 et 3
coupons.
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5. Si on dispose de 100€, on peut les répartir en 5 achats de 20€ et porter
ainsi son capital & 2° = 32€, en trois achats de 30€ ne rapportant que
33 = 27€, en 2 achats de 50€ : 52 = 25€.

6. Si un client dispose de 20 coupons et de 200€, il peut les répartir en 10
achats de 20€ et son capital sera 2'0 = 1 024€.

Exercice n® 4 (series ES - L)

Enoncé

Distance sur un carré

ABCD est un carré de coté 4 cm et de centre O. Soit M un point qui décrit
ce carré. On appelle « abscisse de M » la distance = (en cm) qu’a parcouru le
point M & partir du point A lorsqu’il s’est déplacé sur le carré dans le sens
inverse des aiguilles d’une montre.

D CcC D C
A M B A B
Figure 1 Figure 2

Ainsi, sur la figure 1, on a x = 3 et sur la figure 2, on a x =4+ 2 = 6.
Question 1 : On note f(x) la distance entre le point O et le point M.
Exemple : lorsque le point M est sur A alors 2 = 0 et f(0) = OA soit, puisque
OA =2v2, f(0) =2V2.

Représenter f sur le graphique 1 (A rendre avec la copie).

y
4

3

>

X

O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
graphique 1

P et Q sont deux points distincts situés a l'intérieur du carré ABCD ou sur la
frontiére de celui-ci. On note f(x) laire du triangle MPQ.

Question 2 : Dans cette question P est le milieu de [OD] et Q le milieu de
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[OA]. Tracer le triangle MPQ sur le graphique 2 de 'annexe puis compléter la
représentation graphique de f sur le graphique 3.

D C

Qe

A B
graphique 2

Ol 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 167
graphique 3

Question 3 : Dans cette question, P est le milieu de [OD] et Q le milieu de
[OB]. Tracer le triangle MPQ sur le graphique 4 de ’annexe puis compléter la
représentation graphique de f sur le graphique 5.

D C

Qe

A B
graphique 4

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16~

graphique 5

Question 4 : Dans cette question, P est le milieu de [OD], I est le milieu
de [AB] et Q le milieu de [OI]. Tracer le triangle MPQ sur le graphique 6 de
I’annexe puis compléter la représentation graphique de f sur le graphique 7.
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D C
C.) M
A B
graphique 6
y
4
3
> N
‘ \\\ %
\/ /
O/ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 167

graphique 7
Question 5 : Dans cette question, P et Q sont des points a l'intérieur du
carré. La représentation graphique de f est donnée ci-dessous. Déterminer avec
précision les positions possibles de P et Q.

4

3

O' 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 167

Eléments de solution (p.L.H.)

Question 1
Dans cette question, f(x) = OM.

-si0<z <4 f(2)2 =22+ (2—2)?2 =8 —4x + 22

d’ou f(x) =8 —4x + a2
-sid<x <8 f(z)Q:(zf4)2+(6 z)%; f(x) = f(z —4)
-si8< <12 f@)?P=(x—8)2+(10—2)?; f(z) = f(z —8)
-sil2< 2 <16 f(2)? = (2 —12)? + (14 — z)?

Sur l'intervalle [0; 4], la courbe représentative de f est un arc I'; (d’hyperbole
équilatére) symétrique par rapport a la droite = 2 et passant par les points
(0, 2v/2) (1, V/5) (2, 2) (3, V5) et (4, 21/2), avec 2v/2 = 2,828 et /5 = 2, 236.
Sur chaque intervalle [4i,4 (i + 1)], Parc de courbe représentatif est le translaté

de T'; par une translation d’amplitude 4¢ (2 < ¢ < 4 ; 4 entier compris entre 1
et 3).
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1)

4

3

N AN AN A~
1

o 1 2 3 5 6 § 9 10 11 12 13 14 15 16x

Question 2

143

Dans cette question, (PQ) est paralléle a (AD) et aire du triangle MPQ reste
constante quand M parcourt [BC| (f = 3) ou [AD] (f =1).

D

C

A

B

Ceci permet de compléter la représentation graphique de f

x)
4

3

2

1

O

Question 3

4 5 6

8

9

10 11

12 13 14 15 167

Dans cette question [PQ] est porté par la droite (DB) et a pour longueur

DB

= 2V/2.
5 = 2V2

A

B

L’aire du triangle MPQ est donc égale au produit de /2 par la distance de M

a la droite (DB). Celle-ci est égale a

?(4—@
?(x—@

sur [0, 4]

sur [4, 8
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(12 — x) sur [8, 12]

(x —12) sur [12, 16]

oSl

D’ou la représentation graphique :

x)
4

3

2

1

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16~

Question 4

La droite (PQ) coupe [AB] au point J d’abs- K C
cisse x = 2,5 et [CD] au point K d’abscisse
x =11,5. On a done f(2,5) = f(11,5) = 0.

Si M est au milieu de [BC]|, [MQ] est ortho- p O <

gonal a [PQ]| et laire de MPQ est égale a \ >M
1 1 DJ?

Par symétrie autour de (PQ), f(0) = 2,5. Q

Pour chaque point M d’abscisse x entiére, on T J B

calcule sa distance a la droite (PQ) en utilisant
le théoréme de Thalés successivement pour les
angles de sommet J, S, K et T et on en déduit
I'aire du triangle MPQ en fonction de x.

0] 1] 2345161 1787109
) 25| 150505 |15 2 |25 3 |35 25

10 [ 11 | 12 [ 13 ] 14 | 15 | 16
150505 1 |15 2 |25

8

f

—~

Ty
&

On peut aussi construire f et sa représentation graphique comme (par Thalés)
la fonction affine par morceaux et continue qui satisfait f(2,5) = f(11,5) =0

et f(6) = f(0) = 2,5

2,5 —2] pour 0<z<4
r—1 pour 4<x<8
flw) = \11,527x| pour 8< <12
T pour 12 < x <16

2
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fx)
4
3 ™\
2 N\ \\
1 \\\ // \\\
\/ N/

Ol 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16"

Question 5
De f(7) =0 et f(13) = 0 on déduit que P et Q sont sur [IJ] ot J est d’abscisse
7 et I d’abscisse 11.

De f(x) =1 sur [8, 12], ou de f(x) = 3 sur [0, 4], on déduit PQ =2 : [PQ] est
un sous-segment de longueur 2 de [1]].

f(i‘)

3

2

1

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 167

D C
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ORLEANS

Exercice n° 1 (série s)

Enoncé

Simplifications scandaleuses

1 161 . . . . )
Un éléve a écrit -1 ce qui est juste mais il explique qu’il a obtenu cette
égalité « simplifiant 6 » 16 _ 1
égalité en « simplifiant par - =
g P p G4~ 1
1. Montrer a l'aide d’un exemple qu’une simplification de ce type n’est pas
toujours possible. Dans la suite de I'exercice, a, b et ¢ sont des nombres
entiers pris parmi les entiers 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8 et 9.
On précise que la notation ab représente l'entier dont 'écriture décimale
admet b pour chiffre des unités et a pour chiffres des dizaines. Autrement
dit : ab = b+ 10a , la barre placée au dessus des chiffres a et b permettant
d’éviter une éventuelle confusion avec le produit ab.

De méme abc représente 'entier dont 1’écriture décimale admet ¢ pour
chiffre des unités, b pour chiffres des dizaines et ¢ pour chiffre des
centaines. Autrement dit : abc = ¢+ 10b + 100a, etc.

2. Le but de cette question est de déterminer toutes les fractions du type

ab ab a
T ou la « simplification scandaleuse » = = — est possible.
C C C

9ac

ab  a
(a) Démontrer que l'on a I’égalité — = — si et seulement si b = .
bc ¢ 10a — ¢

(b) En examinant tous les cas possibles pour les chiffres a et ¢, indiquer
. ab . . .
toutes les fractions du type i ou la « simplification scandaleuse z

c
est possible.

e . . bb a
3. On s’intéresse maintenant aux fractions telles que oo = -
c
abb  a
(a) Exprimer b en fonction de a et ¢ pour que I'on ait 1’égalité T =—.
C c
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abb
(b) En déduire toutes les fractions du type % ou la « simplification
c

abb
scandaleuse » w2 = < est possible.
bbe ¢

b
(avec 2009 chiffres

...be
b au numeérateur et au dénominateur) ou la « simplification scandaleuse »

ab...b
b...bc

b
4. Conjecturer quelles sont les fractions du type a4

a
= — est possible.
c

Eléments de solution

35 3

1. 6 #* g par exemple.

2 )% % o (10a + b)e = (105 + c)a & 9ac + be = 10ab & b = —22C
) = = — a C = c)a ac C = a = .

be c 10a — ¢

b)

. Y1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 b=1

2 b=2

3 b=3

4 b=6 b=4

5 b=9 | b=6 b=5

6 b=6

7 b=7

9 b=9

On obtient donc 13 solutions :

U 1619 22 2 38 4 49 55 66 7T 88 99
117647957227 657 337 447 987 557 66 777 8 ' 99

a = =g (100a — 11b)c = (110b + ¢)a < 99ac + 11bc = 110ab
C C
< 9ac + be = 10ab.
Ainsi:a:bb:g@)a:b:g.
bbc c be c
b. On obtient donc 13 solutions :
UL 166 199 222 266 383 444 499 555 666 77T 888 999
1117 6647 9957 2227 665" 3337 444’ 998 ' 555’ 666 ° 777 888 ' 999°
ab...b

4. Plus généralement,
b...bc

_ ¢ < 9ac + be = 10ab.
c
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. .ab...b a ab a
Ainsi = == -,
...be ¢ bc ¢

Ce qui donne comme solutions :

n chif fres

1 1...1 1
° 4 11-1 et les autres avec comme chiffres que des 2, des 3, des 4

n chif fres
etc.

n chif fres

n chif fres

n chif fres

n chif fres

n chif fres

n chif fres

n chif fres
—~ =
4 9...9 49 4 1

9..9 8 98 8 2
———
n chif fres

Avec la calculatrice par A. Guillemot

ab a . .
— = — si et seulement si
C

2. a) Comme a et b sont différents de 0,
¢(10a + b) = a(10b + ¢).

9
¢(10a 4+ b) = a(10 + ¢) si et seulement si b = ac

10a — ¢’

b) Remarquons que si @ = ¢, nous avons a = b = ¢. Nous avons donc 1a
aa
neuf fractions « simplifiables » de la forme —.
aa
Pour trouver les autres fractions « simplifiables », il suffit d’utiliser
un petit programme qui utilise la relation trouvée dans la question
précédente en faisant varier a et ¢ de 1 4 9 avec a # c. b devra étre

un entier inférieur a 10.



Olympiades académiques - 2009 149

PEDEHHH:TDUESI
tForcH.1.97
tForcC. 1,92
QH*Ef{IEH Ca+EB
:If fPart(BI=A 3

nd A#C and E=9
t0izFr {R.EBE.CX

-End-Ehdl

En langant le programme, on trouve quatre solutions supplémen-
taires

Dome
PFQMTDUE5%1

1 9 5
2 6 5
{4 9 82

|
6 19 26 49
647 95 65 98
Remarque : on peut trouver ces quatre solutions directement avec
le programme suivant (on fait varier a, b et c de 1 4 9 avec a # b et

b
on affiche a, b et ¢ quand »L_e
bc ¢

PEDEEHH TOURS

qui sont —

: cl
+E} A-C_and A#
t0i=Fr +H.B.C2
: End: End? End
3. Nous avons déja comme solutions les neuf cas ot a = b = ¢ comme
précédemment. Pour trouver les autres cas, modifions légérement le

programme précédent.

PEDEHHH TOURS FramTOURS
iForiH.1.9) i1 & 47
=FDP{E,1=9h 1 9 52
=FD LC.1.90 26 92
sIf ClEER+1l 4 9 3
11@B+E} A~C and Done
AZE [ |
t0iz=Fr <A-E.C*

Et on trouve les mémes valeurs de a, b et ¢ qu’a la question
précédente.

Exercice n° 2 (serie 5)

Enoncé
MILA est trés carré...

Le Docteur Watson rapporte & Sherlock Holmes une affaire étonnante : « Mon
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cher Holmes, j’ai lu cette énigme dans le « Times » :

Le Colonel Mila, agent secret surnommé « Mila le carré » dans les
milieur du contre-espionnage pour sa carrure herculéenne, a disparu hier
en laissant derriére lui les plans d’un sous-marin. Or, il se fait que le
Colonel a caché ces plans dans l'une des cabines d’un paquebot lors de
son dernier voyage. On ne connait pas le numéro de la cabine, ni le pont
sur lequel elle se trouve, mais on dispose des indications suivantes :
e ABC est un triangle tel que BC = 8 cm.
o Les points I, J et K sont les milieux respectifs des cotés [BC], [AC]
et [AB].
e Le point M est le symétrique du point J par rapport au point K, et
le point L est le symétrique du point K par rapport au point J.

e Le quadrilatéere MILA a au moins un angle droit.

e Le numéro du pont est donné par la longueur en cm du segment
[AI], et celui de la cabine par la mesure en cm? de laire du
quadrilatére MILA ».

1 PARTIE

Retrouver le numéro du pont sur le lequel se trouve la cabine du Colonel Mila.

2¢me PARTIE
Holmes réfléchit et, un peu agacé, dit :
« Il doit certainement manquer un élément dans votre énigme, mon cher Wat-
son! ».

Watson répond : « Ah, oui! Je n’avais pas vu la fin...Il est aussi écrit que :
Le quadrilatére MILA est un carré.
Qu’en pensez-vous, mon cher Holmes ? ».

Retrouver le numéro de la cabine dans laquelle se trouvent les plans cachés par
le colonel Mila, avant de pouvoir répliquer :
« Elémentaire, mon cher Watson! ».

3%me PARTIE

Piqué au vif, Watson poursuit seul la lecture de I'article :

« L’espion avait aussi caché les plans d’une base navale alliée dans une autre

cabine dont le numéro est donné par la mesure de laire, en cm?, du pentagone
CLAMB ».

Sachant que le quadrilatére MILA est un carré, déterminer dans quelle cabine
se trouvent les plans de la base navale.
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Eléments de solution

1°*¢ PARTIE

A Les diagonales [A]] et [KJ] du quadrilatére MILA,
se coupent au point O.
D’aprés la propriété de la droite des milieux, on
peut affirmer que les droites (KJ) et (BC) sont
M K| O J L paralléles. En utilisant la propriété réciproque on
prouve que le point O est milieu du segment [A]].
En utilisant & nouveau cette propriété dans les
triangles ABI et ACI, on démontre que

B I C KO:%BIetque JO:%CI.

Par symétrie, on a MK = KJ = JL.
De pluson a KJ = BI =1IC.

1 1
Ainsi MO = MK+ KO = BI+§BI =6cmet LO=LJ+JO = BI+§BI =
6 cm.
Les points M, O, L étant alignés, on peut en déduire que le point O est milieu
du segment [ML].
Les diagonales [AI] et [ML] ont donc méme milieu O, ce qui prouve que MILA

est un parallélogramme. De plus le parallélogramme MILA posséde un angle

droit donc il s’agit d’un rectangle, dont les diagonales sont de méme longueur.
Ainsi AT=ML=3x MK =3 x Bl =12 cm.

La cabine du colonel MILA se trouve au pont numéro 12.

2¢me PARTIE

L’aire du carré MILA est égale au qua-

A druple de celle du triangle AOM.
A M
L’aire de AOM est égale a &
AO = OM = 6 cm car MILA est un
K/ O J carré qui a des diagonales de méme on-
M L gueur.
. 6x6
L’aire de MILA vaut donc 4 x 5 =
72 cm?.
B I C Le numéro de la cabine du colonel
MILA est 72.

3éme PARTIE

L’aire du pentagone CLAMB est égale a la somme de 'aire du carré MILA et
des aires des deux triangles BIM et CIL.



152 Olympiades académiques - 2009

Les triangles BIM et CIL ont méme aire par symétrie.

L’aire du triangle BIM est égale a la moitié de I'aire du parallélogramme MBIK

BI x OI
qui vaut ———— car les droites (OI) et (MK) sont perpendiculaires puisque

MILA est un carré.

L’aire du triangle BIM vaut donc 12 cm?.

(On peut aussi remarquer que les triangles BIM et BIO ont la méme aire
puisque les droites (MO) et (BI) sont paralléles.)

Finalement aire du pentagone CLAMB vaut 72 + 12 + 12 = 96 cm?.

Les plans de la base navale se trouvent dans la cabine numéro 96.
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PARIS

Exercice n° 1 (Toutes séries)

Enoncé

Soit m un entier naturel supérieur ou égal a 2. On note F), la liste finie,

. . . . p
ordonnée dans 'ordre strictement croissant, des nombres rationnels = tels que

0 < p < g<navec p et g premiers entre eux.

1 1 1 2
AinsiFo=(=-;1)etFs=(=:; =: =: 1].
sl o (2, )e 3 (37273a>
1- Déterminer Fy et F5.
/

2- Montrer que si p—/ est le successeur de td dans Fj, alors
q

P p+p P’
a. — < S ;
q q+q q

b. ¢+ ¢ > n.

7 ?

r
3- On admet que — est le successeur de P dans Fj, si et seulement si r et s
S
sont des entiers positifs tels que r x g —sxp=1letn—q¢g< s < n.

a. Montrer que s # q.

13
b. Déterminer le successeur de % dans Fxg.

Eléments de solution

1 11 2 3
LE=(-:2:=:2;2:1),
4 <473a2a3a47>

2. a. Comparaison de deux termes consécutifs

p p+p  pd —pq

¢ q+q¢ qlg+q)

/

car par hypothése P p—/ donc pg’ —p'q < 0.
qa 9
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/

b. sig+q < n,alors ptp est un élément de F;, ce qui est en contradiction

q/

/
avec 'hypothése : b et ]i/ sont deux termes cobnsécutifs de F,.

3. a. Sis=gq,alors ¢(r —p) =1, ce qui donne ¢ =1 et r —p = 1. Comme
p<q,onap=gq=1,finalement = =1 et donc b n’a pas de successeur

q
dans F,.

13
b. Le successeur r de % dans Fyq vérifie :
s

25r+13s=1et 50 — 25 < s

ce qui donne 50 > s > 25 et 13s est un nombre se terminant par 4 ou
9. 11 faut donc tester 28, 33, 38, 43 et 48. On constate que seul s = 48
convient avec r = 25.

Exercice n° 2 (Toutes séries)

Enoncé

ABC est un triangle rectangle en C. On p ose a = BC, b = AC et ¢ = AB.
On suppose que b et ¢ sont des entiers naturels et que a = 2009. Déterminer la
plus petite valeur de b.

Eléments de solution

Soit d ’entier naturel égal & ¢ — b, on a, d’aprés le théoréme de Pythagone
(b+d)? = b* + 20092 ou encore d(2b+ d) = 2009% = 74 x 412.

Donc d est un diviseur de 20092 = 7% x 412. La plus grande valeur de d est
412 = 1681 (la valeur immédiatement supérieure est 41 x 72 = 2009 pour
laquelle b = 0. Il s’en suit que si b est non nul, on a b = 360 et ¢ = 2041. On
vérifie que 20412 = 20092 + 3602.



Olympiades académiques - 2009 155

POITIERS

Exercice n° 1 (Toutes séries)

Enoncé

FEzxplicitez les calculs et raisonnements qui justifient le dialogue suivant ot tous
les nombres envisagés sont des entiers naturels.

Quel est le reste de la division par 7 d’un carré ?

Hum, on doit pouvoir s’en sortir en étudiant un nombre limité de cas. ..
Si la somme de deux carrés est divisible par 7 alors les deux carrés sont,
eux-mémes, divisibles par 7!

Entendu, ils sont d’ailleurs tous divisibles par 49!

Au fait, 2009 est la somme de deux carrés!

C’est vrai!

On peut voir les choses autrement en considérant quatre nombres a, b, ¢
et d. Si on développe 'expression

(ab — cd)? + (ac + bd)?

on constate que c’est le produit de deux facteurs. ..

Oui, c’est épatant! Cela porte un nom ?

On dit que c’est la formule de LAGRANGE, elle est tres utile. Prends
1 105, c’est le produit de 3 nombres qui sont eux mémes sommes de deux
carrés !

En effet, et grace a la formule précédente, le produit de deux de ces
facteurs est aussi la somme de deux carrés...Cela fait beaucoup de
possibilités pour écrire 1 105 comme somme de deux carrés!

Tu en trouveras 4!

C’est fait. Et 2 009, a-t-il aussi plusieurs décompositions en somme de
deux carrés?

Tu peux utiliser la formule de LAGRANGE, mais cela ne donne qu’une
seule décomposition.

C’est normal, il n’y en a pas d’autres!
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Eléments de solution

— Quel est le reste de la division par 7 d’un carré ?
C’est un nombre entier compris entre 0 et 6. ..

— Hum, on doit pouvoir s’en sortir en étudiant un nombre limité de cas. . .
En calculant les carrés de 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, on trouve les restes
suivants dans la division par 7 : 0, 1, 4, 2, 2, 4, 1. Ensuite on retrouve
périodiquement les mémes restes. En effet si on ajoute 7 & un nombre,
on ne change pas le reste de la division par 7 de son carré, auquel on a
ajouté un multiple de 7 :

(n+7)* =n?+ 14n + 49 et 7 divise 14n + 49.

Les seuls restes possibles sont donc 0, 1,2, 4.

— Si la somme de deuz carrés est divisible par 7 alors les deux carrés sont,
euz-mémes, divisibles par 7!
Si la somme de deux carrés est divisible par 7, c’est que la somme des
restes dans la division par 7 est elle-méme divisible par 7. Si on combine
ainsi les différents restes possibles, il n’y a qu'une seule facon possible
d’obtenir 7 ou 0, c¢’est de faire 0 + 0!
Cela signifie que les deux carrés sont divisibles par 7.

— Entendu, ils sont d’ailleurs tous divisibles par 49!
Oui puisque si le carré d’un nombre est divisible par 7, le nombre lui-méme
est divisible par 7. Le carré, en conséquence, est divisible par 49.

— Au fait, 2 009 est la somme de deuzx carrés!
2009 est divisible par 49 car 2 009 = 49 x 41 et 41 est la somme de deux
carrés : 41 = 25 + 16. Donc 2 009 est bien la somme deux carrés :

2009 = 49 x 25 + 49 x 16 = 352 + 282.

— C’est vrai!
Et méme, compte tenu de ce qui a été dit il semblerait bien que cette
décomposition soit unique!

— On peut voir les choses autrement en considérant quatre nombres a, b, ¢
et d. Si on développe ’expression

(ab — cd)? + (ac + bd)?

on constate que c’est le produit de deux facteurs. ..

On a:

(ab — cd)? + (ac + bd)?= a?b? — 2abed + c*d? + 2abed + b2 d?
— a2b2 +a262 +02d2 —|—b2d2
(1) (7 + )

Cela mérite d’étre encadré!

(ab — cd)? + (ac + bd)? = (a? + d?) (b* + ¢2)
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— Qui, c’est épatant! Cela porte un nom ?

— On dit que c’est la formule de LAGRANGE, elle est trés utile. Prends
1105, c’est le produit de 3 nombres qui sont euxr mémes sommes de deux
carrés !

Onall0b=5x13x17puis5=2%2+12 13 =32+22 ¢t 17 =42+ 12

— En effet, et grace a la formule précédente, le produit de deux de ces facteurs
est aussi la somme de deuz carrés. . . Cela fait beaucoup de possibilités pour
écrire 1 105 comme somme de deux carrés!

1 105 est le produit de trois facteurs qui sont sommes de deux carrés.
En commencant par transformer le produit de deux d’entre eux en
une somme de deux carrés avec la formule de LAGRANGE il restera
a effectuer la transformation finale du produit de cette somme avec
le troisiéme facteur. Comme il est possible de regrouper différemment
les trois facteurs, nous pouvons envisager différentes décompositions.
D’autant plus que les décompositions vont aussi dépendre de 'ordre dans
lequel nous écrirons les décompositions intermédiaires !

— Tu en trouveras 4!

Il peut étre intéressant d’utiliser une notation pour simplifier I'application
de la formule de LAGRANGE.

Nous noterons a ¢ b = a? + b2.

Ainsi, conformément & LAGRANGE :

5x13 = (1e2)x(2e3) = 4e7
= (201)x (2¢3) = 1e8
(5x13)x17 = (4e7)x (1e4d) = 24023
= (Ted4)x (1e4d) = 9032
~ (1e8)x (1ed) — 31e12
= (Bel)x (1le4) = 4033
Nous en avons déja 4... Si nous partons de (5x 17) x 13 ou de (13 x17) x5

nous retrouvons les mémes.

’1 105 = 242 + 232 = 92 4 322 = 312 + 122 =42+332‘
— C’est fait. Et 2 009, a-t-il aussi plusieurs décompositions en somme de
deuzx carrés ?
— Tu peux utiliser la formule de LAGRANGE, mais cela ne donne qu’une
seule décomposition. On a : 2 009= 49 x 41, cette factorisation étant la

seule dont les facteurs sont somme de deux carrés : 49 = 0% 4 72, 41 =
42 + 52, L’identité de LAGRANGE nous permet d’écrire :

2009 =49 x 41 = (0o 7) x (45) = 35 ¢ 28

On obtient la méme décomposition si on échange 0 et 7 dans la décom-
position de 49.

— (C’est normal, il n’y en a pas d’autres!
Comme on I’a vu au début, sachant que 2 009 est divisible par 7, la
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décomposition de 2 009 en somme de deux carrés sera factorisable par
49. Autrement dit la décomposition de 2 009 en somme de deux carrés se
réduit a la décomposition de 41 en somme de deux carrés. Il suffit alors
de retrancher & 41 tous les carrés inférieurs a 41 pour vérifier si ce qui
reste est un carré; on ne trouve qu’'une seule possibilité : 41 = 25 + 16!

Exercice n° 2 (serie s)

Enoncé

La chévre de Monsieur Seguin

L’herbe est bien haute autour de la bergerie de Monsieur Seguin. Il faudrait
tondre. Blanquette, son inséparable chévre, va s’en charger. Monsieur Seguin
I'attache au bout d’une corde et fixe I'autre bout de la corde a un piquet planté
le long d’un des murs de la bergerie.

La chévre peut ainsi brouter toutes les herbes que la corde lui permet d’at-
teindre.

La base de la bergerie est un rectangle de 6 m de long sur 4 m de large, et la
longueur de la corde disponible pour les mouvements de la chévre est de 10 m.
On suppose que le terrain est bien plan et on assimile le piquet et la chévre a
des points.

1- Calculer laire exacte que peut brouter Blanquette si monsieur Seguin
plante son piquet a I'un des coins de la bergerie.

2- Montrer que monsieur Seguin doit justement placer son piquet a 'un de
ces coins s’il veut que Blanquette broute une aire maximale.

Eléments de solution

1- Quand le piquet est planté & un coin de la bergerie, la chévre peut brouter
laire :

3 1 1
171'102 + Zn42 + Zn(s? = 887,
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2- Si le piquet est planté sur une largeur de la bergerie a une distance x d’un
des deux coins, 'aire que la chévre peut brouter est

1 1 1 1 1
§7T102+ZW<10_$)2+Zﬂ(4_$>2+4_17r(6+x)2+4_17m2 = (88+x(z—4))m < 88,

car pour 0 < z < 4,z(x —4) <0.

Si le piquet est planté sur une longueur de la bergerie & une distance y
d’un des deux coins, l'aire que la chévre peut brouter est

1 1 1 1 1
57‘(’102—1-171'(10—?;)24-Zﬂ'(6—y)2+Zﬂ'(4+y)2+171'y2 = m(88+y(y—6)) < 88w

car pour 0 < y < 6,y(y — 6) < 0.

Dans tous les cas 'aire est inférieure a celle que la chévre peut brouter
lorsque le piquet est planté a I'un des coins de la bergerie !

Exercice n° 3 (Séries autres que S)

Enoncé

Quatre filles et cinq gargons. ..

Les quatres filles du docteur Marc

Les quatre filles du Dr. Marc sont toutes nées un 11 mars. Aujourd’hui c’est le
jour de I'anniversaire collectif et, pour la premiére fois, le nombre de diviseurs
de 'age de 'ainée est strictement inférieur au nombre de diviseurs de I'age
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de la deuxiéme, qui est lui-méme strictement inférieur au nombre de diviseurs
de 1’age de la troisiéme, qui est bien str strictement inférieur au nombre de
diviseurs de I’age de la plus jeune.

1- Quel est, au minimum, I’age de 'ainée des quatre sceurs Marc ?

2- En supposant que l'ainée ait bien 1’dge minimum demandé dans la
premiére question, dans combien d’années cette curieuse situation se
reproduira-t-elle pour la premiére fois? (& condition, évidemment, que
les quatre sceurs vivent jusqu’a ce moment.)

Les cinq fils du docteur April

Les cinq fils du Dr April sont tous nés un 1" avril. Lors de leur anniversaire
collectif, le 1/4/2009, leur pére s’est exclamé : « Les différences d’age entre
deux quelconques d’entre eux sont toutes différentes! ».

1- Quel est, au minimum, I’Age de ’ainé des cinq fréres April 7
2- En supposant que I’ainé ait bien I’dge minimum demandé dans la premiére

question, dans combien d’années au minimum aucun des cinq ages ne
sera-t-il un nombre premier ?

Eléments de solution
Les quatre filles du docteur Marc

1- L’age de ’ainée ayant au moins 2 diviseurs, celui de la benjamine en a au
moins 5.
Le plus petit entier naturel ayant au moins 5 diviseurs est 12 (6 diviseurs).
Il conduit aux deux solutions :
— 12 ans (6 diviseurs)
~ 16 ans (5 diviseurs)
— 21 ou 22 ans (4 diviseurs)
— 23 ans (2 diviseurs)

Dans les deux cas, ’age de I'ainée est 23 ans.
2- Il faut, de fagon analogue, que le nombre de diviseurs de 12 + n soit au
moins égal a 5.
La plus petite valeur de n qui convienne est 24 avec les ages correspon-
dants :
— 36 ans (9 diviseurs)
— 40 ans (8 diviseurs)
— 45 ou 46 ans (6 ou 4 diviseurs)
— 47 ans (2 diviseurs)

Cette situation se reproduira donc dans 24 ans, le 11 mars 2033.

Les cing fils du docteur April
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1-

Entre les cinqg ages, il y a 10 différences qui doivent étre toutes différentes,
et non nulles.

La plus grande d’entre elles est donc au moins égale & 10. Le plus jeune
ayant au moins 1 an, I’ainé a au moins 11 ans, mais il est impossible de
parvenir & des différences satisfaisantes avec cette valeur, comme avec la
suivante 12. En revanche, avec 13 ans pour ’ainé, on parvient aux deux
répartitions symétriques : 1 an, 2 ans, 4 ans, 8 ans, 13 ans et 1 an, 6 ans,
10 ans, 12 ans, 13 ans. Dans ces deux cas, les différences sont : 1, 2, 3, 4,
5,6, 7,9, 11, 12. L’age de ’ainé est donc, au minimum 13 ans.

Selon qu’on choisira un nombre d’années n pair ou impair, les fils & tester
seront ceux dont 1’age actuel est de parité opposée (hormis le cas n = 1,
a disqualifier immeédiatement).

La plus petite valeur qui convienne est, dans les deux cas, n = 8, avec les
ages : 9 ans, 10 ans, 12 ans, 16 ans et 21 ans ou 9 ans, 14 ans, 18 ans, 20
ans et 21 ans.

Cette situation se produira 8 ans plus tard, le 1°" avril 2017.
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REIMS

Exercice n° 1 (Toutes Séries)

Enoncé

Remplissage d’une boite par des billes

On dispose d’une boite de dimensions : L =10 cm, £ =5 cm et h = 2 cm.

On y range des billes de diamétre d (d étant un nombre entier de millimétres)
de la fagon suivante :

00000,
SO COCOCONINN

vue de dessus

perspective

e

vue de face

(Les centres des billes sont alignés parallélement aux arétes de la
boite.)

1. Chercher le ou les rayons des billes leur permettant d’occuper un volume
maximal

2. Donner ce volume maximal.
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Eléments de solution

d étant le diamétre d’une bille en millimétres et E(z) désignant la partie
entiére de z.

1
Nombre de billes sur la longueur : F (00>

d
. 50
Nombre de billes sur la largeur : F v
. 20

Nombre de billes sur la hauteur : F (d)

me :

100 50 20\ 4

< (100N (B0 (20 4 (4} 50000

S\ 4 d a)”3"\2) T 73T
000

™ mm3

Le volume maximal est

C’est-a-dire pour d = 1 mm, 2 mm, 5 mm ou 10 mm.
Donc pour 7 = 0,5 mm, 1 mm, 2,5 mm ou 5 mm.

Exercice n® 2 (Séries autres que S)

Enoncé
Le code ASCII

Ecriture binaire :

En informatique, on utilise la propriété suivante :

Tout nombre entier strictement inférieur & 256 s’écrit de maniére unique sous
la forme a x 27T +bx 20 +ex 29 +dx 28 +ex 22 + f x 224+ g x 2! +h ou
a, b, ¢, d, e, fetgsontégaux a 0 ou 1.

Le clavier standard d’un vieil ordinateur des années 80 correspond aux carac-
téres ASCII.

Les codes 65, 66,...90 dans cet ordre permettent de décrire les lettres de I’al-
phabet de A a Z.

Exemples :
Code ASCII | Positions mémoires Forme aleurs
128 64 32 16 8 4 2 1

65 46600 8
46601 20
46602 34
46603 34
46604 62
46605 34
46606 34
46607 0
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Code ASCII | Positions mémoires Forme [Valeurs
128 64 32 16 8 4 2 1

66 46608 60
46609 34
46610 34
46611 60
46612 34
46613 34
46614 60
46615 0

Toutes ces lettres conservent les deux colonnes de gauche blanches pour séparer
les lettres d’un mot.

1. Compléter dans le tableau suivant, qui correspond & la lettre Z, les
positions mémoire et les valeurs :

Code ASCII | Positions mémoires Forme Valeurs

128 64 32 16 8 4 2 I
L/ ——_ ==

2. Un caractére peut étre complétement ou partiellement redéfini pour créer
une autre police, de nouveaux symboles. . .
Pour modifier le contenu d’une position mémoire en programmation
BASIC, on se sert de la commande POKE m, a qui, & la position mémoire,
m place la valeur a.
On transforme la lettre A en écrivant :
POKE 46600,28
POKE 46601,34
POKE 46602,32
POKE 46603,60
POKE 46604,34
POKE 46605,34
POKE 46606,28
POKE 46607,0
Dessiner le nouveau caractére.

3. Dans le cas d’une lettre, qu’obtient-on si, en utilisant la commande POKE
m,a on multiplie toutes ses valeurs par 27

4. Quelle opération doit-on effectuer sur les valeurs d’un caractére pour avoir
le méme caractére en blanc sur fond noir plutét qu’en noir sur fond blanc ?
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Eléments de solution

1.
Code ASCII | Positions mémoires Forme [Valeurs
128 64 32 16 & 4 2 1
90 4660+8x25 = 4860 62
4861 2
4862 4
4863 8
4864 16
4865 32
4866 62
4867 0
2.
PQsitiQns Forme Valeurs
mémoires
128 64 32 16 & 4 2 1
46600 28=16+8+4=24+23+22
46601 34=32+2
46602 32
46603 60=32+16+8+4
46604 134=32+2
46605 34=32+2
46606 28
46607 0

3. En multipliant par 2 toutes les valeurs d’une lettre, on la décale d’une
case vers la gauche.

Exemple :
Forme ‘aleurs| Forme Valeurs

128 64 32 16 8 4 2 | 128 64 32 16 8 4 2 I
1 62 [ ]62x2=124
| 2 14

4 8

18 16

16 ] 32
| 32 64
| 62 1128
| 0 o

4. 11 faut changer chaque valeur du caractére en 255 moins la valeur initiale.
En effet, 255 = 128 +64 432+ 16+ 8+ 4+ 2+ 1 et, en enlevant la valeur
initiale on supprime les puissances de 2 du caractére de départ. Toutes
les cases changent donc de couleur.

Exemple :

Forme Valeurs Forme Valeurs

128 64 32 16 8 4 2 1 128 64 32 16 8 4 2

28 255-28=227
34 255

[ 32 255

[ 60 255 -

[ 134 255-

[ 34 221

28 227
0 255




166

Olympiades académiques - 2009

Exercice n° 3 (serie 5)

Enoncé

Un jeu de construction

Arthur joue avec son baril de petites briques emboitables. Elles sont toutes
identiques et il a décidé de les empiler de la facon suivante :

Il commence par placer une rangée de n briques sur le sol. Dessus, il en place
une rangée qui déborde également de chaque coté et contient une brique de plus
et ainsi de suite. A chaque fois, il essaye d’obtenir une configuration utilisant
toutes les briques qu’il a choisies et comportant au moins deux rangées. Par
exemple, pour empiler 15 briques, il en positionne 7 sur la premiére rangée puis
8 sur la deuxiéme. Pour en utiliser 14, il commence avec une rangée a 2, puis
3, 4 et enfin 5.

Il essaye en utilisant exactement 100 briques et réussit. Combien en a-t-il
mis sur la premiére rangée ? On demande toutes les possibilités.

Il en utilise exactement N. Montrer que si N peut se mettre sous la forme
N = (2p+1)q, avec p et ¢ deux entiers non nuls, alors Arthur peut réussir.

Il décide d’utiliser 'intégralité du stock de briques contenues dans son
baril. Et 1a, malgré ses diverses tentatives et sa ténacité, il n’arrivera

jamais & compléter le dernier rang. Le baril affiche « entre 500 et 600
piéces ». Combien en a-t-il exactement ?

Quels sont les nombres N pour lesquels il n’y a pas de solution possible ?

n(n—l—l).

Rappel : 1 4+2+3+4+---4+n= 5
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Eléments de solution

1. En essayant toutes les décompositions, on trouve seulement deux possi-
bilités : 100 = 18 +19+20+214+22=10+114+12+13+ 144+ 15+ 16
Lont+t(n+1l)+---+(n+bd) =N
b+1
donc n(b+1) + nlb+1) =N

i (0t 1)(22n+b)

Avec une calculatrice par A. Guillemot

=N.

Soi n le nombre de briques dans la premiére rangée et soit p le nombre de
rangées.
On a donc la relation :
n+t(n+1)+n+2)+---+(n+p—1)=100
Clest-a-diren x p+ (1 +2+---+p—1) = 100.

(p—1) %
2

Qui peut s’écrire n X p + b _ 100.

Exprimons n en fonction de p

100 p—1
n =

P 2

Comme 1 +2+ 3+ ---+ 15 = 105, il ne peut pas avoir plus de 14 rangées
de briques pour cette question.
W0 (1)

Examinons la table de valeurs de la fonction définie par Y; = 5

pour les entiers entre 1 et 14.
Pour répondre au probléme, Y1 devra étre un entier.

i Y4 i "4
P 100 :| q
z yg.c ] 74111
= EFry: 10 £
y ZIE i1 40909
;| ke
7 11.z85 -B4ZHE

m=1 m=1d

Nous constatons qu’il y a deux solutions au probléme :
5 rangées : 18, 19, 20, 21, 22,
8 rangées : 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16.
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RENNES

Exercice n® 1 (séries S et STI)

Enoncé

Un peu de calcul

Evariste et Leonhard aprés un cours de mathématiques viennent se détendre au
club des mathématiciens de leur université. Sur le comptoir trone une fontaine
a eau qui se compose d’un cube de coté de longueur a surmonté d’une cruche.
On suppose que a est un nombre entier de dm et que la cruche contient 5 litres.
Evariste demande a Leonhard s’il pense que le volume total de cette fontaine
peut étre un multiple entier de I'aire d’une face du cube. Leonhard lui répond
qu’il n’y a qu’une solution et & son tour il lui demande si & son avis ce volume
peut-étre un multiple de cette aire augmentée de 7 dm?.

Quelle est la réponse de Leonhard ? Que pensez-vous de sa question ?

Eléments de solution

Le volume total est a® + 5 en dm?, laire est a?. La question est donc de
savoir si a® + 5 peut étre un multiple de a?, ce qui ne peut arriver que si a?
divise 5, ce qui n’arrive que pour a = 1.

Puis, maintenant, il s’agit de savoir su a® + 5 peut étge un multiple de a? + 7.
a’+5

I’est aussi. Comme
a?+7

Si a est tel que le quotient soit entier, alors b = a —

a . s C .
a > 1, on a ——— est un entier positif qui vérifie
a2 +7

ba? —Ta+Tb+5=0 (1)

et b #£ 0, sinon a n’est pas entier.

Le premier membre de (1) est un trindme du second degré en a dont le
discriminant

A = —28b% — 20b + 49

est lui-méme un trindme du second degré en b a coefficient du terme carré
négatif et comme a existe, A > 0
Son discriminant réduit est positif et b est compris entre les racines et inférieur
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a la racine de A soit =~ 1,01. Donc b ne peut prendre que la valeur 1 et a
est solution de a? — 7a 4+ 12 = 0, soit a = 3 ou a = 4. Les deux solutions
conviennent.

Exercice n°® 2 (series s et STI)

Enoncé

Cela aurait pu « durer »

Albrecht Diirer (1471-1528) est un peintre important de la Renaissance alle-
mande. Il est particuliérement célébre pour ses gravures. Il était aussi mathé-
maticien et a publié en 1525 un livre « Instructions sur la maniére de mesurer
a laide du compas et de l’équerre » dont une partie est consacrée au tracé géo-
métrique des lettres de ’alphabet.

Partie A Tracé de la lettre « i » en police textura

1. Lire le texte de Diirer® ci-dessous.

Les lettres de l’ancienne gothique textura ont €té formées a peu
< ¢ Dbres comme celles que je vais décrire dans la suite, encore qu’on

les fasse maintenant d’une maniére différente.

Bien que l'alphabet débute par la lettre a, j’ai de bonnes raisons

de lui préférer la lettre i, car a partir d’elle on peut former

pratiquement toutes les autres lettres, soit en y ajoutant soit en
enlevant quelque chose.

Premiérement, forme la lettre i a l'aide de carrés, dont tu en empiles trois
verticalement. Divise le coté supérieur du carré supérieur et le coté inférieur
du carré inférieur, chacun par deuzr points en trois segments égauzr. FEnsuite,
place dessus un carré en pointe, c’est-a-dire tel que sa diagonale soit ¢ la
verticale sur le premier point du coté du carré. Ainsi, les sommets du carré en
pointe débordent davantage & gauche qu’a droite.

Ensuite, prolonge de part et d’autre les arétes des carrés superposés jusqu’au
carré en pointe. Procéde de méme au bas de la lettre, mais place le sommet
supérieur du carré sur le deurieme point, le plus 4 droite, du coté inférieur du
carré. Abaisse latéralement les deux arétes des carrés verticaux jusqu’au carré
en pointe. Ainsi est formée la lettre i. Dessine au-dessus, avec une plume plus
fine, une petite demi-lune.

1. Construire selon ses instructions le «i» a la régle et au compas dans la
grille fournie en annexe 1. Les lignes de construction seront laissées ap-
parentes et les théorémes de géométrie utilisés seront indiqués. Proposer
une construction alternative du « carré en pointe » inférieur.

3Traduction J.Peiffer, Seuil.
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2. Déterminer par le calcul de combien déborde a droite et a gauche le carré
en pointe par rapport au rectangle vertical du corps du «1i ».

Partie B Tracé de la lettre « a »

Item forme la lettre n a partir de deux jambages de la lettre i de

sorte que leurs tétes et pieds respectifs se touchent. Ainsi, I’espace
compris entre les jambages sera plus €étroit qu’un trait de lettre.
Mais n’y mets plus de lunule. Donne la méme hauteur a toutes les

lettres bréves de alphabet.
[- .. ] Construis le r comme le i, mais rajoute en téte a droite un carré dont un

sommet touche le i. o
Item le a, forme sa moitié inférieure comme le n,

mats tronque l’extrémité en haut a gauche du jam-
bage gauche le long de la diagonale du carré médian.
Conserve dans le jambage droit les trois carrés empi-
lés, mais incline un peu davantage le carré en pointe,
de telle sorte que, joint a un demi carré, ils atteignent,
la hauteur de la lettre.

Coupe le carré de maniére oblique afin que son extrémité inférieure soit plus
saillante que son extrémité supérieure. Décris un arc circulaire vers la gauche
et vers le bas, qui passe par l’extrémité supérieure du jambage gauche.

1. On se propose de tracer le « a » suivant les descriptions de Diirer. Sur la
grille ci jointe on a déja représenté le « r ». Cette représentation fixe la
hauteur du « a ».

2. On considére un carré ABCD de c6té unité et un point E sur le coté [AB]
tel que AE = d avec 0 < d < 1. Comment doit étre placé le point F sur
le coté [CD] pour que les quadrilatéres AEFD et EBCF aient la méme
aire ?

3. Construire la lettre « a » sur la feuille fournie en annexe 2. Pour la
construction du « carré en pointe de telle sorte que, joint & un demi carré,
ils atteignent la hauteur de la lettre », on utilisera le fractionnement du
coté du carré réalisé dans la partie A.

Question bonus :

Pour le tracé de I'arc de cercle extérieur Diirer dit « Décris
un arc circulaire vers la gauche et vers le bas, qui passe
par Uextrémité supérieure du jambage gauche ». Il y a une
infinité de cercles répondant a cette contrainte. On se propose
d’imposer que la verticale gauche de la jambe gauche du « a »
lui soit tangente. Il s’agit de construire un cercle passant par
deux points donnés et tangent a une droite donnée. Il n’existe
pas de construction géométrique simple, on recherche ici une
solution numérique.
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On suppose avoir répondu a la question avec la figure jointe : A et A’ sont
diamétralement opposés et O est 'intersection de la médiatrice de [AB| avec la
perpendiculaire & la tangente en T.

Démontrer que JA x IB = IT?.

Annexe 2

Eléments de solution

Partie A
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1. La construction de la lettre «i» sert de base a la construction des autres
lettres. La grille sert de repére pour les verticales et les horizontales.

2. a- « Divise le coté supérieur du carré supérieur et le coté inférieur du
carré inférieur, chacun par deux points en trois segments égauz. ».
Pour réaliser ce passage, on utilise le théoréme de Thalés et sa
réciproque. Sur la diagonale [AD] du rectangle OABD, la paralléles
a (OA), (O1A;) détermine un point tel que les rapports soient

) Oy 1 DL, 1 . .
conservés. Comme =g ona =g De la méme manieére,
la paralléle & (AB) passant par I; détermine le point Iy sur [DB|

DI 1
tel que D—BQ =3 On peut placer le deuxiéme point sur [DB] par

une construction du méme type & partir du point d’intersection de
(O1A1) avec [AD]. On peut aussi reporter la longueur DIs.

b- « Ensuite, place dessus un carré en pointe, c’est-a-dire tel que sa
diagonale soit a la verticale sur le premier point du coté du carré. ».
Sur la droite (I;15) on place le point I3, extérieur au rectangle OABD,
de sorte que Isl3 = OA;. On place ensuite le point M, milieu de
[I2I3]. On construit la parallele & (DB) passant par M et de part
et d’autre de M, sur cette droite on place les points I et I & une
distance de M égale & M 1.

c- « Procéde de méme au bas de la lettre, mais place le sommet supérieur

du carré sur le deuxiéme point, le plus & droite, du coté inférieur du
carré. »
On peut réaliser une construction du méme type que celle réalisée en
b-. Il existe une alternative : placer le milieu C du rectangle OABD,
ce point est centre de symétrie du " i " d’aprés les explications de
construction données. On construit alors les symétriques par rapport
a C des points I, I3, I4 et Is.

Détermination du débordement & gauche : si on définit
la mesure du co6té du carré comme unité de longueur, sa
diagonale a pour mesure /2 . Le débordement est égal &

1 1
Osly = Iyl — O3y = MI5 — O3l = —\/2 — —.

2 3
Détermination du débordement & droite :
1 2
cest Aslg = Iolg — [, A3 = i\f_ 3

Partie B

1. La construction du « a » peut utiliser la construction du « n », leurs
parties inférieures sont identiques.
2.
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D F ¢ On a AE = d, désignons par c¢ la longueur des cotés
verticaux du rectangle. Les deux quadrilatéres sont des
trapézes, s’ils ont des cotés de mémes mesures, ils ont méme
aire. Ils ont méme hauteur AD = C'B. Comme AF = d, on

A E B aFEB=c—d. Sionpose FC =d, alors DF =c¢—d.
Pour que les deux quadrilatéres aient la méme aire, il suffit que les points

E et F soient symétriques par rapport au centre du rectangle.

Sur le coété droit, on compléte verticalement par 3
carrés. Ensuite : « mais incline un peu davantage
Cq le carré en pointe de telle sorte que, joint a un
demi carré, ils atteignent la hauteur de la lettre.
Coupe le carré de maniére oblique afin que son
C;  extrémité inférieure soit plus saillante que son

extrémité supérieure. ».
C’est ici que réside la difficulté dont la résolution a été suggérée dans la

Ci B

question précédente. En effet, quand Diirer parle de demi carré, il parle
d’un carré découpé comme c’est réalisé dans la question 2). Il n’est pas
précis sur ce qu'il entend par extrémité inférieure plus saillante que 'ex-
trémité supérieure, c’est pourquoi dans le sujet il est ajouté qu’il faut
réaliser le fractionnement du coté du carré réalisé dans la partie A. Il

s’agit du découpage —, —. On commence par construire un trapéze dont

les bases [C1Cs] et [C4C3] sont horizontales. La hauteur, coté vertical

2
[C1C4] a pour mesure 1, la grande base [C1Cs] a pour mesure 1+ 3 et la

1
petite base [C4C3] a pour mesure 1 + - . Il s’agit ensuite de déterminer

une rotation de centre C; qui va transformer le point C3 en un point
(noté Es) situé sur 'horizontale passant par les sommets de la lettre « r»
voisine : « Donne la méme hauteur a toutes les lettres bréves de [’alpha-
bet ». Le point Es est l'intersection a gauche du cercle de centre C; et
de rayon C1C3 et de I’horizontale citée précédemment. La transforma-
tion qui transforme le quadrilatére C;CoC3Cy4 en le quadrilatére désiré
C1C5E2Cq est la rotation de centre C; et d’angle (C;C5 ,C1Es ). On
peut alors construire les transformés des points Cq et Cy.

Corrigé de la question bonus :

Tracé de larc extérieur : son support est le cercle (1) qui passe par les
points D3 et Cs, son centre est donc situé sur la médiatrice de [D3Cs]
et (2) qui est tangent a la droite (D1Dy4). D’aprés la figure donnée, [AA’|
étant un diameétre, le triangle ABA’ est rectangle en B. Le point B est
donciprojection orthogonale de A’ sur (AB). On peut en déduire que

—_— PR -
IA TA" =IA X IB = 1A x IB du fait que A et B sont du méme coté par
rapport a L.
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_— —— —  —— _— — —
On adonc IAx IB = (I0 +0A ).(I0 +0A" ) =10, +10 .(OA +
OA”)+0A .OA" .

—_— —
Comme OA = —0A’ , cela conduit &

— —_— — —_—
IAxIB=10% +10 .(OA —0A) - 0A* =10* —0A?
ce qui peut encore s’écrire JO? — r2, r étant le rayon du cercle. Or,
le triangle ITO étant rectangle en T on a : IT? + 7?2 = [O? et donc
IT? = IO? — r2. On peut en conclure que IT? = IA x IB. On peut
déterminer la distance I'T & partir des longueurs I A et IB.
Remarque : le deuxiéme arc de cercle est positionné de maniére arbitraire.

4. Pour déterminer le dépassement & droite, il nous faut connaitre ’angle
de la rotation qui transforme C4 en Cg ou encore qui transforme Csz en

Es, c’est 'angle Cg/Cl\Eg.

1 2
Ona CyCs = Oy By = 12+(1+3) :;

_ 1 3 _
on en déduit sin(C3C1C3) = 5—/3 =% d’ou C3C1Cy = 0,6435 rad. On a
— 2 3vV2 —
ensuite Sin(CQClEQ) = g;;) = T\[ d’ou CgclEQ = 1,0132 rad. On en
déduit C5C1Cy = 0,3697 rad.
Ey
Cy /N _C4
/ Ce
C5
/ C
C,! 7
2 C, B,

On a finalement CEH\CG = % - Cg/Cl\Eg et donc C1C7 = C1Cg cos (% - 0, 3697) =

1 x cos(1,2011) = 0, 3613. Comme Cy By a pour mesure 0,3333, on en dé-
duit que le dépassement est de 0,028 en unités de longueur.

Exercice n° 3 (Séries autres que S et STI)

Enoncé

Et s’il pleuvait en Bretagne ?
Pour mesurer la hauteur de pluie tombée pendant une période donnée, on uti-
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lise deux types de pluviométres . Ils ont tous en commun la propriété suivante :
S7il tombe une hauteur x de pluie, le volume d’eau recueillie par le pluviométre
est égal a laire de ["ouverture du pluviometre multipliée par la hauteur de pluie
. On rappelle la formule du volume V du cone de base B et de hauteur H :

1
V=-BxH.
3 X

1. Pluviométre cylindrique surmonté d’un entonnoir

Le récipient de la figure ci-contre est un cylindre de dia- 10 cm ‘
meétre 2 cm et de hauteur 20 cm surmonté d’un entonnoir ‘
dont 'ouverture a un diamétre de 10 cm.

a) Supposons qu’il soit tombé 5 mm de pluie. Calculer
la hauteur d’eau dans le cylindre.

b) Supposons maintenant qu'’il y ait 15 cm d’eau dans
le pluviométre. Calculer la hauteur de pluie correspon-
dante.

¢) La hauteur d’eau dans le pluviométre est-elle propor-
tionnelle & la hauteur de pluie tombée ?

2. Pluviométre en cone tronqué.

Le récipient de la figure ci-contre est un céone tronqué
de 10 cm de diamétre dans sa partie supérieure et 2 cm
dans sa partie inférieure, sa hauteur est de 20 cm.

a) La hauteur d’eau dans le pluviométre est-elle propor-
tionnelle & la hauteur d’eau tombée ?

b) Montrer que le volume d’un cone tronqué de rayon R
dans sa partie supérieure et r dans sa partie inférieure

H
et de hauteur H est : V = WE (R2 +7r2 4+ Rr).

¢) Revenons a notre pluviomeétre. Supposons qu'il y ait
15 cm de hauteur d’eau dans le pluviométre, quelle hau-

teur d’eau de pluie est-il tombé ? -

Eléments de solution

1. Pluviométre cylindrique surmonté d’un entonnoir

a) S'il est tombé 5 mm de pluie, le volume d’eau recueilli est égal a l'aire
de I'ouverture du pluviométre, soit 7 x 52 en cm?, multipliée par la hauteur de
pluie tombée, soir 0,5 cm.

Le volume d’eau recueilli est donc égal & : 7 x 52 x 0,5 = 12,57 cm?.
Soit h la hauteur d’eau dans le cylindre de rayon 1 cm.

On a7 x 12 x h = 12,57, on en déduit h = 12,5 cm.

La hauteur d’eau dans le cylindre est donc de 12,5 cm.

b) Soit « la hauteur d’eau tombée en mm .
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Onamx52xazx107t =7 x 12 x 15.
On en déduit : 15 cm d’eau dans le cylindre correspond donc & 6 mm de pluie.

¢) D’une fagon plus générale, 8'il est tombé x mm de pluie, la hauteur d’eau
dans le pluviomeétre vérifie : .w x 52 x 2 x 107! =7 x 12 x h.
On en déduit h = 2,5z, ce qui indique que la hauteur de pluie dans le pluvio-
meétre est bien proportionnelle & la hauteur de pluie tombée, tant que h < 20

donc x < = 8 cm.

)

2. Pluviométre en cone tronqué

a) Si un jour, il tombe une hauteur de pluie double par rapport a celle de la
veille, le volume d’eau recueilli par ce pluviométre (que 'on aura vidé entre les
deux jours) sera double, mais comme ce pluviométre est évasé la hauteur d’eau
dans le pluviométre sera inférieure au double de la hauteur d’eau recueillie par
le pluviométre la veille. La hauteur d’eau dans ce pluviométre n’est donc pas
proportionnelle a la hauteur d’eau tombée.

b) Le volume V' du cone tronqué de hauteur h de rayon
R en haut et r en bas est égal au volume du cone de

sommet S intersection des droites (CD) et (AB) et
de hauteur BS auquel on retire le volume du coéne de
sommet S de rayon r et de hauteur SA. Il nous faut
donc calculer la hauteur BS.
D’aprés le théoréme de Thales, on a
SB R R R
oL B=SAZ = (SB—h)=.
A= donc S S . (S h) "
On en déduit SB (R - 1) = hE
r r
R hr

SA=SB—h=h —1) = )

(R —-r ) R—r
On a donc
VT R3 —¢3 _mh (R—r) (R*+r*+ Rr)

3 R—r 3 R—r S
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¢) Déterminons d’abord la hauteur SA représen-
tée sur la figure ci-contre. D’aprés les calculs
précédents et les données du probléme, on a

r
SA_hR—r_QOX E1
D’aprés le théoréeme de Thales, le rayon R’ du cercle
délimitant la surface de 'eau dans le pluviométre en
haut, vérifie
R’_SM_15+5_4
r  SA 5
On a donc R’ = 4 cm. En notant A’ la hauteur de 1’eau
et d’aprés la formule précédente, le volume V' d’eau

dans le pluviométre est donc égal & :
h/
V! = % (RIQ —|—T‘2 +er)

T x 15

=5 cm

V= (4 +12 44 x 1) = 1057 cm.
Soit x la hauteur d’eau de pluie tombée en mm.
Onarmx52xaxx10"! =1057.

On en déduit z = % =0,42.
La hauteur de pluie tombée est donc de 4,2 mm.

Exercice n° 4 (Séries autres que S et STI)

Enoncé

Marianne fait la féte

177

Marianne souhaite organiser une grande féte le 14 juillet 2009. Trés méthodique,

elle recense les différentes taches qu’elle devra effectuer avant le 14 juillet :

Téache Temps nécessaire | Taches préalablement effectuées
A : Autorisation d’organiser le ras- 4 semaines Aucune
semblement en Ile-et-Vilaine

B : Etablir la liste des invités 2 semaines A

C : Choisir une ville en Ille-et- 4 semaines A
Vilaine

D : Choisir un restaurateur 3 semaines A

E : Obtenir ’autorisation de la ville 4 semaines C

F : Impression des invitations 2 semaines B-E
G : Mettre les invitations sous enve- 1 semaine F
loppe, libeller les enveloppes et les

poster

H : Attendre les réponses et les 7 semaines G
décompter

I : Passer la commande du menu 1 semaine D-H
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Téache Temps nécessaire | Taches préalablement effectuées
J : Obtenir l'autorisation d’un 1a- 4 semaines E
cher de ballons
K : Organiser le transport 4 semaines H-C-E
L : Prendre connaissance de la mé- 1 jour C
téo
M : Achat de la décoration 1 jour J-H-L
N : Installation (tables, décor) 2 jours M
O : Faire la féte N-M-K-I

Eléments de solution

.1 semaine . 1 jour

. 2 jours

Elle doit s’y prendre 26 semaines a l’avance, soit le 13 janvier 2009.

Date | 13/01 | 10/02 | 10/03

7/04 | 21/04 | 28/04 | 16/06

Action A B,C,D E

F G,J

LK
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LA REUNION

Exercice n® 1 (séries s-STI)

Enoncé

Le monstre
A Dinstant 0, un monstre solitaire s’installe dans une case d’un réseau illimité
a mailles carrées.

A chaque nouvel instant, tous les monstres existants meurent, mais chacun
d’eux donne naissance & trois nouveaux monstres qui prennent places dans les
cases situées immédiatement & gauche, en haut a droite et en bas a droite par
rapport a la case laissée vide.

De plus, si deux monstres naissent dans la méme case, ils s’entretuent
instantanément.

Les cinq premiers instants sont représentés ci-dessous, chaque case noircie
étant occupée par un monstre.

: ili : ht
| N HH H:__ H H
1 1 ]
t t e
Instant 0 Instant 1 Instant 2 Instant 3 Instant 4

1. Représenter sur une feuille de papier quadrillé & petits carreaux les cing
instants suivants.

2. On considére uniquement les instants inférieurs ou égaux a 100.
(a) Quels sont les instants pour lesquels le nombre de monstres est égal
a3’
(b) A quel(s) instant(s) le nombre de monstres est-il le plus grand ?
(¢) Quel est le nombre de monstres & l'instant 100 ?

3. Quel est le nombre de monstres & I'instant 2 009 ?

Eléments de solution

1. Les représentations demandées ne présentent pas de difficultés. Elles
doivent permettre d’analyser le processus. ..
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a. A partir de chacune des trois cases occupées a l'instant 4 , toute

la séquence allant des instants 0 a 3 se reproduit ce qui conduit &
I’instant 7 . Les nombres de monstres aux instants compris entre 4
et 7 sont ainsi multipliés par 3 par rapport a ceux des instants 0 a
3. A l'instant 8 , on retrouve une configuration ou tous les nouveaux
monstres s’entretuent sauf 3.

En assimilant les cases & des points, la configuration de l'instant 8
est I'image de celle de I'instant 4 par ’homothétie de rapport 2 et
de centre le point initial. Il en était déja de méme entre les instants
4 et 2, de méme qu’entre les instants 2 et 1.

L’espace nécessaire est ainsi dégagé pour que, & partir de chacune
des trois cases occupées a U'instant 8 | toute la séquence allant des
instants 0 & 7 se reproduise jusqu’a l'instant 15. Les nombres de
monstres aux instants compris entre 8 et 15 sont ainsi multipliés
par 3 par rapport & ceux des instants 0 & 7. Et, a I'instant 16, on
retrouve une configuration & 3 cases occupées homothétique dans un
rapport 2 de celle de l'instant 8, ce qui permet au processus de se
poursuivre. . .

Ainsi, le nombre de monstres est égal 4 3 aux instants 1, 2,
4, 8, 16, 32 et 64, c’est-a-dire a tous les instants qui sont
des puissances de 2.

. Le nombre de monstres atteint évidemment un maximum local &

Pinstant 63 . Il reste & déterminer ce maximum et a examiner s’il
peut étre atteint & nouveau avant I'instant 100.

L’analyse de la question précédente permet de calculer de proche
en proche le nombre de monstres f(n) a 'instant n. On obtient les
résultats portés dans les tableaux suivants :

n |0][1][2[3[4]5]6] 7 ][8[9]10]11]12]13
m) |1]3[3]9]3]9]9]27]3]9] 9 |27] 9|27

f

n 14 11516 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25
(n) | 27 | 81| 3 9 9 |27 9 |27 |27 | 81| 9 |27

f

n 26 | 27 | 28 | 29 | 30 | 31
f(n) | 27 | 81 | 27 | 81 | 81 | 243

La séquence suivante conduit de 'instant 32 & U'instant 63 auquel le
nombre de monstres sera donc de 243 x 3, soit de 729. Ce nombre
de 729 se retrouvera pour la premiére fois dans la séquence suivante,
qui va des instants 64 & 127 , a 'instant 31 + 64, c¢’est-a-dire a 1’ins-
tant 95.

En conclusion, pour les instants inférieurs ou égaux a 100,
le nombre de monstres atteint son maximum, égal a 729,
aux instants 63 et 95.

c. On peut poursuivre la démarche ascendante de la question précé-
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dente, éventuellement en programmant. . .

Mais, en remarquant que, pour tout entier naturel p, les nombres de

monstres aux instants compris entre 2P et 2Pt — 1 sont multipliés

par 3 par rapport a ceux compris entre 0 et 2P — 1, on peut mettre

en ceuvre une démarche descendante.

Ainsi, en notant g(n) la plus grande puissance de 2 inférieure ou

égale an,ona: f(n)=3x f(n—gn)).

Cette formule donne successivement :

f£(100) =3 x £(100 — 64) = 3 x f(36) = 32 x f(36 — 32) = 32 x f(4)
=33 xf4—-4)=3x f0)=33=27

Le nombre de monstres a ’instant 100 est égal a 27 .

3. On peut conserver la méme démarche en présentant les étapes successives
dans un tableau :

n [ g [n—g)
2009 | 1024 985
985 512 473
473 256 217
217 128 89
89 64 25
25 16 9
9 8 1
1 1 0

On obtient : f(2 009) = 3% = 6 561.
A Yinstant 2 009, le nombre de monstres sera de 6 561.

Prolongement
La démarche décrite ci-dessus conduit a la formule générale :
f(n) = 3% o k(n) est le nombre de « 1 » dans I'écriture de n en base 2.

Exercice n® 2 (serie s)

Enoncé
Pyramide

Une unité de longueur étant fixée et deux réels a et b strictement positifs étant
donnés, on construit une pyramide SABCD dont la base ABCD est un carré
et dont les faces latérales SAB, SBC, SCD et SDA sont des triangles isocéles
isométriques tels que :

AB=BC=CD=DA=aet SA=SB=SC=SD=b

1. Quelle est la condition nécessaire et suffisante portant sur a et b pour que
la construction soit possible ?
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Une fourmi veut relier le point A au point D par le plus court chemin
possible, mais en se déplacant uniquement sur les faces SAB, SBC et
SCD.
2. (a) On suppose que a =4 et b= 3.
Décrire dans ce cas le chemin que la fourmi doit suivre.

(b) On suppose que a =4 et b= 8.

Décrire dans ce cas le chemin que la fourmi doit suivre et calculer
la longueur de ce chemin.

(¢) Généralisation : on suppose que a et b sont des réels strictement
positifs quelconques vérifiant la condition trouvée a la question 1.
Distinguer les différents cas possibles, décrire dans chaque cas le
trajet que la fourmi doit suivre et exprimer la longueur de ce trajet
en fonction de a et b.

Eléments de solution

Voir les éléments de solution de 'exercice suivant.

Exercice n® 3 (series autres que S)

Enoncé

Pyramide
Une pyramide SABC a une base ABC qui est un triangle équilatéral et des
faces latérales SAB, SBC et SCA qui sont des triangles isocéles tels que :

AB=BC=CA =4cmet SA =SB =SC=8cm
La figure ci-dessous représente un patron en réduction de cette pyramide.

1. Représenter en vraie grandeur un autre patron de cette pyramide pour
lequel une seule face latérale devra étre reliée au triangle de base.
Une fourmi veut faire le tour de cette pyramide, du point A au point A,
en se déplagant sur les faces latérales et par le plus court chemin possible.
2. Décrire le chemin que la fourmi doit suivre et déterminer la longueur de
ce chemin.
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Eléments de solution (Exercices 2 et 3)

1. av/2 étant la longueur de la diagonale du carré de coté a.
La construction d’une pyramide satisfaisant les conditions de I’énoncé est

av'2
=5

possible si et seulement si b >

2. a. On suppose que a =4 et b = 3.

S

Ay D,

Dans ce cas, le chemin que doit suivre la
o fourmi est celui passant par le sommet S.
: Sa longueur est AS + SD = 2b.

A D
b. On suppose que a =4 et b = 8.
Sy
Le chemin que doit suivre la fourmi corres-
pond au chemin le plus court menant de A
a D sur le patron, soit le segment [AD]. En
remarquant que la médiatrice de [BC]| est un

Al D1 axe de symétrie du patron, on obtient que les
droites (AD) et (BC) sont paralléles. On note
B c E et F les points d’intersection de (AD) avec

A . - prespectivement (SD) et (SC).

Par des considérations d’angles égaux, on ob-
tient que les triangles ABE, SBC et SEF sont

semblables.
S
On en déduit :
%:éd’oﬁBE:Z
4 8
EF 6

Par suite, la longueur du chemin est : AE + EF + FD = 11.
c. Généralisation : on suppose que a et b sont des réels strictement

av/2
-

positifs quelconques tels que b >
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e Lorsque b < a, on est dans la situation du 2.a : le plus court
chemin est celui passant par le sommet S. Sa longueur est 2b.
e Lorsque b > a, on est dans la situation du 2.b. On obtient :
3
a a
BE =CF = 5 et BEF =a — Ik La longueur du chemin est :
3
a

3_b72.
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ROUEN

Exercice n® 1 (series s-STI)

Enoncé

A D

B C

Paul posséde un carré ABCD de 50 mm de
cOté qui présente des rayures comme sur la
figure ci-contre : le premier carré a 10 mm de
cOté, la premiére bande rayée compléte le carré
pour en faire un carré de 20 mm de coté, la
deuxiéme bande, non rayée, le compléte pour
en faire un carré de 30 mm de coté ...

Paul propose a son ami Antoine un jeu. Paul

choisit les surfaces rayées, Antoine prend donc
les surfaces blanches. Antoine tire au hasard
un nombre entier de 1 & 49 sur le principe du
loto. On appelle = le nombre tiré. On appelle
M le point de [AB] tel que AM = z (z est la
mesure en mm du coté AM), et P le point de
[AD] tel que AMNP soit un carré. Le territoire
de Paul est la partie & rayures a l’intérieur
du carré AMNP. Le territoire d’Antoine est la
partie blanche & lintérieur du carré AMNP.

Le gagnant est celui dont ’aire du territoire B C

est la plus grande.

1. a. Antoine a tiré 8. Qui est le gagnant ?

b. Antoine a tiré 16. Qui est le gagnant ?

c. Antoine a tiré 21. Qui est le gagnant 7

d. Antoine a tiré 26. Qui est le gagnant ?

e. Antoine a tiré 36. Qui est le gagnant ?

2. Déterminer toutes les valeurs de x qui permettent a Paul de gagner.
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Eléments de solution (p.L.H.)

1. Etablissons le tableau ci-dessous ou la premiére ligne contient les tirages
d’Antoine, la seconde, l'aire en mm? du territoire de Pascal, la troisiéme
celle du territoire d’Antoine et la quatriéme le gagnant.

8 16 | 21 | 26 | 36
64 | 100 | 141 | 376 | 500
0 | 156 | 300 | 300 | 796
A P P A P

2. - Si z €10, laire du territoire de Pascal est nulle et celle du territoire
d’Antoine est 22 donc Antoine gagne et Paul perd.

- Si 10 € z £ 20, Paul gagne si 22 — 100 > 100 ou z2 > 200, ou
x> 10\/§ ~ 14,142 mm, et comme z entier, 15 < x < 20.

- Si 20 € z < 30, Paire du territoire de Paul est 300 et celle celle du
territoire d’Antoine est 22 — 300. Paul gagne donc si 22 — 300 < 300
ouz < 10\/6 =~ 24,495 mm, et comme z entier, 20 < x < 24.

- Si 30 < x < 40, laire du territoire d’Antoine est 600 et celle celle
du territoire de Paul 22 — 600. Paul gagne donc si 600 < 22 — 600
ou z2 > 1200 ou z > 10\/ﬁ =~ 34,641 mm, et comme x entier,
35 < x < 40.

- Enfin si 40 < x < 50, 'aire du territoire de Paul est 1000 et celle
d’Antoine z2 — 1000. On a x2 — 1000 < 1000 si z2 < 2000 ou
r < 1020 =~ 44,721 mm, et comme x entier, 40 < x < 44.

Finalement Paul gagne si 15 < x < 24 et si 35 < x < 44.

Exercice n® 2 (series s-sTI)

Enoncé

La persistance d’un nombre non nul est le nombre minimal de fois ot on
applique une procédure a ’ensemble des chiffres de ce nombre pour le réduire
a un chiffre entre 0 et 9, appelé résidu.

Ainsi, la persistance additive consiste & additionner les chiffres et & compter le
nombre minimal d’étapes pour obtenir un chiffre entre 0 et 9, appelé le résidu.
De méme pour la persistance multiplicative : A partir d’un entier non nul n,
on multiplie les chiffres qui le composent pour obtenir un deuxiéme entier que
I'on décompose également pour en faire le produit de ses chiffres. On continue
le procédé jusqu’a ce que 1’on obtienne un chiffre entre 0 et 9. Ce dernier chiffre
étant appelé le résidu.

Ainsi 637 devient 6 x 3 x 7 = 126 qui devient a son tour 1 x 2 x 6 = 12 puis
1x2=2.

2 est le résidu et la persistance multiplicative de 637 est 3.
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Partie 1 : persistance additive :

a) Quel est le plus petit entier n de persistance additive 17 27

b) Montrer que le plus petit entier n de persistance additive 3 est 199.

¢) Quel est le lien entre les deux plus petits entiers de persistance additive
k et k+ 17 En déduire le plus petit entier de persistance additive 4.

d) Montrer que le résidu additif d’un produit de deux nombres entiers est
égal au produit des résidus additifs de ces deux nombres.

Partie 2 : persistance multiplicative :

a) Montrer que la persistance multiplicative de 2468 est 5.

b) Quel est le plus petit entier n de persistance multiplicative 17 27 37

¢) Le nombre d’étapes pour calculer la persistance multiplicative d’un entier
quelconque peut-il devenir infini ?

d) le résidu multiplicatif d’un produit de deux nombres entiers est-il égal au
produit des résidus multiplicatifs de ces deux nombres ?

Eléments de solution (p.L.H.)

Partie 1 : persistance additive :
a) - Un entier & un chiffre a pour résidu lui-méme et pour persistance 0.

- Le plus petit entier & deux chiffres est 10; il a pour résidu 1 et pour
persistance 1.

- Le plus petit entier a deux chiffres de somme au moins 10 est 19 qui
est de résidu 1 et de persistance 2.

b) 199 — 19 — 10 — 1; 199 est de persistance 3 et c’est bien le plus
petit de cette persistance, car tout entier plus petit a une somme de ses
chiffres au plus égale & 18; une telle somme est elle-méme un nombre
dont la somme des chiffres a un seul chiffre, le résidu.

c) Soit u le plus petit entier de persistance k et v celui de persistance
k + 1. Soit s(v) la somme des chiffres de v, s(v) est de persistance k
donc s(v) > u.

Le plus petit entier de persistance 4 est donc le plus petit entier dont la
somme des chiffres est supérieure ou égale a 199.

Considérons le nombre 19------ 9 =2x10%2 —1.
—

22 chiffres 9
La somme de ses chiffres est 1 + 22 x 9 = 199. Ce nombre est de persis-

tance additive 4 car 199 est de persistance 3.

Tout nombre plus petit
soit a 23 chiffres dont le premier est 1 et un des autres < 9,
soit a 22 chiffres.
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Il est donc strictement inférieur & 199.

Sia=r (mod 9) et b=s (mod 9), on a ab = rs (mod 9).

n
Soit a = Z a;10". On déduit de 10° = (9+1)* = 1 (mod 9) que a = Zai
i=0 i=0
(mod 9)
Comme le résidu est toujours compris entre 1 et 9, le résidu additif d’un
produit de deux entiers est égal au produit des résidus additifs de ces
deux nombres calculé moulo 9.

Partie 2 : persistance multiplicative :

a)

b)

2468 — 384 — 96 — 54 — 20 — 0; le résidu multiplicatif de 2 468
est 0 et sa persistance multiplicative 5.

Le plus petit entier de persistance multiplicative 1 est 10

Le plus petit entier de persistance multiplicative 2 est 25

Le plus petit entier de persistance multiplicative 3 est 39.

En effet : 10 — 1 et tout entier inférieur & 10 n’a qu’un chiffre et est
donc de persistance 0.

25 — 10 — 1 : 25 est de persistance 2 et tout entier inférieur

- soit a 1 chiffre (persistance 0) ;
- soit a pour premier chiffre 1 (persistance 1) ;

- soit a 1 pour premier chiffre, le deuxiéme inférieur a 5
(persistance 1).

39 — 27 — 14 — 4 : 39 est bien de persistance 3 et on vérifie que
tout entier compris entre 26 et 38 est de persistance 2 ou 1.
n
Soit N = Z a;10°, un entier quelconque a n + 1 chiffres avec a,, > 1 et
i=0
0 < a; < 9 pour tout ¢ compris entre 0 et n.

Apreés une étape, il devient :
k
[]a: < ax9* < ap10" < N
i=0

La suite obtenue est donc strictement décroissante jusqu’au résidu et
prend moins de N + 1 valeurs distinctes.
Le nombre d’étapes est donc borné par N + 1.

En général, le résidu multiplicatif de deux entiers n’est pas égal au produit
des résidus multiplicatifs.

Par exemple 3 x 4 = 12; 3 et 4 sont égaux a leurs résidus alors que 12 a
pour résidu 3 qui n’est pas égal a 12.
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Exercice n° 3 (Séries autres que S-STT)

Enoncé

On appelle N Dentier obtenu en écrivant a la suite tous les entiers de 1 a
2009.

N = 12345679891011121 . ..03200420052006200720082009.
1. Trouver ’entier k tel que 10k soit la puissance de 10 la plus proche de N.
2. N est-il divisible par 97

Eléments de solution (p.L.H.)

1. En comptant successivement les nombres de chiffres des nombres de 1 a
2009, nous obtenons le nombre de chiffres de NV :
9+42(99—9)+3(999 —99) +4(2009 — 999) = 9+ 180+ 2700+ 4040 = 6929.
On a donc 109928 < N < 106929
et plus précisément 105929 — N > 10992810 — 1, 235] > 8.10%9%8
tandis que N — 105928 < 0,2.106928,
109928 est donc la puissance de 10 la plus proche de N.

2. N est divisible par 9 si la somme de ses chiffres est divisible par 9, donc
est nulle modulo 9.
Pour calculer cette somme modulo 9, groupons les chiffres de N un par
un jusqu’a 9, puis deux par deux de 10 & 99, trois par trois de 100 & 999,
quatre par quatre de 1000 a 2009. Nous obtenons ainsi tous les nombres
de 1 a 2009.
Chacun d’eux est égal, modulo 9, a la somme de ses chiffres.
Ainsi, modulo 9, la somme de tous les chiffres de N est égale a

5 = 2009 x 1005 =2 x 6 = 3 (mod 9)

i=1

Cette somme n’est donc pas divisible par 9.

Exercice n° 4 (Séries autres que S-STI)

Enoncé

Un nombre premier est un entier naturel (positif) qui n’est divisible que par
1 et lui-méme. 1 n’est pas premier. Tout entier peut s’écrire de fagon unique
comme produit de nombres premiers.

Etant donné un entier naturel n > 2, on construit une suite de nombres issue
den:
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- A T'étape 0, le nombre qui débute la suite est n;

- A chaque étape, on calcule la somme des facteurs premiers du nombre de
I’étape précédente. Si le nombre trouvé est premier, la suite se stabilise
sur cette valeur.

Ezemple : Si n = 15, la suite issue de 15 est : (15; 8; 6 ;5; 5; 5;...) :

15 = 3 x 5 donc le suivant est 3+5 = 8. 8 = 23 donc le suivant est 2+2+2 =6
(on additionne 2 trois fois & cause de la puissance 3 de 23). 6 = 2 x 3 donc le
suivant est 5, qui est premier, la suite se stabilise sur 5.

E(n) est le numéro de l'étape a partir de laquelle la suite issue de n se
stabilise(on commence a 1’étape 0). v(n) est la valeur sur laquelle se stabilise
la suite issue de n. Ainsi E(15) = 3 et v(15) = 5.

1. Montrer que E(2 009) = v(2 009) = 5. Ainsi 2 009 est un entier n qui
vérifie E(n) =5 et v(n) = 5.

2. Expliquer pourquoi 5 est le plus petit entier k£ pour lequel on puisse
trouver au moins un nombre n tel que E(n) =k et v(n) = k.

3. Des nombres premiers sont jumeaux s'’ils différent de 2. Ainsi 11 et 13
sont premiers jumeaux. Calculer E(n) et v(n) si n = 2p ou p est un entier
premier jumeau avec p + 2.

Eléments de solution (p.L.H.)

1. 2009 = 49 x 41 = 7% x 41 ; on en déduit la suite :
2009; T+7+41=55=5x11;5+11=16=2%; 24+2+2+2=8=
23:24242=6=2x3; 2+3=>5 premier.
D’ou E(2009) = v(2009) = 5.

2. Siwv(n) =k < 4; k doit étre somme de deux nombres premiers. La seule
possibilité est 4 = 2+ 2 et 2 x 2 = 4 donc le prédécesseur de 4 est 4 et

E(4) =0.
3. p étant premier, 2p donne la suite 2p ; 2+ p car 2 4 p est premier donc
p#2

On en déduit E(2p) =1 et v(2p) =2+ p.
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STRASBOURG

Exercice n® 1 (serie s)

Enoncé
On dispose de deux nappes rondes de méme diamétre et d’une table carrée.

On se demande si il est possible de recouvrir entiérement la table avec les deux
nappes. Le carré a pour coté 1,8 metre.

1. On suppose que le diamétre des nappes est 2,009 métres. Est-ce possible ?

2. Déterminer le diamétre minimal des nappes pour que ce soit possible

Eléments de solution (Paul-Louis Hennequin)

1.
Soient E, F, G, H les milieux des cotés A E B

[AB], [BC], [CD], |[DA] de la table, I le
milieu de [HF], J le milieu de [IF].
Pour qu’une des nappes circulaires re-
couvre a la fois les points E, B, G, C, H L+ Je F
et donc le rectangle EBCG et donc le
cercle circonscrit & ce rectangle, il est
nécessaire et suffisant que son rayon soit
supérieur a JB = JE = JC = JG. D G C

Or JB? = JF? + FB? = (0,45)2 + (0,90)? = 1,0125

d’ou 1,0069 > JB > 1,006 alors que le rayon de chaque nappe est 1,0045.
Le recouvrement est impossible.

2. Pour qu'il soit possible, le diamétre minimal d’une nappe doit étre 2,013
metres.

Exercices n° 2 et 4

Enoncé

On appelle partition d’un entier strictement positif toute décomposition de cet
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entier en somme d’entiers strictement positifs.

Par exemple, les partitions de 5 sont 5, 4+1, 3+2, 3+1+1, 2+2+4+1, 2+1+1-+1
et 1+1+1+1+1.

On effectue le produit des termes intervenant dans chaque partition et on
cherche & obtenir le produit maximum. Dans I'exemple précédent, le produit
maximum est donc obtenu avec la partition 5 = 3 + 2 et vaut 3 x 2 = 6.

1. Quel est ce maximum pour les entiers 6, 7 et 87

2. (Série S) Pour les entiers 2007, 2008 et 2009, déterminer ce maximum
et la (les) partition(s) correspondante(s).

2. (Séries autres que S) Pour les entiers 12, 13 et 14, déterminer ce maxi-
mum et la (les) partition(s) correspondant(e)s. Justifier votre réponse.
On ne demande pas de lister toutes les partitions possibles des entiers 12,
13 et 14...

Eléments de solution (p.L.H.)

Soit N D’entier & partitionner. Pour une partition de N notons pj le nombre

de termes égaux a k. On a donc la condition kak = N et 'on cherche a
k>1

maximiser le produit H kPe = H (kl/k)kpk.
k21 k21
Montrons que 'application de N dans R définie par k — k% est maximum
pour k = 3 : kMF < 31/3 avec inégalité stricte pour k # 3. Cette inégalité
équivaut a k3 < 3F et se vérifie immédiatement pour k=1 ,2 ,3.
Démontrons-la par récurrence :
Si elle est vérifiée pour un k > 3, on a
(k+1)2 =k +3k2+3k+1 < k> + k3 + k2 +1 < 3 x 3F = 3k+L,
et elle est vérifiee pour k + 1.
On en déduit P < (31/3)2’“21 ek _ (31/3)N.
Si N est divisible par 3, ce majorant est atteint pour la partition définie par

N

P3:§~

Pour N = 6, ce maximum 32 = 9 est atteint pour la partition 6 = 3 + 3.

Pour N = 12, 3* = 81 est atteint pour la partition 12 =3+ 3+ 3+ 3.

Pour N = 2007, 3569 est atteint pour la partition 2007 =3+ 3+ --- + 3.
—_—

669 termes

Si N est de la forme 3p + 1, si on choisit p3 = —

3
. oN . . .. N-1
un produit 3" tandis que si on choisit p3 = —3 l=p—1etps=2 (ou

et p1 = 1, on obtient

ps = 1) et les autres nuls, on obtient P =4 x 37=1 > 37,
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Pour N = 7, le maximum 12 est atteint pour la partition 2 + 2 + 3 (ou

44 3).

Pour N = 13, le maximum 4 x 3% = 108 est atteint pour la partition

24+24+34+3+3(oud+3+3+3).

Pour N = 2008, le maximum 4 x 3%0% est atteint pour la partition

242+3+---+3.

N————
668 termes

Si N est de la forme 3p + 2, le maximum est atteint si ps = p et p; = 1 et les
autres nuls. On obtient alors P = 2 x 3",

Pour N = 8, le maximum 18 est atteint pour la partition 2 4+ 3 + 3.

Pour N = 14, le maximum 162 est atteint pour la partition 2+3+43+3+3.

Pour N = 2009, le maximum 2 x 3969

243+ +3.
——

669 termes

est atteint pour la partition

Exercice n° 3 (Séries autres que S)

Enoncé
Une voiture a roulé 20 000 kilométres, chacune des cinq roues (dont la roue

de secours) est usée de la méme fagon. Chaque roue a un diameétre de
50 centimétres.

1. Combien chaque roue a-t-elle parcouru de kilométres ?

2. Combien de tours chaque roue a-t-elle fait ?

Eléments de solution (p.L.H.)
1. Chaque roue est au repos pour un cinquiéme du kilométrage : elle a donc
4
parcouru E x 20 000 = 16 000 kilométres.

2. En un tour une roue en service parcourt w x 50 cm = 7 x 0,5 métres. Le
nombre de tours en 16 000 km est donc égal a

16 x 106 32 x 10°

0.5 - =10 135 888 metres.

En pratique, la précision sur la mesure du diamétre, compte tenu de
I’'usure du pneu, de la pression, de la charge de la voiture, n’excéde pas
1%.

On peut donc affirmer seulement que le nombre de tours est compris entre
107 et 1,02 x 107.
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TOULOUSE

Exercice n° 1 (Séries autres que S)

Enoncé

Le distributeur
Des DVD de films peuvent étre loués pour 24 heures & un distributeur

automatique selon deux tarifs :

1.

5 euros pour les « nouveautés ».
3 euros pour les films plus anciens.

Un client peut-il dépenser exactement 13 euros pour louer des DVD & ce
distributeur ?

. Un certain soir, entre 19 h et 20 h, le distributeur a enregistré une recette

de 45 euros. Combien de films anciens ont-ils pu étre loués pendant cette
période 7 Donner tous les cas possibles.

Le distributeur peut-il enregistrer des recettes de 101, 102, 103 euros 7 Si
oui comment ? Si non pourquoi ?

En supposant que le distributeur n’est jamais en rupture de stock, quelles
sont toutes les recettes possibles ?

Eléments de solution

1) 13 =2 x5+ 3 : 2 nouveautés + 1 ancien

2) Oui, par exemple avec 9 nouveauteés.

m désignant le nombre de nouveautés et n le nombre de films anciens
loués, on doit avoir 45 = 3n + 5m.

Il vient 3(15 —n) = 5m d’ou 3 divise m. Ce qui donne :
m=0etn=1boum=3etn=10ounm=6etn=5oum=29et
n =0.

Ce qui fait exactement quatre maniéres d’obtenir une recette de 45€.

Variante : point besoin d’algébre ou d’arithmétique, on soustrait répé-
titivement de 3 et observe la présence de multiple de 5.
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3)

Ces trois recettes sont possibles. Par exemple :

101 =21+80=3x7+5 x 16.

102=124+90=3 x4+ 5° x 18.

103=1004+3 =3 x 145 x 20.

Toutes les recettes sont possibles sauf 1; 2; 4 et 7.

Si R est une recette possible R + 3 aussi (car R+ 3 = 3(a + 1) + 5b, si
R = 3a+5D) ; il est évident que 1, 2, 4 , 7 ne sont pas des recettes possibles,
3 est possible donc aussi 6, 9, 12. .. ; 5 est possible donc aussi 8, 11,... ; or
10 est aussi possible. Mais 8, 9, 10 sont trois recettes consécutives possibles
donc tous les entiers suivants sont des recettes possibles. Conclusion :
tous les entiers sauf 1, 2, 4, et 7 sont des recettes possibles.

Exercice n° 2 (Séries autres que S)

Enoncé

Ce soir, c’est la féte!

1.

Pour la Saint-Fiacre, un banquet de neuf couverts est prévu autour d’une
table ronde. Lorsque Jean-Marie arrive, certains invités sont déja attablés
et Jean-Marie constate qu’il doit nécessairement s’installer & co6té de I'un
d’eux.

Combien y a-t-il, au minimum, d’invités déja attablés a 'arrivée de Jean-
Marie ? Décrire leurs positions respectives dans ce cas « minimal ».

. La méme question se pose & l'occasion du banquet républicain de la

Sainte-Barbe.

Quarante couverts sont disposés autour d’une table ronde et Jean-Marie,
lorsqu’il arrive, est obligé de s’installer a c6té d’un convive déja attablé.
Combien y a-t-il, au minimum, d’invités déja attablés a I’arrivée de Jean-
Marie 7 Décrire plusieurs dispositions possibles dans ce cas « minimal ».

. La légende raconte que, lorsque le barde Joachim et ses deux amis

arrivérent au diner d’anciens de la guerre des Gaules auquel ils étaient
invités, ils ne purent s’asseoir tous les trois cote a cote.

Sachant que la table était rectangulaire et comportait quarante couverts,
vingt de chaque coté et aucun en bout de table, combien de Gaulois, au
minimum, étaient déja attablés a l'arrivée du barde et de ses amis?
Présenter plusieurs dispositions des convives déja installés dans ce cas
« minimal ».

Eléments de solution

1) Il est certain qu’une personne au moins est déja assise ; avec une deuxiéme,

deux places restent libres entre elle et la premiére; les présents sont
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disposés de maniére a laisser au plus deux places libres entre eux. Avec 9
couverts, cela fait 3 personnes assises, 6 places libres.

2) Il'y a 40 couverts (3 fois 13 plus 1). Il y a 14 présents. Deux des présents
peuvent étre cote a cdte ou bien séparés par une place libre.
N.B. : pour une table circulaire de n couverts, le nombre de convives déja
installés est 1 + E[(n —1)/3]...

3) I y a 20 couverts sur un coté. Prenons un coin de table : il y a
nécessairement une personne assise, une place libre ou deux places libres,
on aura respectivement 7, 7, 6 présents déja assis. On doublera pour la
table entiére.

Dans chacun des cas :

- avec 6 présents déja assis : une seule disposition, ils sont séparés par
deux places vides avec deux places vides a chaque coin;
- avec 7 présents déja assis, on peut avoir seulement :
- six fois deux places vides, une fois une place vide, soit 7
dispositions
- cinq fois deux places vides, trois fois une place vide, soit 56

dispositions Il y a 63 dispositions ; soit 632 pour la table entiére.

N.B. : pour une table de 2n couverts, F(n/3) personnes bien disposées
suffisent & empécher que le barde et ses deux amis puissent s’asseoir cote
a cote.

Exercice n°® 3 (serie s)

Enoncé

En Egypte

Dans I’Antiquité, les Egyptiens utilisaient essentiellement les fractions de
numérateur 1 et de dénominateur un entier naturel non nul, qu’on appelle
maintenant fractions égyptiennes.

4
Dans le probléme, on s’intéresse a la possibilité d’écrire la fraction —, avec NV
entier naturel, N > 2, sous la forme d’une somme trois fractions égyptiennes.
1

On cherche donc a, b et ¢ entiers naturels, non nuls, tels que : N + 5 + -
a c

En 1950, le mathématicien hongrois Paul ERDOS (1913-1996) a conjecturé que
cette décomposition de la fraction N était toujours possible pour N > 2.

On étudie ici ce probléme pour différentes formes de 'entier V.

1. Etude du cas ou N est pair, N > 2.

4
a) Trouver une décomposition de et de en somme de trois
(a) , COHP 2008 2010
fractions égyptiennes.
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(b) Plus généralement, peut-on, pour tout entier naturel N pair, N > 2,

décomposer la fraction Ty ©n somme de trois fractions égyptiennes 7

Justifier.
2. Etude du cas ott N est impair et de la forme 4k — 1 avec k entier naturel
non nul.
. 4 4 . . ) .
(a) Décomposer 3T 1 en somme de trois fractions égyptiennes.

(b) Plus généralement, peut-on, pour tout entier naturel N pouvant
s’écrire N = 4k — 1 avec k entier naturel non nul, décomposer la

.4 . . ) .
fraction 7y ©n somme de trois fractions égyptiennes ?

3. Etude de deux exemples ot N est impair mais pas de la forme précédente.
(a) Décomposer 441 en somme de trois fractions égyptiennes.
(b) Donner plusieurs décompositions de 42 009 en somme de trois frac-
tions égyptiennes.
4. A supposer qu’on veuille prouver que la conjecture de Paul ERDOS est
fausse, proposer des entiers naturels ou des familles d’entiers naturels
auxquels on devrait encore s’intéresser.

Eléments de solution
4 2 1 1 1 1
(@) 3008 = T004 ~ 502~ 3x 502 | 3x502 | 3x502
Cette décomposition ne marche qu’avec des multiples de 4.

1 1 1 1 1
M T 004 + 1004 2 x 1004 + 2 x 1004 + 1004
4 2 1 1 1 1 1

5010 ~ 1005 _ 1005 © 1005 ~ 2% 1005 2% 1005 © 1005
(b) Généralisation :

sikentiernaturelnonnul:i:gzl—i—l:i—i—i—i—l.
2k kK k2 2k Kk
2. (a)§:1+%:%+%+%
4 8 7 111
7T ax7 2x7 2x7 2 ax7
a partir de la, plusieurs décompositions possibles. ..
1 1 1 1 1 1
“1T1 T2t ®
1 9 1 1 1
"2 Tix9 2 18763
1 8 1 1 1
T2 uxs 216 T
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4 4x3 1 111 1

11 3x11 37 3x11 676 33
111

M =356 " 66

ou =

(b) Généralisation :

4 4k 4k —1 1
4k —1  (4k — Dk k(4k—1) + k(4k — 1)
1 1 1
B 2k(4k — 1) + 2k(4k — 1)
11 1
o =t w TR
1 4k 1 1 1
R VT IS N R AR R VST gy
SR B S RS P B
41 41 41 41 14 x41 41 14 41x14
On a aussi :
4 48 41 41
4T D2xdl 12x4l T 12x4l
1 1 1
kT ok@k—1) T 2k@k 1)
1 1 1
M Tty Taxar
(b) Pour ﬁ, on peut utiliser les décompositions de : é T il suffit
dle multiplier les décompositions de % par 287 et celles de a par
49
ou :
4 2016 1 7
2009 20019 x 504 15@ * 2()091>< 504
T 9504 " 2x 504 287 x 504
1 1 1
ou =

= 504 T 287 x 2% 504 | 287 x 2 x 504

4. On attend que le candidat fasse le bilan des familles de fractions qu’il
saurait décomposer et indique les familles de fractions qui lui résistent et
explique. On évaluera cette question selon la richesse des réponses.

Au vu des questions précédentes, il faudrait chercher un contre exemple
parmi les nombres N premiers de la forme 4k + 1...
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Avec la calculatrice par A. Guillemot
Conjecture de Paul Erdos

. o 4 . .
a) Pour trouver toutes les décompositions de — en somme de trois fractions

égyptiennes, nous allons utiliser un programme.

Soit —1+1+1 <b<

oit =+t avecasbse

C <1 > 11

omme -= < -5, a > 11.
1 1 1 3 4 .

Comme a < b<c¢, —+ -4+ - < — donc — < — ce qui entraine que
a b a 41 a

a < 30.

41 1 1 2 e 8

4 a b eSp S —ar

4
A T’aide du programme suivant, on trouve les 7 décompositions de —.

{11,1546314) | |[Pefine toulouse()=

Prgm
{11,1641804} | 507 517 30
{12722952} ||| o 820
{12;82,492} 4-q-41
{12123164} 4;41%—%"‘1
(1441574} |11 C
{18242952} ||[d

If fPart(c)=0 and ¢>b-1

Terminé Disp {a,b,c}
EndFor
EndFor
EndPrgm
On a donc :
4 1 N 1 11 N 1 N 1
41 11 154 6314 11 164 1804
1 N 1 11 1 1
12 0 72 0 2952 0 12 123 164

1 1 1 1 1 1

14+41

574 18 Ty 2052
4 1

b) 2009 = 41 x 49 donc 5000 — 41 < 19"
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En multipliant tous les dénominateurs de la ligne de résultats de la ques-

tion précédente par 49, on obtient sept décompositions de 009"

1 " 4
2009 41~ 49°
En modifiant légérement le programme précédent, on peut obtenir les 18

On peut aussi dire que

décompositions de , ce qui nous donnera 18 décompositions supplé-

49
mentaires de 2009 multipliant les dénominateurs par 41.
{1499,9702) [JPeine toutous2[=
Prgm

14,100,4900 } For a,13,36
141022499} Wi bl
14,105,1470 } i
14112784} W—-—-—~d

14,126,441} Q4

14,147,294}
14196,106} | If Partlc)=0 and c>b-1
Disp {a,b,c}

{
{
{
{
{
{
{
{15,70,1470} WlEndFor
{
{
{
{
{
{
{

15,98,210}  [§fEndFor
1656784}  [JIF"OETE™
16,98,112}
18,42,441}
18,63,98 }
21,30,1470 }

21,42,98}

Exercice n® 4 (serie s)

Enoncé

Les timbres d’Eliott
Eliott achéte un carnet de timbres comportant sept timbres disposés « en
bande » séparés par une ligne prédécoupée en pointillés comme sur la figure :
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Chaque timbre a pour valeur 1 Phoebus.

1. Eliott pense qu’en détachant seulement le troisiéme timbre — par décou-
page des deux lignes en pointillés correspondantes — il peut réaliser tous
les affranchissements de valeur entiére entre 1 et 7 Phoebus. A-t-il raison 7

2. Il achéte un nouveau carnet de timbres plus long pour lequel les timbres
sont toujours disposés en bande. En découpant exactement trois lignes en
pointillés, il remarque qu’il peut de nouveau réaliser tous les affranchis-
sements de valeur entiére entre 1 et k£ Phoebus ou k& est un entier naturel.
Déterminer le nombre k le plus grand possible pour qu’il en soit ainsi.
Eliott se met & réver de carnets de timbres de plus en plus longs.

3. Reprendre la question précédente en découpant six lignes en pointillés
d’un nouveau carnet.

4. Combien de découpes devrait prévoir Eliott s’il devait atteindre tous les
affranchissements de valeur entiére de 1 & 2 009 Phoebus ?

On pourra utiliser la formule : 1 +2422 4234 ... 427 =27+ _ 1 vraje
pour tout entier naturel n.

Eléments de solution

1. Le troisiéme timbre affranchit pour 1 Phoebus, les deux premiers pour 2,
les trois premiers pour 3, les quatre derniers pour 4 ; puis les affranchisse-
ments a 5, 6 et 7 Phoebus en ajoutant & ces quatre derniers respectivement
les précédents.

2. Avec un timbre et un assemblage de deux timbres, on affranchit pour
1, 2, 3 Phoebus; un assemblage de quatre, un autre de huit timbres
permettent d’affranchir exhaustivement de 1 & 15 Phoebus. On obtient ces
assemblages par trois découpes d’un carnet de quinze timbres. Un carnet
de seize timbres ne peut étre découpé en quatre assemblages satisfaisant
aux affranchissements souhaités.

3. Comme ci-dessus, en complétant par trois assemblages de seize, trente-
deux, soixante quatre timbres on constitue un carnet de cent vingt sept
timbres pour lequel le découpage de six lignes est satisfaisant de 1 a 127
Phoebus exhaustivement. On ne peut faire plus.

4. Sept découpes permettent de réaliser tous les affranchissements de valeur
entiére de 1 & 255 Phoebus; dix découpes permettent de réaliser tous
les affranchissements de valeur entiére de 1 & 1023 Phoebus et onze tous
les affranchissements de valeur entiére de 1 & 2047 Phoebus. 1l faut onze
découpes pour atteindre 2009 Phoebus.
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VERSAILLES

Exercice n°® 1 (serie s)

Enoncé

Le tas de bois

Trois rondins cylindriques sont posés coté a

cOte sur une méme surface plane horizontale.

Sur la figure, les cercles apparents sont situés

dans un méme plan P perpendiculaire aux

axes des cylindres. Les points G et D sont les

intersections de deux droites contenues dans

P, verticales et tangentes au premier et au G D

dernier cercle.

A chaque ensemble de trois rondins, dont les rayons sont notés, de gauche a
droite, a, b et ¢, on associe la distance GD, appelée largeur et notée £(a, b, c).
On étudie cette largeur en fonction des rayons des rondins et de leur position.
On se place dans le cas ou le cylindre central est tangent aux deux autres et
ou les verticales passant par G et D ne sont au contact que d’un seul cylindre
chacune.

1. Montrer que £(9, 16, 36) = 117. Calculer £(16, 9, 36).
2. a. Calculer {(a, b, ¢) en fonction de a, b et c.

b. Calculer £(b, a, ¢) —{(a, b, ¢). On pourra faire apparaitre \/a — /b
en facteur.

3. On utilise dans cette question trois rondins de rayons respectifs 1, x et y.
On suppose que 1 < z < y. Dans quel ordre faut-il les placer pour que la
largeur soit :

a. La plus grande possible ?

b. La plus petite possible ? Discuter.
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Eléments de solution

La coupe selon le plan vertical passant par C
et D fournit la figure ci-contre.

La largeur associée a une disposition des ron-
dins est la somme de la distance HJ et des
rayons des cercles extérieurs. La distance HJ
s’obtient par application du théoréme de Py-
thagore dans les triangles AHB et BJC rec-
tangles respectivement en H et J (la distance
des centres de deux cercles tangents extérieu-
rement est la somme de leurs rayons).

1. HB? = (16 + 9)* — (16 — 9)? ; BJ? = (36 + 16)? — (36 — 16). D’ou
HB =24et BJ =48; et 9424 +48 4+ 36 = 117.
Dans l'ordre 16, 9, 36 (celui de la figure ci-dessus) on obtient : 16 + 24
+ 36 + 36 = 112 (attention, les deux 36 ne jouent pas le méme role).

2. Voici le calcul littéral correspondant & ce qui a été fait ci-dessus :

fa, b, ) =a+ @t 02— (a—b2 +/B+?—(b-0c) +c

(noter qu’écrire a — b plutot que b — a n’a pas d’influence sur le résultat).
Finalement : £(a, b, ¢) = a + 2vab+ 2vbc + c.

On calcule :

(b, a, ¢) —Lla, b, ¢) =b+2Vab+ 2y/ac+c — (a+2\/%+2\/%+c).
Et donc 4(b, a, ¢) —{(a, b, ¢) = (f—\/g) (%/E—f—\/i}).

On doit comparer £(1, z, y), £(z, 1, y) et £(1, y, x).

On sait que ((1, z, y) — l(z, 1, y) = (Vz—1)(2y—Vz—1), ce
qui prouve, compte tenu de '’hypothése 1 < z < y, que ¢(1, z, y) >
Lz, 1, y).

01, z, y) — (1, y, ) = (f—\/@) (2—f—\/§), ce qui prouve,
compte tenu de 'hypothése 1 < x <y que £(1, z, y) > (1, y, z).
Placer les rondins de gauche a droite dans 'ordre de leurs rayons donne
donc la longueur maximale.

Uy, 1, ) — (1, y, z) = (1-/5) (2y/z—1—/y) prouve que la
différence entre la longueur obtenue en plagant le rondin de plus petit
rayon au milieu et celle obtenue en mettant celui de plus grand rayon au
milieu est du signe de /y — 2y/z + 1.
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A

1 Le rondin de plus petit rayon au milieu
donner Ja plus petite longueur

Le rondin de plus grand rayon
au milieu donne la plus petite longueur

Représentation graphique de la fonction définie sur |1, +oo[
qui & z associe 4z — 4/x + 1.

Exercice n® 2 (serie s)

Enoncé

Moyennes de puissances de 2

Dans cet exercice, ont dit qu’un entier naturel non nul est joli s’il peut s’écrire

comme la moyenne d’un certain nombre de puissances de 2, non nécessairement

distinctes.

274+ 27 +27 +27 425 +25 425
8

Par exemple, 92 est joli, car 92 =
28420422
-
1. a. Montrer que si n est joli, alors n + 1 est joli.

;on a aussi :

92

b. Quel est 'ensemble des entiers jolis ?

c. Donner une décomposition de 2009 comme moyenne arithmétique
d’un certain nombre de puissances de 2.

2. On dit qu'un entier naturel non nul est superbe s’il peut s’écrire comme
moyenne arithmétique d’un certain nombre de puissances de 2, deux a
deux distinctes.

28 + 24 4 22
Par exemple, 92 est superbe, puisque 92 = — 3

a. Prouver que 7 est superbe.
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b. Prouver que 'entier n est superbe si et seulement si 2n est superbe.

c. Prouver que 13 n’est pas superbe (on pourra admettre que, pour
tout entier k supérieur ou égal a 7, 13k < 2% —1).

Eléments de solution

1. Si lentier n est joli, il existe un entier k et une suite de k entiers p; tels
k

Z 9Pi

que n = % . Le nombre n + 1 s’écrit successivement :
k k
Yoo Yo
1 —i=L 1= =L
n+ 2 + A
k k
22pi+1+2k Z2pi+1+2+"'+2
_ =1 _ =1
2k 2k

et dans ce dernier quotient, il y a bien 2k puissances de 2 au numérateur.
Donc n + 1 est joli.

Tous les entiers sont donc jolis, & commencer par 1, moyenne d’une
suite de puissances de 2 réduite & un seul terme. On peut écrire :
2009 =1024 + 5124256 + 128+ 64 4+ 16 + 8 + 1.

Cette somme de (par chance) huit puissances de 2 peut s’écrire comme la
moyenne de leurs huit produits par 8, qui sont aussi des puissances de 2.

16+4+1
2. On peut écrire : 7 = %
Si l’entier n est superbe, il existe un entier k£ et une suite de k entiers p;
k k

Z oPi Z opi+l

i=1 i=1

tous distincts tels que n = .On aalors: 2n = — % les p; +1
étant eux-mémes tous distincts.
k
>
Réciproquement, dans l’expression 2n = izlk , le numérateur du

quotient est un entier pair (égal a 2nk), il est donc possible de simplifier

k
Zzpi—l

i=1

3 , ou les p; — 1 sont tous positifs ou nuls

par 2 pour obtenir n =

et distincts. i

Dans ’égalité 13k = ZQpi, ou les p; sont distincts, la plus grande
i=1
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des puissances de 2 inférieures ou égales & 13k, mettons 2™, apparait
nécessairement, car la somme des m plus petites, 1 +2+4+---+2m"1 =
2™ — 1 est inférieure a 13k.

S’il est avéré que, pour tout entier k supérieur ou égal a 7, 13k < 28 —1, la
recherche des puissances de 2 susceptibles de participer & une suite dont
la moyenne serait 13 se limite aux 7 premiéres. Le plus petit multiple de
13 supérieur a 64 est 65.

5 x 13 = 65 = 64 4+ 1 ne peut étre obtenu comme somme de 5
puissances de 2,

4 x 13 =52 =32+ 16 + 4 ne le peut pas non plus (comme dit plus
haut, il est illusoire de « sauter » une des puissances dont on fait
la somme dans l'ordre décroissant tant que ’ajouter a la somme ne
dépasse pas le nombre a atteindre),

3x13=39=232+4+ 2+ 1 est une somme de quatre puissances,
2 x 13 =26 = 16 + 8 + 2 est une somme de trois termes,

Et 13 n’est pas une puissance de 2.

Remarque : Passertion utilisée résulte de la comparaison de deux suites, I'une
arithmétique, 'autre géométrique. Cette assertion peut étre montrée par récur-
rence si on connait la récurrence, mais elle peut aussi étre énoncée simplement
« pour les nombres supérieurs & 16, le produit par 2 augmente plus que la
somme avec 13 ».

13k | 13 |1 26 | 39 | 52 | 65 | 78 | 91 | 104
2F 2 | 4| 8 | 16|32 64| 128 | 256

Exercice n° 3 (Séries autres que S)

Enoncé
Au-dela des grilles

5 5
4 4 .
3 3 P4
2 2 &
1O 1
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
Damier 6 x 5 Déplacements possibles

Situation de départ a partir d'une position
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On considére un damier rectangulaire composé de n colonnes et p lignes (on
prendra n > p).

Un jeton est placé sur la premiére case, en bas & gauche. On le déplace dans le
damier. Un mouvement consiste & déplacer le jeton de trois cases au total, vers
la droite ou vers le haut (voir figure).

1. Combien faut-il au plus de mouvements pour sortir d’'un damier de 6
colonnes et 5 lignes 7 d’un damier de n colonnes et p lignes?

2. On donne des entiers ¢ et j. Est-il possible d’atteindre la case située sur
la i-iéme colonne et la j-iéme ligne ?

Eléments de solution

Aprés trois mouvements (représentés en
bleu, orange et vert), une seule case est
encore susceptible d’étre occupée dans
la grille. Au maximum quatre mouve-
ments seront donc utilisés pour sortir
de la grille.

5T WEFHE ’—l
A t n quittant la case située sur la i-iéme
4 B Wi En q 1 t 1
3 B -4 colonne et la j-iéme ligne, notée (i, j),
1 = le pion atteint une des cases (i + 3, j),
2 y ‘ (i+2, j+1), (i+1, j+2), (i, j+3). La
1 & 3 somme des coordonnées augmente donc
1 23 45 6 de 3 & chaque mouvement.

On ne peut atteindre la case (i, j) que
si i+ j — 2 est un multiple de 3 (car la
case de départ est (1, 1)).

Exercice n° 4 (Séries autres que S)

Enoncé

« Too many notes »

Un professeur donne aux travaux que lui rendent les éléves une note, comprise
entre 0 et 20, comportant une décimale au plus.

Albert, qui a obtenu 3,1 pour le premier travail rendu et 19,5 pour le second,
observe que la moyenne 11,3 de ces deux notes a pour décimale le chiffre des
unités de la premiére (3) et pour chiffre des unités la décimale de la premiére
(1).

Beéatrice, qui n’a pas encore sa seconde note, se demande s’il peut en étre de
méme pour elle.

1. Montrer que c’est possible si sa premiére note est 3,2.
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2. Est-ce toujours possible pour des notes non nulles strictement inférieures
4207

Eléments de solution

1. Pour obtenir une moyenne de 2,3 avec deux notes dont une est 3,2, il faut
que autre soit 1,4.

2. Supposons la chose possible pour une certaine note N dont le chiffre des
unités est u et la premiére décimale d. En associant & N une seconde
note N’, on a réalisé une moyenne M dont le chiffre des unités est d et
la premiére décimale u. Voyons alors ce qu’on peut faire pour la note
N +0,1.

- Sila premiére décimale de N +0,1 est d+ 1 (cas ot d n’est pas égal
a 9), en ajoutant 1,9 & N’ et la somme & N + 0,1, on obtient un
total de 2M + 2, et donc une moyenne de M + 1, dont le chiffre des
unités est d + 1 et la premiére décimale u. Ce raisonnement écarte
deux cas : le cas ol ajouter 1,9 & une note donne un total supérieur
a 20, et celui o N 4+ 0,1 est un entier;

- Cas des nombres entiers : on peut le traiter exhaustivement & part
(ce qui inclut notamment le cas de 0, et permet donc de commencer
le processus) ;

- Cas des premiéres notes N associées a des secondes notes N’
supérieures & 18,2 : dans ce cas, on peut prendre pour seconde note
N’ 41,9 — 20. La moyenne diminue de 10, mais le chiffre des unités
et la premiére décimale ne changent pas.
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