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Éditorial

CATHERINE DUFOSSE

Résister à la bêtise ambiante

Depuis la rentrée des classes, j’ai l’impression de vivre un mauvais rêve : d’une part, je
retrouve à chaque cours mes groupes d’élèves, pas toujours appliqués, pas vraiment modèles,
aux connaissances parfois lacunaires et disparates, mais bien sympathiques et somme toutes,
plutôt intéressés par ce que je leur raconte, plutôt actifs, s’efforçant généralement de
comprendre et de réussir. Je dépense de l’énergie pour corriger leurs erreurs, pour éclaircir les
concepts difficiles à force de dialogue et de questions, pour créer des situations qui vont les
étonner et les intéresser, pour faire taire les bavards, pour retenir l’attention des rêveurs, pour
inciter chacun au travail et à la réflexion. Je gronde, je m’agite, bref, je m’occupe d’eux ! !

Il paraît que j’ai tout faux ! Car une nouvelle religion sévit : chaque fois que j’allume la
radio ou la télévision, je n’entends plus parler que de policiers, de sanction, d’amendes et de
prisons ou de prisonniers. La nouvelle méthode pour améliorer la situation des jeunes serait de
les punir lorsqu’ils ne marchent pas droit. Centres fermés, lourdes amendes pour les familles
dont les enfants sont absentéistes à l’école, nouveaux délits spécifiques à l’école, et j’en passe.
Je crois entendre mon premier proviseur assénant à la débutante que j’étais : “ Il n’y a qu’une
pédagogie efficace, Mademoiselle, c’est la pédagogie du coup de pied aux fesses ! ”.

Quant à s’occuper des jeunes, il n’en est pas question, bien au contraire : la suppression des
“ emplois-jeunes ”, qui mettra à la rue 20 000 jeunes, et privera les établissements d’un
personnel d’accompagnement devenu indispensable, joint à la suppression de plus de 5000
postes de surveillants dans les établissements, va partout laisser les élèves livrés à eux-
mêmes : débrouillez-vous tous seuls, mais marchez droit ! Tel est le message de nos nouveaux
dirigeants.

Et qu’importe si l’école fonctionne moins bien, puisque le Premier ministre lui-même
m’explique que les enfants s’ennuient à l’école, qu’il faut les en sortir ! Il a d’ailleurs pris des
mesures pour joindre le geste à la parole en créant un dispositif pour mettre au travail dare-
dare et sans formation des jeunes de 16 à 22 ans, à l’âge où, à notre époque et dans notre pays,
on est habituellement sur les bancs de l’école.

Inutile donc désormais de s’occuper des élèves, il suffira d’écarter les gêneurs, et nous
réserverons l’école “ à ceux qui en sont dignes ” : la famille Groseille ? Pas polie, trop
bruyante ! Dehors ! C’est là, semble-t-il, le nouveau credo de nos politiques, répété
inlassablement sur les ondes : je refuse d’y souscrire Ce n’est pas là mon école, même si ça
permet des économies et même si c’est beaucoup plus facile. Et en faisant bêtement mon
métier, j’ai chaque jour l’impression de ramer à contre-courant et de résister à la bêtise
ambiante. Pas vous ?



3
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I – Expériences aléatoires et modèles probabilistes :
du discret au continu

1 – Lancer d’un dé, loi des faces

Dans l’esprit des programmes des années 2000, séparons l’expérience concrète,
éventuellement répétée de nombreuses fois pour permettre d’observer les effets du hasard sur
les fluctuations des fréquences d’apparition des différentes faces, du modèle probabiliste très
simple, introduit en classe de première, censé la décrire théoriquement.

Nous sommes alors amenés à distinguer des «!hypothèses de travail!»! d’«!hypothèses de
modèle!» qui pourront en découler :

Hypothèses de travail : le dé est correctement construit dans une matière suffisamment
homogène pour bien accepter les symétries en jeu plaçant les 6 faces dans des conditions
équivalentes, il est lancé dans des conditions reproductibles assez ouvertes pour qu’aucune
prévision mécanique ne puisse être avancée pour connaître par avance la face qui se
présentera, etc.

Hypothèse de modèle : Il y a 6 issues possibles, toutes équiprobables de probabilité 1/6. Si on
désigne ces issues par les points portés par les faces du dé, la probabilité est distribuée sur cet
ensemble noté Ω suivant une loi que l’on peut représenter par le tableau!:

Ω = {•, • •, • • 
•, ::, :•:, :::}, loi sur Ω!:

wi • • •
• • 

• :: :•: :::
pi 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Dans le modèle probabiliste, on peut numériser ces issues en introduisant une variable
aléatoire X!: Ω ____> {1, 2, 3, 4, 5, 6} dont la loi est donnée par le tableau loi de X!:

xi 1 2 3 4 5 6

pi 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Cette loi est notée IPX et les valeurs pi des probabilités élémentaires associées aux événements
«!X = xi!» sont notées indifféremment!:

pi = IP (X = xi) = IPX  ({xi})

La loi de X est appelée loi uniforme discrète sur {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Cette distinction entre hypothèses de travail et hypothèses de modèle sera omniprésente
chaque fois qu’il s’agira de comprendre le processus de modélisation qui permettra d’analyser
les situations aléatoires de la réalité à partir de connaissances probabilistes théoriques. Cela
devient incontournable pour comprendre le passage d’une situation aléatoire concrète, où
l’ensemble des issues possibles est naturellement discret, à un modèle probabiliste continu.
Elle s’avère aussi très utile pour lever certains paradoxes qui peuvent se présenter quand les
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situations réelles ne sont pas décrites avec suffisamment de précision, comme le montre le
petit exemple bien connu qui suit.

2 – Paradoxe des 3 bancs!: quel modèle!?

Voici ce problème des trois bancs!:

Dans un square il y a trois bancs à deux places. a et b vont s’asseoir «!au
hasard!». Quelles chances ont-ils de se retrouver sur le même banc!?

La manière dont le hasard intervient dans cette situation (d’école) n’est pas précisée. La
locution «!au hasard!», nous dit-on, suppose implicitement l’équiprobabilité des issues. Mais
quel est l’ensemble des issues considéré!: les bancs ou les places!? Cela n’est pas non plus
précisé. Cette imprécision est d’ailleurs à la source de nombreux paradoxes du calcul des
probabilités, quand plusieurs modèles peuvent être invoqués pour décrire une même situation.
Analysons ce problème en précisant nos hypothèses de travail et de modèle.

Hypothèses de travail 1!: a va s’asseoir en a. Peu importe sa manière de choisir sa place. b
tire un banc «!au hasard!» parmi A, B et C, et va s’asseoir. L’événement E est réalisé par le
choix du banc A.

Hypothèses de modèle 1!: On prend un modèle à 3 éléments, Ω = {A, B,C} pour représenter
le choix de b parmi les 3 bancs. L’hypothèse de travail suggère de répartir la probabilité de
manière uniforme sur Ω. On a donc la loi!:

A B C
1/3 1/3 1/3

L’événement E est réalisé par le choix de A!: IP(E) = 1/3.

Hypothèses de travail 2!: a va s’asseoir en a. b tire une place «!au hasard!» parmi les 5
restantes a’, b, b’, c et c’, et va s’asseoir. L’événement E est réalisé par le choix de la place a’.

Hypothèses de modèle 2!: On prend un modèle à 5 éléments, Ω = {a’, b, b’, c, c’} pour
représenter le choix de b parmi les 5 places. L’hypothèse de travail suggère de répartir la
probabilité de manière uniforme sur Ω. On a donc la loi!:

a’ b b’ c c’
1/5 1/5 1/5 1/5 1/5

E est réalisé par le choix de a’!: IP(E) = 1/5.
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Quelle conclusion tirer!? Que l’énoncé ne décrit pas suffisamment précisément une véritable
expérience aléatoire!: quel choix aléatoire pour b!? Dans ces conditions deux modèles aussi
pertinents l’un que l’autre peuvent être proposés. Il n’est pas surprenant qu’ils conduisent à
deux résultats différents.

3 – Le jeu de Franc-Carreau!: une loi continue «!naturelle!»

Ce jeu, répandu à la cour, a été étudié par Georges Louis Leclerc, comte de Buffon en 1733.
Pour la première fois, un point de vue probabiliste s’appliquait à une situation où les issues
théoriques considérées forment un ensemble continu, géométrique en l’occurrence, d’où le
nom de «!probabilités géométriques!» que l’on donne parfois à ce type de problèmes. Nous
allons voir que le point de vue de Buffon peut se ramener au concept élémentaire de
probabilité tel qu’il se présentait à l’époque, défini alors par la formule que Laplace érigera en
1812 en premier principe!: nombre de cas favorables

nombre de cas possibles
.

Le jeu consiste à jeter un écu (pièce de monnaie en forme de disque) sur un carrelage régulier.
Les joueurs parient sur la position finale de l’écu!: à cheval sur un ou plusieurs joints entre les
carreaux ou entièrement dans un seul carreau (position de franc-carreau). Comment
déterminer la probabilité de faire franc-carreau!?

Si on désigne par ABCD le carreau de côté c dans lequel le centre O de l’écu est tombé, la
condition «!franc-carreau!» est géométriquement élémentaire!: elle est réalisée si et seulement
si le centre du disque tombe à l’intérieur du carré A’B’C’D’ de côté c–2r, homothétique du
carré ABCD par rapport à son centre.

Hypothèse de travail!: l’écu est lancé «!au hasard!» et tous les points à l’intérieur du carré
ABCD ont «!la même chance!» d’être atteints par le centre O.

Hypothèse de modèle continu!: L’ensemble des issues est l’ensemble Ω des points intérieurs
au carré ABCD. Mais quelle loi proposer pour refléter l’hypothèse de travail!?

Remarquons que si l’on cherchait à affecter une même probabilité à chacun de ces points,
celle-ci ne pourrait être strictement positive en vertu de l’axiome d’additivité, vu l’infinitude
de ces points. Elle ne peut être nulle, car la probabilité de tomber dans le carré ABCD vaut 1.
Cette situation probabiliste ne peut être abordée élémentairement, elle suppose l’introduction
de nouveaux outils dans la théorie.

On va ramener ce problème à un problème élémentaire par le biais d’un modèle approché.
Pour cela, on «!discrétise!» le carré ABCD!:
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On tapisse ABCD par un quadrillage de
petits carrés unité ui de côté c/100 par
exemple

Pour fixer les idées, prenons c = 10 cm,
r = 1 cm, et ui de côté 0,01 cm.

L’aire de ABCD est 100 cm2 et celle de
A’B’C’D’ vaut 64 cm2.

Hypothèse de modèle discret!: on prend alors comme ensemble Ω’ des issues possibles
l’ensemble des petits carrés ui. Ils sont au nombre de 106. On traduit l’hypothèse de travail en
posant qu’ils sont équiprobables!: "i, IP(ui) =1/106.

L’événement «!franc-carreau!» (FC) est réalisé si O tombe dans l’un des ui qui tapissent
A’B’C’D’ (exactement avec nos hypothèses numériques). Par définition de la probabilité d’un
événement, IP(FC) = IP(u i )

{i:u i ÃA' B'C'D'}
Â  = [(c – 2r)¥100]2¥ IP(ui) = 0,64.

Par définition élémentaire de la mesure de l’aire d’une figure comme nombre de carrés unités
qui peuvent la recouvrir, on a obtenu!: IP(FC) = aire de A' B' C' D'  

aire de ABCD
.

Cette remarque nous permet de compléter et généraliser notre
hypothèse de modèle continu!: pour tout domaine A , inclus dans ABCD (d’aire mesurable), si
E est l’événement!: «!le centre O est tombé dans A!», on pose que la probabilité de E est

proportionnelle à l’aire de A!: IP(E) = aire de A  
aire de ABCD

.

La propriété de sous-additivité de l’aire (l’aire de la réunion de deux parties disjointes est la
somme des aires de ces parties) donne à IP les propriétés d’une loi de probabilité, c’est la loi
uniforme continue sur le carré ABCD.
On retrouve le fait nécessaire que dans ce modèle, la probabilité que O tombe sur une figure
réduite à un point (ou à un ensemble dénombrable de points) est nulle.

Ce point de vue des «!probabilités géométriques!» semble satisfaisant dans le cas très simple
traité ici où les événements considérés peuvent s’énoncer en termes d’aires. Ce n’est pas
toujours le cas. Prenons celui d’un jeu de franc-carreau où l’on a remplacé l’écu par une
plaque en forme de triangle équilatéral.

A B On peut prendre pour paramètres aléatoires les
a coordonnées x et y du centre o du triangle et l’angle

polaire a du vecteur oa.
b    c Il n’y a pas d’interprétation géométrique simple

de l’événement «!franc-carreau!».
On peut représenter cet événement dans un repère en 3
dimensions comme une partie du pavé

[0, c]¥[0, c]¥[0, 2π] muni d’une loi uniforme continue. C’est ce que fera Buffon pour résoudre
son fameux problème de l’aiguille, comme nous allons le voir.

o

D C
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En classe, ce problème du triangle peut être simulé sur ordinateur et la probabilité de «!franc-
carreau!» peut être évaluée par une approche fréquentiste, mettant en œuvre une forme naïve
(vulgarisée!!) de la loi des grands nombres.
Mais quelles loi introduire dans cette simulation pour les paramètres x, y et a!? En gros, quel
modèle implanter dans la machine!?

4 – L’aiguille de Buffon!: un modèle surprenant

Sur un parquet formé de planches de largeur 2a, séparées par des rainures droites, parallèles et
équidistantes, on jette une aiguille de longueur 2l, avec l < a.
Quelle est la probabilité que l’aiguille coupe l’une des rainures (événement A )!?

Soit x la distance du milieu de l’aiguille à la
rainure la plus proche. x prend une valeur
aléatoire quelconque dans [0, a].

Soit q l’angle des droites formées par cette
rainure et l’aiguille. q prend une valeur aléatoire
quelconque dans [0, π].

Dans une représentation cartésienne du pavé Ω = [0, a]¥ [0, π] (rectangle hachuré),
l’événement A  est représenté par la partie grisée délimitée par la courbe d’équation x!=!l sinq.

x Dans cette représentation, on prend pour modèle
probabiliste la loi uniforme sur le rectangle Ω.
On a donc!:
IP(A ) = aire grisée

aire hachurée
=

1
pa

l sinq dq =
2l
pa0

p
Ú .

Pour la première fois, le nombre π intervenait dans
l’expression d’une probabilité.

5 – Le paradoxe de Bertrand, autres modèles!?
Dans les situations où interviennent des variables continues, le choix explicite d'une loi de
probabilité devient incontournable. Le paradoxe de Bertrand en est un bel exemple.

Bertrand posait en 1899 le problème en ces termes :

Soit un cercle de rayon R. J'en prends une corde au hasard. Quelle est la
probabilité que sa longueur soit supérieure à celle du côté du triangle équilatéral
inscrit dans le cercle (événement!A!)!?

R
R/2

B

I

O

A

x
2l

2a

a

π
O

q
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Et il proposait au moins trois solutions, suivant l'interprétation que l'on peut donner du "choix
au hasard" d'une corde parmi l'infinité de celles-ci:

1) Choisir une corde réalisant A, c'est choisir sa distance au centre inférieure à R/2. La
répartition uniforme de la probabilité sur [0, R], qu'induit le "choix au hasard", conduit à la
probabilité   IP(A) = 1/2.

2) Choisir une corde réalisant A, c'est fixer l'une de ses extrémités, puis, à partir de ce
point, partageant le cercle en trois arcs égaux, c'est choisir l'autre extrémité sur l'arc opposé.
Le choix "au hasard" de cette deuxième extrémité induit la répartition uniforme sur le cercle
et conduit à la probabilité IP(A) = 1/3.

3) Choisir une corde réalisant A, c'est choisir son milieu à l'intérieur du disque (d)
concentrique de rayon R/2. Le choix de ce point "au hasard" dans le disque (D) de rayon R
induit la répartition uniforme de la probabilité sur tout le disque; les aires des deux disques
sont dans le rapport 1/4, d'où IP(A) !=! 1/4.

Levons ce paradoxe :

Comme dans le problème précédent, rien dans l'énoncé de Bertrand ne permet de choisir une
loi plutôt qu'une autre pour modéliser le "choix au hasard" de la corde, d'où l'ambiguïté
paradoxale. Celle-ci est si forte que certains proposent de réaliser l'expérience un grand
nombre de fois pour vérifier statistiquement si la fréquence des cordes réalisant A que l'on
prélèverait ainsi, se "stabiliserait" au voisinage de l'une des probabilités annoncées.
Le problème reste entier car il y a de nombreux dispositifs qui pourraient être inventés pour
"tirer une corde au hasard", chacun donnant une valeur différente à cette fréquence. Choisir un
de ces dispositifs revient en fait à choisir la loi de probabilité qui complèterait la description
insuffisante de cette pseudo-expérience aléatoire.

Voici quelques exemples de lois et de probabilités de A associées qui sont autant de solutions
au problème de Bertrand :
Convenons que choisir une corde, cela revient à choisir son milieu (la correspondance corde-
milieu est bijective, si l'on exclut les diamètres et le centre du cercle qui sont négligeables
pour notre problème).

Imaginons que le disque (D) est une cible et que l'on confie le choix de ce milieu à des tireurs
à l'arc, l'impact d'une flèche sur le disque-cible de rayon R étant considéré comme ponctuel
(on est déjà en train de modéliser !).
On peut aussi supposer que tous les tireurs atteignent la cible à tous les coups (sinon le tir est
annulé, ce qui ne change pas la loi de répartition des autres impacts).
Chaque tireur a ses caractéristiques propres : pour le débutant dont les flèches vont n'importe
où, pour le tireur de club qui atteindra le rond central (d) de rayon R/2 avec une faible
probabilité, autant que pour le champion olympique qui, bien que champion, ne peut garantir
que ses tirs échappent aux aléas, le hasard interviendra diversement pour guider la flèche
jusqu'à son impact, milieu de la corde recherchée.

Proposons des modèles possibles pour les trois tireurs :

1) Le débutant tire au jugé : proposons la loi uniforme sur le disque (D) de rayon R
(cela est bien sûr une hypothèse de modèle, le débutant peut s'en tirer mieux que cela!!). Cette
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loi a une densité constante égale à 1/πR2 sur (D), nulle en dehors. Cette hypothèse conduit à la
probabilité de l’événement A!: «!l’impact est dans le disque (d) de rayon R/2!» proposée par
Bertrand :

IP(A) = aire de (d)
aire de (D)

=
1

pR2 dx dy = 1
4(d)Ú

2) Le tireur de club est affecté d'un strabisme divergent : il tire systématiquement trop à
droite. Statistiquement, ses impacts se répartissent en moyenne autour du point de coor-
données (R/2, 0). Mais il tire assez fidèlement : les écarts-types de ses résultats par rapport à
ce point moyen sont respectivement  sx!=!R/4  et  sy!=!R/4!. Pour le reste, une déviation
aléatoire horizontale de son tir n'affecte pas systématiquement la hauteur et réciproquement.
On pourrait imaginer bien d'autres hypothèses très variées, notamment sur la corrélation
possible entre les coordonnées (X,Y) du point d'impact de la flèche. Comme dans de
nombreuses situations de répartition aléatoire autour d'une valeur centrale, on peut proposer
un modèle gaussien en dimension 2 pour calculer la probabilité demandée.
Les hypothèses faites conduisent à une densité de probabilité pour les coordonnées (X,Y) de
la forme:

f(x,y) =   1
2p sxsy

  e- 1
2

 x – R/2
sx

2
+ y

sy

2

et tenant compte des données numériques, on obtient la probabilité de A :

IP(A) = f(x, y) dx(d )Ú  dy = 0, 4

(ne cherchez pas à calculer cette intégrale par primitives, demandez plutôt à un ordinateur !).

3) Même hypothèse de modèle gaussien pour le champion olympique ; seulement, il
vise juste, le point moyen de ses tirs est au centre. De plus, les coordonnées (X,Y) ne sont pas
corrélées, enfin, les écarts-types des abscisses et ordonnées des impacts sont
sx !=! R/4  et  sy !=! R/4 . Dans ce cas, la probabilité qu'il atteigne le disque (d) est!:

IP(A) = 1
2p sxsy

(d )Ú  e
– 

1
2

x
sx

Ê 

Ë 
Á 

ˆ 

¯ 
˜ 

2
+

y
sy

Ê 

Ë 
Á Á 

ˆ 

¯ 
˜ ˜ 

2È 

Î 

Í 
Í 

˘ 

˚ 

˙ 
˙ 
 dx dy = 0,86

Ainsi, les concepts de loi continue et de densité de probabilité permettent-ils de mieux poser
ce type de problème de modélisation où interviennent des variables continues. Lors de la
modélisation, ils permettent de formuler des hypothèses précises quant à la description de
l'expérience aléatoire. Le choix d'un type de loi, comme ici le modèle gaussien, relève alors de
considérations heuristiques.

Les lois de probabilités ne sont pas inscrites dans la nature, elles ont été inventées pour décrire
les cas les plus simples, au sein d'une théorie mathématique (celle de la mesure). Leur
utilisation pour traiter des problèmes concrets conduira à des approximations qui peuvent être
fines et dont le contrôle est une partie importante de la statistique. La détermination des
paramètres des lois en jeu (moyennes, écarts-types, corrélations) peut alors faire intervenir des
procédures d'ajustement mettant en œuvre des tests statistiques.
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II – Du discret au continu!: attente d’un événement

1 – Attente d’un événement fortuit, hypothèses de travail

Un événement A  peut survenir inopinément et se répéter fortuitement : panne d’un
appareillage complexe, arrivée d’un client dans une file d’attente, accident de voiture dans la
région, rupture du fil dans un métier à tisser, rayon cosmique, radioactivité etc.
On s’intéresse au temps d’attente aléatoire avant la prochaine manifestation de A. Cette
situation se caractérise par un paramètre qui peut être évalué à partir d’une statistique!: on
peut observer que, dans des conditions analogues, A se produit en moyenne c fois dans un
intervalle de temps unité (par exemple, si c = 7,2 fois par heure, c est la cadence horaire du
phénomène).
Quelle loi attribuer à cette attente!? Sous quelles hypothèses de modèle!?
On ne peut pas douter de l’intérêt de ce problème. Les informations de nature probabiliste
qu’un tel modèle peut apporter seront utiles pour «!gérer!» ces situations!: mobilisation de
personnels, budgétisation, contrôle de qualité …
Dans la foulée de ce qui précède, décomposons le processus de modélisation en hypothèses de
travail et hypothèses de modèle.

Hypothèses de travail!:

- Il n’y a pas de moments où A apparaît plus souvent!: le phénomène est homogène dans le
temps.

- Les «!chances!» de voir A se produire entre deux instants donnés t et t + ∆t ne dépendent
pas de ce qui s’est passé auparavant!: le phénomène est sans mémoire.

- Plus ∆t est petit, moins il y a de chance de voir A entre t et t+∆t. De plus A ne se produit
pas 2 fois presque en même temps!: A est un événement «!rare!».

Nous allons transformer ces hypothèses de nature heuristique en termes mathématiques
adaptés aux outils probabilistes!:

Hypothèses de modèle

On considère comme ensemble des issues possibles l’ensemble continu de tous les instants où
A peut se produire!: Ω = ]0, +∞[. Posons comme hypothèses!:

- 1) La probabilité que A se produise dans un intervalle de temps ]t, t + ∆t] ne dépend que
de ∆t (phénomène homogène et sans mémoire).

- 2) Soit P(∆t) cette probabilité. On suppose que  P(∆t) ~ l ∆t  quand ∆t Æ 0, où  l!>!0 est
une constante!: A est rare.

- 3) Si t1, t2, t3, t4 sont 4 instants successifs, les événements «!A se produit entre t1 et t2!» et
«!A se produit entre t3 et t4!» sont indépendants (A est sans mémoire).

Soit Z le temps aléatoire qu’il faut attendre pour observer le premier A à partir d’un instant
initial quelconque t0. Quelle est la loi de Z!?
Nous verrons plus loin que les hypothèses proposées suffisent pour résoudre directement ce
problème, modulo une hypothèse technique de régularité de la densité de cette loi.
Mais il est plus intéressant et plus porteur de sens de considérer la variable continue Z comme
limite de variables discrètes, comme on l’a fait pour le jeu de franc-carreau.
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2 – Modélisation du temps d’attente (cas discret)

On fait une observation par minute pour voir si A  s’est produit. On note les instants
d’observation!: 1, 2, 3, …, k-1, k, …, séparés par l’intervalle ∆t = 1 mn.
Soit [0, T] l’intervalle d’étude du phénomène pendant lequel on a observé un nombre
(aléatoire) N de manifestations de A .
On note aussi t1, …, tN, …  les instants où A  se produit, et Zk = tk– tk-1 les variables d’attentes
successives.
On peut représenter les notations utilisées par le schéma suivant que nous appellerons
«!schéma de Poisson!».

  X A1         A2    A3 …     AN      AN+1

  ∆t 1    2    3     …             k-1    k

0     Z t1 Z2       t2     t3     …            tN  T   tN+1
t

Soit ek l’événement «!A  s’est produit pendant la kième minute!» (i.e. entre les instants k-1 et k)
et ek l’événement contraire. Les ek et el (k ≠ l) sont des évènements indépendants en vertu de
la troisième hypothèse de modèle.
Pour tout k, la probabilité que A  se produise pendant la kième minute ne dépend pas de k
(première hypothèse). Posons IP(ek) = P(∆t) = p. On a donc IP(ek) = 1 – p.

Soit X le temps d’attente discrétisé de A  (X est un nombre aléatoire de minutes). X est à
valeurs dans IN*. Soit Ek l’événement!: «!A apparaît pour la première fois à la kième minute!».
Déterminons la loi IPX de X, entièrement déterminée par les probabilités élémentaires!:

pk = IP (Ek) = IP (X=k) = IPX(k).

Calcul de pk!: Ek est la conjonction de ek et des ei pour i<k. Ces événements sont indépendants,
d’où pk = IP (ek).∏ IP (ei) = p.(1 – p)k–1. La loi de X est donc donnée par!:

IP (X=k) = p.(1 – p)k–1

C’est la loi géométrique G(p) de paramètre p. On a bien

pk = p (1 - p)k-1

k=1

•
Â =

p
1- (1- p)

=1
k=1

•
Â .

La probabilité p est déterminée par la cadence c. En effet, on peut voir que E(X) = 1
p

.

[Pour cela, par définition de l’espérance mathématique, il faut calculer la somme de la série E(X) =

k pk
k=1

•
Â . Celle-ci est obtenue par un artifice. On écrit!:

k pk = p k(1 - p)k-1

k=1

•
Â = p ( -(1 - p)k

k=1

•
Â

k=1

•
Â )'

en considérant p comme une variable réelle, avec les précautions d’usage!: la série entière est
uniformément convergente puisque qu’avec p < 1 on est à l’intérieur de son intervalle de
convergence. La série géométrique obtenue livre son secret, remplaçant p dans le ∑ par la variable
réelle x!:

E(X) = k pk = p -
1- x

1- (1- x)
Ê 

Ë 
Á ˆ 

¯ k=1

•
Â

'
= p 1

x2 =
1
p

 ]
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E(X) représente le nombre moyen de minutes qu’il faut attendre pour avoir A..
Il y a en moyenne c événements A par heure. Il faut donc attendre en moyenne 1/c heure ou
60/c minutes pour observer le premier A. On a donc avec ces unités, p = c/60, si dans notre
modélisation, c est assez petit (< 60) pour justifier le fait que A est un événement rare.
Exemple numérique!: si c = 7,2/heure, la probabilité de n’avoir pas de A dans le premier quart
d’heure est (1 – p)15 = (1 -

7,2
60

)15 = 0,147.

3 – Du discret au continu!: de la loi géométrique à la loi exponentielle

On rapproche les temps d’observations, effectuées à chaque instant multiple de 1/n minute
(par ex. toutes les secondes).
La probabilité que A  se produise dans un intervalle donné de durée ∆t = 1

n
 est!:

P( 1
n

) ~ l

n
 (car A  est homogène et rare et par hypothèse de modèle!: P(∆t) ~ l∆t).

Soit Z la variable continue du temps d’attente de A, et FZ sa fonction de répartition!: FZ(t) = IP
(Z ≤ t). On a, d’après le théorème des accroissements finis, si FZ de classe C1,

IP (t < Z ≤ t + e) = FZ(t + e) – FZ(t) = e F’Z(t), avec t < t < t + e.
Soit Yn le nombre de fractions de minutes à attendre avant que A  se produise (on a
e = ∆t = 1

n
). D’après le paragraphe précédent, la loi de Yn est une loi géométrique de

paramètre p!=!P( 1
n

). On a IP (Yn = kn) = P( 1
n

)(1 – P( 1
n

))kn–1.

Supposons que A  se produise à l’instant t (compté en minutes), compris entre (kn –1)∆t
(= kn -1

n
) et kn ∆t = kn

n
 (avec ces notations, on a kn

n
 Æ t quand n Æ ∞).

Si Yn = kn, on a kn -1
n

< Z < kn
n

 et IP ( kn -1
n

< Z ≤ kn
n

) = IP (Yn= kn) = 1
n

 F’Z(tn), où
kn -1

n
< tn ≤ kn

n
. On obtient donc  F’Z(tn) = n.P( 1

n
)(1 – P( 1

n
))kn–1 .

Quand  n Æ ∞, tn Æ t  avec kn
n

, d’où F’Z(tn) Æ F’Z(t), et dans le second membre,

n!P( 1
n

) Æ l,  et  (1 - P(1
n

))kn -1= (1 - P(1
n

))
n

kn -1
n Æ e-lt,

car n.ln(1–P( 1
n

)) ~ n(–P( 1
n

))Æ –l.

D’où la densité de la loi de Z!:
F’Z(t) = fZ(t) = l e-lt, pour t > 0.

C’est la densité de la loi exponentielle de paramètre l.

La fonction de répartition de cette loi est  FZ(t) = IP(Z ≤ t) = le-ltdt0
t

Ú  = 1 – e –lt, car
FZ(0) = 0. On peut calculer son espérance mathématique!:

E(Z) = t l e-ltdt0
•

Ú = 1
l

.

De même que dans le cas discret, E(Z) est le temps moyen d’attente de A, 1
l

 = 60
c

, si Z en

mesuré en minutes et si c est la cadence horaire du phénomène.
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Exemple de la désintégration radioactive

Une matière fissile contient N atomes radioactifs. La désintégration de l’un ou l’autre de ces
atomes (événement A ) vérifie (en gros) les hypothèses heuristiques précédentes.
Soit P(∆t) la probabilité d’observer une désintégration pendant un petit intervalle de temps de
durée ∆t, et soit l la limite de P(∆t)/∆t quand ∆t tend vers 0.
Le paramètre l caractérise cette radioactivité, c’est la constante de désintégration.
La période T de l’élément radioactif considéré est la durée pendant laquelle la moitié de la
masse fissile s’est désintégrée. La fréquence des atomes non encore désintégrés dans la masse
N est alors 1/2.
Un raisonnement fréquentiste permet de trouver simplement la relation entre T et l.

Dans le cas de la radioactivité naturelle, on peut considérer que les désintégrations des atomes
sont indépendantes. De plus, pour un intervalle de temps donné, chaque atome a la même
probabilité d’être désintégré. Soit p cette probabilité de désintégration entre 0 et T. Un atome
étant considéré, on lui associe l’expérience de Bernoulli qui consiste à voir s’il est désintégré
au bout du temps T. Cet événement est donc de probabilité p. On recommence cette
expérience avec les N atomes de la masse radioactive. Le théorème de Bernoulli, forme
élémentaire de la loi des grands nombres, indique que la fréquence des atomes désintégrés à
l’instant T tend (en probabilité) vers p quand le nombre d’épreuves tend vers l’infini. N étant
très grand, on peut conclure qu’il y a une probabilité infime que p soit notablement différente
de cette fréquence 1/2.
T est donc la durée au bout de laquelle un atome donné a la probabilité 1/2 d’être (ou ne pas
être) désintégré.
Dans cette situation, on retrouve le passage d’un modèle discret à un modèle continu.
Soit un intervalle de temps ∆t très petit. Soit k (très grand) tel que T = k ∆t.
Soit X le temps d’attente (mesuré discrètement en nombre de ∆t) de la désintégration d’un
atome donné. Si au bout du temps T cet atome n’est pas désintégré, on a X > k, et cet
événement est de probabilité 1/2. Mais IP(X > k) ~ (1– l∆t)k puisque P(∆t) ~ l∆t, et

(1– l∆t)k = (1-
lT
k

)k
DtÆ0æ Æ æ æ æ e-lT . On a donc e-lT= 1

2
 et obtient  l = 

ln 2
T

.

La loi exponentielle de Z, temps d’attente de la désintégration de l’atome (modèle continu),
fournit directement ce résultat!:

IP(Z ≤ T) = 1/2 = 1 – e–lT, d’où T = 
ln 2
l

Par exemple T = 1580 ans pour le radium, T/ln2 = 2280 est la cadence annuelle de
désintégration des atomes de radium.

4 – Hypothèses heuristiques!pour un processus de Poisson : la loi exponentielle s’impose
simplement

On reprend la variable Z du temps continu d’attente de l’événement A à partir de l’instant t0 =
0 (Z > 0), et sa fonction de répartition FZ(t) = IP(Z ≤ t), que l’on suppose assez régulière (de
classe C1).
Soit g(t) = 1 – FZ(t) = IP (Z > t). g est décroissante (car FZ est croissante) et g(0) = 1.
«!Z > t!» est l’événement «!A ne se produit pas avant t!». g(t + s) est donc la probabilité que A
ne se produise pas avant t!+ s, c’est-à-dire ni avant t, ni entre t et t+s. Ces deux événements
sont indépendants, en vertu de la troisième hypothèse heuristique, puisque [0, t] et ]t, t+s] sont
disjoints!: A est sans mémoire.
Le premier événement est de probabilité g(t).
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Le deuxième a pour probabilité 1 – IP(t < Z ≤ t+s) = 1 – IP(Z ≤ s) = g(s) puisque cette
probabilité ne dépend que de la durée s considérée (phénomène homogène).
On obtient donc pour tout t et s positifs!:

g(t + s) = g(t).g(s),
relation fonctionnelle qui permet de déterminer la fonction g.
On peut le voir simplement en utilisant l’hypothèse que g est de classe C1, régularité qui sera
vérifiée a posteriori. En effet, en dérivant cette égalité par rapport à s (à t constant), on a!pour
tout t > 0 et tout s > 0!: g’(t + s) = g(t).g’(s). Pour s Æ 0, g’ étant supposée continue, g’(t) =
g(t).g’(o). En posant g’(0) = –l > 0 et sachant que g(0) = 1, on obtient

g(t) = e– l t pour t > 0.
On retrouve donc la fonction de répartition de la loi de Z!: FZ(t) = 1 – e– l t, pour t > 0.
Sa densité est obtenue par dérivation!: fZ(t) = l e– l t.
De cette loi exponentielle, on peut déduire (cela n’est pas immédiat) la loi du nombre N
aléatoire des événements A qui se produisent entre les instants 0 et T donnés!: N Œ IN et

IP (N = k) = (lT)k

k !
e-lT

C’est la loi de Poisson de paramètre lT, notée P(lT). On a  E(N) = lT et Var(N) = lT.
Cette loi peut aussi être considérée comme loi limite de la loi binomiale.

5 – De la loi binomiale à la loi de Poisson

On part des mêmes hypothèses heuristiques d’un processus de Poisson. On étudie le
phénomène sur un intervalle de temps [0, t] fixé.
Soit N le nombre (aléatoire) d’apparitions de l’événement A dans cet intervalle de temps.
Quelle est la loi de N!?
A nouveau, discrétisons le problème. Découpons [0, t] en n intervalles de durée ∆t!: t!=!n!∆t.
La probabilité que A  apparaisse dans l’un quelconque de ces intervalles est

p!= P(∆t) ~ l∆t = lt

n
.

Pour chacun de ces intervalles, l’apparition de A  réalise une épreuve de Bernoulli de
paramètre p. Ces épreuves sont indépendantes (troisième hypothèse de modèle). L’événement
«!N!=!k!» est réalisé si A apparaît dans k quelconques de ces intervalles, pris parmi les n. N
suit donc une loi binomiale B (n, p)!:

IP(N = k) = n
k

Ê 
Ë 

ˆ 
¯ p

k (1 - p)n- k = 
1.(1-

1
n

).(...).(1-
k-1
n

)

k!
nkpk (1- p)n-k .

L’entier k étant fixé, quand n tend vers l’infini le numérateur tend vers 1, np tend vers lt,  et

comme ln(1- p)n- k ~ (n - k).(-p) ~ (n - k) -lt

n
 Æ –lt, il vient!:

IP(N = k) Æ (lt)k

k !
e- lt .

La loi de N tend donc vers la loi de Poisson de paramètre lt.

De plus, E(N) = np Æ lt, espérance de cette loi, ainsi que Var(N) = np(1–p) Æ lt.
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III – Conclusion!: Des lois continues pour quoi faire en Terminale!?

1 – La notion de loi dans les classes de Première
Les programmes des premières S, ES et L introduisent les probabilités d’emblée par la notion
de loi (ou de distribution) de probabilités, c’est-à-dire une répartition de la certitude en un
ensemble fini de valeurs associées aux événements élémentaires qui représentent les issues
d’une expérience aléatoire. La notion même de probabilité n’est pas objet d’étude, le
programme se limitant aux calculs portant sur des probabilités d’événements.
La définition proposée dans le document d’accompagnement est qu’«!une loi de probabilités
est un objet mathématique ayant les mêmes propriétés qu’une distribution de fréquences!».
Cela signifie simplement que les éléments de cette loi (les probabilités élémentaires) sont des
nombres compris entre 0 et 1 et dont la somme est égale à 1.
Mais le terme d’«!objet mathématique!» a son importance!: il signifie clairement que la
probabilité n’est pas une grandeur de la réalité, elle fait partie des notions mathématiques qui
contribuent à la modélisation de cette réalité.
Ce point de vue est en rupture avec celui de l’ancien programme de Première, qui faisait de la
probabilité une sorte de limite de fréquence stabilisée. Du coup elle appartenait au même
paradigme, celui de la description de la réalité et non de sa modélisation. Nous nous associons
résolument à ce point de vue, car il va permettre d’introduire en Terminale S les lois continues
dans cette cohérence épistémologique.
Le programme précise!: «!Le lien entre loi de probabilité et distribution de fréquences sera
éclairé par un énoncé vulgarisé de la loi des grands nombres!».
Concernant la loi «!faible!», notamment le théorème de Bernoulli, ce lien n’est pas simple à
expliciter. En effet, comme nous l’avons vu, il fait intervenir deux sortes de probabilités!: la
probabilité p, affectée à une issue d’une même expérience aléatoire répétée n fois, et la
probabilité que la fréquence observée de cette issue ne s’écarte pas de p de plus qu’un e.
Historiquement, l’assimilation de ces deux notions de probabilité ne s’est pas faite sans
difficultés. Laplace lui-même dans son essai philosophique sur les probabilités (1814), utilise
le terme de «!possibilité!» à l’égard de la deuxième.
Dans l’esprit du programme, il conviendrait d’installer un «!méta-modèle!» pour représenter
cette convergence (en probabilité) de la fréquence, qui fait l’objet de la loi faible des grands
nombres. Bien évidemment, cela est exclu au niveau secondaire, ce qui explique pourquoi
l’énoncé «!vulgarisé!» proposé par le programme est très vague!:

«!Pour une expérience donnée, dans le modèle défini par une loi de probabilité P,
les distributions des fréquences calculées sur des séries de taille n se rapprochent
de P quand n devient grand!».

Pour expliciter cet énoncé sans soulever cette difficulté épistémologique, le document
d’accompagnement s’appuie sur la loi «!forte!», théorème dû à Émile Borel (1909)!: dans
certaines conditions, la suite des fréquences de réalisation d’une issue en n épreuves d’une
même expérience aléatoire, converge (presque sûrement, i.e. avec probabilité 1) vers la
probabilité de cette issue. L’ensemble des k issues considérées étant fini, il en est de même
pour la suite des distributions de ces fréquences qui converge (presque sûrement dans IRk)
vers la loi de probabilité qui devra être admise pour un modèle pertinent de cette expérience.
Notons que pour tous les exemples proposés, invitant à la modélisation d’expériences de
référence éventuellement simulées dans un environnement informatique, les lois de base
envisagées sont toutes fondées sur l’hypothèse d’équiprobabilité. Cette hypothèse de modèle
est supposée découler “naturellement“ de symétries admises en hypothèse de travail (dés,
pièces, urnes, cartes, chiffres au hasard équirépartis, …). On peut comprendre cette option qui
permet d’échapper à la question de l’estimation statistique des probabilités élémentaires à
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introduire dans un modèle où l’équiprobabilité ne serait pas acceptable. Il ne peut donc être
question de modéliser le lancer d’une punaise …
En Première S, un modèle de non équiprobabilité pourra être conçu comme un modèle image
par une variable aléatoire dont les valeurs regroupent diverses issues d’une loi de probabilité
équirépartie. Ce sera notamment le cas en Terminale de la loi binomiale.

2 – Des lois continues en Terminale S
Deux lois discrètes de base sont aux programmes des terminales S et ES!: la loi de Bernoulli
et la loi binomiale. Leurs applications à des exemples concrets permettent de mettre en
évidence leur statut de modèles standards, applicables à de nombreuses situations. Elles
permettent aussi d’expliciter les paramètres qui les déterminent entièrement, respectivement la
probabilité p du «!succès!» et le couple (n, p). Cette référence à des modèles de base devrait
favoriser la compréhension en termes de modèles des deux lois continues introduites ensuite
en terminale S!: la loi uniforme sur [0,!1] et la loi exponentielle.
Il y a là, cependant, un saut conceptuel majeur. Si une loi de probabilités a les propriétés
d’une distribution de fréquences relatives à un ensemble fini d’issues, comment ce concept
peut-il être étendu à un ensemble continu de valeurs possibles!?
Une variable aléatoire, au sens de la classe de première, est une application définie sur un
ensemble fini représentatif des issues. Elle ne peut donc avoir comme ensemble image qu’un
ensemble fini de valeurs numériques. Comment expliquer son plongement dans un ensemble
numérique continu!?
La probabilité d’un événement a été définie comme la somme des probabilités des
événements élémentaires le constituant. Transposées au cas continu, ces probabilités sont
nécessairement toutes nulles, comme nous l’avons vu. Comment donner un sens probabiliste à
la notion de densité!?
On voit que le pari d’introduire des lois continues en terminale est pour le moins audacieux.
Le point de vue de la modélisation est ici incontournable. Les lois continues sont alors des
outils mathématiques permettant, dans les modèles considérés, de calculer les probabilités de
certains types d’événements. Ces modèles continus sont choisis et leurs paramètres sont
déterminés (hypothèses de modèle) pour coller assez bien à une réalité discrète décrite
(hypothèses de travail), cela à partir de considérations heuristiques et d’estimations
statistiques. Les valeurs des probabilités ainsi calculées se révèlent alors assez proches des
fréquences stabilisées des événements associés, obtenues par l’observation statistique.
On a vu comment introduire la loi uniforme en termes de proportionnalité. Dans l’exemple du
jeu de franc-carreau, la réalité est décrite dans un cadre géométrique faisant naturellement
intervenir des grandeurs continues.
La discrétisation en dimension 2 a permis de relier la distribution uniforme continue sur un
carré, où les probabilités s’expriment en termes de rapports d’aires, à l’équiprobabilité de
base. Cette démarche peut être transférée facilement à des exemples conduisant à une loi
uniforme sur [0, 1], les probabilités s’exprimant en termes de rapports de longueurs
(dommage que celle de [0, 1] soit égale à 1!!).
Il n’est donc nul besoin pour le modèle uniforme de recourir à des calculs d’intégrales, et la
notion de densité ne semble pas s’imposer.
La loi exponentielle est désignée dans le programme par «!loi de durée de vie sans
vieillissement!», par référence aux conditions heuristiques qui conduisent à ce modèle
continu, telles que nous les avons proposées.
La discrétisation et le passage par la loi géométrique, qui permettent de comprendre pourquoi
la densité de probabilités intervenant dans ce modèle est de type exponentiel, sont hors
d’atteinte en terminale.
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La détermination directe de la fonction de répartition de cette loi pourrait être accessible, bien
que de bon niveau pour des élèves de terminale (indépendance d’événements, équation
fonctionnelle et intégration d’une équation différentielle).
On peut se limiter à présenter le résultat en affirmant que la relation!:

IP( a < X < b) = a e-ax dxa
b

Ú ,
où X est la durée de vie et a un paramètre positif caractérisant le phénomène (la cadence), est
un moyen mathématique pratique pour calculer les probabilités de cette sorte d’événements
dans un modèle continu assez bien adapté à ce type de situations concrètes. Les exemples sont
nombreux!: pannes, files d’attente, …
L’exemple de la désintégration radioactive permet une bonne illustration de cette loi, mettant
en œuvre les connaissances acquises en analyse. En marge du programme (en TER!?), il
permet aussi un sérieux travail de synthèse et de prolongements. D’une part il met en œuvre
de manière non évidente le théorème de Bernoulli comme exemple d’application de la loi des
grands nombres (non vulgarisée), pour relier la période d’un élément radioactif au paramètre
de la loi exponentielle qui modélise la durée de vie d’un atome. D’autre part il permet de
manipuler l’approximation en loi avec le cas de l’approximation de la loi binomiale par une
loi de Poisson.

3 - Notion de densité, prolongements des outils probabilistes pour des modèles
performants
Au-delà du programme de terminale S, les exemples simples des lois uniformes et des lois
exponentielles permettront de dégager la notion fondamentale de densité de probabilité. Elle
donnera lieu à une utilisation intensive du calcul intégral et à un sérieux investissement des
outils de l’analyse.
C’est bien sûr par sa densité que le modèle gaussien peut être introduit. Malgré son

importance, il ne l’a pas (encore!?) été au niveau des Terminales S (il faut bien faire des
choix, et la manipulation de l’intégrale de Gauss n’est pas aussi évidente que celle de la
fonction exponentielle). La loi normale figure dans certains programmes de BTS comme
exemple de base, pour ses multiples applications à la statistique inférentielle notamment :
sondages, estimations, tests d’hypothèses, …
Les modèles à Ω fini ne concernent que les situations pas trop vastes, avec équiprobabilité
quelque part. Le passage aux modèles continus permet une meilleure appréhension de classes
de phénomènes inaccessibles aux modèles discrets. Mais il suppose le développement d’outils
de calcul performants (intégrales), dans des cadres théoriques nouveaux (axiomatique de
Kolmogorov, 1933), dans lesquels peuvent être obtenus des théorèmes puissants (TLC, loi
forte, …), permettant de résoudre de nouveaux problèmes.
L’introduction de lois continues en Terminale, outre la résolution de problèmes plus
intéressants que les problèmes traditionnels de combinatoire à propos de jeux de hasard, a
pour importance essentielle de rendre incontournable la notion de modèle. La simulation
informatique de situations simples y concourre aussi.
Le bénéfice qu’en tireront les élèves sera sans doute une compréhension plus claire du statut
du calcul des probabilités comme un outil mathématique des plus performants pour maîtriser
les problèmes concrets issus de la complexité de la réalité, aussi bien dans les domaines des
sciences de la nature que dans les sciences économiques ou dans les sciences humaines.



Les intervalles de confiance

Roland Chiavassa

Aspect mathématique

Définition d’un intervalle de confiance

Construire un intervalle de confiance au niveau de confiance 1−α pour le paramètre θ revient
à construire l’intervalle [Li, Ls] tel que :

p(Li � θ � Ls) = 1 − α (1)

La probabilité α est le risque d’erreur, c’est à dire la probabilité que l’intervalle ne contienne
pas la véritable valeur (inconnue) de θ.

Pour trouver Li et Ls, il faut définir une fonction f(t, θ) dont on connâıt la loi de probabilité,
où t est un estimateur de θ. On en déduit alors un intervalle [ti, ts] tel que :

p(ti � f(t, θ) � ts) = 1 − α (2)

Il reste à extraire de (2) l’intervalle [Li, Ls] qui vérifie (1).

Application

La variable X suit une loi normale N (m, σ). On veut estimer m et σ. Pour cela, on tire un
échantillon aléatoire de taille n sur lequel on mesure :

- la moyenne empirique : X̄ =
1
n

i=n∑

i=1

Xi

- la variance empirique : S2 =
1

n − 1

i=n∑

i=1

(Xi − X̄)2

Théorème 1 Sous les hypothèses pŕecédentes, X̄ et S2 sont des variables indépendantes et :

X̄ − m

σ/
√

n
≈ N (0, 1)

X̄ − m

S/
√

n
≈ tn−1

1
σ2

i=n∑

i=1

(Xi − m)2 ≈ χ2
n

1
σ2

i=n∑

i=1

(Xi − X̄)2 ≈ χ2
n−1

tn−1 est la loi de Student à n− 1 degrés de liberté et χ2
n−1 la loi du χ2 à n− 1 degrés de liberté.

Les densités de ces deux lois ainsi que des tables numériques sont données en annexes.

Généralisation

Si X ne suit pas une loi normale mais ne s’en écarte �� pas trop ��, les résultats ci-dessus restent
valables. La raison de ce comportement est donnée par le théor̀eme de la limite centrale dont on
trouvera une démonstration dans [Dacunha Castelle] et dans [Hoel] (voir bibliographie).

Théorème 2 Soit X une variable aléatoire de moyenne m et d’écart-type σ. Alors la variable

aléatoire
X̄ − m

σ/
√

n
se distribue suivant une loi qui se rapproche de la loi normale centŕee, ŕeduite

lorsque n → ∞.

Pour plus de précision �� se distribue suivant une loi qui se rapproche de la loi normale centŕee,
ŕeduite �� signifie �� converge en loi �� vers la loi normale centrée, réduite.
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Intervalles de confiance pour d’autres paramètres

Intervalle de confiance pour une proportion

Cet exemple est traité dans la broche APMEP n˚ 130 : Les statistiques dans le programme
de seconde à la rentŕee 2000. C’est une application immédiate des résultats précédents lorsque
la variable X est la variable binomiale Sn. L’exercice II traite de cette estimation.

Intervalle de confiance pour l’intervalle interquartiles

Q0.25 et Q0.75 sont les 2 quartiles différents de la médiane (Q0.5) d’une variable X ≈ N (m, σ)
. On appelle (à tort) intervalle interquartiles le réel D = Q0.75−Q0.25. On prélève un échantillon
de taille n de la variable X sur lequel on estime Q0.25 et Q0.75 par Q̂0.25 et Q̂0.75. on a donc

un estimateur D̂ = Q̂0.75 − Q̂0.25 de D. On démontre que la variable 0.635
D̂ − D

S/
√

n
tend vers

la loi normale centrée réduite quand n → ∞. La démonstration de ce résultat se trouve dans :
Problèmes ŕesolus de statistique mathématique N. Caron , P. Tassi Edition Economica (problème
24, page 217).

Quel est l’intérêt de l’estimation de D̂? Pour la loi normale N (m, σ), on a :

D = Q0.75 − Q0.25 = 1.3490σ

Donc
1

1.3490
D̂ est un estimateur (sans biais) de σ.

Intervalles de confiance pour les coefficients de la droite de régression linéaire

On observe un échantillon de n couples de valeurs (xi, yi) où i = 1, 2 · · ·n dans lesquels les
xi sont considérés comme des valeurs fixées et les εi sont des variables aléatoires. Le modèle de
régression simple suppose que pour tout i, on a :

yi = β0 + β1xi + εi

La méthode des moindres carrés permet de calculer des estimateurs pour β0 et β1 :

β̂1 =
∑

(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )
∑

(Xi − X̄)2
et β̂0 = Ȳ − β̂1X̄

En imposant aux variables εi les hypothèses suivantes :

- les variables εi sont indépendantes.

- les variables εi sont distribuées suivant une loi normale N (0, σ)

on démontre les résultats suivants : β̂0 et β̂1 sont normalement distribués avec :

E(β̂0) = β0 et E(β̂1) = β1

ainsi que :

σ2(β̂0) =
σ2 ∑

X2
i

n
∑

(Xi − X̄)2
et σ2(β̂1) =

σ2

∑
(Xi − X̄)2

Intervalle de confiance pour β0 et β1 : leurs variances empiriques sont obtenues en remplaÁant

σ2 inconnu par S2 =
∑

(yi − ŷi)2

n − 2
dans les formules ci-dessus. Les variables

β̂0 − β0

S(β̂0)
et

β̂1 − β1

S(β̂1)

sont distribuées suivant une loi de Student à n − 2 degrés de liberté.
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Énoncés des exercices

Exercice I

Les poids en grammes de 1000 pots de confiture sortis successivement d’une machine à condi-
tionner ont été les suivants (les résultats sont donnés par classes de longueur 2, l’origine de la
première étant 2000 et l’extrémité de la dernière 2022) :

classe 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
effectif 9 21 58 131 204 213 185 110 50 16 3

1˚ ) - En admettant que le poids des pots suit une loi normale, estimer ponctuellement, puis à
l’aide d’un intervalle de confiance à 95%, sa moyenne et son écart-type.

2˚ ) - En admettant que l’écart-type de la machine est invariable dans le temps (égal à celui
estimé au 1˚ ) et que le réglage n’a d’influence que sur la moyenne, quelle valeur doit-on choisir
si l’on veut que la probabilité pour qu’un pot pèse moins de 2000 g (infraction à la législation
du service des fraudes) soit inférieure à 10−4?

3˚ ) - La machine ayant été ainsi réglée, on pèse en cours de fabrication, simultanément 8 pots
pour contrôler le réglage ; dans quels cas décidera-t-on de modifier le réglage? (on donnera une
limite de surveillance et une limite de contrôle)

Exercice II

Pour obtenir une estimation de la population d’hyperglycémiques parmi les personnes agées
de plus de 60 ans, on choisit au hasard 170 personnes dans cette population. On constate que
34 sont hyperglycémiques.

Donner un intervalle de confiance (niveau de risque 5%) pour le pourcentage exact d’hyper-
glycémiques dans cette population.

Exercice III

Fisher a publié en 1936 les données suivantes. L’échantillon comporte 150 iris de 3 espèces
différentes (setosa, versicolor, virginica) à raison de 50 iris pour chaque espèce. Il a mesuré,
pour chaque iris, la longueur du sépale, la largeur du sépale, la longueur du pétale, la largeur
du pétale. Dans cet exercice, intéressons-nous uniquement à l’espèce virginica et cherchons plus
particulièrement une relation entre la longueur et la largeur du sépale. Plus précisement, la
largeur du sépale (variable à expliquer) peut-elle être �� expliquée �� par une relation affine dans
laquelle la variable est la longueur du sépale (variable explicative).
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Correction des exercices

Exercice I

1˚ ) - Sur cet échantillon, la moyenne empirique et l’écart-type empirique valent respective-
ment : X̄ = 2010.73 et S = 3.58. Ce sont des estimations ponctuelles de la moyenne m et de
l’écart-type σ de la variable aléatoire X : �� poids d’un pot de confiture ��.

On peut aussi donner une estimation par intervalle de ces deux paramètres. X est une variable

(considérée comme) normale, la variable
X̄ − m

S/
√

n
suit une loi de Student à n−1 degrés de liberté.

Ici, on a donc :
X̄ − m

S/
√

1000
≈ t999

En prenant α = 0.05, on a tα = 1.96. Par conséquent, la probabilité pour que cette variable
aléatoire prenne des valeurs comprises entre −tα et tα vaut 0.95, en particulier lorsque
X̄ = 2010.73 et S = 3.58. Donc :

p[−1.96 � 2010.73 − m

3.58/
√

1000
� 1.96] = 0.95

donne :
2010.73 − 1.96

3.58√
1000

� m � 2010.73 + 1.96
3.58√
1000

d’où l’intervalle de confiance à 95 % pour m :

2010.51 � m � 2010.95

Pour estimer σ par un intervalle de confiance à 95 %, on utilise la loi de répartition de
(n − 1)S2

σ2
c’est la loi du χ2 à n − 1 degrés de liberté :

(n − 1)S2

σ2
≈ χ2

999

La valeur de la borne χ2
α pour 999 d.d.l n’est pas donnée directement dans la table, mais on a le

moyen de calculer cette borne pour un d.d.l supérieur à 30. On obtient ici t =
1
σ

159.98− 44.69.

Pour α = 0.05, on a (table de l’écart réduit), tα = 1.96, d’où l’encadrement :

−1.96 � 1
σ

159.98 − 44.69 � 1.96

qui conduit à l’intervalle de confiance à 95 % pour σ :

3.43 � σ � 3.74

2˚ ) - On suppose que σ = 3.58. Alors X ≈ N (m; 3.58).

On cherche m tel que :

p(X � 2000) � 10−4 donc tel que p

(
U � 2000 − m

3.58

)
� 10−4

La table de la loi normale donne
2000 − m

3.58
� −3.72, soit m � 2013.32.

3˚ ) - La moyenne X̄ des poids des 8 pots étant calculée, dans quelles conditions peut-on
affirmer que la moyenne m de la population est toujours m0 = 2013, 32g. Il s’agit là d’un test
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d’hypothèse. L’hypothèse à tester est l’hypothèse nulle H0 : m = m0, l’hypothèse alternative est
ici H1 : m �= m0. Intuitivement on acceptera H0 si X̄ est �� proche �� de m0, sinon on la rejettera.
Pour décider si l’on accepte ou refuse H0, on définit une ŕegion d’acceptation dans laquelle on
accepte H0 si X̄ apprtient à celle-ci et une région complémentaire appelée ŕegion critique dans
laquelle on rejette H0.

Dans l’exemple précédent, on définira la région d’acceptation sous la forme d’un intervalle
Iα de centre m0 tel que p(X̄ ∈ Iα) = 1 − α. α est le seuil de risque : risque de refuser H0 alors
qu’elle est vraie.

Retour à l’exercice : On choisit deux risques αc et αs qui vont définir des intervalles de contrôle :
Ic et de surveillance : Is. Par exemple pour αc = 0.01 et αs = 0.05 on obtient comme intervalles :

a) de contrôle 2010.06 � X̄ � 2016.58

b) de surveillance 2010.84 � X̄ � 2015.80

Ces deux résultats sont obtenus en écrivant que la variable aléatoire
X̄ − m

σ/
√

n
suit une loi normale

centrée, réduite.

2010.06 2010.84 2013.32 2015.80 2016.58

limites de contrôle

limites de surveillance

on refait
les réglages

on refait
les réglages

on renforce la
surveillance

on renforce la
surveillance

on ne touche pas
les réglages

Exercice II

En appelant p̂ la proportion estimée sur l’échantillon, la variable
p̂ − p√
p̂(1−p̂)

n

suit une loi normale

centrée réduite. L’intervalle de confiance au niveau 95% pour p se déduit de la relation :

−1.96 � 0.2 − p√
0.2∗0.8

170

� 1.96

On en tire :
0.14 � p � 0.26

Exercice III

La droite de régression linéaire a pour équation :

y = 1.3974 + 0.2359 x

avec les notations utilisées plus haut : β̂0 = 1.3974 et β̂1 = 0.2359. Les intervalles de confiance à
95% pour les coefficients de la droite de régression linéaire sont :

0.0735 � β1 � 0.3984 et 0.3158 � β0 � 2.4790
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Documentation - Bibliographie

Livres de base

- Statistique - Dictionnaire encyclopédique - Y. Dodge - Ed. Dunod

- Statistique mathématique - 2 tomes - P. G. Hoel - Ed. Armand Colin

- Aide-mémoire statistique - Cisia Ceresta Editeur

Niveau plus élevé

- Méthodes statistiques - P Tassi - Ed. Economica

- Problèmes résolus de statistique mathématique - P Tassi ; N. Caron - Ed. Economica

- Probabilités et statistique - D. Dacunha Castelle ; M. Duflo - Ed. Masson

- The advanced theory of statistics - M. G. Kendall ; A. Suart - Ed; Charles Griffin and
Company limited - London

Articles - Revues

- article : Comment rationnaliser les décisions - Pour la Science n˚ 277 - Novembre 2000

- dossier : Le hasard - Pour la Science - Hors série - Avril 1996

Sur le web

- The Portal to Statistics on the Internet www.statoo.com (avec de très nombreux liens vers
d’autres sites)

- Electronic Dataset Service (une source de données statistiques)

www-unix.oit.umass.edu/~statdata/
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Logiciels

- Excel et mieux encore Excel + XlStat www.xlstat.com/indexfr.html un �� add on �� qui
ajoute d’intéressantes possibilités à Excel (essai gratuit puis environ 800 F)

- Un autre �� add on �� d’Excel : Analyse it (en anglais)

- Simstat www.simstat.com/main.html (en anglais, essai gratuit, logiciel très agréable à
utiliser, assez complet)

- Les logiciels de calcul formel : Mathématica - Maple (plus ou moins adaptés à la statistique)

- Un logiciel gratuit du monde Linux : �� R �� (certainement très puissant mais tout en ligne
de commande ! à moins de créer soi-même son interface graphique !!)
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Annexes

Annexe 1 : Densités de la loi de Student et de la loi normale
Densité de la loi du χ2

N(0 , 1)

t(3)

t(8)

–2 –1 0 1 2
t

Fig. 1 – Loi normale, loi de Student

n=12

n=8
n=5

n=3

0

0.05

0.1

0.15

0.2

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t

Fig. 2 – Densités de la loi du χ2

Densité de la loi normale de moyenne m, d’écart-type σ :
1

σ
√

2π
exp

(
−(x − m)2

2σ2

)

Densité de la loi de Student à n degrés de liberté :
Γ(n+1

2 )
Γ(n

2 )
√

nπ

1
(
1 + x2

n

)n+1
2

Densité de la loi du χ2 à n degrés de liberté :
1

Γ(n
2 )

(
1
2

)n
2

x
n
2
+1 exp

(
−x

2

)
pour x > 0
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Annexe 2 : Table de la loi normale centrée réduite

1
σ
√

2π

∫ z

0
e−

x2

2 dx

0. .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
0. 0. .003989 .007978 .01197 .01595 .01994 .02392 .02790 .03188 .03586
.1 .03983 .04380 .04776 .05172 .05567 .05962 .06356 .06749 .07142 .07535
.2 .07926 .08317 .08706 .09095 .09483 .09871 .1026 .1064 .1103 .1141
.3 .1179 .1217 .1255 .1293 .1331 .1368 .1406 .1443 .1480 .1517
.4 .1554 .1591 .1628 .1664 .1700 .1736 .1772 .1808 .1844 .1879
.5 .1915 .1950 .1985 .2019 .2054 .2088 .2123 .2157 .2190 .2224
.6 .2257 .2291 .2324 .2357 .2389 .2422 .2454 .2486 .2517 .2549
.7 .2580 .2611 .2642 .2673 .2704 .2734 .2764 .2794 .2823 .2852
.8 .2881 .2910 .2939 .2967 .2995 .3023 .3051 .3078 .3106 .3133
.9 .3159 .3186 .3212 .3238 .3264 .3289 .3315 .3340 .3365 .3389
1 .3413 .3438 .3461 .3485 .3508 .3531 .3554 .3577 .3599 .3621

1.1 .3643 .3665 .3686 .3708 .3729 .3749 .3770 .3790 .3810 .3830
1.2 .3849 .3869 .3888 .3907 .3925 .3944 .3962 .3980 .3997 .4015
1.3 .4032 .4049 .4066 .4082 .4099 .4115 .4131 .4147 .4162 .4177
1.4 .4192 .4207 .4222 .4236 .4251 .4265 .4279 .4292 .4306 .4319
1.5 .4332 .4345 .4357 .4370 .4382 .4394 .4406 .4418 .4429 .4441
1.6 .4452 .4463 .4474 .4484 .4495 .4505 .4515 .4525 .4535 .4545
1.7 .4554 .4564 .4573 .4582 .4591 .4599 .4608 .4616 .4625 .4633
1.8 .4641 .4649 .4656 .4664 .4671 .4678 .4686 .4693 .4699 .4706
1.9 .4713 .4719 .4726 .4732 .4738 .4744 .4750 .4756 .4761 .4767
2 .4772 .4778 .4783 .4788 .4793 .4798 .4803 .4808 .4812 .4817

2.1 .4821 .4826 .4830 .4834 .4838 .4842 .4846 .4850 .4854 .4857
2.2 .4861 .4864 .4868 .4871 .4875 .4878 .4881 .4884 .4887 .4890
2.3 .4893 .4896 .4898 .4901 .4904 .4906 .4909 .4911 .4913 .4916
2.4 .4918 .4920 .4922 .4925 .4927 .4929 .4931 .4932 .4934 .4936
2.5 .4938 .4940 .4941 .4943 .4945 .4946 .4948 .4949 .4951 .4952
2.6 .4953 .4955 .4956 .4957 .4959 .4960 .4961 .4962 .4963 .4964
2.7 .4965 .4966 .4967 .4968 .4969 .4970 .4971 .4972 .4973 .4974
2.8 .4974 .4975 .4976 .4977 .4977 .4978 .4979 .4979 .4980 .4981
2.9 .4981 .4982 .4982 .4983 .4984 .4984 .4985 .4985 .4986 .4986
3 .4986 .4987 .4987 .4988 .4988 .4989 .4989 .4989 .4990 .4990

3.1 .4990 .4991 .4991 .4991 .4992 .4992 .4992 .4992 .4993 .4993
3.2 .4993 .4993 .4994 .4994 .4994 .4994 .4994 .4995 .4995 .4995
3.3 .4995 .4995 .4996 .4996 .4996 .4996 .4996 .4996 .4996 .4997
3.4 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 .4998
3.5 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998
3.6 .4998 .4998 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999
3.7 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999
3.8 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .5000
3.9 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000
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Annexe 3 : Table de l’écart réduit

Pour la loi normale, centrée, réduite, la table ci-dessous donne, connaissant le risque α, l’abs-
cisse tα cherchée telle que :

-t

/2

t

/2α α

αα

Fig. 3 – 1 − α = p{−tα < t < tα}

0. .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
0. +∞ 2.576 2.326 2.170 2.054 1.960 1.881 1.812 1.751 1.695
.1 1.645 1.598 1.555 1.514 1.476 1.440 1.405 1.372 1.341 1.311
.2 1.282 1.254 1.227 1.200 1.175 1.150 1.126 1.103 1.080 1.058
.3 1.036 1.015 .9945 .9741 .9542 .9346 .9154 .8965 .8779 .8596
.4 .8416 .8239 .8064 .7892 .7722 .7554 .7388 .7225 .7063 .6903
.5 .6745 .6588 .6433 .6280 .6128 .5978 .5828 .5681 .5534 .5388
.6 .5244 .5101 .4959 .4817 .4677 .4538 .4399 .4261 .4125 .3989
.7 .3853 .3719 .3585 .3451 .3319 .3186 .3055 .2924 .2793 .2663
.8 .2533 .2404 .2275 .2147 .2019 .1891 .1764 .1637 .1510 .1383
.9 .1257 .1130 .1004 .08784 .07527 .06271 .05015 .03761 .02507 .01253

Annexe 4 : Loi de Student

Pour la loi de Student à ν degrés de liberté la table ci-dessous donne, connaissant le risque α,
l’abscisse tα cherchée telle que :
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-t

/2

t

/2α α

αα

Fig. 4 – 1 − α = p{−tα < t < tα}

ν .05 .01
1 12.71 63.66
2 4.303 9.925
3 3.182 5.841
4 2.776 4.604
5 2.571 4.032
6 2.447 3.707
7 2.365 3.499
8 2.306 3.355
9 2.262 3.250
10 2.228 3.169
11 2.201 3.106
12 2.179 3.055
13 2.160 3.012
14 2.145 2.977
15 2.131 2.947
16 2.120 2.921
17 2.110 2.898
18 2.101 2.878
19 2.093 2.861
20 2.086 2.845
21 2.080 2.831
22 2.074 2.819
23 2.069 2.807
24 2.064 2.797
25 2.060 2.787
26 2.056 2.779
27 2.052 2.771
28 2.048 2.763
29 2.045 2.756

> 30 1.96 2.58
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30

L'agenda du prof de maths
Si vous avez connaissance près de chez vous (même un peu plus loin...) de manifestations
à caractère pédagogique ou/et scientifique dignes d'intérêt, n'hésitez pas à nous le faire
savoir en contactant la rédaction!du!bulletin.

Les conférences APMEP/IPR/IREM/IUFM

Comme les années précédentes, un cycle de conférence est organisé conjointement par
l'APMEP, l'Inspection Régionale, l'IREM et l'IUFM.
Cette année, elles sont inscrites au PAF et vous pourrez donc obtenir des ordres de mission
officiels pour y participer.
À ce jour, les lieux ou dates de certaines conférences ne sont pas encore fixés!;
aussi certaines des informations ci-dessous sont-elles incomplètes.

• Mercredi 16 octobre, au lycée Thiers (entrée par le cours Julien), 15h à16h 30!:
L'APMEP organise une réunion d'échanges et d'information qui portera en particulier sur le
nouveau programme de TS d'analyse : il a été discuté en réponse aux difficultés soulevées par
l'équipe d'auteurs de Transmath sur la présentation des fonctions logarithme et exponentielle,
et la commission Lycée de l'association vous propose une organisation mathématique
cohérente qui respecte l'esprit du programme tout en restant d'un niveau de difficulté
acceptable. Nous examinerons ensemble le texte de la Commission Lycée.

• Mercredi 16 octobre, IUFM Canebière, 17 h!:
JEAN-PIERRE KAHANE professeur émérite à l'Université de Paris XIII et président de la
Commission de Réflexion sur l'Enseignement des Mathématiques!:
Pourquoi et en quoi l'enseignement des mathématiques doit-il évoluer!? Permanence et
mouvement des méthodes et des notions.
N.B : JEAN-PIERRE KAHANE fera également une conférence le  jeudi 17 octobre 2002 à 14
heures, au CMI (Château-Gombert ), dans le cadre de la Semaine de la Science, sur le thème!:
"nombres décimaux et fractions"

• Mercredi 20 novembre, IUFM Canebière, 17h!:
YVES CHEVALLARD (IUFM Aix-Marseille)!:
Expérimentation et démonstration dans la classe de mathématiques.

• Mercredi 18 décembre, au lycée de Luynes à 15h!:
BERNARD EGGER (Lycée Michelet)!:
Exemples d'utilisation de logiciels de calculs  (tableur, Cabri, Dérive) en classe de TS, au
service des nouveaux programmes.

• Mercredi 12 février!:
ROBERT ROLLAND (Université de Provence)!:
Représentation des nombres en informatique.

• Mercredi 19 mars, IUFM Canebière!:
JEAN DHOMBRES !: L'utilité des mathématiques.
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Séminaire d'algorithmique

Depuis l’an dernier, sous la double tutelle de l’IUFM et de l’IREM, existe (à Marseille) un
séminaire d’Algorithmique.
Ce séminaire est conçu comme un séminaire « d’auto-formation » destiné à des enseignants
de mathématiques  se préparant à enseigner des « mathématiques algorithmiques » et non
comme un séminaire de Recherche en Algorithmique.
Il réunit des spécialistes confirmés et des débutants vivement intéressés par le sujet et souvent
autodidactes en la matière.
Les séances du séminaire sont mensuelles et se déroulent sur le site de la Canebière de
l’IUFM, les mardis après-midi de 16h30 à 18h30.
L’an dernier six exposés ont été présentés!:

• Deux exposés de Fernand Didier (IREM) relatifs au traitement des calculs mettant en
jeu de « grands » nombres entiers (notamment TFR)

• Un exposé de Robert Rolland (IREM) relatif à des algorithmes de primalité (test de
Miller-Rabin)

• Deux exposés de Gérard Nin (IUFM), l’un relatif à la place de l’Algorithmique dans
les programmes actuels des classes du second degré et dans le programme du CAPES
de mathématique, l’autre relatif aux algorithmes « compte-gouttes » et plus
précisément à l’algorithme de Plouffe

• Un exposé de Bernard Egger (IUFM - Lycée Michelet) relatif à différentes utilisations,
dans les classes, d’outils algorithmiques!: calculatrices, tableurs et logiciels de calculs
formels.

Pour l’année universitaire 2002/2003, le séminaire se poursuivra suivant la même
organisation et les premières séances se tiendront les 24/09, 22/10, 19/11 et 17/12.
Plusieurs thèmes ont été retenus au programme de l’année!:
Types de données (Fernand Didier); cryptographie et factorisation de « grands entiers »
(Robert Rolland); recherche de motifs dans un texte et théorie des graphes (Fernand Didier);
algorithmes opératoires en « parallèles » (Gérard Nin); algorithmes de calculs formels utilisés
par les calculatrices (Bernard Egger).

Voici quelques détails concernant les premières séances!:
Les algorithmes de l'arithmétique ont des applications importantes notamment en
cryptographie.
Ainsi la fonction à sens unique avec trappe RSA est basée sur la difficulté de factoriser un
produit n de deux grands nombres premiers p et q.
Le record actuel porte sur un nombre n de 512 bits (à titre de comparaison, le module RSA de
la carte à puce française était de 321 bits  il y a peu de temps encore).
Nous regarderons (durée prévue 3 séances) quelques algorithmes de factorisation en
commençant par un ou deux algorithmes "anciens" avant d'aborder les algorithmes
"modernes".


