Triangles et quadrilateres inscrits dans un cercle et
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12 - Quadrilateres interscrits dans deux ellipses co-axiales.
a) Dans cette sous-section, nous avons montré la proposition ci-dessous (voir A.M.V n°6, §12) :

Pour qu'on puisse interscrire un quadrilatére dans deux ellipses co-axiales, &(a', b'") c E(a, b), il faut et il
" 2 2 _ 292, 22 _ 232 _a 5 _ b
suffit que @° + ° =1, s0ita” b +a* b"” =a* b* (@ ==, f= 7).

b) Dans cette sous-section, nous avons examiné quelques cas particuliers (voir A.M.V n°6) : I'une des ellipses
est un cercle, puis les deux ellipses sont homofocales.

¢) Tous les polygones interscrits dans deux ellipses homofocales ont méme périmetre, comme nous allons le
démontrer ci-dessous.

Rappelons d'abord un théoréme (de Poncelet) sur les tangentes issues d'un point P a une conique a centre de
foyers F et F'. Soient M et M' les points de contact des deux tangentes issues de P (quand elles existent,
distinctes) : les angles (PM,PM") d'une part, (PF,PF') d'autre part, ont mémes bissectrices (voir fig. 12).

Fig. 12 : Les "petits" théorémes de Poncelet

Considérons maintenant un polygone A;, A, ..., A, a n cOtés, interscrit dans deux ellipses homofocales
&E(a',b") c E(a, b) : en chaque sommet A; € E(a, b), les cOtés du polygone qui ont le méme point A; en
commun font le méme angle avec la tangente a &(a, b) en A;, qui est la bissectrice extérieure de I'angle
LFA; F'. Ainsi se trouvent justifiées les appellations «polygone de lumiere» et «trajectoire de billard» (M.
Berger, géométrie, 9.4.1 et 9.4.2.).

Admettons le (grand) théoréme de Poncelet dans toute sa généralité (cf. A.M.V. n°5, introduction au troisiéme
épisode). Alors tout point voisin de A; sur &(a, b) est aussi sommet d'un polygone interscrit a n c6tés. Ainsi
prend un sens la différentielle de A;, vecteur dT%T porté par la tangente a &(a, b) en A;. Soit P le périmetre
Yy A A (A1 = Ay).

Désignant par u(A;, Air1) le vecteur unitaire de A; A;y;, on peut écrire la distance A; A;;; sous forme du
produit scalaire A; A;,1 - #(A; Aiy1). Alors :

a n
dp = Z (dAs: - dA;) - T (A; Apr) + Zm.da (A; Asr)
i=1 i=1
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La deuxieme somme est nulle puisque la différentielle d'un vecteur unitaire a un support orthogonal a ce

—_—
vecteur. Dans la premiére somme, groupons les deux termes qui contiennent dA; (tenant compte aussi de ce
que Ape1 = A1)

ap = ) dA[ - [T (A1 As) - T (A Apa)] = 0
i=1

En effet #(A;_; A;) —U(A; i) est porté par la bissectrice intérieure de I'angle LA, A; A, tandis que dA;
est porté par la bissectrice intérieure.

La propriété de périmetre constant pour les polygones interscrits dans deux ellipses homofocales est démon-
trée.

Dans le cas n=4, les quadrilateres interscrits sont tous des parallélogrammes. On pourra vérifier que le rectan-
gle et le losange de la famille ont méme périmetre, soit :

2 _ 2 — 12 _ 12
a-b-a b 5to}:>a‘+b‘:\/az+b2
a'/b'=a?/b? ’
d) Interscription d'un quadrilatere dans deux ellipses co-axiales qui se coupent (nécessairement en quatre
points) :

Jusqu'ici, nous avons supposé  E(a', b') c E(a, b) parceque les calculs du §11, fondés sur la projection
conique du §10, exigent I'(Q2, p) c C(O, R).
Que signifie donc la condition (8) — trouvée en 12,a) et que nous rappelons ci-dessous : —

B = (a®-1)" (8)

lorsqu'il n'en est pas ainsi et que cependant l'intercriptibilité a un sens ?

Ce cas se présente lorsque E(a, b) et E(a', b') se coupent en quatre points distincts. Par exemple, si a' > a et
b' < b, les deux arcs de E(a, b) extérieurs a E(a', b') peuvent permette d'interscrire des quadrilatéres a cotés
tangents 2 E(a', b'"). Alors @ > 1, B < 1, et la condition d'interscriptibilité (8) s'écrit &> — 5% = 1,a? < 2.

On pourrait donner des arguments fondés sur des calculs dans le corps des complexes, utilisant les racines p et
q (imaginaires conjuguées) de 1'équation (4) du §10, dont la partie imaginaire est non nulle pusque A < 0 pour
R-p<d<R+p.

Fig. 13 : Contre-parallélogramme interscrit.
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Mais il nous parrait plus conforme a l'esprit de ce travail de montrer directement que la relation a? — 52 = 1
implique, pour 1 <a < v 2, que les ellipses &(a, b) et E(a', b') se coupent en quatre points et permettent
l'interscription de quadrilateres.

Démonstration :

On ne restreint pas la généralité en supposant (fig.13) que E(a, b) est un cercle de rayon r, a'> — b* =12 En
effet, dans le cas général, on peut appliquer une affinité dont I'axe est 1'un des axes communs aux deux
ellipses, qui transforme &(a, b) en cercle. Une telle affinité ne change ni @, ni 3, ni l'interscription.

Soit P un point de 1'un des arcs du cercle extérieurs a l'ellipse. Les tangentes issues de P a E(a', b') recoupent
le cercle C(O, r) en Q et R. Le cercle C(O, R) coupe le grand axe de l'ellipse aux foyers F et F' de celle-ci, a
cause de la relation a'* — b'> = r2. Grace au petit théoréme de Poncelet rappelé plus haut (§12,c), les angles
LQPF' et LFPR sont égaux, et l'arc de cercle F' Q est égal a l'arc de cercle FR. Il s'ensuit que Q et R sont
symétriques par rapport a la médiatrice de [FF']. Soit S le symétrique de P par rapport a cette méme droite.
Les tangentes issues de S a E(a', b') sont respectivement les droites symétriques des tangentes menées par P ;
elles passent donc I'une par Q, l'aurtre par R.

Nous avons ainsi prouvé que le contre-parallélogramme PQSR est interscrit. Tout autre point de 1'arc de cercle
ou a été choisi P est, de méme, sommet d'un contre-parallélogramme interscrit. La figure 13 montre en
pointillés les deux quadrilateres pli€s interscrits, sur l'autre arc de cercle extérieur a E(a', b') (cf. AM.V. n°4,
fig.7).

13 - Triangles interscrits dans deux ellipses co-axiales.
Le lecteur pourra vérifier les résultats suivants :

a) R2 — d* = 2 pR se transforme par les formules (7) du §11 en (@ — 1)* = 2.
Pour deux ellipses coaxiales &(a', b') c E(a, b) (a et S sont tous deux inférieurs a 1) cette relation équivaut a

a+ =1 (onrappelle que @ = i;—, B= —b‘—).
b) Pour deux ellipses coaxiales &(a', b') ¢ E(a, b) admettant des triangles interscrits :
—&(a, b) estun cercle derayonr < a'+b'=r
~&(a', b') estun cercle derayonr & <+ - =1
—&(a', b") et E(a, b) sont homofocales < %2— = %:—ab- 7‘;—
¢) Tous les triangles interscrits dans deux ellipses homofocales E(a', b') c &E(a, b) ont le méme périmetre 2 P
N _ la+a) b+b)P®
ou 7)4 =Ty -
d) Pour deux ellipses coaxiales ayant quatre points communs distincts, par exemple a > 1, 8 < 1, la relation
(@-1)7° = % s'écrit @ — B =1, @ <2. Quand cette condition est remplie, tout point d'un arc de &E(a, b)

extérieur a E(a', b') est sommet d'un triangle interscrit (voir fig.14 le casa' —b' =r).

Fig. 14 : Triangle PQR interscrit entre cercle et ellipse sécants.
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e) Pour tout triangle interscrit, les droites joignant un sommet du triangle au point de contact du c6té opposé
sont concourantes.

14 - Conclusion.

Tout au long de ces cinq épisodes, nous avons démontré le théoréme de Poncelet, dit grand théoréme de
Poncelet, dans des cas particuliers : pour les polygones, on s'est borné aux cas des triangles et des quadri-
lateéres, et pour la paire de coniques, on s'est borné a une paire de cercles, ou a une paire d'ellipses de mémes
axes.

Les démarches sont naives et élémentaires. Beaucoup de détails ont été donnés, et pourtant des questions se
posent encore, et le lecteur a été€ souvent convié a expliciter ou a prolonger ce qui est écrit.

On peut espérer paradoxalement que malgré le parti pris d'un texte qui se suffise a lui-méme, ces pages auront
surtout convaincu de l'intérét d'une vraie démonstration dans le cadre d'une théorie adéquate.

C'est pourquoi je termine par une bibliographie succinte. J'invite ceux qui apprécient la pédagogie «hands on»
(la main a la pate) a se plonger dans les écrits originaux de Poncelet.
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Fin du cinquieme et dernier épisode.
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