Triangles et quadrilateres inscrits dans un cercle, et
circonscrits a un autre cercle (suite)

Francoise PECAUT

Le théoreme de PONCELET, tel qu'énoncé par lui-méme (cf. A.M.V. n° 3, exergue), est vrai si on y
remplace le mot cercle par le mot conique :

Deux coniques étant donnés dans un plan, il est impossible, en général, d’inscrire dans I'une
d’elles un polygone qui soit en méme temps circonscrit a ’autre, et quand, pour une situation
particuliere de ces coniques, un tel polygone est possible, il y en a une infinité d’autres de
méme ordre qui jouissent de cette singuliere propriété.

Pour démontrer le théoréme dans le cas d’une paire de coniques d’un plan (W), aprés qu’il ait été
démontré dans le cas des cercles, 'idée de PONCELET est de trouver un point S, n’appartenant pas a
(W), et un plan (V), distinct de (W), tel que la projection conique de (W) sur (V) faite a partir de
S envoie la paire de coniques sur une paire de cercles. C’est une idée naturelle puisque la projection
conique conserve les intersections, alignements, contacts, et le degré des courbes. Nous allons la mettre
en oeuvre dans le cas d’une ellipse et de son cercle orthoptique et en tirer la réciproque laissée en attente
au paragraphe 3 (A.M.V. n° 3).

6 La famille des rectangles inscrits dans un cercle et circonscrits a une
ellipse.

L’ensemble des points d’ot1 ’on voit une ellipse sous un angle droit est un cercle, dit le cercle orthoptique
de ’ellipse. Pour éviter des recherches au lecteur qui ne souhaiterait pas en faire, nous donnons une

démonstration de ce théoreme.
22y

Considérons V’ellipse (&) d’équatlon — + b_2 = 1 dans un repere orthonormé. My(xo,yo) est un point
du plan, y — yo = t(x — x¢) est une equatlon de la droite (D) de pente ¢ passant par My. L’équation aux
abscisses des points d’intersection de (&) et (D) s’écrit :

v?2? 4+ a®(yo + t(z — xo))2 = a?b?
Ordonnons cette équation du second degré a l’inconnue x :

22(b? + a*t?) + 2ta®(yo — txo)x + a*(yo — tzo)? — a*b* =0

Pour que (D) soit tangente & (&), il faut et il suffit qu’il y ait une racine double. Ecrivons que le
discriminant est nul. Apres calculs:

t2(a® — x2) + 2taoyo + 0> — Y2 =0

Les deux racines t; et to sont les pentes des deux tangentes a (&) issues de M. Les deux tangentes sont
perpendiculaires si et seulement si t1to = —1:

a® —xg + b —y5 = 0= 2j +y5 = a® + b

Ainsi le cercle O d’équation z? + y? = a® + b2, qui est circonscrit au rectangle z = +a, y = +b, est
l’ensemble des points du plan d’ot 'on peut mener deux tangentes orthogonales a ellipse (&) (fig.8).

Mo Montrons alors que tout point My de O est un sommet
d’un quadrilatere interscriptible. Soit My le symétrique de

v My par rapport & lorigine O. Les tangentes a (&) issues de
o ' My (orthogonales) et les tangentes a (€) issues de My sont
M, les quatre cotés d’un parallélogramme MM MsMs3, qui a
un angle droit, donc un rectangle, ce qui prouve que M; et
M3 appartiennent a O.
fig. 8 M.,

Avec une ellipse et son cercle orthoptique, on a un exemple d’une paire de coniques permettant 1’in-
terscription de quadrilateres, qui sont tous des rectangles.
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7 Une projection conique d’un cercle sur un plan dans l’espace a trois
dimensions.

Soit, dans un plan (V') dit « horizontal », le cercle € de centre O et de rayon R.

S Soit @ un point de (V) strictement extérieur

4 C(O, R). Soient B et B les points de contact
des tangentes & C(O, R) issues de Q. Soit (W)
le plan perpendiculaire & (V'), coupant (V') sui-
A vant la droite (BB). (W) sera dit « vertical »,
comme tout plan ou droite perpendiculaire a
(V). Soit S un point « au dessus » de @, dif-

¢ o Pl /D Q férent de Q. Etudions la figure transformée de
) % C(O, R) dans la projection conique de (V') sur
W ‘ (W), faite & partir de S: c’est une conique
A (&), puisque c’est 'intersection d’un cone du
w fig. 9 second degré avec un plan qui ne contient pas
w

le sommet du cone.

Cette conique est du genre ellipse puisque le plan paralléle & (W) passant par le sommet du cdne ne
coupe pas C(O, R). (€) passe par les points B et B, invariants dans la projection. En B, la tangente & (&)
est l'intersection de (W) avec le plan tangent au cone le long de la génératrice (SB): c’est la verticale
de B. De méme, la tangente & (€) en B est la verticale de B. (BB) est un diamétre de (&), puisque les
tangentes & (€) en B et en B sont paralleles; c’est méme un axe de (€) puisque le diametre (BB) est
perpendiculaire aux tangentes en B et B. On en déduit que le centre de l'ellipse (€) est le milieu P de
[BB], et que l'autre axe de l'ellipse est porté par la verticale de P. Si C' et D sont les extrémités du
diametre de €(O, R) porté par la droite (0Q), (SC) et (SD) rencontrent (W) sur la verticale de P, en
A et A. Les quatre sommets de (€) sont A, A, B et B. On peut vérifier que P est le milieu de [AA] de
la maniere suivante: la division (C, D, P, Q) est harmonique. Elle se transforme par projection conique
sur (W) en (A, A, P,00): dire que celle-ci est harmonique, c’est dire que P est le milieu de [AA]. Si on
choisit S au dessus de @) de maniere que PA = PB, (€) est un cercle.

Dans la suite, la projection conique d’un cercle, explicitée au début de ce paragraphe, sera notée

(€, Q,5].

8 Une projection conique d’une paire de cercles de rayons R, p, de distance

des centres d < R, ces trois paramétres étant tels que 2p*(d*> + R?) =
(R? — d?)>.

D’apres ce qui a été dit au paragraphe 4 (A.M.V. n° 4) la relation qui lie R, p, d entraine l’existence
d’un quadrilatere interscrit CBDB. Un examen plus attentif (voir fig.5) prouve que la droite (BB) a
méme pole Q par rapport aux deux cercles [Cette propriété a en fait été démontrée dans ce méme §4
par auteur — NDRL]. Les considérations du paragraphe précédent s’appliquent donc & une projection
conique p[C(O, R), Q, S] = p[l'(2, p), @, S] (OQ = d < R) sur le plan (W) perpendiculaire au plan de la
figure le long de (BB). C’ et D' sont les points ot (OQ) coupe (I'), B’ et B’ sont les points ot la polaire
de @ coupe ('), P est le conjugué de @ par rapport aux deux cercles.

s
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On choisit S de maniere que la projection conique de C(O, R) sur (W) soit le cercle O de diametre
[BB] qui est représenté dans la partie droite de la figure 10. S a été représenté dans le plan des cercles
C et I' par rabattement autour de la charniere (O). Alors la projection conique de I'(€2, p) sur (W) est
une ellipse (&) dont deux sommets sont B’ et B’. Les deux autres sommets A’ et A’ s’obtiennent par
intersection de (SC’) et (SD') avec (BB’), puis relevement.

Le quadrilatére CBDB interscrit dans la paire (C,I') se projette coniquement sur (W) en ABAB
interscrit dans la paire (O, €). Or ABA B est un carré, par construction. De chacun de ses sommets, on
voit (€) sous un angle droit. C’est & dire que le cercle orthoptique de (€) est (0). Alors prenons un point
quelconque My sur C(O, R). My se projette sur (O) en un point qui, comme tout point de (Q), est sommet
d’un rectangle interscrit dans la paire (0, &). Le rectangle se projette sur (V) suivant un quadrilatére
interscrit dans la paire (€, T') dont un sommet est My. La réciproque laissée en attente au paragraphe 3
(A.M.V.n° 3) est démontrée.

Toute paire de deux cercles dans un plan, I’'un intérieur a ’autre, permettant
Pinterscription de quadrilatéres, est la projection conique d’une ellipse et de
son cercle orthoptique.

Dans ce modele centrosymétrique, il y a des alignements évidents: pour un quelconque rectangle
interscrit (voir fig.8), les droites qui joignent deux sommets opposés, les droites qui joignent les points de
contact de deux cOtés opposés, passent par le centre de symétrie. Par projection conique, on en déduit le
théoreme :

Soit un quadrilatére interscrit dans les cercles C(O, R) et T'(2, p), (') inté-
rieur & (@). Alors les diagonales du quadrilatére passent par le point limite
intérieur aux deux cercles du faisceau linéaire de cercles qu’ils définissent.
Il en est de méme des droites qui joignent les points de contact avec (I') de
deux cotés opposés du quadrilatére.

Le lecteur pourra vérifier sur la figure 3 (A.M.V. n° 3) que les quatre droites sont concourantes.

Dans la derniere partie de ce travail, nous verrons que, quelle que soit la paire de cercles (C,T'),
(T") intérieur a (C), on peut trouver un point ¢ ayant méme polaire par rapport aux deux cercles.
Alors la projection conique p(Q, S) (cf. §7) envoie (C) et (I') sur deux ellipses ayant les mémes axes.
Nous obtiendrons les relations métriques entre ces deux ellipses permettant d’interscrire triangles et
quadrilateres. [Voir I'image de couverture du présent numéro — NDLR].

Fin du troisiéme épisode. Suite au prochain numéro . ..
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