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Estimation par simulation aléatoire

Estimation par

simulation aléatoire

Florent Malrieu nous propose dans cet article quelques

activités, basées sur des jeux de hasard, montrant que

les probabilités peuvent servir à estimer des quantités

qu’il est parfois difficile de calculer explicitement.

Florent Malrieu

.................... SQUARE ....................

Introduction

Estimer une quantité inconnue, c’est-à-dire don-

ner une valeur approchée et idéalement un majo-

rant de l’erreur commise, est un des principaux

enjeux des mathématiques appliquées.

Cet article présente plusieurs situations issues

de jeux dans lesquels l’aléatoire est omniprésent.

Lorsque le modèle est assez simple, il est pos-

sible de calculer explicitement les quantités qui

nous intéressent. Lorsque cela est impossible, une

simulation numérique permet d’estimer ces quan-

tités, légitimée par la loi des grands nombres et le

théorème central limite. L’utilisation de ces deux

résultats pour l’estimation sont présentés en fin

d’article.

Dans cet article nous présentons ainsi un triplet

de dés aux propriétés surprenantes puis une étude

du jeu de la roulette. Un deuxième article présen-

tera la loi géométrique, la méthode du rejet pour

simuler des variables aléatoires uniformes et le

problème de la collection de vignettes.

Dés du diable

Voici une version probabiliste du célèbre « pierre-

feuille-ciseaux » basée sur trois dés encore plus

diaboliques que ce que l’on pourrait penser à pre-

mière vue. Nous verrons également comment la

simulation permet de prédire l’issue du jeu quand

les calculs deviennent trop pénibles.

Considérons trois dés à six faces équilibrés au

sens où toutes leurs faces apparaissent avec la

même probabilité
1
6 mais dont la numérotation

des faces est inhabituelle…

6

3

3 3 3

3

2

2

5 5 2

5

1

4

4 4 4

4

Les trois dés sont lancés respectivement par

Anaël, Blanche et Clément. Par exemple, le

dé d’Anaël donne 3 et 6 avec les probabilités

respectives
5
6 et

1
6·

Le jeu de base

Deux joueurs lancent leurs dés et celui qui obtient

le score le plus élevé gagne la partie. Qui est avan-

tagé sur qui ? Pour répondre à la question, on peut

poser un modèle probabiliste. Nous proposons ici

deux modèles distincts qui aboutissent, comme

c’est la moindre des choses, au même résultat.

Considérons le match « Anaël contre Blanche ».

Chacun des deux dés peut donner deux résultats

différents et on suppose que les résultats des deux
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Estimation par simulation aléatoire

dés sont indépendants. On peut utiliser un arbre

de probabilité.

A contre B

3

6

3

3

6

6

2

5

2

5

A gagne

A perd

A gagne

A gagne

5

6

1

6

1

2

1

2

1

2

1

2

Anaël perd donc contre Blanche avec probabilité
5
6 × 1

2 = 5
12· On procède de même avec les autres

oppositions.

Une autre modélisation consiste à supposer que

l’on sait distinguer les six faces de chacun des dés.

On peut alors présenter tous les résultats dans les

tableaux ci-dessous dont chacune des 36 cases a

une probabilité d’apparition égale à
1

36·

A

B
2 2 2 5 5 5

3 A A A B B B

3 A A A B B B

3 A A A B B B

3 A A A B B B

3 A A A B B B

6 A A A A A A

B

C
1 4 4 4 4 4

2 B C C C C C

2 B C C C C C

2 B C C C C C

5 B B B B B B

5 B B B B B B

5 B B B B B B

C

A
3 3 3 3 3 6

1 A A A A A A

4 C C C C C A

4 C C C C C A

4 C C C C C A

4 C C C C C A

4 C C C C C A

Le diagramme ci-dessous résume les probabilités

de victoire d’un dé sur l’autre en un lancer.

Remarque

La figure montre que A bat B, B bat C et pourtant

C bat A comme au jeu de « pierre-feuille-ciseaux ».

A

BC

7

12

7

12

25

36

Et avec deux lancers ?

Modifions légèrement le jeu : chaque personne

lance deux fois le même dé et retient la somme de

ces deux jets. Quelles sont les relations entre les

trois dés ? Pour déterminer les probabilités de vic-

toire, il faut expliciter la loi de la somme de deux

jets d’un même dé. Pour le dé vert par exemple,

la somme de deux jets peut prendre les valeurs 6
(si les deux jets donnent 3), 9 (si les jets donnent

3 et 6 ou 6 et 3) et 12 (si les deux jets donnent 6).
On peut encore raisonner avec un arbre. Les lois

des sommes de deux jets avec un même dé sont

données dans les tableaux ci-dessous :

2 jets du dé vert

som. 6 9 12

prob. 25
36

5
18

1
36

2 jets du dé jaune

som. 4 7 10

prob. 1
4

1
2

1
4

2 jets du dé rouge

som. 2 5 8

prob. 1
36

5
18

25
36
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Estimation par simulation aléatoire

On remarque qu’il n’y a pas de match nul mais

qui a l’avantage? Blanche gagne sur Anaël s’ils

obtiennent respectivement 7 et 6, ou 10 et 6 ou

10 et 9 (on peut encore faire un arbre, à trois

branches à chaque fois). La probabilité de victoire

de Blanche contre Anaël est donc égale à

1
2 × 25

36 + 1
4 × 25

36 + 1
4 × 5

18 = 85
144·

En répétant le raisonnement pour les deux autres

couples de dés, on obtient les relations suivantes :

A+ A

B+ BC+ C

85

144

671

1296

85

144

On voit donc que le principe de non-transitivité

est toujours présent mais que les relations de do-

mination se sont inversées puisqu’avec la somme

de deux lancers, A bat C, C bat B et B bat A.

Et après?

Que se passe-t-il si on ajoute les résultats de trois

(ou plus) lancers successifs d’un même dé? Le calcul

devient extrêmement fastidieux, d’autant plus que

des cas d’égalité apparaissent. Mais la simulation

permet d’estimer facilement les résultats en faisant

jouer un grand nombre de parties. Ceci peut être réa-

lisé avec n’importe quel logiciel, notamment Scratch

ou Python.

Pour simuler le jet des dés du diable, on peut uti-

liser la simulation d’un dé à six faces classique.

Pour le dé vert par exemple, on applique au résul-

tat d’un dé classique la fonction qui associe 6 à

6 et 3 aux autres. La version « à la main » de ce

principe consiste à coller cinq gommettes avec le

chiffre 3 sur les faces 1 à 5. Il peut être mis en

place facilement au sein d’une classe de collège.

On peut alors simuler trois jets du dé vert, trois

du dé jaune et comparer les sommes. En répétant

un grand nombre de fois cette opération, on ob-

tient une estimation des probabilités que le vert

gagne, le jaune gagne et que le match soit nul. Sur

un million de parties, on obtient les estimations

suivantes :

• Anaël gagne contre Blanche dans 31,1%

des cas,

• Blanche gagne contre Anaël dans 33,3%

des cas,

• Anaël et Blanche font match nul dans 35,6%

des cas.

Avec une probabilité de l’ordre de 0,95, ces esti-

mations en pourcentage sont précises à un pour

mille près comme ce sera expliqué dans la sec-

tion « Estimer une valeur… et l’erreur en même

temps ! ». Par exemple, la probabilité de victoire

d’Anaël appartient à l’intervalle [0,310 ;0,312]
avec une probabilité de 0,95. On en déduit que le

dé de Blanche est plus favorable que celui d’Anaël

dans le jeu où l’on somme trois lancers.

À vous de jouer pour savoir ce qui se passe avec

les autres dés !

Ruine du joueur

Après avoir étudié ces dés surprenants, nous nous

intéressons à présent à un grand classique de

jeux de hasard qui fait la fortune des casinos : la

roulette. La roulette française, comme celle de

Lamalou-les-Bains, comporte 37 cases numérotés

de 0 à 36 (dont 18 sont rouges, 18 sont noires et

le 0 est vert). À Las Vegas, il y a deux cases 0, ce
qui rend le jeu encore plus désavantageux pour

les joueurs. On se focalise ici sur la roulette fran-

çaise mais tout ce qui suit peut être généralisé

facilement.

Il existe plusieurs manières de parier. La plus simple

est de choisir « rouge » ou « noir ». On mise un jeton,

disons sur « rouge ». Si la boule s’arrête sur une case

rouge, on reçoit deux jetons et rien sinon. Lorsque la

bille tombe sur le 0, le casino ramasse les mises de

tous les parieurs. À chaque manche, on gagne (resp.

perd) un jeton avec probabilité
18
37 (resp.

19
37 )·
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Estimation par simulation aléatoire

On s’intéresse à la stratégie suivante. Une per-

sonne relativement raisonnable (si elle l’était com-

plètement, elle ne jouerait pas) se fixe l’objectif

d’arriver à 𝑎 en débutant avec un nombre de je-

tons 𝑥 ⩽ 𝑎 et parie un jeton à chaque manche

jusqu’à posséder 𝑎 ou 0 jetons. Elle arrêtera alors

de jouer. On souhaite évaluer la probabilité qu’elle

sorte du casino avec 𝑎 jetons ainsi que le nombre

moyen de manches nécessaires en fonction de 𝑥.
Ce nombre moyen permet au casino de se faire

une idée du temps que les clients passeront cap-

tifs, à jouer. Pendant qu’ils jouent, ils dépensent

également leur argent dans les nombreuses bou-

tiques et restaurants. Ces établissements tentent

de priver les clients de la notion du temps qui

passe (pas de lumière du jour, pas d’horloges)

pour qu’ils y restent longtemps.

Modélisation du jeu

Soit 𝑎 un entier strictement positif et une suite de

variables aléatoires (𝑌𝑛)𝑛⩾1 indépendantes, de

loi de Bernoulli de paramètre 𝑝 ∈ ]0 ; 1[ (dans le
cas présent, 𝑝 = 18

37)· Ces variables modélisent

les succès et les échecs successifs : le joueur

gagne un jeton à la manche 𝑛 si 𝑌𝑛 = 1 et en

perd 1 si 𝑌𝑛 = 0. Notons 𝑋𝑛 le nombre de je-

tons du joueur après 𝑛 manches. Par hypothèse,

𝑋0 = 𝑥 ∈ {0, 1, … , 𝑎} et, pour 𝑛 ∈ ℕ,

• si 𝑌𝑛+1 = 1, alors 𝑋𝑛+1 = 𝑋𝑛 + 1,
• si 𝑌𝑛+1 = 0, alors 𝑋𝑛+1 = 𝑋𝑛 − 1.

En d’autres termes, 𝑋𝑛+1 = 𝑋𝑛 + 2𝑌𝑛+1 − 1. Le
jeu s’arrête au premier instant 𝑇 où la fortune du

joueur vaut 0 ou 𝑎. Il est défini ainsi :
𝑇 = inf {𝑛 ∈ ℕ 𝑋𝑛 ∈ {0, 𝑎}}.

On veut déterminer, en fonction de la richesse

initiale 𝑥, la probabilité de victoire 𝑣 (obtenir 𝑎
jetons à la fin de la partie) et le nombre moyen de

manches dans la partie 𝑡 :

𝑣(𝑥) = ℙ(𝑋𝑇 = 𝑎) et 𝑡(𝑥) = 𝔼(𝑇).

Simulation

Simulation d’une partie

L’algorithme de simulation, donné ci-dessous, re-

pose sur une boucle du type « Tant que », 𝑋 est la

fortune (en jetons) courante et 𝑐 une variable qui

compte le nombre de manches. Les paramètres

d’entrée sont 𝑥 (la fortune de départ) et 𝑎 (la

fortune recherchée pour s’arrêter).

𝑐 = 0 (compteur pour le nombre de paris)

𝑋 = 𝑥 (nombre de jetons)

Tant que 𝑋 > 0 et 𝑋 < 𝑎
𝑐 = 𝑐 + 1
𝑈=random (nombre aléatoire uniforme dans [0 ; 1])
Si 𝑈 < 18/37 alors 𝑋 = 𝑋 + 1

sinon 𝑋 = 𝑋 − 1
Fin Tant que

Retourner 𝑐 et 𝑋

Après exécution de l’algorithme, 𝑋 est la fortune

finale (0 ou 𝑎) et 𝑐 est le nombre de paris effec-

tués. On peut simuler 𝑛 parties successives en

retenant à chaque fois le résultat et le nombre de

lancers du jeu. Pour la partie 𝑖, on pose 𝑉𝑖 = 1 si

le jeu est gagnant et 𝑉𝑖 = 0 sinon et 𝑇𝑖 le nombre

de manches.

Estimation de la probabilité de gagner

Les variables aléatoires (𝑉𝑖)1⩽𝑖⩽𝑛 sont indépen-

dantes et de loi de Bernoulli de paramètre 𝑣(𝑥)
égal à la probabilité de remporter la partie. La

somme 𝑉1 + 𝑉2 + ⋯ + 𝑉𝑛 suit donc la loi bino-

miale B(𝑛, 𝑣(𝑥)). On peut estimer 𝑣(𝑥) par la

moyenne

𝑣̂𝑛(𝑥) = 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑉𝑖

et donner un intervalle de confiance pour cette

estimation : la probabilité que 𝑣(𝑥) soit dans

l’intervalle

⎡⎢
⎣
𝑣̂𝑛(𝑥) −

2√𝑣̂𝑛(𝑥)(1 − 𝑣̂𝑛(𝑥))
√𝑛

; 𝑣̂𝑛(𝑥) +
2√𝑣̂𝑛(𝑥)(1 − 𝑣̂𝑛(𝑥))

√𝑛
⎤⎥
⎦

est d’environ 95%.
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Estimation par simulation aléatoire

Estimation du nombre moyen de manches dans une partie

Les 𝑛 variables aléatoires (𝑇𝑖)1⩽𝑖⩽𝑛 sont donc indépendantes et de loi inconnue d’espérance 𝑡(𝑥).

On peut estimer 𝑡(𝑥) par ̂𝑡𝑛(𝑥) = 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑇𝑖 et donner un intervalle de confiance pour cette estimation : 𝑡(𝑥)

est dans l’intervalle [ ̂𝑡𝑛(𝑥) − 2𝜎̂𝑛
√𝑛

; ̂𝑡𝑛(𝑥) + 2𝜎̂𝑛
√𝑛

] où 𝜎̂2
𝑛 = 1

𝑛
𝑛

∑
𝑖=1

𝑇2
𝑖 − ⎛⎜

⎝
1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑇𝑖⎞⎟
⎠

2
avec une probabilité

proche de 95%.

Figure 1. Estimation de la probabilité de victoire (à gauche) et du temps moyen de jeu (à droite) avec les intervalles de confiance

avec 𝑎 = 30 pour 10000 parties.

Que peut-on constater sur la courbe? Avec quinze

jetons au départ, la probabilité d’en obtenir trente

avant la ruine est inférieure à 0,3. Pour que cette

probabilité soit de l’ordre de
1
2 , il faut commencer

avec 20 ou 21 jetons.

Expression explicite

Dans ce modèle, il est possible de calculer explici-

tement les fonctions 𝑣 et 𝑡 et cela pour n’importe

quelle probabilité de victoire à chaque manche

𝑝 ∈ ]0 ; 1[ (pas seulement avec 𝑝 = 18
37)·

Théorème

Si la probabilité de gain d’une manche 𝑝 est diffé-

rente de
1
2 et 𝑞 = 1 − 𝑝, on a, pour 𝑥 ∈ {0, 1, … , 𝑎},

𝑣(𝑥) =
( 𝑝

𝑞 )
𝑎−𝑥

− ( 𝑝
𝑞 )

𝑎

1 − ( 𝑝
𝑞 )

𝑎

et

𝑡(𝑥) = − 𝑥
𝑞 − 𝑝 + 𝑎

𝑞 − 𝑝

1 − ( 𝑞
𝑝 )

𝑥

1 − ( 𝑞
𝑝 )

𝑎 ·

Si 𝑝 = 1
2 , on a, pour 𝑥 ∈ {0, 1, … , 𝑎},

𝑣(𝑥) = 𝑥
𝑎 et 𝑡(𝑥) = 𝑥(𝑎 − 𝑥).
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Démonstration : si 𝑥 vaut 0 ou 𝑎, le joueur ne joue pas et
donc 𝑣(0) = 0 et 𝑣(𝑎) = 1 d’une part et 𝑡(0) = 0 et 𝑡(𝑎) = 0.
De plus, si 1 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑎 − 1,

𝑣(𝑥) = 𝑞𝑣(𝑥 − 1) + 𝑝𝑣(𝑥 + 1).

Cette relation s’obtient en raisonnant sur la première partie

jouée lorsque l’on possède initialement 𝑥 jetons. Avec une

probabilité 𝑝, un jeton est gagné et tout se passe alors comme

si un nouveau jeu commençait mais avec 𝑥 + 1 jetons. Sinon,

on perd un jeton et tout se passe cette fois-ci comme si le jeu

commençait avec 𝑥 − 1 jetons.

On raisonne de même pour la durée moyenne de jeu. Si

1 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑎 − 1, on a

𝑡(𝑥) = 1 + 𝑞𝑡(𝑥 − 1) + 𝑝𝑡(𝑥 + 1).

Après une partie (d’où le 1 ci-dessus), tout se passe comme si

une partie commençait avec 𝑥 + 1 jetons avec probabilité 𝑝
et avec 𝑥 − 1 jetons avec probabilité 𝑞.

On obtient alors des systèmes d’équations à résoudre. C’est un

peu pénible dans le cas général mais plus simple lorsque 𝑝 = 1
2 ·

Dans ce cas particulier, 𝑣(𝑥+1)−𝑣(𝑥) = 𝑣(𝑥)−𝑣(𝑥−1) pour

tout 1 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑎 − 1. En d’autres termes, les accroissements de

la fonction 𝑣 sont constants. Elle est donc affine. Les condi-

tions 𝑣(0) = 0 et 𝑣(𝑎) = 1 permettent de conclure. �

Estimer une valeur… et l’erreur

en même temps !

Rappelons ici les principes essentiels de l’esti-

mation d’une probabilité et plus généralement

de l’espérance d’une variable aléatoire. La loi

des grands nombres et le théorème limite cen-

tral (et ses raffinements dans les détails desquels

nous n’entrons pas ici) fournissent dans le même

temps une valeur approchée et une estimation

très simple de l’erreur commise.

Estimation d’une probabilité

Soit 𝑝 ∈ ]0 ; 1[ et (𝑋𝑖)1⩽𝑖⩽𝑛 des variables aléa-

toires indépendantes de même loi de Bernoulli

de paramètre 𝑝. On peut alors estimer 𝑝 par la

proportion de « 1 » parmi les 𝑛 résultats :

𝑝̂𝑛 = 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑖.

Figure 2. Estimation d’une probabilité, ici 𝑝 = 0,3, par 𝑝̂𝑛 en

fonction de 𝑛 = 1, … ,10000.

Une valeur approchée ne vaut rien sans estima-

tion de l’erreur commise. Le théorème central

limite et ses corollaires (non abordés au lycée)

assurent que, pour tous réels 𝑎 < 𝑏,

ℙ ⎛⎜⎜
⎝

𝑎 ⩽ √𝑛
√𝑝̂𝑛(1 − 𝑝̂𝑛)

(𝑝̂𝑛 − 𝑝) ⩽ 𝑏⎞⎟⎟
⎠

−−−→
𝑛→∞

∫
𝑏

𝑎

e− 𝑥2
2

√2π
d𝑥.

En choisissant 𝑎 = −2 et 𝑏 = 2, l’intégrale de

droite (que l’on ne sait pas calculer exactement

mais dont on a une valeur approchée aussi précise

que l’on veut) vaut à peu près 0,95. On peut alors

interpréter le résultat ci-dessus ainsi :

𝑝 ∈ ⎡⎢
⎣
𝑝̂𝑛 − 2

√𝑝̂𝑛(1 − 𝑝̂𝑛)
√𝑛

, 𝑝̂𝑛 + 2
√𝑝̂𝑛(1 − 𝑝̂𝑛)

√𝑛
⎤⎥
⎦

avec une probabilité proche de 0,95.

Cet intervalle est appelé intervalle de confiance pour

la probabilité 𝑝. Ses bornes ne dépendent que des
variables aléatoires (ou des simulations ou obser-

vations). Cette notion ne figure pas dans les pro-

grammes de mathématiques du lycée bien qu’elle

soit extrêmement puissante.

Remarque

Donner un intervalle qui ne dépend que des

observations et qui contient la probabilité 𝑝 in-

connue avec une probabilité donnée est extrê-

mement simple (le choix d’une probabilité de

confiance de 95% étant arbitraire). En revanche,
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Estimation par simulation aléatoire

l’amplitude de l’intervalle est majorée par
2

√𝑛
(puisque 2√𝑝̂𝑛(1 − 𝑝̂𝑛) est inférieur à 1). Ceci im-

plique notamment que doubler la précision, c’est-

à-dire diviser la longueur de l’intervalle par deux,

demande de multiplier 𝑛 par 4.

Estimation d’une espérance

Plus généralement, si l’on interprète une quan-

tité inconnue 𝑚 comme l’espérance d’une va-

riable aléatoire 𝑋 (c’est-à-dire comme sa valeur

moyenne), on peut estimer 𝑚 à l’aide de réalisa-

tions indépendantes (𝑋𝑖)1⩽𝑖⩽𝑛 de même loi que

𝑋 par

𝑚̂𝑛 = 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑖.

On peut également estimer l’écart-type de 𝑋 par

𝜎̂𝑛 =
√
√√
⎷

1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋2
𝑖 − (𝑚̂𝑛)2.

On obtient alors un résultat similaire au cas de

l’estimation d’une probabilité :

𝑚 ∈ [𝑚̂𝑛 − 2𝜎̂𝑛
√𝑛

, 𝑚̂𝑛 + 2𝜎̂𝑛
√𝑛

]

avec une probabilité proche de 0,95.

Ce résultat n’est valable que si la variable aléa-

toire 𝑋 est de carré intégrable. C’est toujours le

cas pour des variables bornées et de toutes celles

que nous avons croisées dans cet article.

Conclusion

À travers ces jeux de hasard familiers et assez

simples pour que la simulation soit accessible à

des élèves de lycée, cet article illustre l’efficacité

et la robustesse de l’estimation probabiliste de

grandeurs déterministes (probabilité, espérance,

variance, etc.).

Ces techniques peuvent être employées dès qu’une

grandeur d’intérêt s’interprète comme l’espérance

d’une certaine variable aléatoire. C’est notamment

le cas des intégrales qui sont très souvent impos-

sibles à calculer explicitement et difficiles à estimer

par des méthodes déterministes lorsqu’elles sont à

plusieurs variables.

Ces approches probabilistes, connues sous le nom

de méthodes de Monte-Carlo, sont omniprésentes

dans les mathématiques appliquées, notamment

en biologie, en météorologie ou en informatique.
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