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Couper un gâteau entre 𝑛 + {−1, 0, 1} convives
Couper un gâteau entre

𝑛 + {−1, 0, 1} convives
Quand le nombre de convives est connu à plus ou moins

un près, comment pré-découper intelligemment le gâ-

teau de sorte qu’aucun ne soit lésé? Petit tour d’horizon

de ce problème de combinatoire extrémale.

Roger Mansuy

.................... SQUARE ....................

Introduction

Pour l’anniversaire de mon épouse, j’ai fait un

gâteau et invité un couple de vieux amis, mais

j’ai oublié de leur demander si leurs deux ados

venaient : on sera donc 4, 5 ou 6 autour de la

table. Je souhaite couper le gâteau avant l’arri-

vée des invités et que l’on puisse partager équi-

tablement la totalité du gâteau peu importe le

nombre que nous serons. Il faut donc que les

parts pré-découpées puissent être réparties en

quatre portions égales (d’un quart de gâteau), en

cinq portions égales (d’un cinquième de gâteau)

ou encore en six portions égales (d’un sixième

de gâteau). Comment découper le gâteau en

respectant cette contrainte?

Une première idée consiste à couper le gâteau en

soixante parts de même taille : si l’on est quatre

autour de la table, chacun prend 15 parts et dis-

pose alors donc de la proportion
15
60 = 1

4 du gâ-

teau ; si l’on est cinq, chacun prend 12 parts ; si

l’on est six, chacun prend 10 parts. On dispose

donc d’une « solution » au sens mathématique

même si le nombre élevé de parts la rend peu

envisageable en réalité.

Il existe des découpages plus « économes ». Par

exemple, on peut vérifier qu’il est également pos-

sible de résoudre le problème avec seulement

onze parts de tailles respectives
10
60 ,

9
60 ,

8
60 ,

7
60 ,

6
60 ,

5
60 ,

5
60 ,

4
60 ,

3
60 ,

2
60 et

1
60 , c’est-à-dire

comme sur le schéma suivant.

• Si l’on est 4, on se répartit les parts de la façon

suivante :
10
60 + 5

60 ,
9

60 + 6
60 ,

8
60 + 7

60 ,
5

60 + 4
60 + 3

60 + 2
60 + 1

60·

• Si l’on est 5, on se répartit les parts de la

façon suivante :
10
60 + 2

60 ,
9

60 + 3
60 ,

8
60 + 4

60 ,
7

60 + 5
60 ,

6
60 + 5

60 + 1
60·

• Si l’on est 6, on se répartit les parts de la fa-

çon suivante :
10
60 ,

9
60 + 1

60 ,
8

60 + 2
60 ,

7
60 + 3

60 ,
6

60 + 4
60 ,

5
60 + 5

60 ·

On peut alors se demander s’il est possible de

couper encore moins de parts en respectant la

contrainte de partage équitable entre 4, 5 et 6
personnes. Plus généralement, on va chercher à

résoudre le problème suivant :

Problème. Pour tout entier 𝑛 ⩾ 2, notons 𝑢𝑛 le

nombre minimal de parts d’un découpage d’un
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Couper un gâteau entre 𝑛 + {−1, 0, 1} convives

gâteau tel que l’on puisse partager équitablement

le gâteau que l’on soit 𝑛 − 1, 𝑛 ou 𝑛 + 1 convives.

Que dire de 𝑢𝑛 ?

Cette introduction a permis de montrer que

𝑢5 ⩽ 11 mais pas de calculer 𝑢5.

Différentes estimations de 𝑢𝑛

Étude pour de petites valeurs de 𝑛

Commençons par calculer 𝑢𝑛 pour de petites

valeurs de 𝑛.

Cas 𝑛 = 2

Pour 𝑛 = 2, c’est-à-dire la situation avec 1, 2 ou

3 convives, on vérifie immédiatement que 𝑢2 ⩾ 3
car il faut au moins trois parts pour pouvoir ser-

vir le gâteau lorsqu’il y a trois convives. Ensuite,

on remarque que s’il existait un découpage en

trois parts qui satisfasse notre problème, alors

ces parts seraient de taille
1
3 et qu’il ne serait pas

possible de les répartir équitablement entre deux

convives. Ainsi, 𝑢2 ⩾ 4.

Par ailleurs, on vérifie (relativement facilement) que

le découpage en quatre parts de tailles respectives
2
6 ,

2
6 ,

1
6 et

1
6 satisfait notre contrainte.

Ainsi, 𝑢2 ⩽ 4 et, par double-inégalité, 𝑢2 = 4.

Cas 𝑛 = 3

Pour 𝑛 = 3, c’est-à-dire la situation avec 2, 3 ou

4 convives, montrons que 𝑢3 = 6 de nouveau

en deux étapes : l’une de minoration, l’autre de

majoration.

Démonstration :

• Dans un premier temps, raisonnons par l’absurde. Remar-

quons que, si l’on peut trouver un découpage qui convient

avec strictement moins de 6 parts, alors il existe un dé-

coupage qui convient avec 5 parts : en effet, si on a

un découpage avec 4 parts, il suffit de redécouper l’une

des parts en deux morceaux pour avoir un découpage

qui convient en 5 parts (en attribuant les deux nouveaux

morceaux toujours ensemble). Pour le raisonnement par

l’absurde, on est donc ramené à étudier le seul cas d’un

découpage du gâteau en 5 parts que l’on peut répartir

équitablement entre 2, 3 ou 4 personnes.

Pour un tel découpage, lorsque l’on partage le gâteau entre

4 personnes, l’une reçoit deux parts et les autres en ont une

seule : il y a donc 3 parts de taille
1
4 et 2 parts de taille infé-

rieure (dont la somme des tailles est
1
4 ). Mais alors, quand

on partage le gâteau entre 3 personnes, aucune ne peut

avoir deux parts de taille
1
4 car cela excéderait la portion qui

doit être reçue dans un partage équitable (
1
4 + 1

4 = 1
2 > 1

3 ) ;

ainsi, chacun doit recevoir une part de taille
1
4 mais un des

trois convives ne pourra pas avoir d’autre part puisqu’il n’en

reste que deux et donc se contentera d’un quart du gâteau

ce qui contredit le caractère équitable du partage. On a

ainsi établi que 𝑢3 > 5, soit 𝑢3 ⩾ 6.

• Dans un second temps, remarquons que le découpage suivant
3

12 ,
3

12 ,
2

12 ,
2

12 ,
1

12 et
1

12 (illustré ci-dessous) permet de

partager le gâteau entre 2, 3 ou 4 convives. En conclusion,

𝑢3 ⩽ 6, et puis, par double inégalité, 𝑢3 = 6.

�

Cas 𝑛 = 4, 𝑛 = 5, 𝑛 = 6, etc.

Un raisonnement analogue à ceux des paragraphes

précédents donne 𝑢4 = 9 (un découpage admis-

sible est
12
60 ,

12
60 ,

10
60 ,

8
60 ,

7
60 ,

5
60 ,

3
60 ,

2
60 et

1
60 )

puis 𝑢5 = 11 (le découpage de l’introduction est

donc minimal). En s’armant de patience (voire d’un

outil informatique), on peut aller plus loin et obtenir

les résultats récapitulés par ce tableau :

𝑛 2 3 4 5 6 7

𝑢𝑛 4 6 9 11 13 15
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Couper un gâteau entre 𝑛 + {−1, 0, 1} convives

Il n’y a pas de formule simple pour exprimer 𝑢𝑛
en fonction de 𝑛, aussi va-t-on chercher à estimer

cette quantité.

Minoration de 𝑢𝑛

Commençons par une minoration élémentaire

(dont nous verrons plus loin qu’elle a le « bon »

ordre de grandeur).

Proposition

Pour tout 𝑛 ⩾ 2, 𝑢𝑛 ⩾ 2𝑛.

Démonstration : Si, lorsque l’on partage entre 𝑛 convives,

un convive n’obtient qu’une part, alors cette part mesure
1
𝑛 ;

cette « grosse » part empêcherait de partager équitablement

le gâteau entre 𝑛 + 1 convives car
1
𝑛 > 1

𝑛 + 1 .

Ainsi, dans un partage acceptable entre 𝑛 convives, chacun

reçoit au moins 2 parts, et donc 𝑢𝑛 ⩾ 2𝑛. �

Majoration de 𝑢𝑛

Pour obtenir une majoration, il suffit d’obtenir un

découpage qui convient et pour cela on utilise

simultanément plusieurs découpages réguliers.

Proposition

Pour tout 𝑛 ⩾ 2, 𝑢𝑛 ⩽ 3𝑛 − 2.

Démonstration : Construisons des polygones réguliers à

𝑛 − 1, 𝑛 et 𝑛 + 1 sommets, ayant un sommet commun.

Voici l’illustration du tracé pour 𝑛 = 12 avec le sommet com-

mun (en noir), les sommets du 11-gone (en bleu), du 12-gone
(en vert) et du 13-gone (en orange) :

Les segments reliant ces sommets au centre fournissent un dé-

coupage admissible : en effet, pour un nombre 𝑚 de convives,

𝑚 appartenant à {𝑛 − 1, 𝑛, 𝑛 + 1}, on attribue à chacun la por-

tion qui correspond aux parts comprises entre deux segments

joignant le centre à deux sommets consécutifs du 𝑚-gone.

Comme il y a (au plus) (𝑛 − 1) + 𝑛 + (𝑛 + 1) − 2 = 3𝑛 − 2 som-

mets (en tenant compte du fait que le sommet commun aux

trois polygones est compté trois fois), ce découpage admissible

comporte (au plus) 3𝑛 − 2 parts, et donc 𝑢𝑛 ⩽ 3𝑛 − 2. �

En reprenant cet argument et en remarquant que,

dans le cas 𝑛 impair, les (𝑛 − 1) et (𝑛 + 1)-gones
ont un autre point en commun (diamétralement

opposé au point commun), on obtient la variante

suivante.

Proposition

Pour tout 𝑛 ⩾ 2 impair, 𝑢𝑛 ⩽ 3𝑛 − 3.

Équivalent de 𝑢𝑛

On cherche maintenant à obtenir un résultat plus

fin qui donne en particulier l’équivalent asymp-

totique 𝑢𝑛 ∼ 2𝑛 (en réalité le développement

𝑢𝑛 = 2𝑛 + 𝑂(√𝑛) si on souhaite être plus précis).

Proposition

Pour tout 𝑛 ⩾ 2, 𝑢𝑛 ⩽ 2𝑛 + 4√𝑛.

L’idée générale consiste à partager intelligem-

ment une majorité du gâteau puis à gérer de

manière plus frustre le reliquat.

Démonstration : Notons 𝑚 la partie entière de √𝑛.

Pour tous 𝑖 et 𝑗 entre 1 et 𝑚, taillons des parts de taille

𝑎𝑖,𝑗 = 1
2𝑛 + 𝑖 − 1

(𝑛 − 1)𝑛 + 𝑗 − 1
𝑛(𝑛 + 1) , puis 𝑏𝑖,𝑗 = 1

𝑛 − 𝑎𝑖,𝑗.

▷ Pour tous 𝑖 et 𝑗 entre 1 et 𝑚, 𝑎𝑖,𝑗 + 𝑏𝑖,𝑗 = 1
𝑛 · On a ainsi

une manière de faire 𝑚2 portions (avec pour chacune deux

parts de taille 𝑎𝑖,𝑗 et 𝑏𝑖,𝑗 respectivement) de taille totale
1
𝑛 ·

Comme il en faut 𝑛 pour partager le gâteau entre 𝑛 convives,

il suffit de couper le reste du gâteau en 𝑛 − 𝑚2 parts égales.

▷ Pour tout 𝑖 inférieur ou égal à 𝑚 − 1 et tout 𝑗, on calcule

𝑎𝑖+1,𝑗 + 𝑏𝑖,𝑗 = 1
(𝑛 − 1)𝑛 + 𝑎𝑖,𝑗 + 𝑏𝑖,𝑗

= 1
(𝑛 − 1)𝑛 + 1

𝑛

= 1
𝑛 − 1 ·

On a ainsi une façon de faire (𝑚 − 1)𝑚 portions (chacune

avec deux parts) de taille totale
1

𝑛 − 1 . Il en faut 𝑛 − 1 pour

partager le gâteau entre 𝑛−1 convives. Il suffit de (re-)couper

le reste du gâteau en (𝑛 − 1) − (𝑚 − 1)𝑚 parts égales.
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Couper un gâteau entre 𝑛 + {−1, 0, 1} convives

▷ Pour tout 𝑗 inférieur ou égal à 𝑚 − 1 et tout 𝑖, on calcule

𝑎𝑖,𝑗 + 𝑏𝑖,𝑗+1 = − 1
𝑛(𝑛 + 1) + 𝑎𝑖,𝑗+1 + 𝑏𝑖,𝑗+1

= − 1
𝑛(𝑛 + 1) + 1

𝑛

= 1
𝑛 + 1 ·

On a ainsi une façon de faire (𝑚 − 1)𝑚 portions (avec deux

parts chacune) de taille
1

𝑛 + 1 · Il en faut 𝑛+1 pour partager

le gâteau entre 𝑛 + 1 convives. Il suffit de (re-)couper le

reste du gâteau en (𝑛 + 1) − (𝑚 − 1)𝑚 parts égales.

▷ Avec cette stratégie, on obtient au plus 2𝑚2+(𝑛−𝑚2)+((𝑛−
1)−(𝑚−1)𝑚)+((𝑛+1)−(𝑚−1)𝑚) parts, soit 3𝑛−𝑚2+2𝑚
après simplifications.

Il reste maintenant à faire un peu d’analyse pour estimer cette

quantité : comme par définition de la partie entière, on dispose

de l’encadrement √𝑛−1 < 𝑚 ⩽ √𝑛, on obtient successivement :

𝑢𝑛 ⩽ 3𝑛 − 𝑚2 + 2𝑚

⩽ 3𝑛 − (√𝑛 − 1)2 + 2√𝑛

⩽ 2𝑛 + 4√𝑛 − 1

⩽ 2𝑛 + 4√𝑛.

�

Dans la preuve précédente, on a délibérément

omis (pour alléger le propos) la vérification que

𝑏𝑖,𝑗 ⩾ 0 pour tous 𝑖 et 𝑗.

Une variante plus « simple »

Considérons un autre problème de découpage de

gâteau.

Problème. Pour tous entiers 𝑚 et 𝑛 ⩾ 2, notons
𝑣𝑚,𝑛 le nombre minimal de parts d’une découpe

d’un gâteau telle que l’on puisse se partager équi-

tablement le gâteau que l’on soit 𝑚 ou 𝑛 convives.

Que dire de 𝑣𝑚,𝑛 ?

Pour ce problème, on dispose d’une formule ex-

plicite exprimant 𝑣𝑚,𝑛 à partir de 𝑚, 𝑛 et 𝑚 ∧ 𝑛,
le pgcd de 𝑚 et 𝑛.

Théorème

Pour tous entiers 𝑚 et 𝑛 ⩾ 2,

𝑣𝑚,𝑛 = 𝑚 + 𝑛 − 𝑚 ∧ 𝑛.

Fixons 𝑚 et 𝑛 des entiers supérieurs ou égaux à

2 et montrons le résultat en deux étapes : une

majoration et une minoration.

Majoration de 𝑣𝑚,𝑛

Montrons tout d’abord la majoration

𝑣𝑚,𝑛 ⩽ 𝑚 + 𝑛 − 𝑚 ∧ 𝑛.

Démonstration : Il suffit d’exhiber un découpage qui satisfait

la contrainte.

Considérons un 𝑚-gone régulier et un 𝑛-gone régulier parta-

geant un sommet ; comme ils admettent 𝑚 ∧ 𝑛 sommets com-

muns, la figure obtenue comporte 𝑚+𝑛−𝑚∧𝑛 sommets ; cela

fournit un découpage admissible à 𝑚 + 𝑛 − 𝑚 ∧ 𝑛 parts.

Voici une illustration avec 𝑚 = 8 et 𝑛 = 12 (et donc 𝑚∧𝑛 = 4)

en notant en bleu les sommets de l’octogone, en rouge les

sommets du dodécagone et, donc, en violet les sommets com-

muns aux deux : �

seulement 8-gone

seulement 12-gone

8-gone et 12-gone

Minoration de 𝑣𝑚,𝑛

Pour la minoration 𝑣𝑚,𝑛 ⩾ 𝑚+𝑛−𝑚∧𝑛, on associe
un graphe à chaque découpage admissible :

• 𝑚 sommets représentent les portions lors du

découpage équitable pour 𝑚 convives,

• 𝑛 sommets représentent les portions lors du

découpage équitable pour 𝑛 convives,

• une arête joint deux sommets si une part appar-

tient aux deux portions associées aux sommets.

Par construction, dans ce graphe, le nombre

d’arêtes est le nombre de parts du découpage.

Détaillons quelques exemples pour comprendre

cette construction.

Exemple. Pour 𝑚 = 5, 𝑛 = 6 et le découpage

en onze parts de tailles respectives
10
60 ,

9
60 ,

8
60 ,

7
60 ,

6
60 ,

5
60 ,

5
60 ,

4
60 ,

3
60 ,

2
60 et

1
60 , on sait distri-

buer les parts pour être équitable entre 5 convives

puis distribuer les parts pour être équitable entre

6 convives.
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Couper un gâteau entre 𝑛 + {−1, 0, 1} convives

Sur le dessin suivant, on a numéroté les parts de

1 à 11, représenté les portions dans le partage

entre 5 personnes par des sommets bleus et les

portions dans le partage entre 6 personnes par

des sommets rouges.

{5,6,11}

{4,7}

{3,8}

{2,9}

{1,10}

{6,7}

{5,8}

{4,9}

{3,10}

{2,11}

{1}

1

2

3

4

5

6 7

8

9

10
11

Exemple. Pour 𝑚 = 4, 𝑛 = 6 et le découpage
1
6 ,

1
6 ,

1
6 ,

1
6 ,

1
12 ,

1
12 ,

1
12 et

1
12 , on obtient le graphe

suivant en gardant les mêmes conventions que

précédemment

{7,8}

{5,6}

{3,4}

{1,2}

{8}

{6,7}

{5}

{4}

{2,3}

{1}

1

23

4

5

6 7

8

Rappelons un résultat sur les graphes connexes.

Proposition

Un graphe connexe à 𝑠 sommets admet au moins

𝑠 − 1 arêtes.

Passons maintenant à la démonstration de la

minoration.

Démonstration : Considérons une composante connexe du

graphe associé au découpage qui comporte 𝑎 sommets de la

partition en 𝑚 parts et 𝑏 sommets de la partition en 𝑛 parts.

Comme chaque sommet de la partition en 𝑚 parts correspond

à une portion de
1
𝑚 du gâteau et que chaque sommet de la

partition en 𝑛 parts correspond à une portion de
1
𝑛 du gâteau,

la « conservation du gâteau » dans cette composante connexe

donne la relation

𝑎 × 1
𝑚 = 𝑏 × 1

𝑛 ,

soit 𝑎𝑛 = 𝑏𝑚.

En notant 𝑑 = 𝑚 ∧ 𝑛, 𝑚 = 𝑑𝑚′ et 𝑛 = 𝑑𝑛′, on a 𝑎𝑛′ = 𝑏𝑚′.
Ainsi, d’après le lemme de Gauss, 𝑛′ divise 𝑏, puis

𝑏 ⩾ 𝑛′ = 𝑛
𝑚 ∧ 𝑛 ·

Ainsi, il y a au moins
𝑛

𝑚 ∧ 𝑛 sommets (de la deuxième caté-

gorie) dans chaque composante connexe et 𝑛 sommets (de la

deuxième catégorie) au total, il y a au plus 𝑚∧𝑛 composantes

connexes.

En appliquant le résultat rappelé sur les graphes connexes à

chacune des composantes connexes du graphe associé à un

découpage, on obtient que son nombre d’arêtes est au moins

égal au nombre de sommets (qui est 𝑚 + 𝑛) moins le nombre

de composantes connexes (qui est au plus 𝑚 ∧ 𝑛 d’après le

calcul ci-dessus). Ainsi, le nombre d’arêtes est supérieur ou

égal à

𝑚 + 𝑛 − 𝑚 ∧ 𝑛.

En conclusion, le nombre de parts d’un découpage qui satisfait

la contrainte est supérieur ou égal à 𝑚 + 𝑛 − 𝑚 ∧ 𝑛. �

Relions cette démonstration à notre problème

initial.

Remarque. Tautologiquement, on remarque que

si un découpage du gâteau permet un partage

équitable entre 𝑛 − 1, 𝑛 ou 𝑛 + 1 convives, alors

il permet aussi un partage équitable entre 𝑛 et

𝑛 + 1 convives. Par conséquent, 𝑢𝑛 ⩾ 𝑣𝑛,𝑛+1 = 2𝑛
et l’on retrouve une minoration de 𝑢𝑛 qui avait

été obtenue sans passer par les graphes.

En étudiant de plus près le graphe associé à un dé-

coupage en 2𝑛 parts construit comme précédem-

ment à partir des répartitions entre 𝑛 convives

et 𝑛 + 1 convives et en remarquant que dans ce

cas il s’agit d’un arbre, on obtient d’abord des

informations sur la taille des parts puis qu’un tel

découpage est impossible pour 𝑛 ⩾ 3 et donc que

𝑢𝑛 ⩾ 2𝑛 + 1.

Conclusion

Comme beaucoup de problèmes de combinatoire

extrémale, c’est-à-dire des problèmes où l’on

cherche à déterminer la taille d’un objet réalisant

un minimum parmi une collection finie d’objets

(ici un plus petit découpage d’un gâteau satis-

faisant les conditions de partage), l’estimation

précise de 𝑢𝑛 est un problème très difficile.
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Couper un gâteau entre 𝑛 + {−1, 0, 1} convives

Si, dans ce texte, on a établi que 𝑢𝑛 ∼ 2𝑛, on
conjecture que la quantité 𝑢𝑛 − 2𝑛 est de l’ordre

de grandeur asymptotique de √𝑛 mais les argu-

ments pour justifier des estimations plus fines

sortent du cadre élémentaire de ce court texte.

Référence

Ce texte reprend les notes d’une intervention lors

des journées de l’APMEP au Havre en 2024 ; sa

principale source est le fil de discussion suivant

sur le forum Mathoverflow. Youtube.
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