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Du mot a la lettre :

x n’est pas la chose

L'algébre : des x, des x? et des y ? C’est bien plus que
cela, évidemment, mais ces lettres si familiéres a nos
yeux sont I’'aboutissement d’une longue histoire d’écri-
tures que nous conte Marie-Line Moureau. Suivons donc
les traces des x et de leurs exposants!

Marie-Line Moureau

Comme le montre le sous-titre du fil rouge de
ce numéro d’Au fil des maths (« Et si vous nous
parliez de x et de y? »), I’algebre est bien sou-
vent assimilée a l'utilisation de lettres. Or elle
ne peut étre réduite a l'utilisation d’un symbo-
lisme, méme si 1’élaboration de celui-ci a indénia-
blement participé a son développement. Dans son
Kitab al-mukhtasar fi hisab al-jabr wa-I-muqabala
(traduit par Abrégé du calcul par la restauration
et la comparaison), le savant Al-Khwarizmi (vers
830) n’utilise ni symbole, ni abréviation, tout y
est dit en mots; pour autant, selon I'historien des
sciences Ahmed Djebbar, c’est « l'acte de nais-
sance officiel de I’algébre en tant que discipline
avec, a la fois, un nom, des objets, des outils,
des algorithmes et des domaines d’application ».
Al-Khwarizmi répertorie et étudie les six types
de relations que I’on peut établir entre les « di-
rhams » (les nombres), les « biens » (les carrés)
et les « choses » ou « racines du bien » (les cOtés
des carrés). Ainsi s’intéresse-t-il a des relations du
type « un bien et des choses égalent des dirhams »
ou bien « des racines égalent des biens ». Les x
et x2 ne sont apparus que des siécles plus tard,
pensés, conceptualisés par des générations de
mathématiciens empruntant des chemins plus ou
moins fertiles. Cet article veut mettre en lumiére
quelques étapes du xvie siecle.

Des mots, rien que des mots

Les biens (en arabe mal), les racines (gizr) et les
choses (say) ont traversé la Méditerranée. Arrivés

en Europe, ils sont traduits en langues vernacu-
laires ou en latin. On rencontre ainsi pour say : res
ou cosa, abrégée en cos voire co chez les mathéma-
ticiens italiens Luca Pacioli ou Jéréme Cardan, bien
que celui-ci utilise aussi pos, abréviation de positio
dans son Ars magna de 1545. On trouve également
radix, pour racine. Les biens sont devenus census.
Le cens étant un impot d{ au seigneur par tout pro-
priétaire terrien, le carré serait « le revenu obtenu
apres multiplication de la racine par elle-méme »,
c’est du moins I’explication donnée par Jacques
Peletier dans son traité d’algebre de 1577 [1]..

Des symboles

En 1525, Christoff Rudolff publie un livre d’al-
gebre dont le titre Behend und hiibsch Rechnung
durch die kunstreichen regeln Algebre so gemein-
cklich die Coss genent werdenEl est souvent sim-
plifié en Die Coss, (littéralement La Chose). Il y
présente différentes abréviations dont la plus cé-
lebre + pour indiquer une racine carrée. Mais Ru-
dolff propose aussi le signe 2, pour la racine (au
sens de « chose ») et le signe ¥ pour census, il
ajoute g@ pour cubus. Il est a peu pres certain pour
les historiens que ces notations sont un arbitrage
entre les souhaits de I’auteur d’assembler les pre-
miere et derniére lettres des mots, et les signes ty-
pographiques disponibles chez I'imprimeur. Elles
sont adoptées par un certain nombre de mathé-
maticiens que 'on dira pour cela « cossistes ». Au
méme moment, d’autres mathématiciens optent
pour les initiales des mots latins : N, R, Q et C

1. Calcul agile et gracieux grace aux regles astucieuses de I’algébre communément appelée la Coss.
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(numerus, radix, quadratus et cubus). Guillaume
Gosselin (1577) préfere le mot latus (c6té) a radix
et le R est donc remplacé par L. Ces mots « cOté »,
« carré », « cube » montrent bien qu’il ne s’agit pas
encore d’une variable que 1'on éleve a diverses
puissances, mais d’objets géométriques. D’ailleurs
les démonstrations des différents algorithmes se
fondent le plus souvent, comme chez Al-Khwarizmi,
sur des configurations géométriques, complétions
et décompositions de carrés ou de cubes.

Mais l'algébre enseigne comment manipuler les
expressions algébriques et en particulier comment
les multiplier entre elles, ce qui fait apparaitre des
exposants supérieurs a 3. Or aucun objet géomé-
trique, donc aucun mot, ne correspond a une puis-
sance 4, 5, 6 ou plus encore. A partir des carrés
et des cubes, il s’agira donc de désigner ces puis-
sances supérieures au-dela du monde géométrique.

3 = x5 permet de

Notre notation actuelle x2 x x
rendre compte a la fois du caractére multiplicatif
(produit de deux puissances d’'un méme nombre) et
du caractere additif (somme des exposants). Com-
ment au xvi© siecle traduire dans 1’écriture ces
deux opérations mathématiques ici entremélées ?
Dans la tradition de Diophante (111¢ siecle) dont
les Arithmétiques viennent d’étre redécouvertes,
des mathématiciens comme Guillaume Xylander
(1575) privilégient le caractere additif, pour eux
QC (carré + cube) désigne donc la puissance 5.
Mais la plupart des mathématiciens choisissent
de privilégier le caractere multiplicatif, ainsi QC
ou 2¢¥ correspond pour eux a la puissance 6. Il
est clair que ce deuxiéme choix ne permet pas de
régler le cas des exposants premiers comme 5 et
7. Les cossistes introduisent un nouveau symbole
ﬁ pour 5, qui serait les deux s accolés de surso-
lide, « au-dela du solide », traduction d’un mot
déja utilisé par les mathématiciens arabes, bf est
le deuxieme sursolide (pour puissance 7), Cﬁ le
troisiéme (pour puissance 11).

Michel Stifel, qui fit connaitre et prolongea
1’ceuvre de Rudolff, donne, dans son Arithmetica
Integra de 1544 p. 235], la liste suivanteEl:

 Hzceftigiturprogrefiio coffica.ferens
denominationes numerori coflicoram, -

o120 1% 1R 13%s 18130 DR, 123%01 CoRL 13 1R 13%0R
1R, 13bR. 1c2h. 1233, Etfic deincepsininfinitam..

Figure 1. Les notations cossistes chez Stifel (1544).

Traduction de la phrase d’introduction : « Il s’agit
donc d’une progression cossique, portant les dé-
nominations de nombres cossiques » et de celle
de conclusion : « Et ainsi de suite a I'infini. »

Stifel établit explicitement le lien entre la progres-
sion arithmétique de ce qu’il appelle les exponens :
0, 1, 2, etc. et la progression géométrique des
nombres cossiques. Ceux-ci commencent avec 1
et les exponens avec 0, ce qui est une audace car 0
n’est pas encore considéré comme un nombre.
Cette correspondance facilite le calcul du produit
de deux nombres cossiques, puisqu’il suffit d’ad-
ditionner les exponens puis d’alller chercher le
nombre cossique correspondant dans ce tableau.

O To Do 30" H s 602 el
Po 120, 1% 1% 13% 16, 132, (DR,

Figure 2. Les exposants chez Stifel (1544).

Mais des tableaux de ce genre, établissant la cor-
respondance entre les rangs des termes et leurs
désignations, se trouvent dans de tres nombreux
traités, avec ou sans exemple numérique.

Par exemple Jacques Peletier expose un tableau
similaire dans son Algébre de 1554 [1]].

&% 2,3 4 5 6 7, 8 9 10
L B 6 566 5 ¢ b, oo, ¢fSs
L 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, §12, 1024,
1I, 12, 13, 14, 15, 16.
9% ggs dfs ¢bR o, gege
2048, 4096, 8192, 16384,3:.768, 65536.

Figure 3. Les notations chez Peletier (1554).

Il a ajouté une troisiéme ligne donnant ce qu'il
appelle la « progression double » (béatie sur le
nombre 2) et le nombre 65536 est donc, dit-il,
censicensicensicensique. Il ajoute que « le mot est

2. On peut noter ICgR pour la puissance 9, la ou on attendrait un 1gR¢R.
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rude, il suffit qu’il soit signifiant. Car c’est beau-
coup d’avoir trouvé nom a choses si inusitées et
si peu pratiquées ».

Ou des chiffres

Toujours au xvie siécle, deux mathématiciens font
des choix différents, optant pour une notation
chiffrée, gardant trace seulement du rang.

Raphaél Bombelli en 1572, dans ['Algéebra Parte
Maggiore Dell’arimetica [3]], écrit les rangs (les
valeurs) au-dessus d’'un arc de cercle, tout en gar-
dant des dénominations concretes (les dignités), il
donne dans l'extrait ci-dessous « les noms des di-
gnités et la forme de leurs abréviations ». On voit
que tanto et potenza remplacent racine et carré,
tandis que chacune des puissances 5, 7 et 11 est
un relato, numéroté selon ’ordre d’apparition :
primo relato, secondo relato, terzo relato.

Nomi delle dz‘guit&’, ¢ formadelle loro abbresiature

Tanto .

Potenza *.

Cubo 3.

Potenza di potenza 4.

Primorelato 5.

Potenzacuba, o cubodipotenzs €

Secondorelato 7.

Potenza di potenzadi potenza 8.

Cubodicubo _

Potenza dcl pur’:m lato 0.

Terzorelato

Cubodi potenza di potenza
Figure 4. Les notations chez Bombelli (1572).

E

Ces « valeurs » sont écrites sur la méme ligne
que le reste du texte, mais sont placées au-dessus
dans les calculs. Par exemple, page 213, pour ex-
poser ce qui pour nous serait : « le produit de 4x
par 6x + 8 donne 24x2 + 32, il écrit :

Moltiplichifi 4 * via6 1 p.8. fard 24 2 p. 32,84

Figure 5. Un produit en ligne chez Bombelli.

Tout est situé sur la méme ligne avec, c’est a noter,
I'utilisation de p. pour marquer 1’addition, 1'usage

des signes + et — n’étant pas encore généralisé.
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Mais, page suivante, Bombelli présente la multi-
plication de 6x + 2 par lui-méme : les exposants
sont écrits au-dessus des coefficients :

Figure 6. Un produit posé chez Bombelli.

Simon Stevin dans 'Arithmétique de 1585 [4] est
encore plus minimaliste, il note seulement les
rangs (« déenominateurs » pour lui) qu’il inscrit
dans un cercle, et il abandonne toute autre nota-
tion et tout vocabulaire spécifique : il ne s’agit
que des quantités prime, seconde, tierce etc.

Oz. Q4 08 @xG"“@;z. f\64,&c.

¥ o i o
@3 @ 9. @27 ®81.. ®z43 719,&@

Figure 7. Notations chez Stevin (1585).

Le nombre seul, en tant que constante, est noté
avec un zéro cerclé © et il est appelé « commen-
cement », alors que, pour Bombelli, (en reprenant
sa terminologie) « un nombre n’a pas de valeur ».
Stevin présente, page 280 de son Arithmétique,
les différents types d’équations qu'’il va s’attacher
a résoudre et la méthode qu’il va suivre. En lan-
gage actuel, la premiere ligne indique que toute
équation du type ax? = bx + ¢ sera résolue en se
ramenant a une équation du type AX = B.

(C)coallea D@ cn ® egale ad
egalea (2 (©

chaleag)@@ en 3\cga1caﬁ @
@egalea® © ) Bila L)
@egaleam @@ ‘,
@egaleaG ©
@egalea3 @O
'@egaieaC @ @)
@egaleal® 20O )

Figure 8. Les équations chez Stevin.

}cn @ cgale 2@ O
. e e )
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Stevin se félicite de son invention : « car I'uti-
lité des marques @, ), @, @) et @ est telle
que l'opération qui par iceux caracteres [les ca-
racteres cossistes] est obscure, laborieuse, en-
nuyeuse [...] sera par ces marques claire, légere,
plaisante ».

Et finalement des formules

Dans leurs traités d’algebre, comme le faisait
Al-Khwarizmi, les algébristes du xvi® siécle ré-
pertorient, classent et traitent une par une les
différentes combinaisons possibles des termes
des équations. Aucun ne peut donner de for-
mule pour exprimer une fois pour toutes les solu-
tions, tous ne peuvent donner que les algorithmes
de résolution. Et méme si Stevin réduit en « (3
égale (1) @ » les équations du troisiéme degré,
il est amené a considérer trois cas pour le se-
cond membre, spécifiés sous la forme « D) + ©),
-1+ @ et @) — @) et, comme ses contemporains,
il propose des algorithmes différents pour chacun
de ces cas, algorithmes déroulés sur un exemple
a valeur générique.

Ces notations, cossistes ou non, ne permettent
donc pas non plus de donner la forme géné-
rale des solutions d’un probleme. Considérons
par exemple le probleme classique que chaque
mathématicien a a coeur de résoudre a sa fa-
con depuis au moins Diophante : « Trouver deux
nombres connaissant leur somme et leur pro-
duit ». Nous mobilisons de nos jours en géné-
ral x; et x, pour les deux nombres inconnus
et P et S pour les valeurs supposées connues
de leur produit et de leur somme. Nous pou-
vons ainsi démontrer que dans tous les cas, les
nombres cherchés, s’ils existent, sont les solu-
tions de I’équation x2 — Sx + P = 0, et donc les

S+vVS2-4P
2

Ce symbolisme étendu aux valeurs connues, les
constantes, et aux coefficients est initié par Fran-
¢ois Viete. Dans son Introduction a I’art analy-

exprimer comme étant égales a

tique ou nouvelle Algébre de 1591, il indique que
« les grandeurs données doivent étre distinguées
de celles que I'on cherche par un symbolisme

uniforme et facile a lire, ce qui peut se faire en
désignant les inconnues parla lettre A ou d’autres
voyelles E, I, O, U, Y et les données par les
lettres B, G, D ou d’autres consonnes ». Il a le
grand souci de respecter ’homogénéité : on n’'ad-
ditionne que des grandeurs de méme « espece »
(ligne avec ligne, surface avec surface), et le pro-
duit de deux grandeurs d’'une certaine espece
donne une grandeur d’une espéce supérieure, par
exemple le produit de deux lignes est une sur-
face. Si une valeur inconnue est A, son carré sera
noté A quadratus, tandis que si elle est d’emblée
percue comme un objet de dimension 2, elle sera
notée A plano. Ainsi, pour exprimer que le pro-
duit de deux grandeurs A et E est la grandeur B,
Viete écrit A in E aequatur B plano. Le calcul ne
s’appliquant plus aux nombres mais aux symboles
et espéces, Viéte appelle cette méthode « la Lo-
gistique spécieuse », les commentateurs parlent
de la « Nouvelle algebre » de Viete.

Apparition de x

Un nouveau changement s’opere au xviie siecle.
En effet, René Descartes, en 1637, dans sa Géo-
métrie , choisit de désigner les valeurs connues
par les lettres du début de I’alphabet, et les incon-
nues par celles de la fin, toutes le plus souvent
en minuscule, contrairement aux majuscules de
Viete. Il introduit de fagon systématique la no-
tation avec les exposants en indiquant qu’il faut
« noter aa ou a? pour multiplier a par soi-méme;
et a3 pour le multiplier encore une fois par a, et
ainsi a I'infini ». Il n’y a plus aucune considération
de grandeurs géométriques, et pas davantage de
souci d’homogénéité car, dés les premieres pages
de sa Géométrie, Descartes explique comment, en
choisissant un segment unité, le produit de deux
lignes est encore une ligne.

A la page 373, I’équation
Xtreeg XP=-19XX 1 106 ¥-~120300

Figure 9. Une équation chez Descartes (1637).

ou le signe > (probablement un jeu d’écriture
a partir du ae débutant le mot aequatur) signifie

555

Au fil des maths

(V)]
o
&
Q
)
>
©
T
>
<




Syjew s9p |4 NY GGG

>
-
=
o
-
—t
D
=
O
n

« est égale a », nous est d’autant plus familiere
que le second membre est nul, ce qui est éga-
lement nouveau. On notera cependant que Des-
cartes utilise le double signe « -- » pour signifier
simplement « — »,

Conclusion

Cet article est loin d’étre exhaustif, tant sur les
notations que pour les mathématiciens cités. Il
s’attache a I’écriture et non aux concepts. Le chan-
gement épistémologique derriere le passage de la
« chose » a la variable, les inventions significatives
de Viete, les apports disruptifs de Descartes sont
a peine effleurés.

Nos x, y, a, b, c... si liés a l'idée d’algebre
dans l'esprit du grand public, voire pour cer-
tains enseignants, ne sont pas nés avec elle. Ils
ont été construits au cours des siécles, et il ne
s’agit pas simplement d’un choix typographique
pour aller plus vite. Ils ne sont pas la simple
transcription des girz et say, biens et choses,
d’Al-Khwarizmi. Trouver un mot, I’écrire, 1’abré-
ger, faire de cette abréviation un symbole et opé-
rer sur ces symboles comme on opére sur des
nombres, c’est le long chemin parcouru. De rhé-
torique chez les mathématiciens arabes (tout y

Raphaél
Bombelli
L'algebra parte
maggiore

Du mot a la lettre : x n'est pas la chose

est en mots), 'algebre est devenue syncopée (cer-
taines abréviations viennent alléger le discours),
puis symbolique (tout y est écrit avec des sym-
boles). Les concepts ont évolué, 1'algebre s’est
enrichie, renouvelée.
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