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Vers le calcul litteral
en cycle 3

Au college, les éleves rencontrent souvent des diffi-
cultés en algébre. Brigitte Grugeon-Allys et Julia Pilet
proposent des pistes pour mieux préparer les éléves de
cycle 3 a I'introduction du calcul littéral a partir de la
Cinquiéme.

Brigitte Grugeon-Allys & Julia Pilet

En France, le calcul littéral est abordé dans 1’enseignement secondaire a partir de la classe de Cinquiéme
et les programmes donnent des éléments plus ou moins explicites sur des conditions d’entrée dans
le calcul littéral. Le développement du calcul mental et du calcul en ligne dans les programmes de
mathématiques a 1’école primaire et au début du college depuis 2015 ouvre de nouvelles perspectives
pour accompagner les éléves a entrer dans le calcul littéral en Cinquieme. De plus, la place attribuée
récemment a la représentation dans la résolution de problémes est davantage prise en compte [2]. Mais
des éleves rencontrent toujours des difficultés.

Voici quelques exemples d’erreurs bien identifiées.

e Calculer 2 + 3 x 4. Les éleves qui obtiennent 20 ne prennent pas en compte les priorités opératoires.

e Programme de calcul « Choisis un nombre, ajoute 5, multiplie le résultat par 3, soustrais 2 » réalisé
pour le nombre 4. Les éleves qui écrivent : 4 + 5 = 9x 3 = 27 — 2 = 25 ne prennent en compte ni
I’égalité comme relation d’équivalence, ni la structure du résultat a I’aide des parentheses privilégiant
le processus du calcul.

L'évaluation CEDRE 2019 évalue ces difficultés pour plus de la moitié des éléves en fin de Troisieéme,
ces éléves réussissant seulement des items mettant en jeu des savoirs de CM2.

Quels sont les aspects épistémologiques des savoirs attendus a I’entrée en Cinquiéme comme ceux
d’égalité, de propriétés des opérations, de représentation de relations entre données et inconnues ?

En quoi permettent-ils de développer des concepts cruciaux pour I’entrée dans 1’algébre et de préparer les
éleves a raisonner algébriquement avec et sur les expressions algébriques, les équations ou les formules ?

Nous l'illustrons a partir d’exercices issus des documents d’accompagnement et des manuels.

Nous faisons ’hypothese que certaines difficultés d’éléves dans 1’apprentissage de 1’algebre peuvent
étre liées a une activité mathématique peu développée a la frontiere entre les domaines arithmétique
et algébrique. Nous l’appelons « activité numérico-algébrique » et en présentons les principales
caractéristiques.
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Vers le calcul littéral en cycle 3

Des reperes sur la transition arithmétique-algebre

Premier point de vue : une double rupture entre I’arithmétique et I'algébre

La transition entre l’arithmétique et ’algeébre a fait 1’objet de nombreuses recherches, au plan national et
international. Dans une approche cognitiviste, les travaux de Vergnaud caractérisent cette transition
par une double rupture entre l’arithmétique et l’algébrerﬂ

La premiére rupture concerne la résolution de probléemes et les raisonnements mis en jeu. Le raisonnement
arithmétique en primaire consiste a déterminer les données inconnues en partant des éléments connus
du contexte alors que le raisonnement algébrique du secondaire conduit a modéliser le probléme a partir
des données connues et inconnues pour en faire un traitement formel en vue de le résoudre.

La deuxiéme rupture porte sur le statut des objets et notamment celui de 1’égalité. A I’école primaire,
I’égalité est utilisée de facon dominante comme annonce de résultat dans le sens ol elle sert a effectuer
les calculs, souvent de gauche a droite, jusqu’a obtention d’un nombre, donc sans signe opératoire. Cela
conduit d’ailleurs certains éleves a produire des écritures incorrectes vis-a-vis de 1’égalité pour réaliser
une succession de calculs, par exemple 5+ 4 = 9 x 3 = 27. Le traitement des expressions algébriques
repose sur le statut d’équivalence de 1’égalité. Contrairement aux pratiques de calcul en primaire, une
expression algébrique peut conserver un signe opératoire apres réduction.

Un autre point de vue : I’early algebra

Pour Kieran [6]], cette transition dans le statut des objets marque une fausse continuité, dans le sens ou
certains des objets de 1’algébre, dont les lettres, les signes de 1’égalité et des opérations, ne sont pas
nouveaux mais sont utilisés avec des significations différentes en arithmétique en primaire et en algebre
dans le secondaire. Dans des travaux plus récents, notamment ceux relevant du courant early algebra,
Kieran et al. et Radford considérent que la transition peut étre négociée dés 1’école primaire.
Des types d’exercices comme le calcul mental ou le calcul en ligne, le traitement des patterns, peuvent
engager les éléves a développer le statut des objets nécessaire a l’activité algébrique.

Des caractéristiques de I’activité numérico-algébrique

Lactivité numérico-algébrique se développe a la fois dans le calcul mis en jeu sur les expressions
numériques puis algébriques et dans la résolution de plusieurs types de problémes présents des le
primaire puis a partir de la Cinquiéme en algebre.

Les notions mathématiques en jeu

LI’égalité comme relation d’équivalence

Léquivalence de la relation d’égalité est au coeur de ’activité numérico-algébrique. Elle est portée par
les propriétés de réflexivité, de symétrie et de transitivité de 1'égalité. Dans le numérique, 1’équivalence
a une dimension calculatoire (avoir la méme valeur) et une dimension structurelle [9]. Cette derniére
met notamment en jeu la réflexivité pour justifier 1'équivalence d’expressions numériques a partir de
décompositions et de recompositions sans calculer la valeur des expressions, par exemple 5+ 9 + 3 =
5+(5+4)+3=(B+5)+(@+3) =10+ 7. Le travail sur le sens de la structure d’une expression numérique

1. « D’une part, I'introduction d’un détour formel dans le traitement des problemes habituellement traités intuitivement, d’autre
part, I'introduction d’objets mathématiques nouveaux comme ceux d’équation et d’inconnue, de fonction et de variable » p. 189].
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s’appuie sur les nombres écrits dans le systeme de numération décimale et leurs propriétés (parité, multiples
de, etc.), sur les propriétés des opérations (commutativité, associativité de I’addition et de la multiplication,
distributivité de la multiplication par rapport a 1’addition), mais aussi sur les techniques de décomposition,
recomposition des expressions numeériques.

Le calcul multiplicatif de 1’expression numérique 32 x 25 utilise le fait que 32 est un multiple de 4 et

que la recomposition multiplicative de 4 et de 25 est 100, fait numérique qui doit étre un prérequis.

32x25=8x4x25=28x100. Ces aspects étant travaillés a 1’école primaire, I’équivalence peut donc étre
abordée des 1'école primaire. De plus, I’équivalence est mise en jeu dans les techniques de décomposition
et de recomposition des expressions numériques utilisées en calcul réfléchi écrit pour obtenir
des calculs plus économiques [[12]]. Par exemple, réécrire ’expression numérique 12 x 99 en 12 x 100 — 12
repose sur la décomposition de 99 en 100 — 1, la propriété de distributivité de la multiplication par rapport
a l’addition et celle du produit par 100.

Sens et dénotation d’une expression numérique ou algébrique

Drouhard définit la notion de dénotation d’une expression en référence a la distinction établie par
Frege entre sens (Sinn) et dénotation (Bedeutung). Par exemple, les trois expressions numériques
57 +16, 57 + 3 + 13, 60 + 13 mettent en jeu des signes différents mais réferent leur dénotation a un
méme nombre 73. Les expressions n’ont pas le méme sens puisqu’elles ne relévent pas du méme point de
vue. Ceci conduit a élaborer des stratégies efficaces de réécriture pour réduire le cofit des calculs et la
mobilisation de propriétés opératoires (par exemple, 25 x 32 = 25 x4 x 8 = 100 x 8 = 800). La réécriture
s’appuie sur le sens des expressions, les propriétés des opérations et des nombres et la structure du
systéme de numération. Le statut du signe d’égalité est nécessairement une relation d’équivalence.

Le fait de pouvoir raisonner en passant d’une écriture a une autre tout en s’assurant de conserver leur
dénotation peut étre travaillé dés 1’école primaire, en particulier lors d’un calcul mental ou en ligne [[10]
[11]]. Il en est de méme en calcul algébrique.

Caracteres structural et procédural d’une expression numérique ou algébrique

Lors d’un calcul, on distingue les caracteres structural et procédural des objets mathématiques, ceux-ci
étant percus soit comme des processus (procédural), soit comme des objets (structural) [15]]. Ces deux
caracteres cohabitent lors de 1’activité mathématique. Comme indiqué dans l'introduction, en ce qui
concerne l’exécution du programme de calcul « Choisir un nombre, lui additionner 3 et multiplier le
résultat par 5 » pour le nombre 7, au moins deux stratégies de calcul sont envisageables, I'une qui
privilégie le caractere procédural, c’est-a-dire les étapes de calcul une a une, 7+ 3 =10 et 10 x 5 = 50,
I’autre le caractere structural du programme de calcul prenant en compte I’enchainement des calculs
(7+3)x5=10x5=50.

Le premier sollicite uniquement I’effectuation des opérations pas a pas. Le second nécessite d’appréhender
la structure de ’expression résultat du programme de calcul, de connaitre les priorités opératoires et le

role des parentheses pour le représenter et de mobiliser 1’équivalence de 1'égalité lors de la recomposition.

Selon Sfard [[15]], dans I’apprentissage d’un concept, 1’éléve mobilise souvent en premier son caractere
procédural avant son caractére structural, ce qui peut conduire a des erreurs comme indiqué dans
I'introduction.
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Vers le calcul littéral en cycle 3

Ces différentes caractéristiques des notions mathématiques peuvent étre utilisées dans la résolution de
différents types de probléemes que ’on peut déja rencontrer au cycle 3.

La résolution de problemes
Problemes de généralisation

Les situations de généralisation de motifs géométriques visent a faire rentrer de jeunes éléves dans
des processus de généralisation et ainsi a développer une pensée algébrique avant de rencontrer le
symbolisme formel algébrique introduit au secondaire. C’est 1’'occasion d’utiliser des nombres non connus
(inconnues, variables, etc.) dans la résolution de problémes, de désigner ces nombres par différents
moyens (codages, gestes, ...), de traiter des quantités inconnues comme si elles étaient des nombres

connus [[8].

Par exemple, dans le motif géométrique présenté ci-dessous (figure[l)), trouver le nombre de carreaux
grisés qui composent un patron d’un « grand » numéro (par exemple 99) nécessite de généraliser le
pattern. La généralisation conduit les éleves a exprimer un programme de calcul qui donne le nombre
de carreaux pour un numéro n de patron : ajouter 3 fois n carreaux au carreau central. La formulation
produite par les éléves peut se présenter sous plusieurs formes, verbales, gestuelles mais aussi par des
signes conventionnels ou non. Par exemple, pour le patronn®1:1+1+1+1 soit 1+ 3 x1; pour le patron
n°2:1+2+2+2s0it1+3x2;...; pourle patron n°99 : 1 + 99 + 99 + 99 soit 1 + 3 x 99.

I

Patron 1 Patron 2 Patron 3

Figure 1. Un pattern géométrique.

Les problémes arithmétiques élémentaires

Souvent a I’école primaire, la résolution de problémes vise a rechercher la bonne opération, le statut
d’égalité privilégiant I’annonce d’un résultat. Pourtant la représentation d’un probleme peut engager
un raisonnement portant sur la relation entre les quantités connues et inconnues et privilégier le statut
d’égalité comme relation d’équivalence. La résolution des problémes arithmétiques élémentaires, de
structures additives et multiplicatives (en particulier, les problémes de comparaison déconnectés [17]]),
reléve d’une telle approche.

Par exemple, le probléme suivant : « Julia a acheté 3 paquets de gateaux cotitant chacun 2,50 € et un
ananas. Elle a donné un billet de 20 € a la caissiere qui lui a rendu 9,50 €. Combien colite ’ananas? » se
ramene a résoudre 1’égalité a trous :

3x2,50+7?+9,50=20.

Vergnaud développait déja ce point de vue dans les années 1980 : « [...] certains modes de représentation
et d’écriture comme les égalités a trous utilisées des les premiéres classes de I’école élémentaire
ressemblent étrangement a I’algébre. Et si I’on considére comme étant de nature algébrique la tdache
qui consiste a mettre un probléme en représentation, c’est-a-dire a extraire d’un probléme ou d’une
situation les relations pertinentes, a en fournir un modele symbolique, puis a traiter les relations ainsi
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représentées a I’aide d’une syntaxe propre au systeme symbolique choisi, alors I’algebre commence, ou
peut commencer, des I’école I'élémentaire. »El p. 189].

De plus, exprimer des relations entre quantités connues et inconnues repose sur des conversions entre
registres de représentation sémiotique qui peuvent étre travaillées dés 1’école primaire a 1’occasion
de la résolution de problemes, notamment dans le cas de problémes additifs avec mots inducteurs,
reposant sur une non-congruence sémantique entre le registre de la langue (énoncé) et le registre des
relations arithmétiques.

Nous retenons de ces travaux que la représentation et le traitement des relations entre les quantités
données ou non d'un probleme par un modele symbolique, releve d’une activité numérico-algébrique. Elles
peuvent étre formulées par des égalités a trous, des relations exprimées par des signes non conventionnels
(gestes, fleches, etc.), c’est-a-dire un systeme symbolique formel émergeant.

Exemples de potentialités et des limites de taches pour favoriser
I’entrée dans I’algebre

Dans ce qui suit, nous prenons des exemples issus de documents d’accompagnement ou de manuels
scolaires de cycle 3 dans lesquels des taches de calcul mental ou de résolution de problemes sont plus
ou moins favorables a une activité numérico-algébrique. Ces exemples sont donnés sans une analyse
exhaustive des ressources. Nous renvoyons a des analyses plus approfondies et structurées dans Pilet et
Grugeon-Allys (2020, 2022).

Des exemples en calcul mental et en calcul en ligne

Le calcul en ligne est apparu dans les programmes scolaires du primaire de mathématiques au cycle 3
en 2015 et plusieurs documents d’accompagnement précisent ses objectifs (Ministére de I’Education
nationale, 2016a, 2016b). Il est défini comme : « une modalité de calcul écrit ou partiellement écrit. »
p. 11. Il se distingue « du calcul mental, en donnant la possibilité a chaque éleve, s’il en ressent le
besoin, d’écrire des étapes de calcul intermédiaires qui seraient trop lourdes a garder en mémoire » [22,
p- 11. Au-dela d’alléger la mémoire de travail, écrire les étapes intermédiaires conduit a utiliser 1’égalité
comme relation d’équivalence, a utiliser les propriétés des nombres et des opérations pour réécrire les
calculs comme dans l’exemple suivant (figure |Z[)

13x54="

Un éléve écrit : Léleve utilise la distributivité. La justification complete s’écrit :
13x54 =540+ 3 x 54 13x54=(10+3)x54=10x54+3x54 =540+ 3 x (50 +4)
=540+ 150+3x4 =690+ 12 =540+3x50+3x4=540+150+12=690+ 12 =702

=702

Un autre éléve écrit : Cet éleve a mémorisé le résultat du produit 13 x 5.
13x54=13x50+13x%x4 Il décompose 54 pour faire apparaitre 13 x 50 en utilisant la
=650+40+12 =702 distributivité.

Figure 2. Extrait de Le calcul en ligne au cycle 3, p. 2].

2. NDLR : c’est, semble-t-il, I’esprit de ce qui est proposé dés le CM1 dans le programme 2025 de cycle 3, actuellement en
consultation.
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Vers le calcul littéral en cycle 3

Les documents d’accompagnement insistent sur le role du calcul en ligne, en articulation avec le calcul
mental pour développer la signification du signe « = » comme relation d’équivalence, I’'usage des paren-
theses, des propriétés des opérations et des nombres, de différentes écritures d’'un méme nombre. On y
retrouve donc les principales caractéristiques de I’activité numérico-algébrique pour ce qui concerne le
calcul mental.

Toutefois, dans Pilet et Grugeon-Allys (2020, 2022), nous avions mis en avant que les potentialités offertes
par les programmes et les documents d’accompagnement étaient inégalement reprises dans les manuels
scolaires de cycle 3. Nous donnons ici d’autres exemples de manuels.

Le manuel J'apprends les maths, CM2 propose
une page sur le calcul mental de la multiplication
(figure[3) ou il apparait clairement que les propriétés
d’associativité et de commutativité de la multiplica-
tion sont travaillées pour se ramener a des calculs
plus faciles a effectuer mentalement.

Dans l'exercice 3, la disposition des calculs en ligne
proposée par les deux éleves met bien en exergue
I’égalité comme relation d’équivalence. Les séries
de calculs des exercices 2 et 4 sont judicieusement
choisis pour réinvestir les procédures introduites.

Dans cet exemple, la place attribuée au calcul en
ligne, le choix approprié des calculs et la formulation Figure 3. Extrait du chapitre n° 7 « Calcul mental de la multi-
, e, . plication » p. 21].

des procédures sont favorables a 1’activité numérico-
algébrique.

Le guide de I’enseignant du manuel Totem CM2 [24]] propose quant a lui des séries de calcul mental avec
des objectifs ciblés.

Pour multiplier par 6 (figure , le calcul en ligne est utilisé pour donner a voir une décomposition du
produit en une somme a partir de la propriété de distributivité mais sans réflexion préalable sur les
nombres en jeu et leurs propriétés. Cette procédure est introduite en début d’année et sert de référence
dans de nombreuses autres séances. Pourtant, dans certains cas, une autre décomposition, multiplicative,
est plus pertinente. Ici, pour calculer 25 x 6, il serait préférable d’utiliser les multiples connus de 25 et
I’associativité et la commutativité de la multiplication (25 x 6 = (25 x2) x 3 =50 x 3 = 150).

Pour multiplier un nombre par...:
- Je \.wuu‘\‘q'w

- Je fais séparément o
=156
Sur l'ardoise, on écrit: 26 x 6=120 + 36
=56

- Jefais les 2 résultats

Ecrire au tableau. Faire calculer collectivement en verbalisant les et—wpwg de
la proc édure

Travailindividuel : faire calculer de la méme maniére

Corriger apres chaque calcul

Figure 4. Extrait du guide de I’enseignant, Totem mathématiques CM2 p. 288], semaine 2B « Calcul automatisé : multiplications
par 6 ».
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La décomposition multiplicative apparait sous une forme proche, bien plus tard dans I’année mais sans
étre hiérarchisée avec la précédente (figure .

Travail collectif : écrire u tableau. Faire calculer parla

ter au tableau le calcul de 27

=135
Faire constater que le résultat est identique a celui trouvé par la procédure connue
Faire énoncer la régle suivante : « Pour multiplier par 5, je peux aussi multiplier par

10 puis diviser par 2

Sur lardoise, on écrit toutes les étapes du calcul

Figure 5. Extrait du guide de I’enseignant, Totem mathématiques CM2 p. 362], semaine 22A « Calcul automatisé : multiplication
par 5 d’'un nombre inférieur a 100 ».

De plus, ce manuel propose des « recettes de calculs » (régle des zéros) s’appuyant sur des transformations
gestuelles (« on écrit » « a droite » « a gauche »), qui ne permettent pas de rendre compte de 1’égalité
entre plusieurs écritures d’un méme nombre (figure E[)

Travail collectif : écrire au tableau Rappeler que pour alculer le produit
d'un multiple de 10 et d'un nombre a un chiffre on place d'abord un zéro a droite
et qu'ensuite on écrit le résultat du répertoire multiplicatif devant. Sur lardoise, on

2Crit

Figure 6. Extrait du guide de I’enseignant, Totem mathématiques CM2, p. 336], semaine 14C « Calcul automatisé : multiplication
d’un nombre a deux chiffres par un nombre a un chiffre ».

Un exemple autour de la résolution de problémes de généralisation

Les problemes de généralisation ne figurent pas dans les programmes actuelsE| de cycle 2 et de cycle 3.

Seule I'étude des « suites organisées » au cycle 1 est mentionnée. Dans le guide La résolution de
probléemes mathématiques au college [25]], le chapitre IV est entierement dédié aux patterns et propose
des problemes de généralisation comme celui-ci (figure [7) :

Figure 7. Un probléme de généralisation, dans le guide La résolution de problémes mathématiques au college p.112].

3. NDLR : programmes de 2015, consolidés en 2018. Le projet de programme de 2025, en revanche, mentionne des le CM1,
exemples a I’appui, 1’étude de « suites de motifs ou de suites de nombres ».
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Vers le calcul littéral en cycle 3

Des exemples autour de la résolution de problemes additifs et multiplicatifs

Le guide La résolution de problémes mathéma-
tiques au cours moyen [2] propose une représenta-
tion en bandes des problemes additifs et multipli-
catifs a introduire lors de leur résolution, comme
dans la figure

Figure 8. Un probleme et sa représentation en bandes dans
le guide La résolution de problemes mathématiques au cours

moyen [2] p. 102].
Mais le guide n’exploite pas completement I'intérét des représentations en bandes puisqu’il suggere une
solution arithmétique a partir du calcul de I’opération posée. Un autre type de résolution présentant la
relation entre la mesure de la bande de Soline (12,4 cm) et celle de la bande de Joy (? cm) augmentée de
3,8 cm, conduit a ’égalité a trou : ? + 3,8 = 12,4 que I’éleve de cycle 3 sait résoudre.

Le guide pédagogique Résoudre des problémes
au cycle 3 [26]] propose un accompagnement a la S

résolution de problemes additifs et multiplicatifs elepar

Quelle distan
qui développe les liens entre 1’énoncé, la relation Schéma
schématisée par des bandes et la relation décrite

par une égalité a trous nommée « calcul en ligne » kn

Calcul en ligne

(figure[9). La complémentarité entre calcul mental

et résolution de problemes accompagne ce travail.
Figure 9. Extrait du guide pédagogique Résoudre des problémes
au cycle 3, [26] p. 61].
En conclusion, nous avons mis en évidence plusieurs aspects mathématiques a travailler des 1’école
primaire pour favoriser I’entrée dans l’activité algébrique au cycle 4 : d’une part la prise en compte
de 1’égalité comme relation d’équivalence, des différentes écritures d’un nombre et d’une expression
numérique, des caracteres structural et procédural d’une expression numérique et, d’autre part, la
résolution de problemes de généralisation et de problemes additifs et multiplicatifs. Les programmes et les
documents d’accompagnement prennent davantage en compte ces différents aspects. A partir d’exemples,
nous avons mis en évidence des potentialités et des limites de certaines ressources d’enseignement.
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