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des lettres

Des chiffres et

Introduire I’algebre et I'utilisation des lettres peut étre
périlleux au collége, aussi un groupe IREM des Pays de
la Loire a réfléchi aux difficultés rencontrées et propose
ici des activités permettant d’éviter certains écueils!

On vous laisse tester!

S. Grau & Groupe colléege de I’'IREM Pays de la Loire

Lorsqu’on interroge les éléves de lycée sur leur
pire souvenir lié aux mathématiques, la réponse
la plus fréquente est associée a ’entrée dans 1’al-
gebre souvent réduite a I'introduction des équa-
tions. Si la méme question est posée a des adultes,
nous obtenons les mémes réponses. Lappréhen-
sion devant le calcul algébrique semble se trans-
mettre de génération en génération. Le groupe
college de I'IREM des Pays de la Loire a pro-
posé aux éleves de différents colleges de tra-
vailler avec des pictogrammes pour remplacer
les lettres. Nous voulions, au travers de cette
expérimentation, vérifier si le simple fait d’uti-
liser un autre moyen de désignation des nombres
inconnus provoquait un apprentissage différent
chez certains éleves.

D’ou provient cette peur de la
lettre?

Le calcul algébrique se caractérise par le fait
qu’il permet d’effectuer des opérations et des
transformations d’expressions dans lesquelles
interviennent des nombres non connus. Les
lettres vont alors désigner ces nombres et il
devient possible de résoudre des problemes
en effectuant des traitements sur ces nombres
comme s’ils étaient connus (ce que Radford
appelle I’analycité [2]]).

Lalgebre doit alors étre pensée du point de vue
d’une continuité de I’arithmétique (avec ses pro-
priétés de calcul, comme par exemple la dis-
tributivité de la multiplication sur l’addition)
mais aussi du point de vue de ses ruptures avec
I'arithmétique.

Une rupture vient du sens du signe égal. Les
éleves peuvent utiliser le signe « = » pour as-
signer, désigner. Légalité se lit alors dans le
sens de lecture usuel, de gauche a droite « pour
x = 4 ». En arithmétique, ils peuvent utiliser le
signe « = » pour signifier « donne comme résul-
tat », ce qui peut entrainer une lecture de 1’égalité
de la gauche vers la droite, le membre de droite
indiquant le résultat. Pour éviter cette rupture,
les éleves apprennent dés le primaire a utiliser
I’égalité pour indiquer que deux expressions dési-
gnent la méme valeur. Ils peuvent étre habitués
a utiliser des écritures de la forme 2 + 6 = 4 + 4.
Un saut doit cependant étre effectué pour qu'’ils
comprennent le sens d’une écriture du type :
3(x +2) = 3x + 6, ou le membre de droite, s’il
résulte d’un traitement du membre de gauche
ne peut pas étre considéré comme un résultat et
présente des opérations impossibles a effectuer.
Cet obstacle peut expliquer que certains éléves
cherchent a tout prix a effectuer un calcul pour
faire disparaitre le signe opératoire du membre de
droite en proposant par exemple 9 ou 9x. Lorsque



j'écris 3x + 6, j’écris un nombre, mais une opé-
ration reste visible, alors qu’en arithmétique un
résultat peut toujours s’écrire sous la forme d’une
écriture chiffrée.

En algébre, une égalité prend une valeur de vé-
rité qu’il peut s’agir de déterminer ou sur laquelle
on s’appuie pour démontrer ou pour résoudre
des équations. L'égalité peut ainsi étre considérée
comme une équivalence, elle se lit dans les deux
sens. Cela suppose de veiller a ne pas enchainer
des égalités en particulier lors de la résolution de
problémes a plusieurs étapes.

Enfin, en algeébre, une expression peut étre procé-
durale (permettre un calcul) ou structurale (mon-
trer un agencement), ’attention aux structures
devient donc essentielle &3, Par exemple dans
I’exercice des carrés bordés 3, il s’agit de déter-
miner le nombre de carreaux pour entourer un
carré, sur le modele ci-dessous, quel que soit le
nombre de carreaux sur le coté du carré.

Ecrire que le nombre de carreaux sur les bords est
n+n-1)+ (n-1)+ (n—2) montre une structure
additive correspondant a une procédure consis-
tant a déterminer le nombre de carreaux sur un
coté, puis le nombre de carreaux sur les cotés
adjacents, en parcourant le contour de la figure.
Ecrire que ce nombre est 4n — 4 revient a utiliser
une autre structure correspondant cette fois a
la procédure consistant a ajouter quatre fois le
nombre de carreaux sur un coté et a retirer les
quatre carreaux des coins qui ont été comptés
deux fois. Ainsi, ces deux expressions permettent

1. Voir les travaux de Bednarz 3.

2. ct. p[i5]a22}
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un méme calcul mais montrent des procédures
différentes.

Avant les programmes scolaires de 2000, I'al-
gebre était introduite comme un prolongement
de I'arithmétique a travers des mises en équation.
Les ruptures avec l'arithmétique n’étaient pas ex-
plicitées. Les enseignants peinaient a introduire
la nécessité de ces mises en équation du fait que
I'arithmétique était suffisante pour résoudre les
problemes posés en classe de mathématiques au
college. Par exemple, pour résoudre le probleme
« Deux menus différents ont été offerts a la ca-
fétéria pour le déjeuner. On a servi 3 fois plus
d’hamburgers que de pizzas. 212 repas ont été
servis. Combien a-t-on servi d’hamburgers et de
pizzas? », on peut se représenter la part des piz-
zas parmi les repas servis et comprendre que celle
des hamburgers est égale a 3 fois la part des piz-
zas, soit 4 parts en tout. On divise alors 212 par 4
et le résultat est le nombre de pizzas servies, on
multiplie ce résultat par 3 pour obtenir le nombre
de repas de hamburgers servis. Exiger une solu-
tion algébrique peut alors revenir a imposer un
nouveau langage qui ne se révéele pas plus effi-
cace aux yeux d’éleves relativement a ’aise avec
le calcul arithmétiqueﬂ Face a cette difficulté,
la réflexion dans les IREM a porté sur d’autres
contextes pouvant rendre nécessaire le passage
par l'algebre. Avec le probleme des carrés bordés
nait une nouvelle classe de problemes (aujour-
d’hui on parle des problémes de patterns) pour
lesquels ’algebre apporte les outils nécessaires
a la généralisation et a la démonstration. Cette
nouvelle approche met les structures et les trans-
formations au cceur des préoccupations. La focale
n’est plus portée sur la lettre censée désigner une
inconnue mais bien sur les structures opératoires
qui lient différents nombres entre eux. De trés
nombreux travaux en didactique des mathéma-
tiques vont essayer de définir ce qu’est la pensée
algébrique, amenant la création en 2013 d’un « ob-
servatoire international de la pensée algébrique »
(OIPA) 3. Le courant du EarlyalgebraEl étudie le
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développement de cette pensée algébrique avant
I'introduction de la lettre 3. En particulier, il vise
a développer la formalisation de regles, lors du
travail sur des algorithmes des la maternelle ou la
résolution par des schémas en barres aux cycles
2 et 3, afin d’amener l'idée de généralisation et
de calcul avec des nombres inconnus comme s’ils
étaient connus.

Différents usages de la lettre
en mathématiques

Les lettres ont donc un réle crucial en algébre
mais elles interviennent aussi hors de ce cadre
et les éleves les rencontrent tres tot dans leur
scolarité. Voyons ensemble dans quels contextes
et pour quels usages.

La lettre unité de mesure

La lettre permet de spécifier une unité. Lors de
mesures de grandeurs, elle peut désigner 1'unité
par la lettre u, mais aussi une unité du systéme
métrique comme m pour désigner le metre ou L
pour désigner le litre. Elle apparait apres une écri-
ture chiffrée qui désigne le nombre d’unités. Les
éleves ont ainsi pris I’habitude d’écrire 5 u pour
mesurer la longueur d’une bande de papier avec
une bande de papier unité dont la longueur est
1 u. Des ce stade, le chiffre 1 peut étre oublié et il
n’est pas rare de désigner la longueur de la bande
unité uniquement par la lettre u. Dans ce cas, la
lettre u ne désigne plus l'unité mais la longueur
de la bande unité.

Certaines regles de calcul sont alors implici-
tement mobilisées. Par exemple on écrira que
5u+2u = 7udansl'idée qu'on compte le nombre
d’unités « en tout ». Il n’est pas question ici de fac-
torisation. Cependant on peut illustrer le calcul
par l'expérience sensible du fait que pour me-
surer une longueur avec la bande étalon, on la
reporte autant que nécessaire donc 5 u désigne
bienu+u+u+u+uet5u+2u désigne bien
cing reports de la bande étalon et encore deux,
ce qui fait sept fois la bande étalon. L'écriture est
cependant ambigué car u ne désigne pas toujours
une unité (la bande mesure 7 dans l'unité u) mais

bien une mesure de longueur (la bande mesure
7 fois la mesure de longueur u). On comprend
ici que tres tot, la lettre peut désigner des ob-
jets mathématiques de natures différentes sans
que cela soit explicité aux éléves. Le discours
« 5 pommes + 2 pommes font 7 pommes » n’est
qu’une reprise de ce qui vient d’étre dit, l'unité
choisie étant la « pomme ». Le probleme est que
ce genre de discours n’est pas celui attendu en al-
gebre. Lorsque les éléves doivent réduire 5x + 2x,
la lettre x ne désigne pas une unité et 1’oubli
du signe de la multiplication cache la structure
« somme de deux produits » qui permet la factori-
sation de x, x désignant un nombre ou méme une
mesure dans une unité choisie.

La lettre grandeur

Les éléeves ont aussi rencontré la lettre pour dé-
signer une grandeur. Ainsi dans les formules de
calcul d’aires et de périmetres, la lettre L peut dé-
signer la longueur de n’importe quel rectangle. La
lettre permet donc de généraliser et le quantifica-
teur « quelle que soit L la longueur d’un rectangle »
reste implicite. On a donc une différence entre le u
vu plus t6t qui désigne la longueur d’une bande
unité spécifique et le L qui désigne ici la longueur
de n’importe quel rectangle. Dans le cas des gran-
deurs, la lettre est souvent I'initiale de la grandeur
désignée, avec parfois un codage implicite lié a la
casse ou la police (par exemple la lettre L majus-
cule représente le plus grand co6té du rectangle et
le &7 en écriture cursive désigne une aire).

Mais, dans les formules, la lettre peut aussi étre
considérée comme désignant une mesure de cette
grandeur (donc un nombre et une unité). Un autre
implicite concerne alors les unités de mesure des
grandeurs. Par exemple dans la formule &/ = L x1,
on considére implicitement que les mesures de
longueurs sont exprimées dans la méme unité
qui elle-méme doit correspondre a 1'unité dans
laquelle est exprimée l’aire. On peut question-
ner le sens que 1’éleve donne a ces formules ou
les lettres désignent plus des objets géométri-
quement percus (les longueurs des c6tés d’un
rectangle ici) que des mesures de grandeurs.


https://www.erudit.org/fr/revues/ncre/2017-v20-n3-ncre04255/1055725ar.pdf

Par ailleurs, le statut de ces formules va évoluer
au cours de la scolarité : « Dans une formule d’aire,
une lettre pourra désigner une inconnue, une va-
riable ou un nombre généralisé selon le regard
que I'on porte sur cette formule, selon I'usage que
I’on veut en faire, selon la question que I'on se
pose. » Ainsi, une lettre peut désigner un
nombre indéterminé (lettre pouvant étre rempla-
cée par n'importe quelle valeur comme a et b dans
l'identité remarquable (a + b)2 = a% + 2ab + b?),
une variable (comme x dans f(x) = 2x + 3), une
inconnue (dans une équation) ou un parametre
(par exemple a pour désigner le coefficient direc-
teur dans l’équation de la droite y = ax). Seul le
contexte permet parfois de l'interpréter.

La lettre comme étiquette

On retrouve encore la notion d’unité lorsque
I’éleve découvre le systéme de numération
décimal de position.

On décompose 253 = 2x100+5x10+3x1 qui peut
alors s’écrire 2¢ + 5d + 3u ou les lettres u, d et ¢
désignent respectivement les unités, dizaines et
centaines d’unités simples. Reportées dans des ta-
bleauy, les lettres servent alors a désigner le rang
dans I’écriture du nombre. Elles seront utilisées
en particulier pour généraliser les algorithmes de
calcul posé.

D’autres lettres sont encore utilisées pour dési-
gner des nombres qui ont un statut particulier.
Par exemple les lettres g et r seront utilisées pour
désigner le quotient et le reste dans la division eu-
clidienne. Elles sont utiles du fait que la division
euclidienne ne renvoie pas un seul résultat mais
deux, organisés dans une expression dont la struc-
ture est la somme de deux termes dont un est un
produit. Le dividende est alors égal a la somme
du produit du diviseur par le quotient et du reste.
C’est une premiére rencontre avec un nombre
écrit sous la forme d'une expression dont la struc-
ture doit étre reconnue pour pouvoir l'interpréter.
La lettre est donc utilisée pour indiquer la place
du nombre dans I’expression dont la structure est
de la forme © x 0 + o,

Des chiffres et des lettres

Les lettres étiquettes ont ainsi comme fonc-
tion d’attribuer un sens a la place qu’elles oc-
cupent dans un ensemble plus vaste de signes
(expression, tableau, ensemble, etc.).

Les lettres servent aussi d’étiquette en géométrie,
elles servent a désigner des points, des segments,
des droites, des polygones...

Expérimentations

Etat des lieux

Nous avons proposé les douze égalités ci-dessous
a des éleves de Cinquieme en leur demandant
de justifier si ces égalités étaient toujours vraies,
parfois vraies ou jamais vraies.

x—28,2=10 a+a+a=3a
12+y=4 4z+3=7z
3x =2 4x +2x =6X

3x+8=3x+12 2b+6=2(b+3)

a=3 9n=0

y2=yx2 2 x k x 3k = 6k?

Pour l'égalité y? = y x 2, certains éléves ré-
pondent que 1'égalité est parfois vraie et ils le jus-
tifient avec un exemple pour lequel elle est vraie
(22 = 2 x2) et un autre pour lequel elle est fausse
(12 £1x2); quand d’autres répondent qu’elle est
fausse parce que y2 = yx y alors que 2y = y + y.
Les premiers raisonnent en termes d’inconnues
« existe-t-il un nombre y tel que 1'égalité est vraie
(respectivement fausse)? » quand les seconds
raisonnent en termes de nombres généralisés :
« a-t-on, pour tout nombre y, y2 =2y?>»

Travailler la valeur de vérité des égalités avec les
éleves permet de lever les implicites et de mettre
en évidence des paradoxes qui rendent nécessaire
d’aller jusqu’a la preuve.
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Uégalité est PARFOTS vraie L'égalité est TOUJOURS vrale | L'égalité nest TAMALS vraie
L—?L:AO Yz+ D2y A +8 =3 x AL
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Figure 1. Production d’un éleve en fin de Cinquiéme.

Cette activité permet par ailleurs de préciser les
quantificateurs. Dans ’exemple (fig. [1), I'éléve
écrit que 9n = 0 est parfois vraie parce que
« ¢a dépend de la valeur de n. Si n n’est pas
égal a 0, ca ne marchera pas ». Lutilisation des
mots « dépend de », « n’importe » et les struc-
tures « si ... alors ... » sont autant de marqueurs
d’un raisonnement qui tient compte des quanti-
ficateurs, de la nécessité d’'une démonstration
dans le cas général pour attester qu’'une égalité
est vraie, ou d’un seul contrexemple comme condi-
tion suffisante pour dire qu’elle n’est pas toujours
vraie.

La méme consigne a été donnée a des éleves
de Sixiéme en proposant des étiquettes sur les-
quelles figuraient des expressions utilisant des
pictogrammes a la place des lettres (fig. .

cOté + coté + coté + coté = 4 x coté

©+©+©®=3618

C+90=0+%

O+O=0xG

périmetre d’un carré = périmetre d’un

diametre = 2 x rayon

triangle équilatéral

230
Scts = 0,5€ 0,23 = m
3 h 10 min = 310 min ©O+®©=7

Figure 2. Extrait de la liste des étiquettes a classer en Sixiéme.

On voit dans les productions qu’un méme picto-
gramme est implicitement interprété comme rem-
plagant une méme valeur (voir fig.[3). Ceci atteste
qu’un certain usage du signe pour désigner un
nombre inconnu est déja installé.

PPRECIS VRAIES

@x@:"‘é

Pmo_ AM.QACM - c".)‘nn.,..
fﬁ"*"‘f"" <l 2:,4*4
s pi g g

Figure 3. Production d’un éleve de Sixiéme.

Il est alors possible de mettre en évidence cer-
taines propriétés des opérations, toujours en uti-
lisant des pictogrammes (par exemple on pourra
amener les éleves a formuler la commutativité
de la multiplication comme justification du fait
qu’'une égalité est toujours vraie).

Des pistes pour penser I'entrée dans
I’algébre

Les nombreux travaux réalisés ces derniéres an-
nées montrent que les éleves peuvent tres préco-
cement développer une pensée algébrique et
qu'ils fréquentent tres tot dans leur scolarité des
écritures algébriques. Par contre, cet usage de la
lettre n’est que trés peu explicité et reste encore
trop souvent une simple désignation. Outre 1'expé-
rimentation sur les valeurs de vérité des égalités,
nous avons essayé de penser une progressivité
autour d'un rituel : « les nombres en boite ». Lidée
initiale était d’avoir une vraie boite dans laquelle
I’enseignant cache un nombre écrit sur une feuille.
Les éleves doivent trouver ce nombre a partir
d’indices donnés sous formes d’égalités. La boite
dessinée dans les égalités figure la boite réelle
posée sur le bureau et la validation se fait par
ouverture de la boite et controle du nombre écrit
sur le papier.



Sauras-tu retrouver le (ou les) nombre(s) que
le professeur a caché(s) dans les différents so-
lides ? Voici un indice pour t’y aider :

27 = ' +11 2 ‘

25

ol

Mutmm A
. - -

&2

‘-Onablgmw’&'”m"j’ww

at 12,5 can

9 x125=95 25 = = ARlS

Figure 4. Nombre en boite (phase 1).

Les premiéres situations sont relativement
simples mais chaque réponse est justifiée collec-
tivement au tableau (fig. E|) Treés vite les indices
peuvent se complexifier, amenant a étudier des
cas ou il n'y a pas de solution, et d’autres ou po-
tentiellement il pourrait y en avoir une infinité

(fig. 5 et fig. [6).

0 x =492
Figure 5. Nombres en boite (phase 7).

Le bilan permet d’écrire : « Aujourd’hui il n’y a rien
dans la boite. Quand on multiplie par 0, on obtient
toujours 0, I’égalité n’est jamais vraie. »

Ces rituels attestent d’une secondarisation :
si le controle par ouverture de la boite est indis-
pensable au début, les éléves disent que ce n’est
plus nécessaire ensuite car « on en est siir ». Dans
le cas ou il existe une infinité de solutions, I’en-
seignant doit expliquer qu’il n’a pas pu cacher
une infinité de nombres mais cela ne géne pas
les éleves qui raisonnent déja sur une situation
abstraite et non plus sur la boite matérielle.

Des chiffres et des lettres

(2 x ’)+(3>< ’)—SX ’

Figure 6. Nombres en boite (phase 8).

Les réponses proposées par les éléves ont été : 0;
1;2;5;9; «plein »; « tous les nombres »; « les
multiples de 5 »; « il y en a a I'infini! ». Les éleves
cherchent a expliquer « c’est parce que 2 fois le
cube plus 3 fois le cube, on peut faire 2 + 3 et ¢a
fait 5 fois le cube » et a conclure : « On aurait pu
mettre un seul papier avec le signe de l'infini. »

Dans la suite de l’expérimentation, il a été de-
mandé aux éléves de donner leur réponse par
écrit. Dans ces productions, on remarque que le
nombre inconnu est remplacé par un symbole
(triangle pour désigner la boite pyramidale par
exemple, ou un carré pour la boite cubique), mais
aussi un point d’interrogation ou des points de sus-
pension. La justification s’appuie sur des faits nu-
mériques et des opérations. Les éleves prennent
I’habitude de tester des valeurs (comme 1, 2 ou 0)
et s’appuient sur le résultat pour faire des hy-
potheses. Il n’est pas toujours simple pour les
éléves de formaliser une conclusion. Les traces
montrent cependant des raisonnements intéres-
sants comme par exemple le cas de 1’équation
X + x = x (fig. [7) pour laquelle un éléve fait le
calcul pour 1 et conclut que si 1 +1 = 2 cela ne
peut pas étre 1 et «donc c’est 0 : 0+ 0 = 0 ».
Il serait intéressant de profiter de ces situations
pour introduire des raisonnements algébriques
du genre « ajouter 1 a un nombre entier revient a
prendre le nombre entier qui suit ».

Détas de nos recherches

~
Q+0_.nN
U+0-C

Figure 7. Production individuelle - nombres en boite
(phase 10).

Une autre expérimentation en cours vise un tra-
vail explicite des structures. Les éleves sont
amenés a écrire les structures des expressions
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numériques avant de chercher a les calculer en
écrivant successivement les structures obtenues
a chaque étape de calcul, sans faire apparaitre
les nombres. Lobjectif est d’amener les éleves a
ne pas s’intéresser aux nombres mais bien aux re-
lations entre ces nombres. Dans ces écritures de
structures, les nombres sont tous remplacés par
un point. Limportant est de formaliser a chaque
étape la propriété permettant d’effectuer le trai-
tement. Lenjeu est d’amener les éleves a déve-
lopper un discours sur les traitements effectués
et une représentation schématisée des structures
leur permettant d’assurer un contréle au cours
du traitement (fig. [8).
50~ (S+2

Moo eperakease
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e—-* . Qo prachuls
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Figure 8. Traitement par structures opératoires en Cinquiéme.

Conclusion

Le développement de la pensée algébrique chez
les éleves peut s’effectuer relativement tot dans
la scolarité au travers d’activités de généralisa-
tion amenant un travail sur les structures des
expressions, qu’elles soient numériques ou algé-
briques. Une formalisation explicite du role de la
lettre et des propriétés des différentes opérations
vise a faire de ’algebre un outil pour démontrer
rendu nécessaire du fait que les phénomeénes ob-
servés sont généralisés. Les quantificateurs sont
exprimés en langage naturel par des expressions
comme « toujours », « n’'importe quel », « tous »
alors qu’un contrexemple peut suffire a attes-
ter qu'une affirmation n’est pas toujours vraie.

Notre groupe IREM continue d’expérimenter,
nous cherchons comment mesurer I'effet de ces
enseignements sur les apprentissages des éléves
au college. Le fait que les éléves adherent, par-
ticipent et prennent plaisir a faire ces activités
est déja un résultat encourageant qui montre que
ces activités ont modifié le regard que portent les
éleves sur l’activité algébrique.
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