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Au fil des problèmes

Au fil des problèmes

Vous pouvez adresser vos propositions, solutions ou commentaires par courriel à :

frederic.deligt2@gmail.com

ou par courrier à :

Frédéric de Ligt

3 rue de la Pierrière

17270 MONTGUYON

Pour vos envois, privilégiez le courriel si possible. Si vous le pouvez, joignez à votre

fichier initial une copie au format PDF pour contrôler les formules. Merci d’avance.

Frédéric de Ligt

.................... SQUARE ....................

552-1 Une étonnante approximation (Fabien Lombard-Sarrebourg)

Soit deux nombres réels 𝐴 et 𝐵 tels que 𝐵 ⩾ 𝐴 ⩾ 0, alors 0,4𝐴+0,96𝐵 est une approximation de √𝐴2 + 𝐵2

avec une erreur relative d’au maximum 4%.

552-2 Des parallélogrammes parfaits

On pourra qualifier de parfait un parallélo-

gramme dont les côtés, les diagonales et l’aire

sont mesurés par des nombres entiers alors que

ce n’est ni un rectangle, ni un losange.

Si la perfection n’est pas de ce monde, peut-elle

se trouver dans celui des parallélogrammes?
J. F.

Figure 1. Les premières décimales de pi représen-

tées par des parallélogrammes. Réalisation de Jean

Fromentin. Pour des explications, voir Youtube.

552-3 Avoir de l’idée dans les suites (Lucien Sanchez-Toulouse)

On note (𝑢), (𝑣) et (𝑤) trois suites arithmétiques finies, de raison 2, de premiers termes impairs 𝑢1, 𝑣1, 𝑤1
et de longueurs respectives 𝑖, 𝑗, 𝑘 avec 𝑖 < 𝑗 < 𝑘, 𝑖 et 𝑗 impairs mais 𝑘 pair. On suppose que ces trois

suites sont disjointes. Est-il possible que la somme des termes de (𝑤) soit égale à la somme des termes

de (𝑢) et de (𝑣)?

552-4 Construction (Daniel Perrin-Orsay)

Soit A et B deux points distincts du plan et (D) une droite parallèle à (AB) et distincte de (AB). Construire
à la règle non graduée seule le milieu de [AB].

A

B

(D)

× ÷

APMEP

R
é
cr
é
a
ti
o
n
s

A
u
fi
ld

e
s
m
a
th
s

5
5
2

75

mailto:frederic.deligt2@gmail.com
https://afdm.apmep.fr/wp-content/uploads/2024/04/de-ligt_552_99_CMJN.pdf


Au fil des problèmes

À propos des problèmes parus précédemment

Des solutions, exactes et intéressantes, aux énoncés parus dans la rubrique du no 549 sont parvenus plus tardivement

à la rédaction. Il s’agit des courriers de Marie-Nicole Gras (Le-Bourg-d’Oisans) pour les problèmes 549-1, 549-2 et

549-3, des courriers de Jacques Vieulet (Ibos) et de Jean-Noël Gers (Villeneuve d’Ascq) pour le problème 549-1. Vous

pourrez les retrouver sur le site.

550-1 Un problème indien

Très naturellement Pierre Renfer (Saint-Georges-d’Orques) et Marie-Nicole Gras (Le-Bourg-d’Oisans) travaillent à

partir de la formule de Héron et parviennent ainsi à une équation de Pell-Fermat : 𝑥2 −3𝑦2 = 1 dont les solutions, pour

𝑛 ⩾ 1, sont obtenues avec 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛√3 = (2 + √3)𝑛. Les trois côtés consécutifs sont donnés par (2𝑥𝑛 − 1; 2𝑥𝑛; 2𝑥𝑛 + 1)
et l’aire vaut alors 3𝑥𝑛𝑦𝑛.

Ludovic Jany (Bolquère) utilise la relation d’Al Kashi puis l’expression de l’aire d’un triangle qui fait intervenir le

sinus de l’angle entre deux côtés. Son étude arithmétique de l’expression finale lui permet de sortir aussi toutes les

solutions.

550-2 La tour infernale

Parmi les réponses reçues, seule Marie-Nicole Gras (Le-Bourg-d’Oisans) a présenté l’expression exacte du nombre

de tours comprenant le socle et 𝑘 étages supérieurs : 20 × 38𝑘−1. Il y a, sans considération de symétrie centrale, 38

façons de placer une brique sur la brique inférieure. Ce nombre est réduit à 20 pour le premier étage si on assimile

une position et son demi-tour. Mais par la suite, cela ne joue plus. Le problème posé sur les piles qui tiennent debout

reste ouvert. Il faut sans doute restreindre la recherche aux tours de hauteur 𝑛 qui ne tombent à aucun moment de

leur construction.

550-3 Une minoration

Pierre Renfer (Saint-Georges-d’Orques) et Jean-Noël Gers (Villeneuve d’Ascq) ont abordé la question de la même

façon, même si M. Gers s’est ramené à l’intervalle [−1 ; 1] par une homothétie.

À l’aide d’un raisonnement par l’absurde, on suppose qu’il existe un polynôme unitaire de degré 𝑛 qui prend ses

valeurs dans ]−2 ; 2[ quand 𝑥 parcourt l’intervalle [−2 ; 2].

Intervient ensuite un variant du polynôme de Tchebychev de première espèce de degré 𝑛. Ce dernier prend 𝑛 + 1 fois

alternativement les valeurs 2 et −2 sur [−2 ; 2]. La différence entre ces deux polynômes est un polynôme de degré

𝑛 − 1 qui s’annule, d’après l’hypothèse faite sur le polynôme, 𝑛 fois sur [−2 ; 2]. Mais cela entraîne l’égalité des deux

polynômes, ce qui voudrait dire que le polynôme considéré atteint les valeurs 2 ou −2. Contradiction.

550-4 Construction

Robert March (Paris) rappelle que la construction classique consiste à projeter en H le point N parallèlement à l’arête

[AA′] sur le plan de base (ABCD). (NP) et (HC) se coupent en Q et le reste de la construction se fait sans difficulté.

Mais comme Pierre Renfer (Saint-Georges-d’Orques) le fait remarquer, la construction d’une parallèle à une droite

passant par un point n’est pas possible à la règle seule ; en revanche, si l’on dispose de deux droites parallèles on

peut construire, avec la règle seule, la parallèle à ces droites passant par le point donné. Cela occupe une partie de

leur étude ainsi que celles de Jacques Vieulet (Ibos) et de Philippe Févotte (Albi) où il est question de construire la

polaire d’un point par rapport à deux droites parallèles.

Ludovic Jany évite cette étude en construisant la section pentagonale du cube par le plan A′MP. Cela permet

d’obtenir un point de la droite (MP) qui appartient à la face supérieure et aussi au plan (NMP). La section hexagonale

recherchée se construit alors aisément.

Toutes les contributions de ces auteurs sont consultables sur le site d’Au fil des maths à l’adresse : Youtube (onglet

RÉCRÉATIONS puis suivre AU FIL DES PROBLÈMES).

© APMEP Juin 2024
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