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La loi de Benford

La loi de Benford régit la répartition des premiers
chiffres de séries statistiques invariantes par change-
ment d’échelles et fournit des résultats assez contre-
intuitifs sur cette répartition. Jean Lefort nous en
propose une exploration a la main.

Jean Lefort

Un curieux paradoxe

Imaginons que nous relevions plusieurs centaines
de données numériques entieres. Certaines com-
mencent par le chiffre 1, d’autres par 2, etc. Au-
cune ne commence par 0. Si, par exemple, il s’agit
de la taille en centimeétres d’individus adultes, il
est certain que le chiffre 1 commencera la quasi-
totalité des mesures. Dans d’autres cas, on peut
s’attendre a une répartition quasi égale entre les
neuf chiffres. Or ce n’est pas ce que 1’on constate
dans les cas suivants :
1. les prix de tous les articles (exprimés pour
simplifier en centimes) dans un supermarché;
2. lalongueur, exprimée en kilometres, de tous les
fleuves et toutes les rivieres de France;
3. la population de toutes les communes de
France.
Dans tous ces cas on trouve prés de deux fois plus
de données qui commencent par 1 que par 2 puis
une diminution de plus en plus lente pour arriver
a environ 5% qui commencent par 9. Bizarre !

Cet article se penche sur les calculs qui peuvent
étre réalisés pour comprendre le phénomene de dé-
croissance ainsi que les pourcentages obtenus pour
chacun des chiffres. Pour comprendre a quel type de
données il s’applique et le sens de l'invariance par
changement d'unité, on pourra consulter I'article
et le chapitre 1 du Théoreme du parapluie [2].

Un exemple

On trouve facilement sur l'internet la popula-
tion des communes d'un département donné ou
d’une région donnée. Il est alors facile de trier les
données en fonction du premier chiffre.

En bas de cette page (table se trouve le ré-
sultat concernant le recensement de 2015 pour
les 883 communes alsaciennes. On remarque que,
a l’exception des nombres commengant par 8 ou 9,
il y a une décroissance tres nette. Il est vraisem-
blable que I’exception est due a la faiblesse des
effectifs concernés.

La décroissance

Dans ce qui suit nous nous intéressons plus par-
ticuliérement a la répartition des prix dans une
grande surface et nous ferons donc 1’hypothése
que cette répartition est indépendante de 'unité
monétaire choisie. Nous sommes conscients que
bien des prix sont baissés de quelques centimes,
cing ou dix, pour afficher 9,95€ au lieu de 10€
ou 14,90 € au lieu de 15 €. Difficile de savoir com-
ment cela joue et avec quelle importance sur la
répartition du chiffre le plus a gauche, d’autant
plus, et nous l'avons vu lors du passage a 1’euro,
que l'entreprise adopte la méme stratégie avec la
nouvelle unité.

Chiffre 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Nombre | 226 131 119 102 79 77 61 43 45
% 25,69 | 14,84 | 13,48 | 11,55 | 8,95 | 8,72 | 6,91 | 4,87 | 5,10

Table 1.



Imaginons que I’on multiplie ou divise tous les prix
par un méme nombre. Que va-t-il se passer pour
les prix ? Pour simplifier le calcul, supposons que
tous les prix soient multipliés par 2 (on les exprime
dans une monnaie qui vaut deux fois moins).

Ceux qui commencaient par 1 vont commencer
par 2 ou 3.
Ceux qui commencaient par 2 vont commencer
par 4 ou 5.
Ceux qui commencaient par 3 vont commencer
par 6 ou 7.
Ceux qui commencaient par 4 vont commencer
par 8 ou 9.

Notons p(x) la probabilité qu'un prix commence
par x. On peut également s’intéresser au cas ol x
s’exprime avec deux chiffres ou plus (en cherchant
la probabilité que 1’écriture d'un prix commence
par 23, par exemple). Comme nous l’avons annoncé,
nous faisons 1’hypothese que la répartition des prix
est indépendante de 1'unité monétaire choisie. Le
raisonnement précédent prouve que :

p(1) =pR)+p@B); p2) =p4) +p®);
p@B) =p6) +p(7); p4) =p@) +pO); (1)
p(1) = p(5) + p(6) + p(7) + p(8) + p(9)

La derniére égalité résultant des quatre autres.
On en déduit que p(1) > p(2).

Effectuons le méme raisonnement en multipliant
tous les prix par 1,5 :

Ceux qui commencaient par 1 vont commencer
par 15, 16, ..., 28, 29.

Ceux qui commencaient par 2 vont commencer
par 3, 40, 41, 42, 43 ou 44.

Etc. On obtient alors la relation :

p2) = p3)+p(40)+p(41)+p(42)+p(43)+p(44).
On en déduit que p(2) > p(3).

Des raisonnements anglogues agvec des multipli-

cations par et 3 permettent de

g; Zr g; g; 7:
conclure que :

p()>p2)>pB)>p(4)>p(5)>p(6)>p(7)>p(8)>p(9).

La loi de Benford

On pourrait prolonger les inégalités pour 10, 11,
12, etc.

Le raisonnement que nous venons de faire a pro-
pos de la série statistique des prix d’un super-
marché, nous le faisons de la méme maniere
sur la série statistique des longueurs des cours
d’eau, longueur que nous pouvons mesurer en
kilometres, en miles nautiques ou en toute autre
unité qui nous plaira.

Passage de x a 2x

Nous avons vu que dans le cas ou x vaut 1, 2, 3
ou 4, nous avions p(x) = p(2x) + p(2x + 1). En
prenant pour x des valeurs a 1 chiffre ou 2 chiffres
ou plus, cette formule se généralise. Prenons un
exemple.

Considérons x = 23 et doublons tous les prix.
Pour 230 < x < 235 on a 460 < 2x < 470. Puis
pour 235 < x <240 on a 470 < 2x < 480, ce qui
prouve qu’'on a p(23) = p(46) + p(47).

On n’oublie pas qu’il s'%git de probabilités et par
suite, on a la relation 2 p(n) =1.
n=1

Il semble bien qu’a partir de ces deux relations les
valeurs de p soient déterminées comme on peut
s’y atteler par approximations successives. Dans un
premier temps, considérons une fonction g décrois-
sante qui satisfait aux deux conditions : g(1) = 100
et g(x) = g2x) + g(2x + 1). On trouve a peu pres :

g(1l)=100; g(2)=60; g@3)=40;
g4)=35; gid)=25; g(6)=21;
g(7)=19; g@®)=18; g9 =17

qu’il faut ramener en pourcentage en divisant par
335=100+60+40+34+25+21+19+18+17
ce qui permet alors d’avoir des probabilités.

On peut proposer d’autres répartitions satisfaisant
aux équations (1), mais on se rend vite compte,
surtout si on prolonge la série pour les deux pre-
miers chiffres a gauche qu’on est de plus en plus
contraint si 1’on veut respecter la décroissance.
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La loi de Benford

Voyons comment nous pouvons étre plus précis
en faisant une hypothese supplémentaire. Sup-
posons, dans un premier temps, qu'’il existe une
fonction f telle que p(x) = f(x +1) — f(x). En
utilisant cette formule, il vient :

p(x) = f(x+D)—-f()=p2x)+p(2x+1)
= (f@x+D=f(2x))+(f 2x+2)-f (2x+1))
= f(2x+2)—f(2x).

D'ou f(x) — f(2x) = f(x +1) — f(2x + 2). Ceci
prouve que la variation de la fonction f entre un
nombre et son double est indépendante de la va-
leur de ce nombre. En fait cela n’est valable que
pour les entiers. Une famille de fonctions vient
immeédiatement a I’esprit, les logarithmes. Ce ne
sont pas les seules mais ce sont les plus simples.
On peut, par exemple, ajouter a un logarithme
une fonction périodique w de période 1, puisque
nous ne travaillons que sur N*. Un calcul élé-
mentaire permet de vérifier qu'une telle fonction
f(x) = aln(x) + w(x) satisfait a f(x) — f(2x) =
f(x+1)—f@2x+2).

Alors: f(x) =aln(x) + w(x) et

p(xX)=aln(x+1)—aln(x)=aln (XTH) =aln (1+%) .

Il faut maintenant nous souvenir que p représente
9

une probabilité et que Z p(n) =1. Donc :
n=1
(aln(2)—aln(1))+(aln(3)—aln(2))+ -
+(aln(10)—aln(9))=aln(10)=1.

Ceci détermine a et prouve que aln(x) = log(x)
(logarithme décimal) et p(x) = log (1 + ;), d’ou :

p(1)=0,301; p(2)=0,176; p@3)=0,125;
p@)=0,097; p@’)=0,079; p(6)=0,067;
p(7) =0,058; p(8)=0,051; p(9)=0,046.

On pourra comparer avec le premier exemple sur
la population des communes alsaciennes ou sur la
tentative d’approximation que nous avons faite
un peu plus haut.

Remarque

Un mathématicien peut s’intéresser a 1’écriture
des nombres dans une autre base que dix, soit b.
Alors la fonction {) qui intervient est définie par
p(x) =log,, (1 + ;) .

Conclusion

Comme nous l’avons annoncé au début, le rai-
sonnement qui vient d’étre fait a propos des prix
s’applique également aux longueurs des cours
d’eau que ’on peut mesurer dans différentes uni-
tés. C’est plus difficile pour des populations sauf
a les regrouper par paquets de n unités. Cette loi
s’applique également pour le premier chiffre des
puissances successives de 2 [3]l.

La loi de Benford qui annonce que la répartition
du ou des premiers chiffres x d'une série de don-
nées suffisamment importante suit une loi de pro-
babilité définie par p(x) = log (1 + %) s’applique
a toutes les données dont on peut raisonnable-
ment penser que leur répartition est indépen-
dante du choix de I'unité utilisée pour les mesurer.
Ainsi cette loi a été utilisée pour vérifier la comp-
tabilité de grandes entreprises ou d’Etats avec
mise en évidence de fraude dans certains cas.
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