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Croisements de points

de vue sur la mesure

Les auteures montrent ici comment le croisement des
points de vue entre didactique de la physique et di-
dactique des mathématiques permet de porter un nou-
veau regard sur I’enseignement de la mesure et de la
géométrie dans I’enseignement primaire et secondaire

francais[l]

Aurélie Chesnais & Valérie Munier

Certaines difficultés sont observées de fagon ré-
currente dans ’apprentissage et ’enseignement
des mathématiques et ce, indépendamment des
(nombreux) changements de programmes de ces
dernieres décennies.

Pourquoi est-il si difficile pour les éleves d’accep-
ter que des loneurs de segments puissent valoir

\/Eou%?

Pourquoi tant d’éleves peinent-ils a comprendre,
méme encore a la fin du college, qu’'une conjec-
ture sur un dessin nécessite une preuve et que
la validation par une mesure obtenue avec un
instrument ou un logiciel n’est pas suffisante ?

Pourquoi ont-ils des difficultés a manipuler des
valeurs approchées et a gérer correctement leur
rapport avec les valeurs exactes ?

Pourquoi est-il si difficile de travailler la modé-
lisation mathématique de situations non mathé-
matiques (issues d’un contexte « quotidien » ou
d’une autre discipline, notamment la physique) de
facon a ce que les éleves y voient un réel intérét
et en comprennent ’enjeu?

Pourquoi, lorsque plusieurs éleves réalisent des
mesures avec un instrument et ne trouvent pas
exactement la méme valeur, demandent-ils quelle
est la « bonne »?

Au-dela des objectifs d’apprentissages spécifiques
liés a des programmes donnés, il nous semble que
ces questions, qui mettent en jeu des mesures de

grandeurs, sont essentielles de par le lien qu’elles
entretiennent avec celle de la formation du citoyen :
formation a la culture scientifique, a ses modes de
pensée et ses pratiques, et particulierement a la
construction d’un esprit critique, nécessaire pour
appréhender son environnement (matériel autant
que virtuel et social) de fagon raisonnée et maitri-
sée, en appui sur ces savoirs et pratiques. En effet,
elles nous semblent révélatrices de difficultés d’ap-
préhension du rapport entre modeéle (ou théorie) et
réalité, et donc de difficultés liées a la modélisation
de la réalité matérielle par les mathématiques et
les sciences expérimentales qui est au coeur des
pratiques scientifiques.

En physique, une part importante de l’activité
consiste en effet a construire un dialogue entre
champ empirique et champ théorique (les modéles
pouvant étre considérés comme des intermédiaires
entre ces deux champs), et la mesure y joue un
role crucial. Définie comme « processus consistant
a obtenir expérimentalement une ou plusieurs va-
leurs que l’'on peut raisonnablement attribuer a
une grandeur » [4], la mesure en physique est, par
nature, associée a des incertitudes pouvant avoir
diverses origines : l'observateur, l'instrument de
mesure et la grandeur méme qui fait 1'objet du me-
surage. En effet, quelle que soit la qualité du me-
surage, la répétition de la mesure d'une grandeur
ne donnera pas des valeurs toutes identiques. De
ce fait, « il ne suffit donc pas d’un nombre pour

1. La bibliographie de l’article est consultable sur le site d’Au fil des maths.
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exprimer la mesure, il en faut deux : I’estimation
la plus probable de la grandeur et I’amplitude de
I'intervalle a I'intérieur duquel elle a de grandes
chances de se trouver, ce qu’on appelle un inter-
valle de confiance » [5]]. Les mesures réalisées avec
les instruments doivent ensuite étre traitées pour
donner des informations et/ou prendre des déci-
sions sur le phénomene ou l'objet étudié, ce qui
nécessite de prendre en compte les incertitudes de
mesure. Par exemple, la mesure des valeurs d’in-
tensité et de tension aux bornes d'un conducteur
ohmique donnera des valeurs « presque » propor-
tionnelles (des points « presque » alignés si on les
représente graphiquement) et la prise en compte
des incertitudes sera nécessaire pour savoir si on
peut modéliser la relation entre ces grandeurs par
une relation de proportionnalité (loid’Ohm U = RI)
ou pas et les limites de validité de ce modele. L'éla-
boration de lois ou de modéles a partir de mesures
nécessite ainsi d’établir des liens entre une forme
de réalité (matérielle) et le modele, entre 1’empi-
rique et le théorique, le mesurage matériel et le
travail sur des objets « abstraits ».

En mathématiques, la géométrie apparait par es-
sence comme un moyen de modélisation de 1'es-
pace sensible en lien avec la mesure de grandeurs
(rappelons que « géo-métrie » signifie étymologi-
quement « mesure de la Terre »). Historiquement,
elle a été progressivement « théorisée » avec le
processus fondateur de ’axiomatisation.

Du point de vue historique, dans les travaux
d’Euclide, la mesure n’est pas encore un nombre,
mais un rapport entre deux grandeurs, 'une
étant prise pour référence. Aujourd’hui, les
concepts de grandeur et mesure peuvent étre
définis 1’un par rapport a l’autre, dans un
sens ou dans l'autre [6] [7]. Un point de vue
est de définir une fonction mesure, puis une
grandeur comme classe d’équivalence de cette
fonction. A l'inverse, on peut définir la mesure
comme quantification des grandeurs et résul-
tat d'un processus de « mesurage » (appelé aussi
« procédé de mesure », « opération pratique de

mensuration » p. 566] ou « mesure pra-
tique » [9] p. 28]) : la mesure est alors le rap-
port entre la grandeur mesurée et la grandeur
choisie comme étalon, ou encore le nombre de
reports de I’étalon nécessaire pour « couvrir » la
grandeur. Chevallard et Chambris parlent
ainsi de « nombrement ».

Notons que, méme dans cette derniere définition, la
mesure comme le mesurage restent « théoriques » :
la question des aspects « pratiques » liés a 1'utili-
sation d’un instrument de mesure dans le monde
matériel ne releve pas des mathématiques et les
aléas liés a ces aspects sont considérés comme un
« bruit » [11]], le plus souvent ignoré. Tout mesu-
rage est donc considéré comme « tombant juste »
(c’est-a-dire « en supposant [...] que I’opération se
fait exactement », ), sans incertitude, ce qui
suppose une infinie précision.

Les « mesures » de grandeurs que l’on mani-
pule en mathématiques correspondent ainsi a
celles d’objets « théoriques » (infinis, sans épais-
seur, éventuellement a plus de 3 dimensions etc.).
On les obtient en calculant, par exemple en ap-
pliquant le théoreme de Pythagore dans un tri-
angle rectangle ou en calculant une aire sous
une courbe avec une intégrale. Les valeurs obte-
nues sont des nombres réels, non atteignables par
des instruments, que le mathématicien qualifie de
«valeurs exactes », par opposition aux valeurs ob-
tenues avec un instrument, qui ne seront toujours
qu’« approchées ».

Mais si la question de l'utilisation des instruments
de mesure et la gestion des incertitudes asso-
ciées est I’apanage des sciences expérimentales
et ne concerne pas le mathématicien-géometref?}
elle est cependant au cceur des problématiques
d’apprentissage et d’enseignement de la géomé-
trie dans 1’école francaise, du fait méme que la
rencontre avec la mesure est d’abord liée a 1'utili-
sation d’instruments de mesure (au premier chef,

2. Mais elle peut intéresser un mathématicien-statisticien qui prendrait cette question comme objet, par exemple pour la
construction de modéles mathématiques des incertitudes de mesure au service d’applications en sciences expérimentales ou autres.
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la régle graduée, des le CP, mais aussi le rappor-
teur en Sixiéme). Cela conduit certains éléves a
une incompréhension, au début du secondaire
quand, alors que ce qui s’appelait jusque-la « me-
sure » était la valeur que donnait l'instrument et
était le plus souvent considérée comme « exacte »
(pour peu que 1'on se soit suffisamment appliqué),
on décrete que «[...] des mesures sur un dessin ne
suffisent pas pour prouver qu’'un énoncé de géo-
métrie est vrai » (proposition issue d’un manuel
de Cinquiéme de 2001 et rapportée par Houde-
ment, )El Or les énoncés en question portent
le plus fréquemment sur ... des « mesures », mais
cette fois-ci au sens du mathématicien, c’est-a-
dire des valeurs exactes obtenues par 1’applica-
tion d’un théoréme a partir des valeurs données
dans un énoncé. Pour 1’éléve pour qui les objets
géomeétriques sont avant tout des dessinsEl et pour
qui une mesure est ce que donne un instrument,
dire que les instruments ne donnent que des « va-
leurs approchées » ne peut avoir de sens : elles
sont alors des « valeurs approchées qui ne sont
approchées de rien », pour reprendre la formule
de Lebesgue parlant des approximations des réels
par les décimaux tant que les réels n’ont pas été
introduits [9} p. 18].

Ces enjeux liés a l'articulation entre les aspects
empiriques de la mesure et ses aspects théoriques
constituent a la fois une nécessité et une grande
difficulté dans 1’enseignement des mathématiques.
Brousseau lui-méme, dans son texte sur 'épis-
témologie du professeur, choisit d’ailleurs préci-
sément cet exemple pour illustrer la nécessité
pour les professeurs d’« assumer une épistémolo-
gie » et pour montrer 'importance et la difficulté
de ce role. Il y explique notamment que les solu-
tions « classiques » apportées par les enseignants
aux difficultés posées dans les classes par I’écart
entre « mesurage effectif » et « mesure théorique »
meénent a des impasses problématiques. Il pointe
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par ailleurs que les incertitudes liées au mesurage
matériel sont inévitables et doivent étre prises en
charge : «y renoncer completement conduit a s’abs-
tenir de traiter correctement aussi bien les pro-
blémes pratiques que les notions théoriques » [16].

Compte tenu de ce que nous avons avancé ci-
dessus, nous considérons que l’enseignement
gagnerait a ne pas se limiter a une référence
épistémologique issue des mathématiques, mais
a assumer pleinement le fait que « [la géométrie
de I’école élémentaire] ressemble fort a une ap-
proche physique des phénomenes » p- 771. Et
si la théorie de la mesure, au sens mathématique
du terme, doit constituer une référence épistémo-
logique indispensable pour I’enseignement [17]],
elle ne peut suffire. Le point de vue de la phy-
sique sur la question de la mesure et de la
modélisation nous semble ainsi pouvoir nourrir
les réflexions didactiques sur I’enseignement de
la géométrie élémentaire, comme le suggerent
également Tanguay et Geeraerts [18].

Distinction entre mesure empirique et
mesure théorique

Croiser les perspectives didactiques et épistémo-
logiques de physique et de mathématiques nous
a ainsi amenées a proposer une distinction entre
« mesure théorique » et « mesure empirique » que
nous décrivons ci-dessous (pour plus de détails
voir [3, [19]) et qui nous parait susceptible d’ali-
menter nos réflexions didactiques. Nous appelons
« mesure théorique » une mesure obtenue a par-
tir de calculs, sur la base d’informations données
(par exemple la détermination d’une longueur a
I'aide du théoreme de Pythagore ou d’une intensité

3. Lauteur pointe qu’il n’est qu’un exemple parmi d’autres du méme type, fréquents dans les classes et les manuels, et qui
constitue le moyen principal, mais nécessairement insuffisant, par lequel est pris en charge le changement de « paradigme
géométrique » inhérent au passage de la géométrie de 1’école (centrée sur le dessin et 1'utilisation des instruments) a la géométrie
du college (appelée parfois géométrie de la démonstration, géométrie des figures, géométrie théorique ou géométrie abstraite) ,

qui vise le raisonnement déductif sur les propriétés des figures.

4. Pour reprendre I'opposition entre dessin comme représentation matérielle d’une figure qui, elle, est un objet abstrait ||
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en utilisant la loi d’Ohm), ou fournie comme don-
née d'un probleme. Le terme « mesure empirique »
désigne une valeur résultant d’une action maté-
rielle avec un instrument, par exemple lorsque 1’'on
mesure une longueur a l’aide d’une regle ou une
tension a 'aide d’un voltmeétre.

Les mesures empiriques sont par nature des
nombres décimaux, soumis a incertitude et disper-
sion et qui doivent donc étre assortis d'un intervalle
de confiance; tandis que les mesures théoriques
sont des nombres réels et sont considérées comme
des valeurs exactes. Dans certains cas, valeurs em-
piriques et théoriques sont égales mais, la plupart
du temps, elles ne coincident pas et les mesures em-
piriques sont des valeurs approchées des mesures
théoriques. Cela entraine une incompatibilité appa-
rente entre la définition de la mesure en mathéma-
tiques comme une fonction réelle positive et celle
de la mesure en physique qui résulte de 1'utilisation
d’un instrument. Bien siir, cela ne constitue pas une
contradiction pour l'expert qui sait comment gérer
les relations entre ces deux objets (tout en utilisant
le méme terme pour les deux), et qui différencie
les mesures, quand cela est nécessaire, en ajoutant
« exacte » ou « approchée ». Cependant cela peut
entrainer des difficultés pour les éléves qui doivent
a la fois construire les différentes dimensions de
la mesure et les articuler, alors méme que 1’ensei-
gnement de la mesure théorique s’appuie sur la
pratique du mesurage empirique. Les difficultés
des éléves mentionnées en introduction peuvent
ainsi s’expliquer par des conflits, des difficultés
d’identification, de hiérarchisation et d’articulation
entre les dimensions empirique et théorique de la
mesure.

Pour préciser les conceptions que les éléves ont
de la mesure au début du secondaire, nous avons
mené des tests dans dix classes de Sixieme (soit
229 éléves), dont cinqg classes en éducation prio-
ritaire (100 éleves) et cing en contexte ordinaire
(129 éleves), ainsi que quelques entretiens [20].
Lorsqu’on demande, par exemple, a des éleves de
Sixieme, la longueur d’un quart d’une bande de
9,3 cm, seul un tiers d’entre eux choisissent de

répondre 2,325 cm [20]]. Les justifications propo-
sées par les éléves lorsqu’ils choisissent cette ré-
ponse montrent qu’ils ont une conception proche
de la conception experte (il y a une « vraie » va-
leur et la regle en donne une valeur approchée),
méme si le langage qu’ils emploient est encore
peu « orthodoxe », comme par exemple Amyad
(éleve en éducation prioritaire) : « La régle n’a
pas de milli milli metre alors que la calculatrice
peut calculer vraiment ». En particulier, I’emploi
de termes de la famille de « précis » ou « exact »
est trés rare. Lanalyse des réponses des éleves qui
ne choisissent pas la valeur exacte est révélatrice.
En moyenne, 44 % des éleves ne considerent pas
autre chose que le mesurage a la regle voire, pour
certains, le calcul est la procédure qui permet de
trouver, en l'arrondissant, la valeur 2,3 : d’'une
certaine maniére, pour ces éleves, c’est 2,325 qui
est une valeur « approximative » de la « vraie va-
leur » qui ne peut étre que celle que I’on trouve en
utilisant la regle, le calcul ne fournissant qu’une
maniere plus économique (d’un certain point de
vue du moins) de trouver cette valeur. Ainsi cet
éléve qui écrit : « J'ai fait 9,3+4 = 2,325. Je l'ai ar-
rondi au dixieme car sur une regle graduée il n'y
a que les centimetres et les milliméetres. » Nous di-
rions alors que pour cet éléve, la mesure renvoie a
la mesure empirique. L'idée d’'une mesure de lon-
gueur théorique, non accessible par le mesurage,
ne semble pas étre encore concevable.

Par ailleurs, dans une autre étude, nous avons
demandé a des éleves de CM2 et Sixieme si, pour
eux, 2,325cm (respectivement 9,4 cm, 5,25cm,
3 cm et 9,48 cm) peuvent étre des longueurs de
segments : environ 90 % des éléves donnent une
réponse positive pour 9,4cm; environ 80 % ac-
ceptent les valeurs 5,25 et 9,48; en revanche,
a peine la moitié des éleves acceptent 2,325
et L Les réponses positives sont légerement plus

3
fréquentes en Sixiéme, mais avec un écart faible.

Ces résultats montrent donc qu’'une proportion
non négligeable d’éleves au début du college ont
une conception de la mesure liée essentiellement,
voire exclusivement, a la mesure empirique. Cette
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conception risque de se constituer pour ces éléves
en véritable obstacle (qui résulte d’'une combinai-
son de raisons épistémologiques et didactiques) a
I’entrée dans la conception mathématique (experte)
de la mesure, d’une maniére similaire a l'idée de
dessin faisant obstacle a I'idée de figure [14].

La pertinence de certains choix
d’enseignement

Différentes études de manuels, en mathématiques
et en physique, en élémentaire et au college, nous
ont permis de mettre en évidence les principales
stratégies de prise en charge de ’enjeu de dis-
tinction et articulation des aspects empirique et
théorique de la mesure. En particulier, nous avons
analysé des « activités d’introduction » visant 1’éla-
boration d'un théoreme en mathématiques, qui
présente des similitudes avec 1’élaboration d’une
loi en sciences expérimentales [3]], ainsi que des
exercices portant sur des situations « concretes ».

SN I

< 0@ e
a. Construire un triangle quelconque ABC et afficher les longueurs de ses cotés.

© GeoGebra 7 et 16

b. Ouvrir la fenétre du tableur GeoGebra. @ GeoGebra 25

c. Dans la cellule A1, écrire « AB? = ».

d. Dans la cellule B1, saisir une formule affichant le carré de la longueur AB.

e. Compléter les colonnes A et B du tableur par les carrés des longueurs BC et AC, puis par
la somme des carrés des longueurs AB et BC.

A B C
|AB2= 9
BC?= 25
AC?= 34
AB+BC'= 34

ENIFS I

B a. Déplacer les points A, B ou C de facon & rendre le triangle rectangle en B. On pourra éven-
tuellement s'aider du quadrillage. @ GeoGebra 1

b. Observer les résultats des calculs affichés pour de nombreux triangles rectangles en B.
c. Quelle conclusion semble se dégager des manipulations précédentes ?

Figure 1. Extrait d’un manuelﬂde Quatriéme illustrant la stra-
tégie de gommer les incertitudes de mesure.

La premiére stratégie consiste a sélectionner soi-
gneusement des situations dans lesquelles le mo-
dele et la réalité « coincident », en choisissant
des valeurs qui « tombent juste ». Par exemple,
on peut introduire le théoreme de Pythagore en
faisant « conjecturer » le théoreme dans le cas
de triangles dont les c6tés mesurent par exemple
3,4et5cm et 6, 8 et 10cm, ou encore en utili-
sant un logiciel avec lequel on réglera la précision
des mesures de facon a ce que les incertitudes

Croisements de points de vue sur la mesure

soient gommées par les arrondis (voir exemple en
figure [1).

Cette stratégie, économique au premier abord
car les éleves « trouvent » facilement le théoréme,
contient le risque de renforcer 'idée que des me-
sures sur un dessin sont suffisantes et qu’il n’est
pas nécessaire de prouver quoi que ce soit autre-
ment puisqu’on obtient la « bonne valeur » en me-
surant. Sans méme parler du fait que d’arrondir
comme le fait I’exercice de la figure 1 les valeurs
sans rien en dire peut renforcer la tendance de
certains éleves a considérer que 5,83 est égal a
racine de 34 amalgamant ainsi la valeur exacte
et la valeur approchée.

Une girouette est un instrument qui mesure la
direction du vent au sol.

Julie a installé dans son jardin une jolie girouette
surmontant un piquet.

Comme elle n'est pas vraiment sure que le piquet
soit bien perpendiculaire avec le sol, elle attache
une corde, comme schématisé sur le dessin, et
effectue des mesures de 'ensemble.

Le piquet surmonté de la girouette est-il perpen-
diculaire au sol ?

Figure 2. Exercice tiré d’un manuel de Quatriéme illustrant
certains choix problématiques dans les exercices partant de
« situations concretes ».

En figure [2] nous proposons un exemple d’exer-
cice qui vise un travail a partir d'une « situation
concrete ». Nous ne prétendons pas qu'il est repré-
sentatif de ce type d’exercices qu’on trouve dans

5. Nous choisissons de ne pas indiquer de référence précise car il ne s’agit pas de stigmatiser tel ou tel manuel, mais uniquement
d’illustrer des stratégies largement répandues, autant dans les manuels que dans des ressources que I’on peut trouver sur l'internet.
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les manuels, mais il permet d’illustrer de fagon as-
sez caricaturale certains choix que 1'on retrouve
dans un nombre non négligeable d’entre eux.

Légalité 0,662 + 1,122 = 1,32 est vraie, mais
on peut questionner la nature des valeurs don-
nées a 1cm pres alors que le dessin lui-méme
suggere une imprécision importante sur les gran-
deurs mesurées (liées aux brins d’herbe ou en-
core a l'épaisseur du poteau). Cet exercice est par
ailleurs discutable sur de nombreux autres aspects,
comme la pertinence, dans la réalité quotidienne,
de vérifier la verticalité d’un poteau par une telle
méthode ou, et c’est encore plus problématique,
en considérant la verticalité d’un axe par rapport a
I’horizontale comme étant assurée par la perpen-
dicularité dans un seul plan! On peut ainsi douter
que cet exercice permette de donner du sens a la
géométrie comme outil de modélisation pour ré-
soudre des problemes hors des mathématiques.

A l'inverse, la deuxiéme stratégie consiste & opposer
modele et réalité pour motiver la géométrie de la
démonstration, en s’appuyant sur I'affirmation qu’'un
dessin aux instruments n’est « pas suffisamment pré-
cis » ou sur le fait que cela permet une économie en
évitant d’avoir a faire le mesurage, mais qui n’est
pas motivée et peut apparaitre comme arbitraire
(via I'usage de dessins a main levée ou l'interdiction
d’utiliser les instruments). Cette stratégie, illustrée
par I'exemple en figure (3} a le mérite d’assumer
un écart entre modele et réalité, mais d'une part
elle repose essentiellement sur un « dressage »
plutét qu'une motivation intrinseque aux mathéma-
tiques; d’autre part, elle ne permet pas pour autant
de travailler le rapport qu’entretiennent réellement
I'un et l'autre, puisqu’elle semble opposer valida-
tion instrumentée et par le raisonnement, ne per-
mettant pas de construire I'idée que le dessin est
un outil dans le raisonnement géométrique notam-
ment pour établir des conjectures. Elle incite par
ailleurs les éleves a remettre en cause ce qu'ils ont
appris précédemment.

1) Refaire en vraie grandeur la figure
sachant que :
OA=0B=0C=0D=0E=0F=4cm

2) Uangle DOE est-il droit? Justifier la
réponse.

Rédaction de la solution

< <)l Mes conseils
N,

AOB est un angle plat :
une régle suffit pour le tracer.
Comme les angles AOC et EOF
sont codés de la méme fagon,

ils ont la méme mesure.

Tu dois utiliser un rapporteur
pour construire la figure.

1) Gonabruction

+ AOB=180°

Jai vérifié avec mon équerre :
il semble que I'angle DOE soit droit.
oL 65T L EOF 4 EGR Pourjustifier, il fau calculer
AOC + COD + EOF + FOB = 28° + 16° + 28°+ 16°= 88° N aalea i e
Done - DOE + 88°=180°
9 or -DOE =180° - 88°=92°
bimai. :DOE = 92°

Je pensais que cet angle
était droit, mais le calcul prouve
que je me trompais.

Brangh BOE e dome. pas ot

Figure 3. Extrait de manuel illustrant I’opposition entre vali-
dation instrumentée et théorique.

Ces stratégies consistent donc toutes pour 1'essen-
tiel a « mettre sous le tapis » (plus ou moins vo-
lontairement) la question des incertitudes liées a
la mesure empirique et, plus globalement, du rap-
port entre modele et réalité, amenant au « divorce
entre les concepts mathématiques enseignés et les
activités effectives des éleves » évoqué par Brous-
seau p. 19] ou le fait que « le professeur doit
sournoisement violer les rapports théorie/pratique
que ses convictions pédagogiques lui font mission
de professer » (ibid.).

Voici un dernier exemple illustrant la maniére
dont le fait de ne pas prendre en charge ces en-
jeux, et en particulier d’utiliser le mot « mesure »
de facon indifférenciée, peut mener a proposer a
des éleves des taches dépourvues de sens.

1. Tracer un triangle STR isoceéle en T tel que :
ST =5cm et RTS = 56°.

2. Mesurer les angles TSR et TRS.

3. Quelle conjecture faire concernant les me-
sures de ces angles?

Figure 4. Exemple d’exercice illustrant les difficultés résultant
d’une absence de gestion de la polysémie du mot mesure.
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Les éléves auront obtenu deux nombres a la ques-
tion[2] et leur demander ensuite de conjecturer
quelque chose sur ces deux mesures n’a de sens
que si on considere que mesurer ne donne pas
la mesure. Parce que si I'on considére les va-
leurs obtenues, il n'y a pas de conjecture a faire
mais un constat : soit elles sont égales, soit elles
sont différentes, soit éventuellement différentes
mais proches, mais il s’agit alors d’un constat
et non d’'une conjecture. En revanche, les ques-
tions prennent davantage de sens (du point de vue
mathématiqueﬁ) si 'on remplace la question
par « détermine les mesures empiriques des deux
angles » et la question c. par « quelle conjecture
faire concernant les mesures théoriques de ces
angles? ». La question de l'accessibilité pour les
éleves de cette tache reste toutefois posée. Par
ailleurs, notons que, s’il s’agit bien pour les au-
teurs, comme il nous semble raisonnable de le sup-
poser, de travailler sur la propriété d’égalité des
mesures des angles a la base d’un triangle isocéle,
la question de la généralisation, au-dela d’un seul
triangle, essentielle a 1’élaboration d’une réelle
conjecture, n’est pas prise en charge.

Quelles alternatives?

La prise en charge minimale consiste a assu-
mer les écarts entre mesures empiriques et théo-
riques. C’est ce que propose par exemple l'activité
d’introduction ci-dessous (trouvée sur l’'internet)
dans une version partiellement corrigée par le
professeur (voir notamment la derniére phrase).

Activité d’introduction

Trace un triangle BEL assez grand. Place un point U
sur [BL] et trace la parallele a (LE) passant par U,
elle coupe [BE] en S.

Mesure le plus précisément possible :

BE = BL = LE =
BU = BS = UsS =
Effectue les calculs suivants :
BU _ 3,03 _ _ .
ﬁ = m ~. 0,690 = 0,69,

BS

5 :
ﬁ = m = 0,689 = 0,69,

Croisements de points de vue sur la mesure

US _ 4,36
LE ~ 6,31

Qu’observe-t-on?

~ 0,691 = 0,69.

BL=439 U

LE=6,31

BU = 3,03

BS=5

BE = 7,25
On observe que I'on a % = B—S = U—S aux erreurs
q BL ~ BE ~_ LE

de mesure prés.

Figure 5. Activité de conjecture proposée sur l'internet.

De méme Brousseau G. et Brousseau N.
proposent dans leur ingénierie de prendre en
charge explicitement la dispersion de mesures
de la masse d’un verre d’eau.

Toutefois, dans ces propositions, la distinction
entre mesures empiriques et théoriques et le rap-
port qu’elles entretiennent ne constitue pas un en-
jeu d’apprentissage en tant que tel. Or, sijusque-la
et dans ’ensemble des autres exercices, la me-
sure empirique est considérée comme exacte, le
traitement qui en est fait ne semble pas suffisant
a assurer la construction du sens.

Il nous semble donc que 1'on ne peut pas faire
I’économie d’une réflexion sur la prise en charge
de ces questions dans les classes. Garantir des
apprentissages qui font sens et permettent de
construire une épistémologie cohérente des dis-
ciplines et de l'activité scientifique consisterait
au contraire a mettre sur le devant de la scene
ces questions, a la fois en travaillant sur les in-
certitudes inhérentes aux mesures empiriques
dans le cas de travaux mobilisant des instruments
de mesure, et en prenant en charge la construc-
tion de la mesure théorique avec la question

6. Nous ne suggérons pas ici que c’est ce qu’il faut faire en classe. Voir plus loin I’étude que nous avons menée sur l'introduction

dans les classes de la distinction entre les deux types de mesures.



Croisements de points de vue sur la mesure

de la distinction et de l'articulation entre les
deux types de mesures. Il semble alors pertinent
de penser 'enseignement de la mesure en s’ap-
puyant sur l’épistémologie de celle-ci dans les
deux disciplines.

Certaines propositions vont dans ce sens, comme
par exemple Reynes proposant de faire tra-
vailler les éleves sur l’aspect matériel du dessin,
en lien avec 'aspect empirique de la mesure, ou
les propositions de Houdement visant a ac-
corder davantage de légitimité aux procédures
instrumentées dans le cas d’exercices portant sur
des situations « concretes », stratégie que 1'on
trouve également dans certaines ressources Edus-
col récentes (voir le « document maitre » 3| sur
I’enseignement de la géométrie au cycle 4).

Dans la partie qui suit nous présentons différentes
pistes que nous avons explorées pour prendre en
charge l'articulation entre dimensions empirique
et théorique de la mesure. Nous présentons une
étude sur les incertitudes de mesure a 1'école élé-
mentaire et une étude sur I’enseignement de la
géométrie en Sixieme.

Travailler sur les incertitudes de mesure
en école élémentaire

Dans cette étude nous avons cherché a voir s'il était
possible d’initier les éléves, des 1’école élémentaire,
a une réflexion sur la mesure empirique, prenant
en compte les incertitudes de mesure, comme cela
est de nouveauEl préconisé dans les programmes
de sciences du cycle 3 en vigueur [23]. Un de
nos objectifs était de déterminer de quelle fagon
I’école élémentaire pouvait contribuer a développer
des connaissances et capacités concernant la me-
sure, les incertitudes de mesure et le traitement
des données issues du mesurage. Comme Petro-
sino et al. , nous avons élaboré et expérimenté
une séquence d’enseignement dans laquelle des
éléves de CM1 et CM2 sont confrontés a N me-
sures de la méme grandeur (voir Munier et al.
pour une description de la séquence). Nous avons

montré que, lors de 1’exploitation de ces séries de
mesures, les éleves sont capables d’envisager les
trois causes possibles d’incertitudes (la grandeur a
mesurer, 'instrument et ’expérimentateur), mais
que I'expérimentateur est toujours, quelle que soit
la grandeur, la cause d’erreur la plus citée par
les éléves. Suivant 'instrument de mesure utilisé,
ceux-ci mettent en cause cet instrument ou non,
certains instruments, comme la balance électro-
nique notamment, leur paraissant « infaillibles ».
Les éléves peuvent prendre conscience de la né-
cessité de répéter les mesures et certains d’entre
eux sont capables de raisonner en termes d’inter-
valle de confiance, en mobilisant un raisonnement
qualitatif correct. Bien sir, I'utilisation que 1’on va
faire des résultats de mesure ne nécessite pas tou-
jours de répéter de nombreuses fois ces mesures,
et il n’est pas question de suggérer qu'un travail
systématique de ce type pour chaque activité de me-
surage pratiquée en classe serait nécessaire. D'une
part ceci est totalement irréaliste au vu notamment
des contraintes de temps, d’autre part cela n’est
pas pertinent dans tous les cas. En revanche, une
analyse statistique d’'un grand nombre de mesures
de la méme grandeur est indispensable dés lors
qu’il s’agit de prendre une décision (différencier
deux matériaux de masse volumique proche a par-
tir de mesures de masse et de volume ou décider
si un triangle est équilatéral ou non en géométrie
instrumentée) ou par exemple lorsqu’il s’agit de
comparer les performances de deux instruments de
mesure, de deux objets techniques ou la pertinence
de deux méthodes de mesure. Il nous semble donc
important, comme Journeaux et al. I’évoquent
pour le lycée, de confronter les éleves a des si-
tuations dans lesquelles la prise de décision n’est
possible qu’avec un grand nombre de mesures. A
I’école élémentaire et jusqu’au lycée, on ne dispose
pas encore des nombreux outils statistiques permet-
tant de traiter les résultats de mesure, et I’age des

7. Les incertitudes de mesure figuraient dans les programmes de cycle 3 en 2002 et dans les « thémes de convergence » associés
aux programmes de college de 2008. Cela n’apparait plus dans les programmes de college. Dans les programmes de physique du lycée,
les incertitudes de mesure ont une place importante, en lien avec I’enseignement des probabilités.
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éléves impose un traitement simplifié de ces résul-
tats.Toutefois,nous avons montré que des 1’école
on peut développer chez les éleves des raison-
nements statistiques complexeslﬂ méme s’il ne
s’agit que de raisonnements qualitatifs. Ce travail
sur la dispersion des résultats de mesure peut per-
mettre de dépasser la « résistance » et le « déni »
de la variabilité du monde pointés par Chevallard
et Wozniak p- 22], en développant un « regard
statistique sur le monde », essentiel a 1’« éman-
cipation citoyenne » (ibid. p. 24). Il permet de
proposer une prise en charge cohérente de la dis-
persion des résultats de mesure qui de toute fagon
apparait en classe dés lors qu’on confronte les me-
sures réalisées par les éleves, parce qu’elles sont
inhérentes au processus de mesure empirique.

Introduire la distinction entre mesures em-
pirique et théorique en Sixieme : un levier
pour l’'entrée dans la géométrie théorique

Lune d’entre nous a par ailleurs travaillé avec
un groupe d’enseignantes de mathématiques de
college sur des tentatives pour introduire explici-
tement en Sixieme la distinction entre mesures
empirique et théorique et s’en servir comme levier
pour travailler le raisonnement sur les propriétés
des figures, la distinction entre dessin et figure
et I’entrée dans la géométrie de la démonstration.
Le travail s’est déroulé au sein d'un dispositif
29}, inspiré des recherches collaboratives qui
a fonctionné pendant cing ans, avec un groupe de
trois enseignantes qui travaillaient déja ensemble
auparavant et préparaient toutes leurs séquences
ensemble, a raison d’une séance de travail de trois
heures par semaine (complétée par du travail in-
dividuel et des échanges par mail notamment).
Conformément a un principe de fonctionnement

Croisements de points de vue sur la mesure

« partant des pratiques » [31] [32} [29], le travail
s’est appuyé sur ce que les enseignantes faisaient
déja, qui a été revisité par le collectif a la lumiére
de la problématiqueEl du rapport entre les aspects
empirique et théorique de la mesure.

La notion d’angle en Sixiéme est apparue au col-
lectif comme une occasion critique pour ce tra-
vail, du fait que les programmes supposent de
travailler a la fois des enjeux liés a la mesure em-
pirique (I'utilisation du rapporteur) et a la mesure
théorique (avec des raisonnements déductifs sur
des mesures théoriques). Nous proposons d’illus-
trer les principales conclusions auxquelles est
parvenu le groupe a travers 1’exemple de 1'évo-
lution d’une des fiches d’exercices. On trouvera
en figure [6]la fiche initiale (que les enseignantes
avaient élaborée avant le début de la recherche
collaborative) et en figure |7} sa version au bout
de cing ans de travail. On peut y noter quatre
différences emblématiques des différents enjeux
et leviers identifiés par le collectif.

La premiére différence est que le titre de la fiche,
initialement « calculer un angle », est devenu « rai-
sonner sur les mesures d’angles », témoignant
d’une part de la distinction plus explicite entre
I’angle et sa mesure, d’autre part d’une prise de
conscience des enjeux didactiques de ce type de
tache comme étant liés au raisonnement. Contrai-
rement au début du processus ou les enseignantes
considéraient que les difficultés des éléves a réa-
liser ce type de tache pouvaient se régler en cla-
rifiant la distinction entre calculer et mesurer
(«s'il est écrit calculer, il faut faire un calcul, alors
que s’il est écrit mesurer, il faut utiliser le rap-
porteur »), les enjeux ont été identifiés comme
relevant de l’entrée dans la démonstration et
nécessitant d’étre motivés par le sens.

8. Par exemple, des éleves de CM ont été capables de formuler que si I’on donne un intervalle plus large, la probabilité de se

tromper est plus faible, mais on est moins précis.
9. Processus de problématisation conjointe.
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Fiche d’exercices : raisonner sur les mesures d’angle

Exercice 1

1. Pour les trois figures représentées sous forme de
croquis, la valeur théorique de I’angle EAK est 55°.

Déterminer la mesure de ’angle KAF dans chaque

cas.
E
@ @ \K ®
A S : - K
A N
- : 2 i e
(AE) L (AF)

Fiche d’exercices : calculer un angle 2. Déterminer la mesure de 'angle AOB dans chaque

figure.

Exercice 1

1. Pour chaque figure, ’angle EAK mesure 56°. Calcu-
ler la mesure de I’angle KAF dans les trois figures.

Les points A, O et C sont alignés

Au fil des maths

Exercice 2 Les points A, B et C sont-ils alignés?
Justifiez en détaillant votre raisonnement.

2. Calculer la mesure de I'angle AOB dans chaque
figure.

® A ©) A
B
a6t ( 102 S
38°
0 0
B

Exercice 2 Les points A, B et C sont-ils alignés?
Justiﬁer. ..............................................................

0
-
O
=

Figure 6. Fiche d’exercices initialem Figure 7. Fiche d’exercices apres cinq années!®.
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10. NDLR : pour des raisons techniques, nous n’avons pas pu reproduire a l'identique les fiches distribuées aux éléves. La différence
la plus notable est que, sur les documents originels, les dessins « a main levée » ont été réellement réalisés a la main par les
enseignantes et non pas avec un logiciel. Ces documents sont disponibles sur notre site@
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Une deuxieme modification est le fait de réaliser
certains des dessins a main levée et non pas via
un logiciel ou avec des instruments de géométrie :
ce choix permet pour les enseignantes de ques-
tionner le statut du dessin avec les éleves. Lune
des enseignantes a par exemple introduit dans
sa classe 1'idée de « figure théorique, idéale et
parfaite » pour mieux faire comprendre aux
éleves I'idée qu’un dessin (n’)est (qu’)une repré-
sentation. Cela a permis par exemple, a I’occasion
de l'exercice 2, de reformuler la consigne pour
clarifier le fait que la question porte sur la figure
théorique et non pas sur le dessin. Cet élément
est lié a une refonte complete de la progression
en géométrie sur I’année de Sixiéme qui est ap-
parue comme nécessaire a l'issue de la premiére
année de fonctionnement du groupe. Un travail a
notamment été mené des le début de I’année sur
le dessin a main levée comme « schéma » d’une
figure - qui, elle, est théorique, idéale, imaginaire.

Un troisieme élément a joué un role crucial : 1‘in-
troduction des le début de la séquence (et de fagon
relativement systématique) de mesures d’angles
non entieres, donc non atteignables par le mesu-
rage empirique. Cela est apparu comme un levier
pour questionner et clarifier le statut des mesures
et, dans ce cas, clarifier le fait qu’il s’agit de me-
sures théoriques, permettant ainsi d’identifier les
limites de la procédure de mesurage. Nous pen-
sions en effet que proposer aux éleves de raison-
ner ou calculer sur des valeurs qui auraient pu,
de fait, étre obtenues par mesurage ne permet
pas de légitimer le recours au raisonnement ou au
calcul. Cela encouragerait par ailleurs la confu-
sion entre les mesures empirique et théorique,
laissant penser aux éleves que le mesurage peut
donner des valeurs exactes (le mesurage ne donne
toujours qu'une valeur décimale ou au mieux ra-
tionnelle, alors que les mesures théoriques sont
des nombres réels). Des le début de la séquence,
pour des fiches d’entrainement a 'utilisation du
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rapporteur, les angles ont été dessinés grace un
logicielE-l en utilisant des mesures non entiéres
qui ont été affichées lors de la correction, afin
de montrer aux éleves l'impossibilité de les at-
teindre avec le rapporteur, mais la nécessité d’en
étre « suffisamment proches ». Cela légitime aussi
le fait que tous n’obtiennent pas la méme valeur
compte tenu des incertitudes inhérentes a la me-
sure empirique et 1'idée que les valeurs accep-
tables se situent dans un intervalle autour de
la valeur théoriquelﬂ Des la deuxieme année,
des valeurs non atteignables par le mesurage ont
été introduites a d’autres occasions, notamment
en choisissant des mesures de longueurs (en cm)
avec au moins 2 décimales, et ce des le début de
la Sixieme.

Les exercices de cette fiche (en particulier 1'exer-
cice 2), visent alors a travailler sur le fait que le
raisonnement sur des mesures théoriques permet
un contrdle du dessin et réciproquement. 1l s’agit
alors de construire un point de vue qui permette de
dépasser a la fois le point de vue qui amalgame les
deux (stratégie 1 évoquée précédemment) et le point
de vue qui les met en contradiction (stratégie 2).

Enfin, on peut noter l'introduction d’un espace
en bas de la fiche réservé a une production écrite
par les éleves, d’abord individuellement, puis pour
noter la production de la classe (prévue comme
devant résulter de la mise en commun et de la
discussion des productions individuelles). Cet élé-
ment est lié a une prise de conscience de la néces-
sité de travailler sur le langage, a la fois par une
réflexion sur la maniere de dire les choses (les
enseignantes ont par exemple choisi de parler de
« valeur mesurée » et « valeur théorique », [33]])
mais aussi de la nécessité de faire produire du lan-
gage (notamment a I’écrit mais aussi a 1’oral) aux
éléves, y compris avec leurs propres formulations,
pour favoriser le processus d’apprentissage. Cela

11. Cela reste des valeurs décimales, empiriques, mais avec une précision plus grande que ce que permet le rapporteur. Le
caractere empirique de ces mesures et les limites du logiciel ont été discutés avec les éleves a un moment de la séquence.

12. 1l s’agissait de dépasser la simple mention « le rapporteur est précis a un degré prés » qui est souvent la maniére dont cette
dispersion est gérée dans les classes. Toutefois, la question de I’amplitude de l'intervalle reste posée : choisir une amplitude de
2 degrés favorise 1'idée que la valeur centrale est la « bonne » valeur; choisir une amplitude de 1 degré rend beaucoup de réponses
des éleves inacceptables, alors méme que les rapporteurs du commerce sont en moyenne assez mal calibrés.
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a débouché sur une place plus importante accor-
dée aux enjeux langagiers dans la classe, tout au
long de I’année, autant a ’'oral qu’a 1’écrit.

Ce travail a par ailleurs nourri les pratiques
de ces enseignantes dans d’autres domaines
que la géométrie et a d’autres niveaux que la

Sixiéme [29].

S’il ne s’agit aucunement de pratiques modeéles
et si nous n’avons pas la prétention d’avoir abouti
a une efficacité optimale, il semblerait toutefois
que ces choix ont permis d’améliorer la compré-
hension que les éléves ont des enjeux liés a la
mesure et d’initier un autre rapport au dessin et
au raisonnement déductif susceptible, selon nous,
de faciliter I’entrée dans la démonstration [20].
Le processus a semble-t-il ainsi permis de réduire
quelque peu les phénomenes de « divorce » et de
«viol » évoqués par Brousseau (cf. supra).

Conclusion

Les questions liées a cette double dimension em-
pirique et théorique font de la mesure un objet
problématique pour l’enseignement des mathéma-
tiques et des sciences expérimentales. Ces problé-
matiques sont rendues d’autant plus vives par le
fait que, d’'une part la mesure est un objet cultu-
rel du quotidien qui fait méme parler Brousseau G.
et Brousseau N. d’« obstacle culturel presque in-
franchissable pour une construction du concept de
mesure selon les usages de la scolarité obligatoire »
(ibid.) D’autre part, le statut et le role, en tant que
concept scientifique, des aspects empirique et théo-
rique de la mesure ainsi que de leur articulation,
sont différents en mathématiques et en sciences ex-
périmentales, ne serait-ce que parce que les modes
d’élaboration et de validation des connaissances
sont différents. En mathématiques, la validation se
fait par la démonstration, la mesure ne pouvant per-
mettre que d’établir des conjectures; en physique,
la validation se fait via la répétition des mesures
empiriques et leur traitement.

Cela peut générer pour les éleves des difficultés a
comprendre les attentes des différentes disciplines,
d’autant plus que l'introduction des « grandeurs
physiques » (en particulier masse et volume) et
de la mesure est partagée par les mathématiques
et les sciences (avec des évolutions au cours de
I'histoire, cf. par exemple Brousseau ou en-
core Favrat et Munier [35]. Cela en fait un enjeu
et un levier pour un travail visant des objectifs
d’ordre épistémologiques. Ces objectifs concernent
a la fois chacune des disciplines et doivent nourrir
une vision interdisciplinaire des sciences, en per-
mettant de préciser les différences et les rapports
qu’entretiennent les sciences expérimentales et les
mathématiques entre elles (en ce qui concerne la
distinction entre modele et réalité, les modes de
validation des connaissances etc. — pour davan-
tage de précisions, voir ). Ce travail doit étre
mené dans chaque discipline et constitue aussi de
notre point de vue un enjeu privilégié pour un travail
interdisciplinaire.

La distinction entre « mesure empirique » et
« mesure théorique » que nous avons introduite,
sur la base d’une réflexion interdidactique entre
mathématiques et physique et articulant des
considérations épistémologiques sur la mesure
issues des deux disciplines, nous parait un bon
outil pour une réflexion didactique a ce sujet.
Nous avons notamment montré qu’elle permet
de revisiter et d’unifier des problématiques d’ap-
prentissage et d’enseignement qui apparaissent
distinctes au premier abord (liées aux nombres
d’une part, a la géométrie d’autre part), mais
qui sont en fait intimement liées [3]]. Elle permet
ainsi d’interpréter certaines difficultés d’éleves et
d’analyser des ressources.

Nous avons fait par ailleurs de premiéres ten-
tatives d’opérationnalisation dans les classes de
cette distinction, mais cela reste un vaste chantier.
En particulier, la question des enjeux langagiers
est délicate car il n’est évidemment pas envisa-
geable d’introduire telles quelles les expressions
« mesure empirique » et « mesure théorique » et
parce que cela nécessite d’inventer de « nouveaux
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discours » pour prendre en charge ces distinctions
et leur articulation.

Compte tenu de la place qu’occupent les gran-
deurs et la mesure, a la fois dans les sciences
et dans la vie quotidienne, il nous semble que
les questions didactiques associées sont d’une
importance cruciale au regard du réle de 1’école
dans la construction du citoyen. De ce fait, elles
constituent aussi des enjeux pour la formation
des enseignants, qui gagneraient a étre travaillés
d’un point de vue interdisciplinaire.
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