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Petite enquête sur être ou ne pas être un rationnel

Petite enquête sur…

être ou ne pas être…

Et voici le troisième volet de la petite enquête de Fran-

çois Boucher, consacré aux nombres rationnels.

François Boucher

.................... SQUARE ....................

Pour un lycéen standard, il n’est pas assuré que le

nombre rationnel ait un statut de nombre bien dé-

fini. Au mieux, il est identifié à la fraction laquelle

se reconnaît bien sûr à la présence de la barre

comme le décimal à sa virgule.

On dispose de représentations variées des ration-

nels : la fraction
𝑎
𝑏 solution de l’équation 𝑏𝑥 = 𝑎

avec diverses représentations géométriques, la

fraction irréductible (avec unicité), la décomposi-

tion partie entière plus partie fractionnaire (avec

unicité) en relation avec la division euclidienne,

le produit de puissances (relatives) de nombres

premiers (avec unicité) et enfin la représentation

décimale illimitée, périodique à partir d’un certain

rang (avec possibilité de répéter infiniment le 9

pour récupérer les décimaux) ; l’unicité est parfois

importante dans les raisonnements mais reste sou-

vent implicite. Toute la question est d’illustrer le

fonctionnement de ces représentations avec des

problèmes pertinents.

Pour pouvoir parler de nombre non rationnel — ty-

piquement les racines carrées de petits entiers —

la question de l’existence se pose. Le corpus eucli-

dien y pourvoit, déjà avec les constructions « règle

et compas », puis de façon plus abstraite, avec les

rapports de grandeurs de même espèce, comme

celui du rapport de la circonférence à son diamètre.

Mais observons que pour répondre à la question :

« existe-t-il un nombre rationnel dont le carré est

égal à 2 (ou à 𝑁) », il n’est nul besoin d’avoir

conscience de l’existence d’un sur-ensemble de

celui des rationnels.

Les racines

La star √2 mériterait ici une place de choix mais

d’autres l’ont déjà fait : Benoît Rittaud avec tout

un livre [1] et Alexander Bogomolny† qui a recensé

vingt-neuf preuves sur son site Youtube.

La démonstration de l’incommensurabilité de la

diagonale et du côté d’un carré est un haut fait

des mathématiques grecques. Dans le dialogue

platonicien éponyme, Théétète rapporte que son

professeur Théodore de Cyrène aurait démon-

tré l’irrationalité des racines des entiers jusqu’à

dix-sept.

Si l’on ne sait rien sur l’éventuelle méthode uti-

lisée par Théodore, celle du pair et de l’impair

(rapportée par Aristote) est une candidate qui

demande toutefois — à défaut d’une maîtrise rhé-

torique improbable — la bonne intelligence et le

bon emploi des écritures 2𝑝 et 2𝑝 + 1, et bien sûr

quelques compétences algébriques.

Pour √11 et √13, il faut ajouter une bonne dose
de persévérance dans le travail algébrique. En

revanche, la méthode n’aboutit pas pour √17.
Examinons cela.
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Petite enquête sur être ou ne pas être un rationnel

Peut-on démontrer par le pair et l’impair que,

si 𝑁 n’est pas un carré parfait, √𝑁 n’est pas

rationnel ?

Si 𝑁 est pair, on se ramène sans problème au cas où

𝑁 = 2𝑃 avec 𝑃 impair par des divisions successives

par quatre. Dans ce cas, la démonstration pair/impair

fonctionne exactement comme pour 𝑁 = 2.

Si 𝑁 est impair, l’égalité 𝑎2 = 𝑁𝑏2 avec 𝑎 et 𝑏 pre-

miers entre eux (ou sans diviseur commun autre

que 1) ne laisse possible que le cas 𝑎 et 𝑏 impairs.

On aboutit alors à 4 (𝑢(𝑢 + 1) − 𝑁𝑣(𝑣 + 1)) = 𝑁 − 1 ;
comme 𝑢(𝑢 + 1) et 𝑣(𝑣 + 1) sont pairs, on en dé-

duit que nécessairement 8 ∣ (𝑁 − 1). Donc, dans le
cas contraire, une contradiction apparaît. Si, en re-

vanche, 8 ∣ (𝑁−1), aucune contradiction ne peut être
obtenue en restant dans le cadre du pair/impair. Ce

qui exclut donc 17, 33, 41, 57, 65, 73, …. Au passage,

on (re)découvre que tous les carrés parfaits impairs

sont de la forme 8𝑃 + 1.

Il est instructif de reprendre le cas de 𝑁 = 17 et de

tourner en rond avec les formes 2𝑝, 2𝑝+1 pour tenter

de faire apparaître une contradiction. En revanche,

le 3-pair, 3-impair 1 aboutit, mais échoue avec 73. La
voie semble sans issue, ou l’enquête prolongée.

Observons que ce qui précède ne prouve pas que

l’irrationalité de √17 ne saurait être obtenue par

le pair et l’impair. Mais comment fournir une telle

démonstration?

Depuis un siècle, la communauté — modestes en-

seignants ou brillants mathématiciens — a multi-

plié les démonstrations de l’irrationalité de 2 √𝑁
avec un double objectif : simplicité et élégance.

De quoi faire une bien belle affiche. Ainsi il est

possible de proposer une démonstration d’irra-

tionalité n’utilisant, semble-t-il, aucun théorème

savant d’arithmétique.

Supposons donc 𝑁 ⩾ 2 non carré parfait. À partir de

√𝑁 = 𝑎
𝑏 (non entier), on déduit

𝑏𝑁
𝑎 = 𝑎

𝑏 ·

Or deux fractions égales ont des parties fraction-

naires égales. On en déduit une égalité de la forme
𝑟
𝑎 = 𝑠

𝑏 avec 0 < 𝑟 < 𝑎 et 0 < 𝑠 < 𝑏 (les restes) donc

𝑎
𝑏 = 𝑟

𝑠 et Fermat de conclure : « descente infinie » !

Cette diablerie apparaît dans le livre de Conway [2].

A priori la connaissance utile est la division eucli-

dienne 3 pour écrire
𝑎
𝑏 = 𝑞 + 𝑠

𝑏 avec 0 ⩽ 𝑠 < 𝑏.
Pointons plus simplement la propriété d’Archimède

restreinte aux entiers : si 𝑏 ⩾ 1, 𝑎 tombe entre deux

multiples consécutifs de 𝑏.

Prenons l’exemple de √3 dont on trouvera une belle

illustration géométrique dans le numéro 546 d’Au fil

des maths Youtube : avec 𝑁 = 3, √3 = 𝑎
𝑏 fournit

3𝑏
𝑎 = 𝑎

𝑏
donc

3𝑏 − 𝑎
𝑎 = 𝑎 − 𝑏

𝑏 puis
3𝑏 − 𝑎
𝑎 − 𝑏 = 𝑎

𝑏 avec 3𝑏−𝑎 < 𝑎
et 𝑎 − 𝑏 < 𝑏.

Notons que le passage de
3𝑏
𝑎 = 𝑎

𝑏 à
3𝑏 − 𝑎
𝑎 − 𝑏 = 𝑎

𝑏 est

un cas particulier de feu le théorème des rapports

égaux, aujourd’hui dilué dans le « calcul algébrique »

sans plus de lien avec la proportionnalité.

Signalons une variante tout aussi diabolique : si

deux fractions sont égales, l’une des deux étant

irréductible, le numérateur et le dénominateur

de l’autre sont des équimultiples de ceux de la

première. Il s’agit de la réciproque — oubliée —

du théorème de simplification bien connu des col-

légiens. En supposant
𝑎
𝑏 irréductible, de

𝑏𝑁
𝑎 = 𝑎

𝑏 ,
on déduit : 𝑎 est un multiple de 𝑏 !

Cerise sur le gâteau : dans les cours d’arithmé-

tique pour bacheliers du début du XXe siècle, fi-

guraient de nombreux théorèmes — plus d’une

centaine ! — sur les « fractions » dont un qui ap-

porte une solution directe au problème des ra-

cines (de tous les ordres) : toute puissance d’une

fraction irréductible est une fraction irréductible.

Le cas de l’exposant deux est très intuitif en exami-

nant au besoin quelques exemples : lorsqu’on élève

au carré un produit de nombres premiers, il y a un

invariant : la liste des premiers.

La clef est bien sûr (𝑎𝑏)2 = 𝑎2𝑏2. Et ensuite, en

élevant au carré une fraction irréductible… Ainsi le

carré d’une fraction irréductible ne saurait être un

entier. Une formalisation du raisonnement n’est pas

utile à la compréhension mais peut constituer un

challenge.

Bien sûr, demander si la racine carrée d’un rationnel

peut être un rationnel s’impose.

Examinons ensuite quelques arguments de géométrie

très euclidienne.

1. Voir le numéro 549 d’Au fil des maths Youtube.

2. Et aussi celle de (presque) tous les nombres « célèbres ».

3. Dont toute l’arithmétique de ℤ est issue.
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Petite enquête sur être ou ne pas être un rationnel

Le carré construit sur la diagonale d’un carré a une

aire double du carré initial, ce que montre limpide-

ment un découpage. Le rapport des aires de deux

carrés étant égal au carré du rapport [des longueurs]

de leurs côtés, la géométrie fournit donc un rapport

de deux grandeurs dont le carré est l’entier 2 que

l’on dénote aujourd’hui √2.

On ne sait pas comment les Grecs ont démontré la

plus célèbre des incommensurabilités, mais l’anthy-

phérèse, autrement dit l’algorithme d’Euclide, dans

sa version antique par soustractions successives, est

suggérée : en prouvant que l’algorithme ne se ter-

mine pas, on démontre l’incommensurabilité [3]. Et

il s’agit d’une preuve directe.

Prenons l’exemple du nombre d’or : on le trouve

dans le pentagone régulier comme rapport de la

diagonale au côté, rapport de longueurs 4.

v

u

v
−

u

u

u

La figure parle toute seule (à condition de voir le tri-

angle isocèle ou le losange) ; d’où l’égalité — par simi-

litude ou, visiblement, par homothétie— des rapports
𝑣
𝑢 et

𝑢
𝑣 − 𝑢 ·

On en déduit, par anthyphérèse non finie, que 𝑢 et

𝑣 sont incommensurables, en langage actuel, le rap-

port 𝑟 = 𝑣
𝑢 est irrationnel. Sous-produit de l’égalité

précédente, 𝑟 vérifie 𝑟2 = 𝑟+1 donc 𝑟 =
√5 + 1

2 · Joli !

Une construction similaire peut-être faite pour

prouver l’irrationalité de √3 en utilisant un hexa-

gone régulier : le rapport entre la diagonale

(distincte du diamètre) et le côté est √3. La
construction illustre la démonstration proposée

précédemment pour l’irrationalité de √3.

u

u

v
v − u

v −
u

v − u

v − u

Et même √17 en laissant le lecteur décoder la

figure.

4(
√
17 − 4)

√
17− 4

4(
√
17− 4)

4

√
17

Un peu d’infini

Les élèves découvrent assez vite les divisions

entre nombres entiers qui ne se finissent pas, mais

finissent par se répéter ; la possibilité de désigner

le résultat de la division inachevable par une écri-

ture, qui s’avère caractéristique, est une étape

importante dans l’étude des rationnels et fournit

un critère d’irrationalité.

𝐶10 = 0,123456789101112… est-il rationnel?

Ce nombre, dit de Champernowne, est obtenu par

concaténation des écritures décimales des nombres

entiers : il n’est ni entier, ni décimal.

Si l’intuition est forte sur l’absence de période (« ça

change tout le temps »), l’écriture d’une preuve

s’avère problématique, même dans le supérieur. Le

nombre 0,10100100010000100000… est un bon

tremplin.

Il est loisible de procéder par l’absurde : supposons

donc que 𝐶10 soit rationnel non décimal.

Son développement décimal illimité (qu’on a sous les

yeux) est alors périodique à partir d’un rang 𝑟 avec

une longueur de période 𝑝 ⩾ 1 ; d’après la définition
de 𝐶10 il existe au-delà du rang 𝑟, des répunits 5 de

longueur arbitrairement grande, donc il en existe

au moins un de longueur strictement plus grande

4. Certains historiens pensent qu’il s’agit du premier incommensurable.

5. Nombre dont l’écriture décimale ne comporte que des 1.
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Petite enquête sur être ou ne pas être un rationnel

que 2𝑝 ; ce répunit contient alors une période en-

tière qui est ainsi elle-même un répunit, donc il n’y

aurait dans l’écriture de 𝐶10 que des 1 à partir d’un

certain rang, ce qui est faux. De multiples variantes

de cette démonstration sont possibles 6.

Cette démonstration pourrait aisément être adap-

tée pour prouver l’irrationalité, par exemple, de

0,135791113151719… mais, plus difficilement,

celle du nombre de Copeland-Erdös

𝐶𝐸 = 0,235711131719232931….

L’irrationalité de 𝐶𝐸 mérite le détour. On raisonne

par l’absurde, en supposant la période de longueur 𝑝.
Il existe bien des répunits premiers, par exemple

𝑅109297, mais on ne sait pas s’il en existe une infinité.

Deux clefs : pour tout 𝑛 ⩾ 1, il existe un nombre

premier à 𝑛 chiffres ; pour cela il faudra, une fois de

plus, faire appel à Joseph Bertrand. Ensuite, il existe

dans la partie périodique un nombre premier 𝑃 de

longueur 𝑚𝑝 (avec 𝑚 ⩾ 2 assez grand pour être au-

delà de la partie non périodique). Et on exhibe alors

un diviseur de ce nombre premier. Pour en illustrer

le principe, prenons 𝑚 = 2 et pour période 𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓𝑔
(soit 𝑝 = 7). Soit le recouvrement de 𝑃 tombe « juste »

soit 𝑃 = 𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓𝑔𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓𝑔 et 𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓𝑔 divise 𝑃, si-

non on a, par exemple, 𝑃 = 𝑑𝑒𝑓𝑔𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓𝑔𝑎𝑏𝑐 et

𝑑𝑒𝑓𝑔𝑎𝑏𝑐 divise 𝑃. On pourra consulter la bible [4].

Les développements décimaux illimités fabriqués

par concaténation ont fait l’objet de très nom-

breuses recherches, en particulier sur des critères

d’irrationalité et aussi de transcendance.

Euler et Archimède

L’irrationalité des nombres célèbres, au premier

rang desquels π et e, ne relève pas de l’arithmé-

tique élémentaire. Se pose en premier lieu la ques-

tion de leur définition. Pour π, le demi-périmètre

d’un cercle de rayon unité doit suffire en permet-

tant le lien avec les fonctions trigonométriques.

Pour e, c’est exp(1) ; la fonction exponentielle sera
donc convoquée.

Les premières démonstrations sont dues respec-

tivement à Léonard Euler pour e et à Jean-Henri

Lambert pour π. Leur méthode repose sur l’em-

ploi de fractions continues dont nous ne parle-

rons pas ici, à notre grand regret car il s’agit d’un

outil extrêmement pertinent pour les questions

d’irrationalité.

Selon Christian Radoux [5], une grande idée — re-

montant à Liouville — derrière les démonstra-

tions d’irrationalité (et aussi de transcendance)

est que des éléments rares distincts sont distants

les uns des autres. La rareté renvoie ici au car-

dinal mais pas seulement : les entiers sont plus

rares que les décimaux qui le sont plus que les

rationnels qui le sont plus que les irrationnels.

Ainsi deux entiers distincts sont distants d’au

moins 1 ; mais les rationnels aussi sont distants

entre eux d’une façon quantifiable :

si 𝑥 = 𝑎
𝑏 et 𝑥 ≠ 𝑐

𝑑 , alors ∣𝑑∣ . ∣𝑥 − 𝑐
𝑑∣ ⩾ 1

|𝑏|

en observant que
1
𝑏 ne dépend que de 𝑥. Dès

lors, on a un critère d’irrationalité de 𝑥 avec une

traduction séquentielle immédiate :

s’il existe une suite ( 𝑎𝑛
𝑏𝑛

) de rationnels distincts

de 𝑥 telle que (𝑏𝑛 ∣𝑥 − 𝑎𝑛
𝑏𝑛

∣) −−−−−→𝑛→+∞ 0, alors 𝑥 est

irrationnel 7.

En utilisant la suite 𝑢𝑛 = ∫
1

0
(1 − 𝑡)𝑛

𝑛 ! exp(𝑡) d𝑡,

démontrer que le nombre d’Euler e est irrationnel.

Bien évidemment, il y a quelques étapes non triviales

qui ne s’inventent pas mais 𝑢𝑛 peut faire l’objet d’une

exploration avec un système de calcul formel :

𝑢𝑛 = e −𝑣𝑛 avec 𝑛 !𝑣𝑛 ∈ ℕ qui se démontre par

récurrence 8. Une majoration simple donne ensuite

0 ⩽ 𝑢𝑛 ⩽ e
(𝑛 + 1) ! et le critère s’applique.

La bonne question est de comprendre d’où sort

cette intégrale ; l’expert aura reconnu le reste de

Laplace de la formule de Taylor appliquée à la fonc-

tion exp entre 0 et 1. Mais est-ce généralisable?

Voilà un petit sujet d’enquête.

Jonathan Sondow†, brillant mathématicien améri-

cain, a imaginé une étonnante version géométrique

de cette démonstration [6].

Il introduit une suite de segments définis par récur-

rence : 𝐼1 = [2 ; 3] et, pour 𝑛 ⩾ 2, 𝐼𝑛 est le deuxième

6. Bien sûr, les répunits ne font rien à l’affaire.

7. La réciproque est vraie. Dans le supérieur, ce critère est caché dans la densité de ℤ + αℤ.
8. Avec une intégration par parties à la clef ; et cela fournit en prime 𝑣𝑛 =

𝑛
∑

𝑘=0

1
𝑘 ! mais ce n’est pas indispensable. Il n’est pas si

simple de prouver au lycée que (𝑣𝑛) converge vers e. La preuve ultra-classique de l’irrationalité de e utilise cette représentation.
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Petite enquête sur être ou ne pas être un rationnel

segment de la subdivision régulière de 𝐼𝑛−1 en

𝑛 segments.

Ainsi 𝐼2 = [ 5
2 ! ; 6

2 ! ], 𝐼3 = [ 16
3 ! ; 17

3 ! ], 𝐼4 = [ 65
4 ! ; 66

4 ! ]

et plus généralement 𝐼𝑛 = [
𝑛

∑
𝑘=0

1
𝑘 ! ;

𝑛
∑

𝑘=0

1
𝑘 ! + 1

𝑛 ! ]·

I2

I3

I4

I5

5

2 !

16

3 !

65

4 !

66

4 !

17

3 !

3

Sachant que
+∞
∑

𝑛=0

1
𝑛 ! = e, on en déduit ⋂

𝑛⩾1
𝐼𝑛 = {e}.

Pour chaque 𝑛 ⩾ 1, on a donc e ∈ 𝐼𝑛+1 qui est stric-

tement inclus dans 𝐼𝑛 dont les extrémités sont de la

forme
𝑎𝑛
𝑛 ! et

𝑎𝑛 + 1
𝑛 ! avec 𝑎𝑛 entier ; donc e n’est pas

égal à un rationnel dont le dénominateur est 𝑛 ! et
cela quel que soit 𝑛. Mais tout rationnel est de cette

forme puisque
𝑝
𝑞 = 𝑝(𝑞 − 1) !

𝑞 ! · Donc e n’est pas un

rationnel. Remarquable et limpide ! Et ce n’est pas

une démonstration par l’absurde.

Une variante d’usage constant consiste à exhiber

une suite d’entiers non nuls qui converge vers

0, pas immédiatement perçue comme une belle

contradiction.

Illustrons cela avec la preuve de l’irrationalité des

racines rapportée par Miklos Laczkovich dans un

livre magnifique [7] et qui fait joliment appel à

l’analyse de Première.

Soit 𝑟 = √2 − 1 ; on a 0 < 𝑟 < 1 donc (𝑟𝑛) converge
vers 0. La formule du binôme permet d’écrire

𝑟𝑛 = 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛√2 > 0 où 𝑎𝑛 et 𝑏𝑛 sont des entiers.

Si √2 est rationnel et égal à
𝑝
𝑞 (𝑞 ⩾ 1), on aura

𝑞𝑟𝑛 = 𝑞𝑎𝑛 + 𝑝𝑏𝑛 : on a ainsi construit une suite

d’entiers non nuls qui converge vers 0.

Il est clair que cette démonstration se généralise. La

faire écrire pour √17, puis pour 3√36 est instructif

sur la difficulté des lycéens à s’emparer des ressorts

d’une démonstration.

Passons au plus célèbre des nombres réels : le

nombre d’Archimède. On sort des capacités de

découverte d’un lycéen et une recherche (très)

« dirigée » est inévitable.

Démontrer que π est irrationnel en utilisant la

suite 𝐼𝑛 = π2𝑛+1

𝑛 ! ∫
1

0
(𝑥 − 𝑥2)𝑛 sin(π𝑥) d𝑥.

L’utilisation d’un système de calcul formel permet

déjà de faire deux conjectures : 𝐼𝑛 est un polynôme

en π à coefficients entiers et la suite (𝐼𝑛) converge
vers 0.

L’encadrement 0 < 𝐼𝑛 ⩽ π
(π2/4)𝑛

𝑛 ! s’obtient par

les inégalités de la moyenne. Il est habile 9 de po-

ser 𝑃𝑛(𝑥) = 𝑥𝑛(1 − 𝑥)𝑛

𝑛 ! ; deux intégrations par par-

ties demandant plus de confiance que d’habileté

conduisent à la relation

𝐼𝑛+2 = (4𝑛 + 6)𝐼𝑛+1 − π2𝐼𝑛

Cette relation de récurrence permet alors de démon-

trer que 𝐼𝑛 est un polynôme (pair) en π à coeffi-

cients entiers de degré au plus 𝑛. Sous l’hypothèse
π = 𝑝

𝑞 , on a d’une part 𝑞𝑛𝐼𝑛 entier non nul et d’autre

part (𝑞𝑛𝐼𝑛) qui converge vers 0, convergence qui de-
mande sans doute un coup de pouce mais mérite un

temps de recherche.

On dispose de démonstrations similaires pour l’irra-

tionalité de l’image d’un rationnel par les fonctions

trigonométriques, logarithme et exponentielle.

Ainsi l’irrationalité de ln(𝑟) lorsque 𝑟 est ration-

nel (distinct de 1) peut s’obtenir par l’étude de

la suite d’intégrales

𝐼𝑛 = 𝑏𝑝2𝑛+1

𝑞𝑛𝑛 ! ∫
1

0
𝑥𝑛(1 − 𝑥)𝑛 exp (𝑝

𝑞 𝑥) d𝑥

sous les hypothèses 𝑟 = 𝑎
𝑏 > 1 et ln(𝑟) = 𝑝

𝑞 ·

On démontre que 𝐼𝑛 est entier non nul et que la suite

(𝐼𝑛) converge vers 0. Mais il y a du travail. La simili-

tude avec l’intégrale introduite pour π est flagrante ;

Ivan Niven† a mis à jour le dénominateur commun de

toutes ces démonstrations d’irrationalité [8].

Pour terminer ce paragraphe citons le nom de

Roger Apéry†, mathématicien français, qui démon-

tra en 1978 (à l’âge de 62 ans), et à la stupéfaction

générale, l’irrationalité de 𝜁(3) =
+∞
∑

𝑛=1

1
𝑛3 ·

La stupéfaction est venue du fait que les mathé-

matiques utilisées pour cet exploit étaient toutes

disponibles du temps d’Euler 10.

9. L’expert aura reconnu un polynôme dont la dérivée 𝑛-ième est le polynôme de Legendre de degré 𝑛. Ce n’est pas un hasard.

10. Avec de la persévérance, on peut suivre le développement de cet extraordinaire calcul dans le livre da Julian Havil [9].
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Algébrique et pas entier !

Observons que les rationnels sont caractérisés

comme racine des équations du premier degré

à coefficients entiers. Les irrationnels les plus

simples comme √𝑁 sont racines d’une équation

du second degré à coefficients entiers.

Un réel est dit algébrique s’il est solution d’une

équation polynomiale à coefficients entiers. Ainsi

α = √2 + √3 est algébrique car (α2 − 5)2 = 24.
Si le polynôme est unitaire, le réel 11 est qualifié

d’entier algébrique. C’est le cas de √17 et de α.

Tous les rationnels sont algébriques, mais, parmi

eux, seuls les entiers (relatifs) sont des entiers al-

gébriques. On a alors un critère plutôt simple,

qui peut être démontré dans chaque situation

particulière.

Un entier algébrique (réel) est soit un entier

(relatif), soit un irrationnel.

Il s’agit d’une application directe du théorème de

Gauss (ou du théorème de factorisation unique). De

plus, les seuls entiers possibles sont les diviseurs du

terme constant du polynôme annulateur.

Ainsi, de α > 1, on déduit qu’il est irrationnel.

Plus spectaculaire est une solution élémentaire

du problème

𝜎𝑛 = √2 + √3 + ⋯ + √𝑛 est irrationnel.

Problème fort difficile ; pourtant une idée simple s’im-

pose : une petite expérience avec un système de cal-

cul formel permet de mettre au point un algorithme

naïf de calcul d’un polynôme annulateur de 𝜎𝑛 à

partir d’un polynôme annulateur de 𝜎𝑛−1.

Ainsi, avec𝑃2=𝑋2−2, on a𝑃2(𝑋−√3)=𝑋2+1−2√3𝑋,

donc en posant 𝑄2 = 𝑋2 + 1 et 𝑅2 = −2𝑋 puis

𝑃3 = (𝑄2 − √3𝑅2)(𝑄2 + √3𝑅2) = 𝑋4 − 10𝑋2 + 1,
et on a bien 𝑃3(√2 + √3) = 0. Les polynômes ainsi

obtenus ne sont pas de degré minimum mais sont

bien unitaires à coefficients entiers. Une récurrence

le démontrant fonctionne sans problème.

Cela prouve que 𝜎𝑛 est un entier algébrique. Reste à

prouver que 𝜎𝑛 n’est pas entier et la seule existence

du polynôme annulateur ne suffit pas. Il est nécessaire

de pénétrer plus avant dans la relation 𝑃𝑛(𝜎𝑛) = 0.

Ceci a été réalisé par Greg Patruno en 1988 [10].

Mais dans des cas particuliers, tout fonctionne et

même se généralise.

Ainsi avec 𝜎 = √2 + √3 + √5 + √7 + √11, la méthode

décrite donne un polynôme annulateur unitaire qu’il

n’est pas utile de calculer, son existence suffit ! Donc

𝜎 est un entier algébrique ; il suffit alors de prou-

ver que 𝜎 n’est pas entier par exemple avec une

calculatrice.

La petite enquête « être ou ne pas être » s’achève

ici bien que le sujet soit à peine effleuré. Nous

espérons avoir convaincu qu’au delà de « la visite

de l’œuvre » √2 ∉ ℚ, il y a du grain à moudre, à

tous les niveaux, avec les nombres.
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François Boucher, à la retraite depuis quelques
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11. Il est indispensable d’un point de vue théorique d’étendre ces définitions aux nombres complexes : ainsi i est algébrique.
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