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Laiguille de Buffon,

encore et encore

Tel le phénix des probabilités, ce grand classique des
aiguilles de Buffon renait cette fois-ci dans une version
moderne conforme au programme de Terminale.

Ivan Boyer & Karim Zayana

Dans la lignée du paradoxe de BertrandEl et
des méthodes de Monte-Carlo [2]], le probléme
de Buffon [3] appartient a la branche dite géomé-
trique des probabilités. Enoncé en 1777, il fit I'ob-
jet de plusieurs démonstrations, volontiers tech-
niques, parfois tortueuses, occasionnellement la-
cunaires ou fausses [4]. A I'aide d'un changement
de paradigme, nous le traiterons ici avec le seul
bagage mathématique d’un éleve de Terminale
6. Notre approche, assez intuitive, sera complé-
tée de simulations réalisées en Python. ’ensemble
questionne l’approximation du nombre 7, I'inéga-
lité de concentration, I'histoire des sciences, la
faisabilité d’une expérience, etc. et ne demande
pour support que quelques croquis et scripts tres
simples. Aussi pourra-t-il servir de brique a la pré-
paration du grand oral du futur bachelier sous la
houlette de son professeur.

L’histoire revisitée

Quelque chose vient de tomber
Sur les lames de ton plancher
C’est toujours le méme film qui passe
T’es toute seule au fond de l'espace
T’as personne devant...

C’est en portant un cigare a ses levres que
Francis laissa choir une boite de 240 allumettes. A
peine son contenu s’éparpillait-il en gros tas sur le
parquet que Spinee (prononcer Spini) [8]], le fidele
compagnon du chanteur, y donnait un bon coup de
patte. Le labrador achevait ainsi de tout disperser
dans la piece. L'artiste aux quinze disques d’or, a
I’époque inconnu du grand public, sortit pelle et
balai. Tout en nettoyant le studio, fredonnant la
mélodie qui ferait bientdt sa gloire [9], il entreprit
de compter chaque allumette gisant a cheval sur
deux lattes. Patiemment. Encore et encore. Il en
(re)trouva 54, qu’il rapporta au total de 240. Soit

la fraction
54

240

un nombre que Francis trouva étonnamment

= 0,225

proche du quotient

20 = 0,2122
Ta

ol ¢ = 5cm désignait la taille des allumettes et
a = 15cm la largeur des lattes.

Sans le savoir, notre vedette nationale venait de
reproduire 1’expérience que BuffonEl imaginait
quelque deux-cent-cinquante ans plus tot avec
des aiguilles.

1. Joseph BERTRAND, mathématicien frangais du xixe siecle. Outre son paradoxe probabiliste, il s’est intéressé aux séries et
intégrales qui portent son nom ainsi qu’a la distribution des nombres premiers.

2. Georges de BUFFON, naturaliste francais du xviie siecle. Il s’est intéressé aux mathématiques pour leurs applications en
médecine et en sciences sociales. Outre 1’expérience de l'aiguille décrite ici, il est également connu pour avoir tenté de dater la

Terre en étudiant le refroidissement de boulets chauffés a blanc.
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L’aiguille de Buffon, encore et encore

€T Ly fRoBABILITE

DE ME PERCER
Le rlep...
CEWT  CoMBEN
Sy v 2

Modélisation

Emboitons les pas de Francis et du comte de Buf-
fon : a notre tour, penchons-nous sur la probabi-
lité qu'une aiguille de longueur £ tombée sur le
sol rencontre une rainure. Ajoutons comme hypo-
thése l'inégalité € < a, du reste plausible et satis-
faite au paragraphe précédent. Aussi, quand elle
rencontre une rainure, 1’aiguille n’en rencontre-t-
elle qu’'une, ce qu’'on peut coder par une variable
aléatoire témoin R a valeurs dans la paire {0, 1}.
Signalons a toutes fins utiles que, le cas échéant,
la rencontre entre 'aiguille et la rainure peut étre
de trois types, recensés sur la ﬁgure :
o l’aiguille croise franchement la rainure en l'en-
jambant. Elle est donc a cheval sur deux lattes;
« l'aiguille s’étend sur la rainure;
e l’aiguille n’est au contact de la rainure que par
I'une de ses extrémités.

Figure 1. Les trois croisements possibles. Les deux derniers
sont négligeables au sens probabiliste du terme.

Toutefois, si ’on néglige 'épaisseur des traits,
nous pourrons considérer que les deux derniéres
éventualités ne sont pas vraisemblables : on
les qualifie justement de négligeables et leur
probabilité est nulle.

Ces informations en téte, il s’agit donc d’établir que

P(R=1) = 2. (1)

Comme R est une variable de BernoulliEl cette
formule revient a prouver que

20

ER) ===

(2)

Ceci s’avérera plus aisé car nous bénéficierons, a
bon escient, des propriétés de 1’espérance.

Le parquet sera vu comme un réseau au mo-
tif périodique. Laiguille, une fois lancée, chute
n’importe ou a sa surface, et dans une direction
absolument quelconque.

Le modéle habituel consiste a adjoindre a 1’ai-
guille deux parameétres pour en décrire la position
(modulo la lame) : un angle 6 et un écart x comme
sur la figure[2} tous deux uniformément distribués
— le premier, par symétries-translations, sur l'in-
tervalle ]0 . 2

"2
sur l'intervalle ]0 ; E]-

)

] et le second, pour la méme raison,

3. Jakob BERNOULLI vécut en Suisse au xvir® siécle et fut le premier d’une lignée de mathématiciens.



L’aiguille de Buffon, encore et encore

Figure 2. La mise en équation de la preuve « classique ». Le
parametre 6 mesure I’écartement angulaire de I’aiguille a la
direction des lames. Le parametre x mesure I’écartement du
centre de I’aiguille a la rainure la plus proche.

Nous allons raisonner autrement, a partir d’'une
aiguille fixe et en faisant plutot vibrer le sol de fa-
con totalement erratique (translations, rotations).
Les mouvements étant relatifs, cette approche

duale revient au méme.

La preuve

Adoptons toujours notre point de vue : ¢’est donc
le parquet qui tremble (par la pensée) un peu
dans tous les sens. Mais imaginons cette fois deux
aiguilles fixes, en suspension (de sorte qu’elles
n’accrochent pas au sol). Dans un premier temps
du moins, ne prétons aucune attention a leurs
placements respectifs. Notons R, et R, les va-
riables aléatoires binaires associées a chacune.

Bien entendu, elles peuvent étre étroitement dé-
pendantes. Quoi qu’il en soit, leurs espérances
sont égales a ’espérance générique E(R) et par
linéarité de ’espérance nous aurions donc

E(R; + Ry) =2E(R).

Ce qui vaut pour 2 aiguilles vaudrait pour n. Avec
n aiguilles fixes et sans méme nous préoccuper
de leur disposition, nous aurions cette fois

E(Ry + Ry +--+R,) =nE(R). 3)

Juxtaposons maintenant les n aiguilles habilement,
comme autant de c6tés d’un polygone régulier.
Ce dernier s’inscrit naturellement dans un cercle
(figure[3). Son périmétre étant voisin de n¢, son
diametre D,, vaut, en bonne approximation :

né
DTI = ?

Plus précisément et avec un zeste de trigonométrie,

(4)

Figure 3. Disposition des aiguilles en cercle. Dans notre ap-
proche, les aiguilles sont statiques. C’est le sol qui bouge
aléatoirement.

Posons le polygone et son cercle circonscrit sur
le sol. Dans la mesure ol aucun coté ni sommet
n’est vraisemblablement pris dans une rainure,
la somme

Ry +Ry+-+R,

représente exactement le nombre de fois que le
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L’aiguille de Buffon, encore et encore

polygone est intercepté. C’est aussi « presque » Comme annoncé: P(R=1)=E(R) = 2¢

. am
le nombre de fois que le cercle rencontre le par-

quet : il peut y avoir deux ou quatre intersections phénomene que Francis constata donc en vertu

de plus, lorsque les premiéres et derniéres rai- de la loi des grands nombres.

nures intersectent un arc, sans couper d’aiguille,
-y . -
comme l'illustre la figure [4] Et si I'on Change la dISpOSI-

tion?

Nous l’avons souligné, la disposition initiale des

g aiguilles ne modifie pas le résultat. Elle facilite en
LN revanche plus ou moins les calculs a mener. Dans
la configuration du probleme, le cercle cumulait
E deux atouts : une invariance par translation ainsi
"c'u’ qu’une invariance par rotation. Si I’on met par
- exemple les aiguilles en file indienne, on conserve
% le premier avantage mais on perd le second. On
© doit donc paramétrer le tremblement du sol avec
= I’angle 6 € ]O ; %] du parquet comme on le voit
2 sur la figure
Figure 4. Les points en magenta ne correspondent pas a des Figure 5. Langle 6 entre le parquet et les aiguilles, ici dispo-
intersections d’aiguilles, contrairement aux verts. sées en ligne droite.
Il'y a 'espace pour D, lattes sous le cercle, ce qui S’il est ici plus simple de compter les intersections,
, a ’ nesin(9) . ,
représente aussi « presque » le nombre entier de au nombre de —a + € ou ¢ est borné, nous
rainures recouvertes, qui I’approche par défaut n’échappons plus a l'intégration d’'une densité,
m ou par exces d’une unité au plus. En le doublant, certes uniforme. On a
on estime alors d’'une deuxieme fagon le nombre .
1 R R R = 2sin(@) ¢
[l de fois que le cercle est rencontré. En joignant qRi+Ry++Rp)=—r—+
3 les deux bouts nous obtenons ]
puis, comme
- 2D
| - Ri+Ry++R,=""+¢ (5) -
1 2 n- g f% Qsm(e)@_ﬁ
CI) 0 a T " ar
> ou le réel € agrege une incertitude comprise entre 2
S —6 et 2. Si bien que on retrouve le méme résultat quand n tend
1 20 P vers +w, Ouf!
O HX(R1+R2+“'+Rn)=ﬁ+H' (6)
an sin (H) . .
Lapproximation de 7
Passons a I’espérance ainsi qu’a la limite.
. Lespérance E(R) = P(R=1) = % de R main-
Automatiquement, tenant démontrée, estimons-la tout en contro-
20 20 lant son erreur et son risque. Ceci permet-

%E(e)—>0 et —7 " an L , i
ansin (H) Q0 tra (tout théoriquement) d’approcher — puis 7.




L’aiguille de Buffon, encore et encore

Considérons a cet effet n épreuves R;, 1 <i<n, de
méme loi que R.

L'inégalité de Bienayméﬁ-TchebychevEl fournit alors
I'inégalité dite de concentration

p(RLER TRy 2y (Vo

ou

v=ﬁ(1_£)
am arm

désigne la variance (commune) des R;.

La propriété exige cependant I'indépendance
des variables Rq, R, ..., R,. Il convient donc de
revenir a la premiere expérience, quand les ai-
guilles sont tirées au hasard encore et encore et
que le sol est stable ou bien a la deuxiéme, quand
il n'y a qu’une aiguille et que le sol s’en dérobe
une multitude de fois.

\

En fixant le risque % a 5%, c’est-a-dire en choi-

sissant 6 = “?/%V, on obtient, via la moyenne
- Ri+Ry+ -+ R, .
empirique - , une approxima-
tion de 2¢ a la précision de V20V et avec
am Jn

95 % de chance.

On dispose donc d'un algorithme probabiliste

. s 20 1
dont on dit qu’il approche 25 &0 (0] (ﬁ) .

Cela signifie, entre autres, que multiplier le
nombre d’aiguilles par 100 fait gagner une dé-
cimale dans 95 % des cas.

Puisque 1’on peut choisir ¢ et a, on obtient une
valeur approchée de - puis de 7 (on perd une
décimale dans I'inverse[f).

1=5,a=15

from numpy import pi,sin
from numpy.random import random
from matplotlib.pyplot import hist,show

# une aiguille
def buffon():
x=random() *a/2
theta=random() * pi/2
if sin(theta)*1/2 > x:
return 1
return 0

# approximation de pi avec n aiguilles
def approx(n):
r=0
for i in range(n):
r += buffon ()
return n/s*2xl/a

# répartition de N approximations de pi
# avec n aiguilles
def distrib(N,n):
res = []
for i in range(N):
res.append(approx(n))
hist(res,20,density=True)
show ()

4. Irénée-Jules BIENAYME, mathématicien francais des xviie et xixe siécles. Il s’est notamment intéressé aux processus

stochastiques.

5. Pafnouti TCHEBYCHEV, mathématicien russe du xixe siécle. Son ceuvre, immense, touche aux probabilités, aux polynomes

ou encore a la théorie des nombres.
6. Si

1 1 m s
s——‘sealors‘——w‘s—set—z7r2z10.
™ s s s
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Ainsi, pour espérer égaler la précision de 103
connue des Grecs, Francis devra dépenser de
l'ordre de... 334 millions d’allumettes[’]

Encore faudra-t-il se contenter d’une valeur pro-
bable a 95 %... Il va sans dire que les cent mille
milliards de décimales de 7 connues en 2023
s’obtiennent par d’autres méthodes!
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7. Onveut § = 10~%* et —— = 5%, ce qui conduita n = 20V - 108 = 334 - 10° avec les valeurs de ¢ et a, et donc du paramétre

né2

p = E(R) puis de la variance V qu’utilise I’estimation de Francis.
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