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Une curiosite

numeérique

Calculer les décimales de , c’est rigolo mais cela peut-
étre trés long. Francois Boucher nous propose une va-
riation autour de la formule de Leibniz pour obtenir de
nombreuses décimales sans trop d’efforts.

Francois Boucher

Naissance d’un probleme

Parmi les nombreuses formules dans lesquelles
le nombre 7 apparait, I'une des plus connues est
sans doute celle dite de Leibniz[l]

“+o0 k—1

-1 1 1 1
ZL:P_+___+...:Z.
P 2k —1 3 5 7 4

[

La démonstration fut jadis accessible a un lycéen;
voir par exemple le probleme du bac E 1986 de
Nouvelle-Calédonie 3. 11 est plutot simple de

1
prouver que la série converge vers / m dll]',‘
0 x

la difficulté est de calculer l'intégrale pour qui
ne dispose pas de la fonction arctan. Le lecteur
esthete pourra consulter la belle preuve visuelle
donnée dans Au fil des maths n° 547 .

n -1 k—1
Mieux, en posant s, = 4 Z (Zk—)—l' on a ’enca-
k=1
drement (si n est pair) : s, < 7™ < s, + ce
2n+1

qui permet de tenter du calcul numérique. Il est
alors classique d’observer que la convergence est
«lente »; comme l'encadrement est de longueur %
n = 2000 ne garantit que la précision 1073 et
pour passer a la précision 1074, ’encadrement dis-
ponible impose de multiplier n par dixﬂ Mesurée
par le nombre de décimales exactes a obtenir, la
complexité est donc exponentielle.

1. Connue des mathématiciens indiens au X1ve siécle.

Un programme de calcul simple — dans lequel
il est conseillé d’accumuler la somme en com-
mencant par les termes les plus petits — fournit
toutefois les valeurs approchées suivantes :

n Sn ™
100 3,131592(0) 3,141 592
1000 3,140592653(8) 3,141592653

10000 3,141 492653590 (0) 3,141 592653 590
100000 | 3,141 582653589793 (4) | 3,141592653 589793

Les valeurs approchées de 7 étant fournies, par
exemple, par la comptine « que j’aime a faire ap-
prendre. .. »

On note bien que, si n = 107, la p-ieme dé-
cimale n’est pas exacteEl a une unité par dé-
faut pres et que la différence 7™ — 5, vérifie
0<7T—5,~10"P <2 x 10"P comme prévu. Ce
n’est pas exactement la méme chose que 7 — s, ;
mais |1 — s,| < |7 — 7| + [ — 8] + |50 — sn| <
%10‘3” +107P + %10‘3” =10"?4107°".On a
indiqué dans la colonne des valeurs approchées
de s, la 3p + 1-iéeme décimale calculée.

Le questionnement nait si on regarde les déci-
males suivantes : les 2p suivantes sont exactes ce
qui appelle immédiatement une explicationﬁ 11
s’agit d’enquéter.

2. On verra plus loin que |7 — sn| ~ —, ce qui valide la condition nécessaire alors qu’a priori une majoration ne fournit qu'une
n

condition suffisante.

1
3. Exacte ne signifie pas identique; la p-itme décimale d’une valeur approchée Z d'un réel z est dite exacte si |z — Z| < > 1077;

ainsi 0,999 7 est une valeur approchée de 1 avec trois décimales exactes.
4. Cette question semble n’apparaitre qu’en 1982 dans la revue Mathematical Gazette.
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https://www.apmep.fr/IMG/pdf/Nlle_Caledonie_C__nov_1986.pdf
https://afdm.apmep.fr/rubriques/ouvertures/preuves-visuelles-ii/#des-aires-sous-la-courbe
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Une curiosité numérique

Commencons par une majoration validant la pe-
tite expérience numérique précédente : si n est
pair, m — s, ~ o On remplace n par 2n pour tra-
duire I’hypothése n pair. En utilisant la somme
des termes d’une suite géométrique et les pro-
priétés de l'intégration, on obtient

1 1

20| < 2020

Cette derniere inégalité montre que, dans le cas

T — S, —

2n = 107, 'erreur sur la p-ieme décimale est bien
de 1 par défaut, et que les 2p décimales suivantes
sont exactes. Ainsi, avec p = 5, on peut calcu-
ler une valeur approchée de 7 avec quinze déci-
males exactes a 1’aide d’un systéeme de calcul uti-
lisant des flottants IEEE 754 doubleslﬂ Bien sir,
il s’agit la d’une constatation a posteriori puis-
qu’on disposait d’une valeur connue de 7 avec
une précision suffisante.

Les nombres d’Euler

Reprenons le calcul précédent avec n = 50000
en calculant en multiple précision (par exemple,
avec le module Decimal de Python ou le logiciel
Maple). Pour une raison difficile a justifier a priori,
il vaut mieux travailler avec T ; de plus, prendre n
tel que 2n soit une puissance de dix est fort utile,
la lumiere sera plus éclatante. ..

On obtient alors :
$=1,570786326794897619231321191639752052098

et on connait

g =1,570796 326794 896 619231 321 691 639 751 442 098. ..

Formons un tableau de différences : bloc de déci-
males exactes moins bloc de décimales calculées :

rang 5| 15 | 25 35
différence | 1 | —1 5 | —61

1 5 61

1
105 1015 105 105 ot

On en déduit que 5+

. . T . _ X
une approximation de 5 @aumoins 10739 preés.

5+ —

Avec n = 5000000, la durée de calcul reste

acceptable.

s =1,570796 226794896619 232 321691639 751 392098 584 699

693652910487 470911 153908203 648 314499 313747136171058

s

7= 1,570796 326 794896619 231 321691 639 751 442 098 584 699

687552910487 472296 153908203 143 104499 314017412 671058

Formons a nouveau le tableau de différences :

r 7 21 35 49 63 77 91

A 1 -1 5 —61 1385 —50521 2702765

On en déduit que
1 1 5 61 1385 50521 2702765

1049 + 1063 1077 + 1091

107 1021 T 10%

est une approximation de a au moins

10798 pres.

Il est flagrant que la longueur des paquets de
décimales exactes diminue alors que celle des
paquets de décimales inexactes augmente et il
est probable que les décimales exactes finissent
par disparaitre (pour un p donné).

On retrouve ainsi la méme suite d’entiers que
précédemment. Il ne reste plus qu’a consulter le
site oeis.org pour obtenir I'information : il s’agit
des nombres d’Euler alternés d’indice pair E,,,
qui apparaissent dans le développement en série
entiére exponentielle de diverses fonctions; on
peut prendre comme déﬁnitionﬂ

1 :ioh 2n

cosh(z) (Zn)!w
ou aussi bien
+o00
1 (-1)"Ezn o, T
R — A S L < —-
cos(x) 7;) (2n)! * =1 2

Ces nombres d’Euler sont aussi ubiquistes que
leurs cousins, les nombres de Bernoulli.

Intéressons-nous a un procédé de calcul élé-
mentaire imaginé en 1877 par Philip Sei-
del (1821-1896), qui utilise un tableau du
type triangle de Pascal, que le mathématicien
anglais John Conway (1937-2020) appelait le

5. L'IEEE 754 est une norme informatique sur l’arithmétique a virgule flottante mise au point par le Institute of Electrical and

Electronics Engineers @.

6. Il regne une grande cacophonie dans !'« arithmosphere » sur les définitions et les appellations; convenons ici de suivre le site

expert OEIS.


https://fr.wikipedia.org/wiki/IEEE_754

triangle « zigzag » ; les fleches indiquent le sens
de remplissage du tableau (sens « boustrophé-
don »); chaque rangée orientée, a partir de la
seconde, commence par 0; ensuite, la rangée est
remplie en additionnant le nombre précédent et
le nombre au-dessus de la fleéche.

0

- 2

2 ~ 0
— 16 — 16

32 « 16 «+ 0

178 — 224 — 256 — 272 — 272

gL ol-
=
R S
TRETNTS

On trouve les nombres d’Euler au signe pres
(alias nombres « sécants », alias nombres zig)
dans la diagonale descendante de gauche. Bien
slir on peut se poser la question des nombres
de la diagonale de droite; il s’agit des nombres
dits « tangents » (alias nombres zag) qui appa-
raissent dans le développement en série entiere
de la fonction tan, pour |z| < g :
+00
tan(z) = Z%x” = %x—l—%ﬁ—l—%xs—i—-u

n=0

Les nombres « zigzag» 1, 1, 1, 2, 5, 16, 61, 272,
1385, 7936 — qui apparaissent aux extrémités
des lignes orientées — sont donc ceux du déve-
loppement en série entiére de

U(z) = coslm + tan(x) = tan (; + 2)

+oo

Z n
-y Dy

n=0

Le tableau zigzag permet de les calculer simple-
ment en ne faisant que des additions. La question
est bien évidemment de comprendre tout cela.

Appel a la combinatoire

Commengcons par donner une interprétation com-
binatoire des nombres 7, due a Désiré An-
dré (1840-1917); on va suivre essentiellement
son travail [1]].

Une curiosité numérique

Démonstration

Pour n > 2, il introduit des permutations particulieres de
[1, n] — qu’il appelle « alternées » — vérifiant :

o(1) < o(2) >0c(3) < o(4) > -
ou o(1)>0(2)<o(3)>0(4)<---

Appelons celles du premier type « montantes » (p.a.m.) et
celles du second « descendantes » (p.a.d.). Il va de soi que
ces notions se généralisent a tout ensemble fini totalement
ordonné. Dans la suite, si ¢ € &,, on notera les images
par o aussi bien par o(z) que par o; et o elle-méme par
concaténation des images : 0 = o010y -0y ; 0 apparait
comme un mot. Ainsi 315462 est une p.a.d. et 4713265 est
une p.a.m.

Sin > 2, I'involution de renversement o — ¢ définie par
0" (i) = n+ 1 — o(i) met en bijection les p.a.m. et les p.a.d.
qui sont donc en nombres égaux. Soit A,, ce nombre.
Ainsi A, = 1 puisque la seule p.a.m. (resp. p.a.d.) est 12
(resp 21); et A3 = 2 avec deux p.a.m. 132 et 231.

On convient que 1'unique permutation de {1} est alternée
(a la fois p.a.m. et p.a.d.), donc A; = 1; convenons aussi
que Ag = 1.

André démontre, a ’aide d’un argument combinatoire, la
relation de récurrence :

n

2Bpaq = Z (Z)AkAn—k pourn > 1.
k=0
Soit U une partie de [1, n] a k£ éléments (0 < k < n);
si k est pair, soit ¢ (resp. P) une p.a.d. de U (resp de
U = [1, n] ~ U); la permutation o de [1, n + 1] définie
par o = ¢(n + 1) est p.a.d.; si k est impair, on change
p.a.d. en p.a.m.; réciproquement toute p.a.d. ou p.a.m. de
&,,+1 est de cette forme, et cela de facon unique (en tenant
compte des cas limites U = () ou U = (). D’ou la relation.
Comme il y a moins de p.a.m. que de permutations, on
a A, < k! pour tout k. On peut alors considérer la
o H~—An o,
somme de la série entiere Z —2a™ qui possede un
n!
+o0 A
rayon de convergence > 1. Posons ®(z) = Z

n=0
quelques manipulations standard permettent de vérifier

que 2®’ = 1 + ®? sur |—1;+1[ et ®(0) = 1. On en déduit
297 (t) . ™

que —————dt = x d’ou 2 arctan(®(z)) — — =z et
0 1+ ®2(t) 2

donc ®(z) = ¥(x) au moins sur |—1 ; +1[ ce qui suffit pour

n!

en déduire que Z,, = A,, pour tout n.

Pour faire le lien avec le tableau zigzag, désignons
par E, ; (0 < k < n) le nombre situé en ligne n
et colonne k en suivant I’'ordre boustrophédon du
tableau pour la numérotation des colonnes; ces
nombres sont les nombres d’Entringer.

7. On pourrait considérer aussi, plus lourdement, des développements limités. Le credo en combinatoire est plutot de travailler

avec des séries formelles.
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Une curiosité numérique

On a donc par construction du tableau :

Eoo =1,
En,O =0 (TL 2 1)
Enr=Epr-1+Epn1nr pourl <k<n

11 est clair (?) que les conditions précédentes dé-
terminent la suite des E,, ;, de facon unique. On
veut démontrer que A, = E,, ,,.

Démonstration

Parmi les p.a.d. de [1, n + 1], on considére celles qui com-
mencent par k+ 1 (k < n). Soit &, ;, leur ensemble et a,, 1
le cardinal de <7, , ; c’est aussi le cardinal des p.a.m. qui
finissent par la valeur n +-1 — k. Onaago =1 etapo =0
pourn > 1.

Un argument combinatoireElpermet de démontrer la formule
d’Entringer a, r = Gn k—1 + Gn—1,n—k POUr 1 <k < n.
Soit o € 7, ), ; donc o(1) = k + 1. Distinguons deux cas; si
0(2) = k, on lui associe ¢’ permutation de [1, n] obtenue
selon le modele de I’exemple suivant (n = 6, k = 4) :

1 2 3 4 5 6 7
o =
5 4 6 2 7 1 3
2 3 4 5 6 7
donne
4 6 2 7 1 3
. 1 2 3 4 5 6
puis ¢’ = .
4 5 2 6 1 3
On supprime la premiére colonne et on effectue les transla-
tions utiles.
o’ est une p.a.m. vérifiant o/(1) = k. On se convainc que
o — o’ est une bijection. Et I'involution de renversement
met les p.a.m. de [1, n] démarrant en k en bijection avec
les p.a.d. de [1, n] démarrant en n — k + 1. Il y a donc
Gn—1,n—k telles p.a.d.

Sio(2) < k, on lui associe la permutation o’ de [1, n + 1]
selon le modele de I’exemple suivant (n = 6, k = 4)

1 2 3 4 5 6 7
o =
5 2 6 4 7 1 3
7 1 2 3 4 5 6 7
donne o’ = .
4 2 6 5 7 1 3

On a transposé les images k et k + 1.

o’ est une p.a.d. démarrant en k. I’application o — o’ est
bijective; on a donc a,, ;1 telles p.a.d. On en déduit que
an,k = En k.

D’autre part, a,,, estle nombre de p.a.d. de [1, n+ 1] qui
commence par n + 1 égal bien sir au nombre de p.a.m. de
[1, n] donc égal a A,,.

8. Emprunté a .

Un développement asympto-
tique

Les systemes de calcul formel savent calculer les
nombres d’Euler; ainsi Maple nous donne pour le
— (1"

dével t toti d ——2
éveloppement asymptotique de Z 1

(n pair)

1 1 5 61 1385 1
20 2P @ @ny @np O <(2n)11> '

On comprend des lors l'intérét de travailler avec
us , N . . .
5 et 2n égal a une puissance (> 1) de dix : ceci

évite aux termes correctifs de se diluer dans la
sommation.

On conjecture alors une formule du type (toujours
avec n pair) :

= (= (~1)*
2k—|—1

Mg

m
Z_9 —
2 k=02k—|—1

T

Fa o (L
(2n)2F+1 n2m+1
0

=~
Il

qu’il s’agit de démontrer tout en majorant la
constante qui se cache dans le O().

Ce probleme a été résolu seulement en 1989 par
J. M. Borwein, PB. Borwein et K. Dilcher [3]l. La
clef est une formule bien moins connue que la
formule sommatoire d’Euler-Maclaurin mais de
la méme famille : la formule de Boole[l

Une version de cette formule s’énonce ainsi : soit

x € R et m entier non nul; si f est de classe >

sur [z;z + 1] alors pour h € [0; 1] et tout entier
>1,0ona

m—1

F@+h) :Z%Ek {f(’“)(x-i-l)-i-f’“)( )}
k=0
+§ ; f ( t) dt.

9. Il y a malheureusement autant de formes pour cette derniére que d’auteurs. .. Nous allons suivre .



Les E;(X) sont les polynémes d’Euler, images
réciproques des X* par I'isomorphisme

Pn—>%(P(X+1)+P(X)).

Les E,, sont des fonctions périodiques de période
2 et de classe ¥™~! définies a partir des poly-
nomes d’Euler par E,(z) = E,(z) pour 0 < z < 1
et E,(1 + 2) = —E, () pour tout z.

Le lecteur percevra sans doute une parenté (sous
des hypotheses ad hoc) avec :

e une formule de Taylor :

flz+h) = —f(k)(x +/ f(m)(a:—i-t)dt
e une formule d’ Euler-Maclaurm :
m—1 1
fl@t+h) =>" Bk(h)/ FE (@ +t)ae
k=0
_ 'Boi(h—1t) (m—1)
/0 T f (x+t)de

ou les B (X) sont les polynémes de BernoulliEl
et les B,, des fonctions périodiques et régu-
lieres définies a partir des polynomes By.

Cette parenté s’explique en faisant appel aux opé-
rateurs de composition.

La formule de Boole se démontre par récurrence
en s’appuyant sur une intégration par parties, dé-
monstration fort peu éclairante a dire vrai, car
elle ne dévoile rien sur 'origine de cette formule.
On en déduit une formule sommatoire du type
Maclaurin : on prend h = % etx =p e N* et
m =2M + 1, il vient

» 1 S )P e
2(=DPf (P'i' 5) Z 22h(2h Eon {(-1)7f
—(=1)PF M (p + 1)}

p+1 EZM(%_U) @2M+1)
+ / —aanr O ) du

10. Voir la page Wikipedia @3 pour une bréve revue.

Une curiosité numérique

puis, supposant valides toutes les convergences utiles :

M

“+oo
2 507 (04 5) = 30 gy P (00
p=n
~lim (-1 (1) |

o 1
+/+OO EZM (E—U
n

1
En prenant f(z) = —, on valide les convergences
T

et on obtient une expression explicite du reste
qui nous intéresse

230 gy = (D
2h+1
= 2p — (2n)
1 [ 1 2M +1
_E[L EZM <E—’U,> 7u2M+2 du

Les E; sont continues et périodiques donc

bornées, disons par C} ; on en déduit que

1 [tee <1 ) 2M+1 02M +oo 2M+1
= Eom (5—u
2 /. 2 u2M+2 u2M+2
. Gy
T oop2M41”
En supposant n pair, on a donc
+o0 M
2> (=1r 2p+ 1 Z 2h+1 T T2m
p=n h=0

Cam
avec 0 <o < W,

le développement asymptotique. On peut démon-

ce qui, a M fixé, valide

trer, en étudiant les variations de E,,(z) sur [0;1],

~ E
que ‘EZM(ZL')‘ < |2§]\]\:[[| ; on en déduit enfin que

|Ean|
oM S (Zn)T‘H

Le calcul numérique peut alors étre validé.

Calculer 1000 décimales de 7
avec la formule de Leibniz
Le probléme est donc de trouver un n et un M

convenables; la condition suffisante est

2[Eanm| _ 1, -1000

(2n)2M+1 ™ 3
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Polynôme_de_Bernoulli
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On cherche n et M avec n > M car le calcul
des E,j, bien que non cotiteux en temps, I’est en
mémoire ; on peut démontrer que

4k+1(2)!

|Eak| ~ Y]

En utilisant des logarithmes décimaux, on obtient
le tableau

2k 100 | 200 500 1000
nombre de
chiffres de E;,

336 | 791 | 1821 | 4121

Une exploration numérique donne comme valeurs
possibles M = 118 et 2n = 10°. Reste & écrire
un programme de calcul (Xcas, Maple, Python
avec le module Decimal) ce qui ne présente pas
de difficulté particuliére mais constitue un projet
significatif.

D’autre part, I’équivalent donné de E,,; prouve

que, a n fixé, la série E 2 )ZM est tres gros-
n

(D) 2M+1
sierement divergente; ce qui n’empéche pas
ses sommes partielles de fournir des termes
correctifs efficaces.

Un complément numérique, disponible sur le
site de ’APMEP, fournit démonstrations et pro-
grammes Python, raisonnablement absents de la

Cette introduction de termes correctifs dans
le calcul de valeurs approchées de sommes de
série ne s’applique pas uniquement a la série
ici étudiée; le lecteur curieux pourra faire ses
propres expériences numeériques sur les séries
(_1)n+1 (_1)n+1 . 1
D
n n

n
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Un programme Python (donné en complément sur le site @3) nous permet d’obtenir
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soit 1009 décimales avec une formule n’en donnant en théorie que 6.
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