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Démonstrations et

programmes

Dans cet article, Didier Dacunha-Castelle questionne le
lien entre mathématiques et informatique, en particu-
lier le rapport entre démonstrations en mathématiques
et programmes informatiques.

Didier Dacunha-Castelle

Il y a un large consensus pour enseigner l’infor-
matique dans le secondaire, les éléves écrivant et
exécutant des programmes. Reste a savoir com-
ment faire une place convenable a une discipline
nouvelle et répondre a la question : faut-il lier
informatique et mathématiques dans 1’enseigne-
ment secondaire, point de vue semble-t-il aujour-
d’hui minoritaire, ou faire entrer l'informatique
dans les cursus comme nouvelle discipline indé-
pendante des mathématiques? Ceci au moment
ou l'informatique tend a prendre une place dis-
tincte des mathématiques dans la société, ’ap-
port des mathématiques étant souvent occulté
aux yeux des non spécialistes (par exemple dans
I'Intelligence Artificielle).

Je questionnerai ici le rapport entre démonstra-
tions en mathématiques et programmes informa-
tiques et partirai de deux propositions qui font
souvent bondir mes interlocuteurs :

e on peut associer a toute démonstration un
programme;

« une démonstration est exacte si et seulement
si le programme associé est correct (« tourne »
correctement).

Commencons par donner les ingrédients des théo-

ries mathématiques comme l’arithmétique ou la

géométrie.

D’abord des régles de déduction. La régle la plus
connue en est le modus ponens : de la proposi-
tion A et de la proposition A — B, on déduit la
proposition B.

Apres les regles viennent les axiomes. Chaque
théorie est définie par des axiomes, par exemple
les fameux postulats d’Euclide de la géométrie.
Ce sont des propositions décrétées vraies par
consensus, portées par des considérations pré-
cises, d’ordre pratique ou intuitif par ceux qui
travaillent dans le cadre d’une certaine théorie
définie justement par un ensemble d’axiomes (qui
en particulier ne doivent pas étre redondants et
si possible non contradictoires de maniere évi-
dente!). Chaque théorie est donc construite a
partir de ses axiomes, considérés comme néces-
saires et suffisants pour tout faire a l'intérieur
de cette théorie. Tout faire voulant dire appliquer
I’ensemble de regles logiques.

La plupart des mathématiciens et tous les autres
utilisateurs des mathématiques sans exception,
en particulier les éleves, se servent inconsciem-
ment d’'un certain nombre d’axiomes, comme
ceux de l'arithmétique élémentaire, de la géo-
métrie euclidienne (sauf s’il leur est demandé de
citer les axiomes qu’ils utilisent) mais plus rare-
ment ceux de la théorie des ensemblesl[]

Une remarque du mathématicien et informati-
cien Jean-Louis KrivineEl m’a marqué, quand nous
étions étudiants et qu’il s’intéressait a la lo-
gique mathématique, chose tres rare en France a
I’époque : « Toutefois, ce ne peut étre la le fin mot
de I'histoire. En effet, que savons-nous au bout
du compte ? Eh bien, que prouver un théoréme,

1. A mon avis, la théorie des ensembles demeure le cadre fondamental des mathématiques malgré les tentatives pour la

supplanter.

2. Voir ses articles sur la correspondance de Curry Howard sur son site @3, certains sont destinés a un large public.


https://www.irif.fr/~krivine/

une fois fixés les axiomes des mathématiques
dans lesquelles on a choisi de travailler, consiste
a écrire un texte qui doit suivre des regles abso-
lument rigoureuses et se terminer par I’énoncé
du théoreme en question. Mais pourquoi donc se
fatiguer tellement a prouver des théoremes, s’il
ne s’agit que d’un jeu d’écriture formel ? »

Personne ne peut croire sérieusement que les
mathématiques se réduisent a un jeu purement
combinatoire et ce depuis des milliers d’années.
Les mathématiques valent en premier lieu par
leur efficacité dans les applications tres variées
et notamment parce que la physique a des lois
s’écrivant mathématiquement. Comprendre pour-
quoi les mathématiques ne sont stirement pas un
jeu formel mérite réflexion. Je ne peux dans le
format de cet article aborder tous les aspects de
ce probléme, notamment ceux sur 1’origine des
mathématiques et pourquoi la physique « s’écrit »
en langage mathématique. Je me limiterai a ce qui
concerne le rapport entre mathématiques et infor-
matique avec en vue l'enseignement secondaire.

Au milieu du xx° siecle, deux logiciens, Curry
puis Howard, ont démontré qu’a toute preuve
(démonstration) d’un théoréme relevant de la lo-
gique élémentaireEl (celle que nous souhaitons
voir appliquer assez tot par nos éleves et qui ne
I’est pas toujours par nos étudiants), on pouvait
associer un programme. Il fallait donc définir ce
qu’était un programme a une époque ou l'infor-
matique n’existait pas. Les logiciens de 1’époque
sont passés par un chemin purement mathéma-
tique. Je pense, peut-étre a tort, qu’aujourd’hui
chacun d’entre nous a une idée assez précise sur
ce qu’est un programme. La démonstration de
cette correspondance dite de Curry-Howard est
passée par l'invention de deux langages utiles
tant pour les mathématiques (le choix des regles
de déduction) que pour l'informatique (le choix
des instructions) :

+ lalogique combinatoire de Curry (six regles [1]]);
e le lambda calcul de Church (trois regles ).

Démonstrations et programmes

Ces langages permettent d’écrire toutes les dé-
monstrations mathématiques. Le passage de la
logique combinatoire voisine du langage machine
(celui compris par les ordinateurs) au lambda
calcul se fait a partir d’une abstraction considé-
rable. Ce dernier langage, c’est un point essentiel,
peut se « lire » soit en version mathématique, soit
en version informatique. Entrer dans la démons-
tration de la correspondance preuve/programme
nécessite d’explorer ces langages, je ne peux le
faire ici faute de place.

La correspondance prend la forme : a toute

preuve d’un théoréme correspond un programme.

A l’ensemble des preuves d’un théoréme corres-
pond donc I’ensemble des programmes qui exé-
cutent le méme travail, qualité appelée en infor-
matique spécification du programme (la spéci-
fication n’a pas de définition formelle en infor-
matique, en voici une, surprenante, pour les pro-
grammes correspondant a des preuves : la spéci-
fication correspond a un théoréme précis, explici-
table par une formule!).

La correspondance preuve/programme fournit
un dictionnaire maths-info dont voici quelques
exemples élémentaires :

e a théorie de la démonstration correspond pro-
grammation (dans un langage donné);

e aregle logique correspond instruction;

e a preuve (ou démonstration) correspond pro-
gramme;

e a application d’une regle de déduction corres-
pond application d’une instruction, ainsi au mo-
dus ponens correspond l’application d’une ins-
truction a un argument;

¢ a théoreme (proposition prouvée) correspond
spécification (tdche a effectuer) d’'un pro-
gramme (fonctionnant correctement) ;

e alapreuve par récurrence correspond la boucle
for;

e a la regle de I'absurdité (faux implique n’im-
porte quoi) correspond exit;

3. La logique du premier ordre puis la logique du deuxiéme ordre (sans le tiers exclu).
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Démonstrations et programmes

e a l'entier 3 correspond le programme qui
consiste a exécuter trois fois le programme qu’il
prend comme argument, interprétation des en-
tiers due a Church.

Il faudrait aussi développer les analogies entre
fonctions et programmes, notamment 1’opéra-
tion fondamentale de composition, que les deux
notions partagent.

Je vais étre maintenant un tout petit peu provo-
cant : savoir si les démonstrations fournissent des
énoncés « vrais » est une question qui n’a pas de
sens absolu. La notion purement mathématique
de vérité est problématique faute de fondements
suffisants. Par contre, si la notion de rigueur en
mathématique n’est pas définissable, choisir un
niveau de rigueur a un sens pragmatique dans
I’enseignement ou dans la recherche.

On ne peut pas dire d’un programme qu’il est
vrai ou faux : il s’agit seulement de savoir s’il
fonctionne ou non. La principale raison d’étre des
démonstrations mathématiques est tout simple-
ment de fournir des programmes corrects, et pas
du tout d’établir des « vérités universelles ». Pour-
quoi 2 + 2 = 4 est-il « vrai » ? Parce que, si vous
programmez en partant de 2 + 2 = 3, I’exécution
de vos programmes va tourner au désastre. On
peut dire des choses analogues pour le théoreme
de Pythagore.

Allons plus loin en apprenant des erreurs de nos
glorieux ancétres. Hilbert, étant donné que les
mathématiciens ne pouvaient se passer de I’infini,
voulait mécaniser les mathématiques, en prou-
vant que toute démonstration pouvait se faire en
utilisant des structures finies. Ensuite, on pour-
rait tranquillement se servir de l'infini et vaquer a
nos occupations mathématiques habituelles. Mais
quels sont, au juste, ces objets finis ? Hilbert a cru
qu’il s’agissait des formules mathématiques avec
leurs regles de démonstration évoquées plus haut.
Il s’est trompé, a son époque ces mystérieux ob-
jets finis, les programmes, n’avaient pas encore
été découverts. Son erreur a été montrée dans les

4. Je renvoie sur ce sujet a l’article de Jean-Paul Roy .

années 1930, mais ce n’est que trente ans plus
tard que le lien preuve-programme a été trouvé
dans un cadre significatif. Au-dela de I’erreur de
Hilbert, il demeure que derriére les notions abs-
traites, dont l'infini sous toutes ses formes, se
cache une manipulation concréte de structures
finies, les programmes, objets matériels et mani-
pulables suivant les méthodes de programmation.

Des lors, on peut dire a des éléves qu'une démons-
tration est exacte si et seulement si le programme
associé dans la correspondance tourne correcte-
ment. Nous ne sommes plus du tout dans le ciel
des idées, ciel encore cher a bien des mathémati-
ciens, mais bien sur un terrain trés concret. J'au-
rais tendance a penser qu'’il est plus simple d’ap-
prendre ce qu’est une boucle que la récurrenceEl
et que le paralléle entre certaines instructions
en informatique et leur traduction en logique élé-
mentaire est un changement de cadre didactique
trés intéressant! Je ne peux ici détailler tous les
ponts qui lient mathématiques et informatique et
je n’ai pas I’expérience suffisante de tout ce que
I’on peut tirer de cette correspondance pour faire
toucher du doigt ce lien profond a des éleves ou
a des étudiants. Mais ce lien doit nous faire réflé-
chir. 11 est certain que I'informatique doit s’ensei-
gner par 'usage de 'ordinateur (c’est ce qui la
différencie des mathématiques) et donc par la pra-
tique de la programmation. Mais coder et seule-
ment coder sans ouverture sur ce lien conduira
inévitablement a former des programmeurs sans
perspectives professionnelles.

Revenons aux démonstrations. Comme le remar-
quait Daniel Reisz , méme si le formalisme ma-
thématique était parfaitement connu du lycéen au
mathématicien professionnel, presque personne
ne ferait de preuves formelles, simplement parce
que faire des mathématiques de maniére pure-
ment formelle est impraticable, quoique théori-
quement possible! Ceci dit, il faut absolument
essayer de faire comprendre aux éleves ce qu’est
un « raisonnement » mathématique. Ceci passe
par une question dont les réponses ne peuvent



étre que pragmatiques. Pourquoi avons-nous le
droit, comme 1’ont nos éléves et nos étudiants, de
mélanger le langage naturel et le langage formel
des mathématiques pour faire une démonstra-
tion? La question est posée dans cette revue a
propos de 1'égalité [4]. Le fondement théorique
pour aborder le probléme de I'usage de la langue
ordinaire « mélangée » avec le symbolisme ma-
thématique est pour ’essentiel le théoreme de
complétude de Gédelﬂ inaccessible au niveau Se-
condaire et passé sous silence en général dans
le Supérieur. Il n’est pas raisonnable de ne ja-
mais parler aux apprenants de ce probleme qu’ils
rencontrent au quotidien.

Je me suis intéressé a I’enseignement des maths,
il y a plus de soixante ans, a I’époque de la ré-
forme dite des maths modernes, au milieu de la
confusion régnante. Le délire de '« axiomatisa-
tion » de la géométrie élémentaire a effaré, a juste
titre, bien des personnes. Nous avons alors jeté
le bébé avec le bain, la logique élémentaire avec
des définitions moquées par le Canard enchainé.
11 est évident qu’enseigner cette logique est né-
cessaire pour apprendre la programmation. J’ai
consacré ma vie professionnelle a développer et a
enseigner probabilités et statistiques, y compris
dans I’enseignement secondaire. J’ai vu dans les
probabilités, un moyen (sans trop l'afficher, un
peu lachement) d’introduire un peu de logique
et de théorie des ensembles! La statistique, si
méprisée dans ma jeunesse, explose aujourd’hui
avec l'Intelligence Artificielle. Mais la logique
reste assez mal aimée des courants dominants
comme les probabilités 1’ont été si longtemps.

11 faut donc réfléchir, en particulier dans le cadre
de 'APMEP et de son groupe de travail Mathé-
matiques et Informatique 3, a cette évidence :
le lien entre informatique théorique et mathéma-
tiques porte une interaction et une correspon-
dance entre les concepts de base de ces disci-
plines, concepts utilisés pour construire leur en-

seignement. Il ne faudrait pas clore brutalement

Démonstrations et programmes

cette réflexion en décrétant qu’il faut construire
deux disciplines autonomes dont 1’histoire des
cursus montre (hélas) qu’elles seront séparées
dans le futur par des intéréts contradictoires de
postes et d’horaires.

Les mathématiques ne se réduisent pas a faire
des démonstrations. Intuition, heuristique et
pragmatisme ont leur place comme le soulignait
Daniel Reisz [3]]. Le lien entre mathématiques
et informatique ne se résume pas au lien entre
preuves et programmes (la simulation en est un
exemple significatif). Surtout, ce lien ne concerne
pas seulement les éléves et les disciplines scienti-
fiques. La situation actuelle des mathématiques
au lycée me conforte dans I'idée que le probleme
que pose ce lien doit étre traité en prenant son
temps et avec tous les enseignants concernés.

En trente ans, ’ordinateur est devenu plus com-
mun et son usage dans ces domaines plus convi-
vial. Par exemple, on ne peut plus enseigner la sta-
tistique a ses éleves sans enseigner la program-
mation qui accompagne le traitement de données.
Il me semble donc probable que 1’apport « didac-
tique » de I'informatique aux mathématiques sera
important assez tot dans la scolarité.

Pour terminer, il me semble que la notion d’al-
gorithme souleve une difficulté. Installée depuis
des siecles coté mathématique, avec pignon sur
rue aujourd’hui, sa définition et son usage restent
flous a mes yeux, méme si on les trouve un peu
partout! Un algorithme est-il 1a pour décrire des
programmes qui vont dépendre d’'un langage de
programmation mais aussi du systéme d’exploita-
tion de l'ordinateur? Les criteres pratiques pour
passer des algorithmes aux programmes sont dif-
ficiles a manier. L'algorithmique ne peut étre une
véritable théorie aujourd’hui, sauf a en préciser
et a en restreindre les contours et les objectifs
et cela n’est pas trivial! Je pense donc qu’il vaut
mieux se centrer sur le concept de programme.

* *

5. Démontré par Godel dans les années 1930. Ce théoréeme est fondamental, il porte sur la notion de modele en logique. Il est
hélas moins connu que le théoreme d’incomplétude qui fait souvent le délice des philosophes (et de réunions mondaines).
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Démonstrations et programmes

Un mot sur le futur au-dela de I’enseigne-
ment

Avec le développement de la correspondance
preuves-programmes, la théorie des démonstra-
tions est devenue un domaine captivant et vivant
des mathématiques. A ses débuts, la correspon-
dance de Curry-Howard ne concernait pas les
axiomes et donc pas toutes les mathématiques. En
fait, elle ne concernait pas l'infini et seulement la
correspondance entre structures mathématiques
finies et programmes, rien de vraiment révolu-
tionnaire. Traduire les axiomes en programmes
n’avait rien de trivial. Il a fallu attendre les an-
nées 1990 pour que Timothy Griffin, tres jeune
informaticien, donne le programme correspon-
dant au tiers exclu (équivalent au raisonnement
par I’absurde) ; ceci a la surprise générale : tous
les spécialistes croyaient la chose impossible pour
des tas de mauvaises raisons. Ce résultat est
révolutionnaire. Le programme associé au tiers
exclu consiste, dit trés grossiérement, a sauver
I’environnement de l'ordinateur en cas de pro-
bléme, souvent signalé par un bip désagréable.
Par exemple en langage C, a sauver la position
du pointeur sur la pile et le travail en cours. Jean-
Louis Krivine a ensuite donné les programmes
correspondant aux axiomes de la théorie des en-
sembles puis finalement en 2020 a toutes les
variantes de 1'axiome du choix, de fait a toutes
les mathématiques. Ce qui est encore plus in-
téressant, c’est que pour faire ce travail, il uti-
lise la logique combinatoire mais doit ajouter des
régles qui correspondent a des instructions, a
des objets bien connus en informatique comme
la pile en premier lieu, I’'ordonnateur de taches,
I’horloge etc. Si 'on réfléchit a ces résultats,

on constate que les axiomes n’ont rien de gra-
tuit. Les programmes qui leur correspondent sont
associés a des notions trouvées par les informati-
ciens de fagon quasiment expérimentale. Les sys-
temes d’exploitation des ordinateurs modernes
sont largement construits a partir de ces notions.
Cela ancre encore plus les mathématiques dans
une réalité matérielle. Les mathématiciens, dont
Turing et von Neumann, ont inventé l'informa-
tique (avant que les ordinateurs n’existent); Grif-
fin, Krivine et quelques autres permettent une
avancée simultanée des deux disciplines que je
ne peux détailler. Ils ouvrent aussi un chemin
pour réfléchir aux origines des mathématiques,
et c’est une autre histoire qui commence, elle
aussi passionnante, mais qui demande de s’ouvrir
sur d’autres disciplines!
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