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Écart à l’indépendance

d’événements : un

encadrement remarquable

Jean-Baptiste Hiriart-Urruty souhaite rendre hommage
à Paul-Louis Hennequin en nous proposant un article de
mathématicien : dans cet article, il revisite et démontre
un encadrement remarquable au sujet de l’indépendance
de deux événements. Dans la version numérique, il gé-
néralise ce résultat en construisant et étudiant un nouvel
indicateur de dépendance de plusieurs événements.

Jean-Baptiste Hiriart-Urruty

.................... ␣ ....................

Cette note pédagogique est rédigée en hom-

mage à Paul-Louis Hennequin récemment dis-

paru. PLH, comme nous l’appelions familière-

ment, m’accueillit, avec d’autres de ses col-

lègues, quand je commençais ma carrière

d’enseignant-chercheur au département de mathé-

matiques appliquées de l’université de Clermont-

Ferrand. Nommé assistant agrégé, je venais de

l’enseignement secondaire.

Bien que ne travaillant que partiellement dans

des domaines « relevant du stochastique », PLH

nous a toujours montré son soutien et son intérêt

en assistant à tous les exposés de séminaires que

je donnais ; d’ailleurs, c’était aussi le cas à l’en-

droit des autres conférenciers du département.

J’ai eu l’honneur et le plaisir de l’avoir comme

membre examinateur de ma thèse de doctorat ès

Sciences Mathématiques.

Plus tard, lorsque j’étais professeur à l’univer-

sité Paul Sabatier de Toulouse, PLH et moi avons

continué à avoir des échanges épisodiques, par-

fois sur un livre que j’avais pu écrire, parfois sur

des actions de popularisation mathématique, qu’il

appréciait particulièrement. C’est d’ailleurs dans

cet esprit que j’ai écrit ce texte.

Écart à l’indépendance, les débuts
« P (A et B) = P (A)P (B) lorsque les événements

A et B sont indépendants » est l’une des pre-

mières choses que l’élève ou l’étudiant débutant

apprend en cours de probabilités. . . C’est même

la définition de « l’indépendance de deux évé-

nements A et B ». Lorsque A et B ne sont pas

indépendants, la différence

e(A,B) = P (A et B)− P (A)P (B)

n’est pas nulle. . ., mais évidemment comprise

entre −1 et 1 puisque c’est la différence de deux

nombres réels compris entre 0 et 1. On pour-

rait s’en tenir là et c’est d’ailleurs ce qu’on fait

usuellement dans un cours de probabilités. . .

On pourrait donc penser que « l’écart à l’indé-

pendance » e(A,B) de deux événements A et B

peut prendre n’importe quelle valeur entre −1

et 1. . . Or il n’en est rien : cet écart est tou-

jours compris entre −1

4
et

1

4
! C’est en consul-

tant un récent recueil d’exercices d’oraux de

concours [1, Exercice 3.7] que j’ai été arrêté par

ce résultat. . . Peut-être l’ai-je appris dans une vie

antérieure, en tout cas je l’avais complètement

oublié. Aussitôt surgissent les questions : com-

ment le démontrer (si possible de plusieurs fa-

çons très différentes) ? Qui a publié le premier

ce résultat ? Comment généraliser au cas de n

événements ? C’est à cette tâche que nous allons

nous atteler.

Cas de deux événements
Comme souvent en mathématiques, mais pas tou-

jours, une fois qu’on sait ce qu’il faut démontrer,

on peut s’attaquer à la démonstration. . . La dé-
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monstration dépend du niveau de connaissances

préalables dans lequel on se place, ce qui sera le

cas ici.

Après quelques recherches bibliographiques et

la consultation de collègues, probabilistes ou pas,

j’ai pu détecter la première occurrence de ce ré-

sultat : l’encadrement et une paire de démonstra-

tions sont dus à Mme Édith Kosmanek en 1996 [2] ;

ils sont repris comme exercice dans un livre

d’enseignement des probabilités en université la

même année [3, p. 66, exercice 18]. Ensuite c’est

dans les exercices d’oraux de concours que j’ai

vu apparaître ce résultat.

Voici donc le résultat et quelques-unes des

démonstrations possibles.

Théorème 1 (É. Kosmanek)

Soit A et B deux événements d’un espace proba-

bilisé (Ω,F , P ). Alors, l’écart à l’indépendance de

A et B, à savoir e(A,B) = P (A et B)− P (A)P (B),

est encadré comme suit :

−1

4
⩽ e(A,B) ⩽

1

4
· (1)

Notons que l’on a bien réduit l’encadrement tri-

vial par −1 et 1 signalé au début. De plus, on

ne pourra pas faire mieux que (1) : en effet,

pour un événement A dont la probabilité est
1

2
,

nous avons e(A,A) =
1

4
tandis que e(A,Ac) = −1

4
(Ac désigne ici et dans la suite l’événement

contraire de A).

Passons aux démonstrations de (1).

Nous commençons par la démonstration qui nous

paraît la plus simple, de niveau lycée (mais, bien

sûr, c’est un avis subjectif).

Démonstration faisant intervenir des

probabilités conditionnelles

Niveau lycée, avec l’apport de P. Lassère.

Nous avons

e(A,B) = P (A et B)− P (A)P (B)

= P (A|B)P (B)− P (A)P (B)

= P (B)
[
P (A|B)− P (A)

]
. (2)

Or P (A) = P (A et B) + P (A et Bc)

= P (A|B)P (B) + P (A|Bc)P (Bc).

Injectons ceci dans (2), de manière à obtenir :

e(A,B) = P (B)
[
P (A|B)− P (A|B)P (B)

− P (A|Bc)P (Bc)
]

= P (B)
[
P (A|B)(1 − P (B))− P (A|Bc)P (Bc)

]
= P (B)

[
P (A|B)P (Bc)− P (A|Bc)P (Bc)

]
.

Ainsi,

e(A,B) = P (B)P (Bc) [P (A|B)− P (A|Bc)] . (3)

Alors : P (A|B) et P (A|Bc) sont deux nombres

réels compris entre 0 et 1, donc∣∣P (A|B)− P (A|Bc)
∣∣ ⩽ 1 ;

P (B)P (Bc) est de la forme x(1−x) avec x compris

entre 0 et 1, donc majoré par max
x∈[0 ;1]

x(1− x) =
1

4
·

L’inégalité
∣∣e(A,B)

∣∣ ⩽ 1

4
est bien démontrée.

Remarque

L’expression (3) est, bien sûr, « symétrisable » de

manière à aboutir à

e(A,B) = e(B,A)

= P (A)P (Ac)
[
P (B|A)− P (B|Ac)

]
. (4)

Par ailleurs, il vient immédiatement de (3) que

e(A,Bc) = −e(A,B). Cela milite en faveur du fait

que la borne supérieure et la borne inférieure

dans (1) doivent être opposées ; ce ne sera pas le

cas pour plus de trois événements (voir la version

numérique de l’article ).

Toujours en tirant sur le même fil : A et B sont in-

dépendants (c’est-à-dire e(A,B) = 0) si et seule-

ment si A et Bc sont indépendants
(
puisque

e(A,Bc) = −e(A,B)
)
.

Vous trouverez deux autres démonstrations ni-

veau licence de ce théorème 1, ainsi qu’un en-

cadrement de l’indicateur pour n événements

(théorème 2 et sa démonstration) dans la version

numérique de l’article .
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Jean-Baptiste Hiriart-Urruty (alias JBHU) est pro-

fesseur émérite à l’université Paul Sabatier de

Toulouse, spécialiste en optimisation. Il est impli-

qué dans la diffusion des sciences et des mathé-

matiques, en particulier au travers de l’associa-

tion Fermat Science.

jbhu@math.univ-toulouse.fr
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Les maths et moi
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