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du cercle

Archimede et la mesure

Le nombre w fascine généralement nos éleves et la détermination
des premiéres décimales les questionne rapidement. Un document
ressource sur Eduscol propose une activité pour approcher la me-
sure du cercle d’apres Archimede. Géométrie classique, algorith-
mique, suites... de quoi réinvestir les connaissances acquises au
lycée. Martine Blihler nous propose dans cet article de construire
une belle séance qui pourra étre reprise pour le grand oral.

Martine Biihler

Archimede est cité plusieurs fois dans les pro-
grammes de lycée en lien avec « le nombre 7 »
ou la «longueur du cercle »; d’abord dans la par-
tie « Algebre » du programme de spécialité de
Premiére générale : « Bien avant de faire I’objet
d’une étude formalisée, les suites apparaissent
dans deux types de situations : approximation
de nombres réels (encadrement de « par Archi-
mede, [...]) »; puis dans les parties « Analyse » des
programmes de 1’option « mathématiques complé-
mentaires » et de la spécialité de Terminale géné-
rale, de maniére trés semblable : « On trouve des
anticipations du calcul intégral chez Archimede
(longueur du cercle, quadrature de la parabole,
cubature des solides) ». Les questionnements sur
la mesure du cercle et le nombre 7 pourraient
aussi étre utilisés pour le grand oral.

Une recherche dans les ressources du site Edus-
col donne acceés a un document intitulé Méthode
d’Archimede (Premiére générale)lﬂ

Voici le début de l'activité :

Description de la méthode d’Archimeéde

La méthode d’Archimede permet d’obtenir une ap-
proximation du nombre 7. Pour cela on calcule les
périmetres de polygones réguliers inscrits et cir-
conscrits a un cercle de rayon 5 Plus le nombre
de cotés du polygone sera important, plus on se
rapprochera du périmetre du cercle, a savoir .

000

Cette introduction fait allusion, sans le dire, a la
proposition 3 du petit traitéE| d’Archimede (ca 287
avant J.-C., 212 avant J.-C.) intitulé La mesure du
cercle. Que dit cette proposition ?

Proposition 3

Le périmetre de tout cercle est égal au triple
du diametre, augmenté d'un segment compris
entre les dix soixante-et-onziéme du diametre
et le septieme du diamétreﬁ

1l est a la portée de nos éleves de traduire cette
proposition en langage moderne. Appelons P le
périmetre d’un cercle de diametre D et S le « seg-
ment compris entre les dix soixante-et-onzieme
du diameétre et le septieme du diametre ». La
proposition affirme :

P=3D+Savec£D<S<%D.

71
. 10 1
Autrementdlt:3D+ﬁD<P<3D+7D,
. 10 P 1
cequ1donne3+7—<5<3+7-

1. Programme et ressources en mathématiques — voie GT / Algorithmique et programmation, document 10 @
2. La traduction en francais par Francgois Peyrard (1807) est disponible sur le site de Philippe Remacle
3. Archimede, (Euvres. Tome I : De la sphere et du cylindre - La Mesure du cercle - Sur les conoides et les sphéroides, Texte

établi et traduit par Ch. Mugler, Les Belles Lettres, Paris, 1970.


https://media.eduscol.education.fr/ftp_eduscol/2019/Ressources/Mathematiques/RA19_Lycee_G_1_MATH_Algorithmique_et_Programmation_activite_10.html
http://remacle.org/bloodwolf/erudits/archimede/cercle.htm

Ce qui, effectivement, nous « permet d’obtenir une
approximation du nombre © »El et méme plus pré-
cisément un encadrement de ce nombre. Mais re-
marquons qu’il n’est pas question de nombre pour
Archiméde. Pour un Grec de 1’Antiquité, le périmetre
et le rayon d'un cercle sont des grandeurs. Ce qui fait
le lien entre grandeurs et nombres, c’est la mesure
des grandeurslﬂ Il n’est nul besoin d’entrer dans
ces considérations pour faire travailler les éleves
sur la procédure d’Archimede, mais mieux vaut sans
doute que 'enseignant(e) sache de quoi il retourne.
Et pourquoi ne pas faire lire la proposition d’Archi-
mede a nos éleves ? Ils verront bien qu’on n'y parle
pas de nombre 7 et qu’Archiméde ne calcule certai-
nement pas les périmetres d’un cercle de rayon l
puisqu’il donne un résultat général sur le périmetre
de tout cercle. Cela n’empéche d’ailleurs pas d’expli-
quer aux éleves que nous allons, non pas calculer des
rapports de périmeétres de polygones réguliers ins-
crits et circonscrits a un cercle au diameétre du cercle,
mais, pour simplifier les calculs, nous intéresser a

un cercle de rayon % oul.

Voyons la suite de 1'activité :

Calcul du périmetre des polygones

On pose a,, le périmetre d'un polygone régulier
ayant n cotés et inscrit dans le cercle de rayon
5 et b, le périmetre d'un polygone régulier
ayant n cotés et circonscrit au cercle de rayon
% On vérifie que :

a, = nsin (%) et b, =ntan (%) .

Suggestions pédagogiques

« Mathématiques débranchées
Demander de faire un dessin des polygones
inscrits et circonscrits, puis de démontrer les
expressions de a,, et de b,, (a partir des lignes
trigonométriques dans un triangle rectangle

bien choisi).

Archimede et la mesure du cercle

Le texte précise un peu plus bas que les fonctions
sinus et tangente ne sont pas connues d’Archi-
mede. Nous verrons plus loin quel peut étre l'inté-
rét d’exprimer ainsi les périmetres des polygones
inscrits et circonscrits au cercle. Pour l'instant,
contentons-nous de regarder l'utilisation qui en
est faite en programmation :

Implémentation de la méthode

On peut implémenter cette méthode utilisant
les fonctions sinus et tangente (qui étaient
inconnues d’Archimeéde).

Fonction Pop

from math import sin,tan, pi
def archimedeSimple(n):

return n*sin(pi/n),n*tan(pi/n)
print(archimedeSimple(5))

(2.938926261462366, 3.6327126400268046)

Cette implémentation souléve des interrogations :
on annonce que la méthode d’Archimede permet
d’obtenir des approximations du nombre 7, mais,
pour l'implémenter, on commence par importer la
valeur de ce nombre. Si j’avais montré cela a mes
éleves du lycée Flora Tristan de Noisy-Le-Grand,
je suis stire qu'’il se serait trouvé des éleves pour
faire cette remarque! Si on veut réellement expli-
quer aux éleves que cette méthode est efficace, il
faut revenir a un travail géométrique pour obtenir
une relation de récurrence donnant, a partir du
coté d’'un polygone régulier de n c6tés inscrit dans
le (respectivement circonscrit au) cercle, le c6té
du polygone analogue ayant le double de cotés.
Sans obligatoirement utiliser la méthode exacte
d’Archiméde, qui utilise des résultats de géomé-
trie que peuvent comprendre nos éleves, mais hors
programme, et qui manipule des rapports, on peut
obtenir cette relation de récurrence simplement
avec le théoréme de Pythagore. On peut aussi al-
ler voir des textes ultérieurs, dans lesquels les au-
teurs manipulent, comme nous, des nombres plutot

4. Du moins pour nous, actuellement, car la notion de « nombre 7 » n’existe pas a ’époque d’Archimede.
5. Voir Autour du théoreme de Pythagore : grandeurs et nombres de Martine Biihler et Anne Michel-Pajus, in Actes du Colloque de Lille
2018 : Mathématiques en perspective, Hommage a Rudolf Bkouche (dir. Jouve, Marmier, Moyon, Recher, Tazzioli, Tournes), Limoges,

Pulim, 2020.
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Archimede et la mesure du cercle

que des rapports de grandeurs, facilitant ainsi la spécialité mathématique de Terminale. Autrefois,
tache. C’est ce qu’ont fait des collegues de Dijonlﬂ on démontrait cette limite grace a des encadre-
utilisant pour cela un texte de Legendre extrait ments obtenus géométriquement et au théoreme
de ses Eléments de géométrie (1794) en classe « des gendarmes », et on en déduisait la dériva-
de Seconde. bilité de sinus en 0, puis, a l’aide des formules

. . s . d’addition, la dérivabilité de sinus sur R. Mais on
On peut aussi lire un extrait du traite de Lacrmxﬂ ) A .
, . e peut aussi admettre la dérivabilité de sinus et en
Cela nécessite évidemment de donner la défini- .. sin(x) . o
. , T . déduire lim ———= =1 grace a la définition de la
tion d’un polygone régulier inscrit dans un cercle, ) x—0

. . ) P dérivabilité en 0.

ce qui est facile, et celle d’'un polygone regulier

Dans la brochure n°79 de I'IREM de Paris
(p. 36—58)El vous trouverez le texte de la propo-
sition 3 et de sa démonstration par Archimede,

On peut traduire ceci en langage moderne et se

m
<t circonscrit au cercle, ce qui est rendu un peu plus Que comporte d’autre ce petit traité ?
0 ardu du fait que la notion de tangente a un cercle o
di d d 11 N Voyons la proposition 1 :
0 a disparu des programmes de college, et, apres
f, une breve apparition dans les programmes de Se- Proposition 1
© 4 2o S .
= conde en 2018, également des programmes de Tout cercle est équivalent a un triangle rec-
. lycée. Or, il faut connaitre la propriété de perpen- tangle dans lequel I'un des cotés de ’angle droit
% dicularité de la tangente au rayon pour pouvoir est égal au rayon du cercle et la base égale au
= mener les calculsff] périmétre du cercle[[]]
5
<

demander comment nous le démontrerions. Si on
note 7 l'aire d'un disque de rayon R et P son péri-

metre, la proposition 1 affirme : & = 5 RP. Avec

nos formules d’aire et périmeétre, on a &/ = 7R?

ainsi que, a partir de ce texte, des activitésm
pour des classes de Troisiéme et de Terminale

scientifique.
et P = 27 R. Donc la proposition est vraie. Que
Revenons a I'expression donnée plus haut : disent exactement nos deux formules ? En fait, il
(T T . y a d’'une part des propriétés de proportionnalité :
a, = nsm(—) et b, = ntan(—). Si elle ne L. , . . ;
n n l'aire d’un disque est proportionnelle au carré

peut pas nous aider a implémenter un algorithme P N C
de son rayon et son périmetre a son diametre;
de calcul du nombre 7, elle peut en revanche , . . PRV
d’autre part un lien entre aire et périmetre : la
nous permettre de montrer la convergence des . " n
constante de proportionnalité est la méme, au-

deux suites vers ... a condition de savoir que ¢ ¢ dit o P C i ost loin d’ét

i rement dit = = =—- Ce qui est loin d’étre une
lim S00C9 _ 1. Cette limite, autrefois explicite- R2 2R d
x=0 = X évidence.

ment au programme des classes de Premiére, ou
de Terminale scientifique, au gré des réformes
de programmes, n’est plus clairement dans les
contenus. Elle est liée a la dérivabilité en 0 de la
fonction sinus et peut donc étre utilisée, mais en
Terminale et pas en Premiére générale, puisque la
dérivabilité de sinus n’est au programme que de la

0
o)
=
7]
e
>
e
T
>
<<

6. Voir Legendre approxime 7 en classe de Seconde ? de Frédéric Métin, in Contribution a une approche historique de I’enseignement
des mathématiques, Presses universitaires de Franche-Comté (PuFC) Besangon, 1996, pp. 429-439. Disponible en ligne : &3,
7. Lacroix Sylvestre-Francois, Elémens de géométrie & 'usage de I’Ecole Centrale des quatre-nations, Paris, 1819. Disponible
sur Gallica : 3.
8. Mais ceci est utile aux éleves désirant continuer la spécialité « mathématiques » en Terminale puisque le programme comporte
la notion de plan tangent a une sphére. Avoir déja rencontré la notion de droite tangente a un cercle ne peut qu’aider ces éléves.
9. Disponible en ligne : &3,
10. Activités qu’il faudrait actualiser en fonction des nouveaux programmes.
11. Archimede, op. cité.



https://publimath.univ-irem.fr/numerisation/WH/IWH96033/IWH96033.pdf
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k62114813?rk=300430;4
https://publimath.univ-irem.fr/numerisation/PS/IPS90001/IPS90001.pdf

Que savaient les mathématiciens
de I’époque d’Archiméde ?

Euclide a démontré dans les Eléments : « Les
cercles sont entre eux comme les quarrés de leurs
diamétres » (proposition 2 du livre XII). Autre-
ment dit, ’aire d’un disque est proportionnelle
au carré de son diametre, donc aussi au carré de
son rayon. La démonstration utilise une méthode
qui sera appelée plus tard « méthode d’exhaus-
tion >>|El comportant un double raisonnement
par ’absurde.

Euclide n’étudie pas dans son ouvrage le pé-
rimetre d’un cercle. Il est plus difficile de ma-
nipuler les longueurs de courbes|§| que les
aires curvilignes.

La proposition 1 d’Archimede donne une relation
entre le périmeétre d’un cercle et son aire. Cette
relation, couplée avec la proposition d’Euclide,
a pour conséquence la proportionnalité du pé-
rimetre au diametre. Bernard VitraclEl signale
qu’'Héron utilise la proportionnalité du périmeétre
au diametre dans Les Mécaniques et que Pap-
pus démontre ce résultat en utilisant la propo-
sition 1 du texte d’Archimede; les Grecs sont
donc conscients de I'importance du résultat d’Ar-
chiméde et de cette conséquence sur la propor-
tionnalité du périmeétre au diametre d’un cercle.
Nous sommes tellement habitués depuis le col-
lege, voire 1’école primaire, a utiliser les formules

Archimede et la mesure du cercle

donnant aire d’un disque et périmétre d’un cercle
que nous en oublions de nous étonner que la
méme constante serve pour les deux calculsF_'sl
Voici ce qu’en dit Montucla en 1754|E|:

La nature du cercle établit une telle liaison
entre la mesure de son aire et la longueur de sa
circonférence que, I’'une étant connue, lI’autre
I’est aussi nécessairement. On aura donc éga-
lement la solution du problémem soit qu’on
détermine immédiatement quelque espace rec-
tiligne égal au cercle, soit qu’on trouve une
ligne égale a sa circonférence. [...] Mais, il faut
bien le remarquer, cet avantage est particulier
au cercle; c¢’est peut-étre la seule ligne courbe
dont la rectification et la quadrature tiennent
de si prés I'une a I'autre.

Il peut étre intéressant de donner aussi a nos
éléves cette proposition et de partager avec eux
notre étonnement devant ce résultat! Un éton-
nement que nos éleves pourraient également
évoquer lors du grand oral.

Martine Biihler a enseigné les mathématiques

au lycée Flora Tristan (Seine-Saint-Denis); elle

est membre du groupe d’histoire des mathéma-

tiques de I’APMEP et travaille au sein du groupe
M.:A.T.H. de 'REM Paris-Diderotlzgl (> )

buhler@irem.univ-paris-diderot.fr

© APMEP Mars 2022

12. Sur cette méthode, voir De la méthode par exhaustion de Marie-Frangoise Jozeau, in MNEMOSYNE N° 1, IREM de Paris,
Paris, 1992, pp. 17-48. Disponible en ligne : €3,

13. Voir Le courbe et le droit d’Evelyne Barbin et Gilles Itard, in Histoires de problémes. Histoire des mathématiques, Ellipses
Paris, 1993 Collection : IREM - Epistémologie et Histoire des Maths, pp. 113-137.

14. Vitrac Bernard, Théon d’Alexandrie et la Mesure du cercle d’Archimede, in Oriens-Occidens: : sciences, mathématiques et
philosophie de I"Antiquité a I’Age classique, Université Paris 7 - Denis Diderot, 1997, 1, pp. 48-81. Disponible en ligne : &3,

15. Et nous oublions également de nous demander comment on démontre les deux proportionnalités en question, lorsque 1’'on ne
dispose pas de l'outil des suites convergentes, ni de celui du calcul intégral.

16. Montucla Jean-Etienne, Histoire des recherches sur la quadrature du cercle, IREM de Paris, Paris, 1986 Collection : Reproduc-
tion de textes anciens - Nouvelle série N° 1. Disponible en ligne : 3.

17. Montucla fait référence aux deux problémes suivants : rectification du cercle — c’est-a-dire construire a la régle et au compas
un segment de méme longueur qu’un cercle donné — et quadrature du cercle — construire a la regle et au compas un carré de
méme aire qu'un disque donné.

18. Ce groupe a été fondé au début des années 1980 par Jean-Luc Verley, alors enseignant a Paris VII, avec comme objectif
I'introduction d’une perspective historique dans 1’enseignement des mathématiques en s’appuyant sur les textes historiques. Le
groupe a publié des brochures et une revue (MNEMOSYNE) a I'IREM, et anime régulierement des stages de formation continue
dans les académies d’fle-de-France. Le groupe anime également des séances mensuelles de lectures de textes historiques, dont le
théme était, en 2018-2019, La Géométrie de Descartes.
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https://irem.u-paris.fr/groupes-irem/mathematiques-approche-par-des-textes-historiques-math
mailto:buhler@irem.univ-paris-diderot.fr
https://publimath.univ-irem.fr/numerisation/PS/IPS92017/IPS92017.pdf
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-00175158/document
https://publimath.univ-irem.fr/numerisation/PS/IPS86021/IPS86021.pdf
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