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Petite enquéte sur ...
I’existence en mathématiques

SEGNDAIRE 7
SUPERIEUR 7
o) PEUT-ETRE...
ELEMENTAIRE 7

Dans cette petite enquéte sur I'existence en mathématiques, nous abordons
— fort superficiellement — d’une part la question de I’existence des entités
mathématiques, question qui est sujet a débat, pour ne pas dire polémique,
entre philosophes, logiciens, mathématiciens, historiens ou didacticiens... et,
d’autre part, la question des preuves d’existence, en particulier celles qu’on
aborde ou pas, qu’on accepte ou pas dans la scolarité, mathématiques scolaires
qui restent notre cible.
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11 est des terrains sur lesquels il peut étre risqué de Concernant cette question, et sans aucune préten-

s’aventurer : le procés en incompétence guette le non tion a l’exhaustivité, on peut pointer trois courants
professionnel. Soyons donc honnéte en assumant le de pensée :
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Un peu d’épistémologie

Pour quelles raisons I’existence des objets mathé-

matiques usuels peut-elle poser probléeme? Ne

prenons que quelques exemples :

la droite géométrique, celle qui est dite « illimi-
tée dans les deux sens » ; illimitée effectivement
ou non limitable ? Et peut-on vraiment la penser
comme ensemble de points?

pris individuellement 1’existence des entiers ne
pose pas de probleme ; mais leur ensemble N, si
familier, peut-il étre pensé comme totalité ?

une fonction définie sur R et bornée sur aucun
intervalle (ouvert) est-elle imaginable ?

le lecteur qui s’est frotté a 1’analyse non-
standard, popularisée naguére par André Dele-
dicq, y a rencontré des objets troublants pour
I’esprit car privés de représentation : les in-
finiment petits et leurs inverses, infiniment
grands. Leur existence ne releve-t-elle que des
vertus de l’axiomatique sous-jacente ?

se qualifier eux-mémes de « réalistes », éven-
tuellement « modérés ». Ils revendiquent pour
les objets mathématiques une existence « en
soi », indépendante du mathématicien qui les
traque, les découvre, puis les fréquente et en
explore les propriétés. La réalité ainsi affirmée
ne serait localisée ni dans le temps ni dans l'es-
pace : la référence a un « ciel platonicien » et a
un « dieu omniscient » est alors facile, avec une
pointe de mépris, surtout sous la plume des cri-
tiques. Une majorité de mathématiciens profes-
sionnels, dont bon nombre de médaillés Fields
tels Alexandre Grothendieck ou Alain Connes,
se sont déclarés, a divers degrés, platoniciens.
celui des « formalistes » auquel on rattache
David Hilbert, et typiquement le mathématicien
polycéphale N. Bourbaki et ses émules. Les
formalistes sont le produit historique de ce
qu’'on a appelé la « crise des fondements » :
les paradoxes générés par la théorie (naive)
des ensembles de Georg Cantor, les antino-
mies issues de la théorie russellienne voulant
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faire des mathématiques une partie de la lo-
gique, ont conduit Gottlob Frege puis Giuseppe
Peano a imaginer un langage formel d’écri-
ture des mathématiques, dépouillé des ambi-
guités du langage courant; David Hilbert est
sans doute le porte-drapeau de la méthode
axiomatico-déductive en mathématiques qui
réduit la question de l'existence a celle de
la non-contradiction.

« celui des constructivistes, héritiers des idées
de Leopold Kronecker et de l'intuitionnisme
du mathématicien hollandais Luitzen Brouwer.
« Dieu a fait les nombres entiers, tout le reste
est I’ceuvre de ’'homme » déclarait Kronecker.
Pour un constructiviste, ne peuvent accéder
a l'existence que les objets — en particulier
les preuves — effectivement construits selon
des procédures pouvant étre réalisées par un
humain, ce qui complique les conceptions de
I'infini. Il s’agit bien d’une philosophie des
mathématiques, théorisée par Brouwer, s’ap-
puyant sur une logique non classique, qui re-
fuse par exemple 1’emploi du tiers-exclu. En
France, Raymond Poincaré, Emile Borel, Henri
Lebesgue font figure de précurseurs de l'intui-
tionnisme. Les idées intuitionnistes ont trouvé
dans I'informatique théorique un extraordinaire
terrain d’applicationslﬂ

Précisons que les enseignants ordinaires ont natu-
rellement confiance dans la cohérence de leur dis-
cipline et que la non-contradiction des définitions
est une condition suffisante d’existence.

Quels modes d’existence?

Jean-Paul Delahaye a proposé aux mathémati-
ciens de classer les questions d’existence en
quatre catégories selon le degré d’engagement
ontologiqueEl gu’elles exigent. Cette classification
dépend du mathématicien qui y réfléchit et de
sa philosophie qu’elle soit implicite ou diment
élaborée. La majeure partie des mathématiques
enseignées reléve des deux premiers niveaux.

Prenons la question : « n = 21000000000 _ 7 ggt_j]

premier? ». Nul ne doute que I'objet ainsi dénoté
existe — un petit giga de mémoire suffit a enre-
gistrer les chiffres de son écriture décimale —,
nul ne doute que la question a un sens et com-
ment douter que la réponse est soit « oui » soit
«non ». Mais il n’est pas exclu que la réponse
soit a jamais inaccessible a ’espece humaine dira
un constructiviste qui pourra contester I’assertion
«n est premier ou n n’est pas premier ».

En revanche, la question : « existe-t-il un ensemble
infini qui ne peut étre mis en bijection ni avec
un élément de & (N), ni avec un de & (& (N)),
ni avec un de etc. » sera sans doute déclarée
comme dépourvue de sens par beaucoup sauf par
quelques spécialistes de la théorie des grands car-
dinaux; déja, que se cache-t-il derriére le « etc. » ?

Existence par exhibition

Une méthode probante pour démontrer 1’exis-
tence d'un objet possédant certaines proprié-
tés est certainement d’en exhiber un; mais que
signifie « exhiber » en mathématiques ?

Sans préjuger de sa difficulté effective, voila un
probléme clairement du plus bas niveau;

Existe-t-il une puissance de 2 dont I’écriture
décimale commence par 2021 ?

Personne ne doute qu’elle posséde une réponse :
oui ou non. Une réponse positive peut possible-
ment étre fournie par un programme travaillant
avec des entiers non bornés. La traduction dans
le langage utilisé du « commence par 2021 » mé-
ritera certes réflexion. Il s’avere que la recherche
peut aboutir en un temps raisonnable et fournir
21559 (nombre de 470 chiffres); 1’existence est
ainsi diment prouvée par exhibition.

Maintenant, en remplacant 2021 par un nu-
méro INSEE (13 chiffres), l’existence éven-
tuelle validée par le méme programme risque
de se faire attendre longtemps; et bien sir, la

1. Pour le lecteur curieux, renvoyons a la publication mathématiques constructives de notre collegue Henri Lombardi disponible

sur Publimath @&
2. Ce qui est nécessaire pour accepter l’existence.
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https://publimath.univ-irem.fr/
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question demande nécessairement une toute
autre approche si on remplace 2021 par un
nombre entier arbitraire.

En géométrie plane, exhiber pourra signifier
« construire avec des instruments précisés » :

Etant donné un triangle ABC, existe-t-il trois
cercles deux a deux tangents et centrés
aux sommets ?

Lintuition de I’existence — éventuellement renfor-
cée par quelque manipulation de géométrie dyna-
mique — est forte. Lobtention d’une construction
effective « regle et compas » demande de la
pratique de ce type de probléme via l’antique
incantation : « supposons le probleme résolu ».

Si I’exhibition n’est pas toujours possible, en con-
texte fini certains arguments sont incontestables.

Ainsi le principe des tiroirs — attribué a Gustav
DirichletP| — asserte sous sa forme la plus élé-
mentaire que, sil’on range dix chaussettes dans
neuf tiroirs, dans tous les cas, au moins un tiroir
contiendra au moins deux chaussettes. Des éléves
— brillants certes — de Quatriéme, apres avoir dé-
montré qu'’il existe nécessairement deux Parisiens
ayant le méme nombre de cheveux, ont réussi a
formuler ce principe en toute généralité.

Il est intéressant de questionner éleves ou
étudiants sur une démonstration de cette
évidence; 1'idée d’une preuve par l’absurde
— avec une belle négation a la clef — peut
nécessiter quelque suggestion.

Ce «principe » et ses généralisations (qui peuvent
aller treés loin) ont une postérité assez prodigieuse
ainsi que 'atteste la bibliographie sur ce sujet. Ci-
tons un exemple bien classique qui en illustre
I’efficacité : toute 'ingéniosité est dans le choix
des chaussettes et des tiroirs.

Démontrer que le développement décimal d’un
rationnel est périodique.

Petite enquéte sur I'existence en mathématiques

Non-existence : le role du

raisonnement par I’absurde

Lexistence des racines carrées est un grand
probléme de la scolarité.

Placons-nous dans le contexte d’'un probleme
simpleEl:

Existe-t-il un nombre dont le carré est, disons 10 ?

Formulation bien préférable a « montrons que v10
n’est pas rationnel » usuelle mais qui se trompe
de cible. On ne précise pas a dessein quel type
de nombre est envisagé : I'intention est de créer
les conditions de questionnements dont celui de
I’existence.

Ainsi I’égalité-calculatrice
3,162277660172% = 10,000 000 000 0

pourra apparaitre, étre questionnée et conduire
au probleme de l’existence d'un décimal x tel que
x2 = 10. Celle d’un tel x rationnel suivra.

Lélaboration d’un algorithme compte-gouttes
pour les décimales (appelé décachotomie) est
difficile (méme dans le supérieur) mais son
fonctionnement peut étre montré.

Le domaine géométrique offre un bon support
pour la perception visuelle de l'existence de gran-
deurs « continues » vérifiant certaines conditions.
Ainsi ’égalité 10 = 32 + 12 pourra conduire a la
construction sur quadrillage d'un carré de surface
10 sans qu'’il soit nécessaire de connaitre le théo-
reme de Pythagore. Et en remplagant 10 par 7, la
question rebondit; ’appel a la dissection : « dé-
couper un rectangle 7 x 1 et reconstituer un carré
avec les morceaux » est une issue possible. Plus
tard, Pythagore autorise une construction regle

2

et compas d’'un x tel que x< = a pourun a > 0

quelconque.

3. Dans l'ouvrage Récréation mathématique, publié en 1624, figure le probleme : « qu’il est totalement nécessaire que deux

hommes ayent autant de cheueux ou de pistolles lun que lautre. »

4. Auquel une classe de CM2 a pu étre confrontée a I’époque des premiéres calculatrices 4 opérations.
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La source des problemes : I'infini

Linfini est 'objet de questionnements millénaires.
Avec ses paradoxes, Zénon pose le probléme de
la divisibilité a I'infini des grandeurs continues
(temps et distance), Eudoxe élabore une théorie
des rapports de grandeur évitant le recours a l'in-
fini, Aristote distingue l’infini potentiel et I'infini
actuel, excluant le second de sa philosophie et
Euclide place l'axiome « le tout est plus grand
que la partie » dans ses Eléments.

Lactualisation de l’'infini va prendre vingt-
quatre siecles, sera réalisée par Cantor et dé-
bouchera sur la fameuse crise des fondements
comme aiment a I’appeler les philosophes. Les
constructivistes rejettent totalement 1’infini
actuel.

La récurrence

Le « principe » de récurrence est connu pour étre

un des axiomes de Peano. Ce principe est souvent
implicitement invoqué pour définir toutes sortes
de suites, par exemple la suite de Syracuse :

Up
2

3xuq +1 car u; estimpair; puis, via un « par ité-

ug = 234, uy = = 117 car ug est pair, uy =
ration », voire par un simple et ceetera, la suite est
considérée comme bien définie; ce point de vue
est conforme a 1’esprit constructif qui n’accepte
que l'infini potentiel, et ceci semble suffisant au
lycée; toutefois ’examen de la suite « définie »
par ug = e®® et U,,1 = In(u,) peut étre instructif.

On dispose d’un théoreme d’existence (et d’uni-
cité) précieux : le théoreme de la suite récurrente.
La démonstration, non triviale, de Paul Loren-
zen (1939), basée sur I’axiomatique ZF et la dé-
finition ensembliste d’une fonction, étant celle
habituellement donnée aujourd’hui.

On trouve parfois une pseudo « preuve par récur-
rence » de cette existence basée sur la propriété
« u, est calculable ». La question : « mais que dé-
signe u dans I’écriture u,, ? » devrait suffire a faire
percevoir la pétition de principe.

Les nénuphars

Dans les années mil-neuf-cent-quatre-vingt circulait
le déja vieux probléme suivant :

Un nénuphar, bien seul dans son étang, se
dédouble (en surface) en 24 heures; y a-t-
il un moment ou les nénuphars recouvreront
exactement la moitié de 1’étang ?

Les ambiguités de 1’énoncé — dont le manque
apparent de données — font partie du probléme.
Lintention du probleme n’est pas la méme posé en
Seconde ou en Terminale. Mais quelque soit le ni-
veau, une fois amorcé, le débat se polarise autour
de deux idées : I’évidence d’une réponse positive,
liée a une intuition de type valeur intermédiaire,
et le besoin de calcul qui butte sur la mise en cor-
respondance de I'arithmétique et du géométrique.
Il est rare que la question : « que se passe-t-il en
12 heures » se fasse jour spontanément dans les
tétes.

Les grands théoremes d’existence
de I'analyse

Lexistence d’une limite pour une suite croissante
majorée de nombres réels est classiquement dé-
montrée dans le post-bac a grand renfort de borne
supérieure. Or, pensé avec des développements
décimaux illimités, le théoréme est trés intuitif :
les décimales des termes d’une suite croissante
majorée se stabilisent nécessairement une a une...
Un exemple et un ordinateur suffit a le faire saisir
aux plus récalcitrants.

Depuis plusieurs décennies, la méthode dichoto-
mique a la cote dans la scolarité, conséquence de
I’option du « tout séquentiel » de 1981 ; on sait,
d’une part, qu’elle permet de prouver tous les
grands théoremes de l’analyse élémentaire réelle,
entre autres le théoreme des valeurs intermé-
diaires, et que, d’autre part, conséquence de 1'op-
tion récente du « tout algorithmique » l'institution
n’a eu de cesse de mettre en avant l’algorithme
dichotomique de calcul des valeurs approchées
d'une équation f(x) = 0 (sous hypotheses ad hoc)
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en arguant de sa simplicité et de son caractéere
universel. Seulement, il y a un hic, probablement
pointé par les constructivistes[ﬂ

Soit d,, = PGCD (n17 +9, (n+1)17 +9) et soit
(a,)n>1 la suite définie par

0 sid,=1
a, =141 sid, #1 et n pair

-1 sid, # 1 etnimpair

Pour toute valeur de n, d,, et donc a,, sont algo-
rithmiquement calculables; le lecteur observera
que a, = 0 aussi loin qu’un systeme accepte de
calculer (en un temps raisonnable).

400
Posons alors a = z a,10™"; a est mathémati-

quement bien déﬁrrll_il(c'est-é-dire existe!) et cela
méme pour des constructivistes puisqu’on est
capable de calculer une valeur approchée déci-
male de a a toute précision donnée (en un temps
éventuellement pas raisonnable).

Soit ensuite f la fonction continue sur [0; 1] et affine
par morceaus, telle que

fO =-1.7(3)=r(3)=aetr=1.
Le TVI s’applique : il existe (pour un candidat au
baccalauréat) o € ]0; 1[ tel que f(x) = 0.

Or si on applique 'algorithme dichotomique a f

sur l'intervalle [0; 1] avec la précision 10 le pre-
mier test porte sur la condition f (%) = 0 soit

a = 0 qui s’avere étre indécidable : a = 0 équi-
vaut a a, = 0 pour tout n. Ainsi donc 1’algo-
rithme dichotomique, censé prendre en entrée
un intervalle [a; b], une fonction continue calcu-
lable y changeant de signe et une précision ne
fonctionne pas dans ce caslﬂ D’out 'utilité d'une
version constructive du TVI.

On demande en spécialité mathématiques de
la classe de Premiére d’admettre le théoreme
d’existence de la fonction exponentielle. Il est

[ecBRN o) INe |

. Une construction est décrite sur le site mathcurve 3.

. Et porté a notre attention par notre collegue Gérard Lavau.
. Bien comprendre qu’il ne s’agit pas d’un probleéme lié a la représentation des nombres en machine.
. En réalité, il reste beaucoup de travail ; mais une fois l'intérét éteint, inutile d’insister.

Petite enquéte sur I'existence en mathématiques

certain qu’aucune démonstration raisonnable
n’est envisageable a ce niveau. Mais la méthode
d’Euler, appliquée sur un intervalle quelconque,
par exemple [—1; 1], et montrée avec un logiciel
quelconque constitue a ce niveau une preuve
d’existence acceptable.

Tératologie

Les fonctions posent de redoutables problémes
d’existence.

Voici une question inconcevable pour les mathé-
maticiens du xixe siecle et encore aujourd’hui
pour les constructivistes :

Peut-on imaginer une fonction continue sur R
et nulle part dérivable ?

Un étudiant — plus intéressé par la programmation
en assembleur (sur 8086, presque la préhistoire) de
son logiciel de musique mais assez familier avec les
signaux divers — fut accroché par la question. Son
point de départ, excellent : une fonction périodique
continue en dents de scie. Sa recherche a fini par
aboutir a la représentation graphique d'une somme
(finie) de fonctions en dents de scie, chaque terme
doublant le nombre de dents de la précédente, re-
présentation suffisante pour le convaincre que la
chose était possiblem..

Un autre objet « monstrueux » est historiquement
célebre :

Il existe une courbe passant par tous les points
du carré [0;1] x[0;1].

Peano, Lebesgue, Hilbert ont exhibé une telle
courbeff]

Revenons dans nos classes. Lexistence de bi-
jections entre les différents types d’intervalles,
surtout entre ceux qui ne sont pas homéo-
morphes, est digne d’intérét : [-1;1] et 1-1;1]
par exemple : I'infini est inévitable.


https://mathcurve.com/
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Terminons avec le résultat suivant pour lequel
I’engagement ontologique requis est fort.

Etant donné une boule (de R3), il existe une
partition de cette boule en un certain nombre
de « morceaux » tels qu’avec ceux-ci, on puisse
reconstituer deux boules isométriques a la
boule donnée.

Autrement dit, en pensant volume, 2 = 1! Ce théo-
réme paradoxal, dit de Banach-Tarski-Hausdorff,
utilise I’axiome du choix indispensable pour ob-
tenir des morceaux non mesurables, ce qui ex-
plique le paradoxe. Mais ce résultat est tellement
contre-intuitif qu’il peut inciter a rejeter ’axiome
du choix.

Conclusion

Méme en mathématiques, certains débats sur I’exis-
tence des objets ont un fondement philosophique et
les points de vue entre mathématiciens classiques
et mathématiciens constructivistes sont irréconci-
liables. On observera que la plupart des problémes
d’existence qui jalonnent la scolarité sont esquivés
et que la tendance des programmes au « tout algo-
rithmique » — tendance assez constructiviste en
soi — a bien du mal a étre acceptée par de trop
nombreux collégues.

Lauteur, a la retraite depuis quelques années,

continue de s’intéresser aux mathématiques et a
leur enseignement.

boucherf@free.fr

© APMEP Décembre 2021
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