Le bulletin de ’APMEP - No 537

AU FIL DES MATHS

de la maternelle a I'université. ..

APMEP

Association des Professeurs de Mathématiques de I’'Enseignement Public



SSOCIATION
DES "ROFESSEURS DE VI ATHEMATIQUES
DE I’ NSEIGNEMENT P"UBLIC

26 rue Duméril, 75013 Paris

Tél.: 01 43 31 34 05 - Fax : 01 42 17 08 77

Courriel : secretariat-apmep@orange.fr - Site : https://www.apmep.fr
Présidente d’honneur : Christiane ZEHREN

Au fil des maths, c’est aussi une revue numérique augmentée :
https://afdm.apmep.fr

version réservée aux adhérents. Pour y accéder connectez-vous a votre compte via 1'onglet Au fil
des maths (page d’accueil du site) ou via le QRcode, ou suivez les logos @.

Si vous désirez rejoindre 1’équipe d’Au fil des maths ou bien proposer un article, écrivez a
aufildesmaths@apmep.fr

Annonceurs : pour toute demande de publicité, contactez Mireille GENIN mcgenin@wanadoo.fr

A ce numéro est jointe la plaquette
Visages 2020-2021 de I’APMEP.

EQUIPE DE REDACTION

Directeur de publication : Sébastien PLANCHENAULT.
Responsable coordinateur de I’équipe : Lise MALRIEU.

Rédacteurs : Vincent BECK, Francois BOUCHER, Richard CABASSUT, Séverine CHASSAGNE-LAMBERT,
Frédéric DE LicT, Mireille GENIN, Cécile KErBoOUL, Valérie LAROSE, Lise MALRIEU, Daniel VAGOST,
Thomas VILLEMONTEIX, Christine ZELTY.

« Fils rouges » numériques : Francois BOUYER, Gwenaélle CLEMENT, Nada DRAGOVIC,
Laure ETEVEZ, Marianne FABRE, Robert FERREOL, Yann JEANRENAUD, Céline MONLUC,
Christophe ROMERO, Agnés VEYRON.

Illustrateurs : Pol LE GALL, Olivier LONGUET, Jean-Sébastien MASSET.

Equipe TgXnique : Frangois COUTURIER, Isabelle FLAVIER, Anne HEAM, Francois PETIARD,
Guillaume SEGUIN, Sébastien SOUCAZE, Sophie SUCHARD, Michel SUQUET.

Magquette : Olivier REBOUX.

Votre adhésion a ’APMEP vous abonne automatiquement a Au fil des maths.

0p
T
<C
=
0
LL]
O
—
T
>
<

Pour les établissements, le prix de ’'abonnement est de 60 € par an.
La revue peut étre achetée au numéro au prix de 15 € sur la boutique en ligne de ’APMEP.

Mise en page : Francois PETIARD
Dépot légal : Septembre 2020. 1SSN : 2608-9297.
Impression : Imprimerie Corlet
Z1, rue Maximilien Vox BP 86, 14110 Condé-sur-Noireau




Pour un accord de guitare

Les problemes de Papy Michel
Quand on apprend la guitare ou le piano, on découvre
I’'usage des accords dont on mémorise les doigtés, le
plus souvent sans comprendre comment ils sont faits.
On se contente de constater qu’ils « sonnent » bien. Et
si les mathématiques y étaient pour quelque chose ?

Michel Soufflet

Qu’est-ce qu’un accord?

Un accord est un groupement d’au moins trois
sons joués simultanément. Si vous jouez trois
notes au hasard, vous obtenez, en général, un
résultat sonore qui n’est pas trés agréable a en-
tendre. Mais si par exemple vous essayez avec un
do, un mi et un sol, vous obtiendrez un mélange
harmonieux. C’est cet ensemble composé d'un do,
d’un mi et d’un sol et d’'une autre note plus grave
que ’on appelle un accord de do (majeur).

Pourquoi ces trois notes
s’accordent-elles entre elles?

Imaginez que vous disposiez d’'un générateur de
fréquences capable de vous donner un son d’une
fréquence n choisie au hasard. Ce son est, du
point de vue mathématique, une fonction pério-
dique du temps de période % Elle est, si on sim-
plifie au niveau de 1’amplitude et de la phase,
de la forme sin(27nt). Si on émet simultanément
trois notes de fréquence respective 4n, 5n et 6n,
on obtient un son dont la fonction correspondante
est de la forme :

f(t) = asin(2wdnt) + bsin(2w5nt) + csin(2w6nt).
. - - 1
Cette fonction est périodique et de période — : en
n
1
effet, on a évidemment f (t + —) = f(1).
n

Donc si on fait entendre simultanément trois

notes de fréquence 4n, 5n, 6n, on obtient un mé-
lange de fréquence n, en divisant ces trois fré-
quences par 4, le méme calcul nous montrera que

si on mélange trois notes de fréquence respective
5n

3n . . n
n, R on obtient une note de fréquence 1
Avec notre instrument, lorsque que ’on joue si-
multanément do, mi et sol, nous sommes dans

. 5n
cette situation car si n est la fréquence du do, 1

3n

est presque celle du mi, et — presque celle du
sol. Ces trois notes jouées ensemble forment ce

qu’on appelle un accord de fréquence g

5n
La note de fréquence T est appelée la tierce et

3 3n , .
la note de fréquence > est appelée la quinte par
les musiciens.

Un accord composé de la tonique de fréquence n,
de sa tierce et de sa quinte est appelé un accord
parfait.

Quelques termes utilisés par
les musiciens

Harmonique

Il nous faut faire appel a un théoréme de psycho-
physique, connu sous le nom de loi de Fechnerﬂ
selon laquelle la sensation correspond au loga-
rithme de la stimulation.

Nous percevons donc les sons suivant le loga-
rithme de leurs fréquences.

1. Du nom de Gustav Theodor Fechner (1801-1887) philosophe et psychologue allemand.
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Pour un accord de guitare

C’est pour cela que les musiciens n’utilisent pas
les fréquences mais les gammes pour repérer
la hauteur des notes. Les fréquences n; = N,
ny = 2N, n3 = 4N, ng = 8N, ns = 16 N forment
. p . U ns3 Lz ns
une suite géometrique : — = — = — = —-
n n2 n3 Lz
Les hauteurs pergues correspondantes : hy, ha,

h3, ha, hs forment une suite arithmétique :

hy —hy =h3 —hy = ha — hz = hs — ha.

|Fréquence| N | 2N [ 4N [ 8N [16N |32N[64N |

Hauteur

h 2h | 3h | 4h | 5h | 6k | 7h
percue
|Note | do; | do, | dos | doy | dos | dos | dos |

Siun do de base a pour fréquence N alors celui
situé a ’octave supérieure aura pour fréquence
2N, le suivant pour fréquence 4N et celui d’apres
8N, etc.

N
Dong, si N est la fréquence d’un do, alors 1 est
celle du do situé deux octaves plus bas.

Pour une fréquence N donnée, les fréquences 2N,
3N, ..., kN sont appelées harmoniques de N.

Pour aller plus loin, il nous faut faire un retour
historique (et simplifié) sur la maniere dont se
sont formées les gammes au fil du temps.

Gammes naturel/es

De ce que 'on vient de voir, il ressort que la re-
cherche de I’accord parfait invite a construire une
gamme dans laquelle les rapports de fréquences
entre les notes sont des nombres rationnels. Ce
fut sans doute la démarche de Zarlino au xvi®

siecle :

Note do | ré |mi| fa |sol| la | si | do

Fréquence 1 91514135115 2
8 4 3 2 3 8

Dans cette gamme, ’accord de do majeur (do, mi,
sol) est parfait. Toutes les fréquences des notes,

2. Les musiciens parlent aussi de tempérament inégal.

y compris celles des gammes inférieures et supé-
rieures, sont des nombres de la forme 2¢ x 3% x 5¢
ou a, b, ¢ sont des entiers relatifs. Elles forment
le groupe multiplicatif noté < 2,3,5 >.

Exemple :
e pour la gamme supérieure : le fa aura pour
4 8
fréquence 3% 2= 3= 23 x 371 x 5% et le mi

5 5
—><2:§:2_1><3°><51;

4
o pour la gamme inférieure : le si aura pour fré-
15 15
S a2="=2"%x3"x5"etl i
quence 3 16 x 3! x 5! et le mi
5 5
Z+2:§:2_3x30><51.

Une autre gamme naturelle, encore plus an-
cienne, 2 500 ans déja, est celle de Pythagore :

Note do | ré | mi| fa |sol| la | si | do
Fréquence 1 9 1814 327|243 2
8 64 3 2 16 | 128

Ici les nombres sont de la forme 2% x 3° (groupe
multiplicatif noté < 2,3 >)

Cette gamme est construite de telle sorte que
toutes les notes s’obtiennent, a une octave pres,
en partant de la note ré et en jouant les trois
quintes successives au-dessus et les trois en des-

sous.
., 9 3 27
Exemple : quinte au-dessus du ré : 3 X 5=16"
on obtient un Ia.
9 2 3

Quinte en dessous du ré : 3 X 3 = Z; cette
note est le sol de la gamme inférieure puisque
3 ‘2 3

4 2

Ces gammes naturelles, qui ne sont pas les seules,
ne sont utilisées que par quelques solistes, car
pour produire ces notes, il faut étre en mesure
d’avoir un impact sur la justesse de l'instrument.
C’est le cas du chanteur, du trombone a coulisse
ou encore des instruments de la famille a cordes
frottées (violoncelle, violon. . .).



La gamme tempérée

Pour un accord de guitare

Cette gamme, créée par Jean-Sébastien Bach en 1722 dans le clavier bien tempéreé, est quasiment la
seule gamme utilisée de nos jours. La plupart des instruments de musique sont fabriqués sur cette base.
L'intervalle entre deux do consécutifs est divisé en douze petits écarts appelés demi-tons :

| Note | do | do | ré | mib | mi | fa | fat | sol | sol 4 | la | sib | si | do |

Demiton | o | = | 1 | 2 | 2 3 | 2| a | 2] 5 |16
2 2 2 2 2

[Fréquence | 1 | ¢ | a | a | | | [ [ [ | | |2]|

Pour simplifier, on choisit 1 comme fréquence
fondamentale de la note do.

Nous allons calculer dans la suite ¢, a, b, c et d.

La deuxieme ligne du tableau est une suite arith-

- . 1
meétique de raison 5

La troisiéme, une suite géométrique de raison ¢
N . 1
tel que ¢'? = 2, c’est-a-dire ¢ = 2172.

La fréquence est fonction exponentielle de la hau-
teur (réciproque de la fonction log), c’est donc
une fonction du type f(x) = a® avec a tel que
a® = 2, ce nombre «a est 2% soit environ 1,122 ce
qui correspond a la fréquence de la note ré.

Un demi-ton correspond, en fréquence, au
1
nombre 21z,

Pour la note sol, il faut trouver b tel que b = at
soit b = 272 soit environ 1,498. On est trés proche

3
du 5 attendu pour la quinte.

L’accord majeur

Avec la gamme tempérée, le mi a pour fréquence
2 1 . .

¢ = a?> = 25 = 23 soit environ : 1,259. Cette

fréquence est 1égerement supérieure a la 5¢ har-

monique pure 1= 1,25.

La gamme tempérée parvient a gagner en pra-
ticité parce qu’elle fait des concessions sur la
justesse.

Dans cette gamme, l'accord de do majeur n’est
pas pur, l'oreille humaine s’adapte trés bien a ces
petites différences y trouvant méme une forme
d’enrichissement.

3. Les musiciens parlent aussi de tempérament égal.

L’accord mineur

Le mi bémol, 5¢ harmonique de notre accord de

. s 3 3 1
do mineur, a pour fréquence d = a2 = 212 = 21
soit environ 1,189.

On voit que la 5° harmonique « pure » de fré-

5
quence 1 = 1,25 est bien entre le mi et le mi
bémol.

Les musiciens appellent do mineur, 1’accord ob-
tenu avec les trois notes, do, sol, mi bémol.

Dans la gamme de do, le mi s’appelle tierce ma-
jeure, c’est le plus pres de la note 5V, légérement
au dessus.

Le mi bémol, 1égerement en dessous, est appelé
tierce mineure.

Pour trouver les autres accords, il suffit de trans-
poser :

e l'accord en la mineur, par exemple, s’obtient
en retirant trois demi-tons a chacune des notes
do, mi bémol, sol; cela donne : la, do, mi;

e L’'accord en ré majeur en ajoutant un ton aux
notes do, mi, sol; on obtient ré, fa diéese, la.

Et I’accord de 7¢?

Nous avons vu que 1’accord majeur de la note de
fréquence n est formé avec les notes de fréquence
2n, 3n, bn, et de leurs multiples. Si n correspond
a un do, alors 4n, 8n, 16n correspondent a des
do supérieurs; 6n, 12n, 24n a des sol et 5n, 10n,
30n a des mi.
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Pour un accord de guitare

La 7¢ harmonique, note de fréquence 7n, est, dans
la gamme tempérée, approximativement un si bé-
mol. Si on ajoute a 'accord de do majeur (do, mi
et sol) cette 7¢ harmonique, on obtient I’accord
de do7 majeur, appelé accord de 7¢. Le fait que
ce ne soit qu’a peu pres un si bémol rend I’accord
de 7¢ légerement faux a l'oreille d'un débutant
alors qu'’il apparaitra enrichi a un musicien averti
dont l'oreille s’est accoutumée.

Utilisation en classe

Si une collaboration avec le collegue de musique
semble toute naturelle, n’oublions pas celle du
collegue de physique pour mettre en pratique
les accords.

Un travail sur les cordes vibrantes fait apparaitre
que, si on divise la longueur de la corde par deux
on obtient I'octave supérieure, si on la divise par
trois on obtient la quinte. Sur une guitare, la 12¢
barrette doit se trouver au milieu de la corde,
la 7¢ pres du tiers de cette corde car 27 vaut
environ 1,498, ce qui correspond a la quinte. Le
rapport des fréquences entre les notes correspon-
dant a deux barrettes successives est 211*2, celui
des longueurs est 2~ .

Du point de vue culturel, on voit que le terme
« gamme naturelle » n’est pas sans lien avec la
notion d’entier naturel puisque les rapports de fré-
quences entre les notes sont des nombres rationnels
c’est-a-dire des rapports d’entiers naturels.

Avec un public d’éleves mélomanes, on peut envisa-
ger de proposer l'accord parfait dans la gamme de
Zarlino que 1'on distingue « a 1'oreille » du méme
accord dans la gamme tempéréeﬁ et faire ainsi un
paralléle entre nombres rationnels et entiers.

De mon point de vue, il faut, le plus souvent pos-
sible, privilégier tout ce qui peut donner du sens.
L'accord de 7¢ en musique faisait partie de mon
cours, toutes sections confondues, lorsque j’in-
troduisais les logarithmes. Un jour, une éleve de
Terminale ES (spécialité maths) est venu me re-
mercier a la fin de I’heure : elle venait de com-
prendre comment étaient constitués les accords
qu’elle jouait sur son piano et en particulier pour-
quoi il fallait ajouter un si bémol a ’accord de do
majeur pour obtenir celui de do7. Vingt ans plus
tard, elle ne se rappellera sans doute pas que la
fonction logarithme est une primitive de z — l
mais peut-étre se souviendra-t-elle que c’est un%
fonction qui transforme les produits en somme.
Et que c’est la perception logarithmique des sons
par I’étre humain qui fait que le physicien évoque
des fréquences tandis que le musicien pergoit des
hauteurs de sons.

Le plus important est ce qui reste quand on a tout

oublié!
la m. ré m. sol 7

ce qu'il faut de malheur pour la moindre chanson

sol 7 do mi 7

ce qu'il faut de sanglots pour un air de guitare

G. Brassens — Poéme d’Aragon : Il n'y a pas d’amour heureux.
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Michel Soufflet, professeur retraité, a été président de ’APMEP et animateur IREM de Basse Normandie.
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4. Le livre, Le son musical — Musique, acoustique et informatique, de John Pierce publié chez Belin dans la collection Pour la science
en 2000 est accompagné d’un CD qui permet de comparer ces différents accords, et ainsi de mieux ressentir ’accord parfait.
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JEUX-Ecollége 4
Uwnie brochure APMEP pour la rentrée

Aprés Match Point en 2019, voici JEUX-Ecollége 4 dans la
@ continuité des brochures JEUX-Ecole 1, 2 et 3 du groupe JEUX
e de FAPMEP. Si JEUX-Ecole 3 propose des activités sur les nom-
5 ':SEUX—Co\\ége o < bres et le calcul, celle-ci porte sur I'algorithmique et le raison-
4/ JEUX-Ecollege 4 nement.
, JEUX-Ecole + JEUX-Collége = JEUX-Ecollége ! Comme les trois
loorthiges ‘* précédentes, les activités portent sur les cycles 2 et 3, et donc
iz onn et aussi la 6™, Mais la plupart des huit dossiers de cette nou-
| RrdesizisER velle brochure proposent des fiches d’activités de plus en plus
.:: E complexes qui concernent donc aussi le cycle 4.
]

¥ Les activités « en débranché » peuvent constituer une pre-
l':'i:'l » ¥t » [ miére étape pour initier les éléves a la notion d’algorithme
v indépendamment du matériel disponible au sein de I’école.

Cette nouvelle brochure JEUX-Ecollége 4 répond compléte-
Aot das Proesssrs de Mathimetiges o, G, Luchr ment a cette déclaration des programmes officiels sur I'algo-

de I'Enseignement Public Les Editions du Kangourou

e e R rithmique, et pas uniquement pour une simple initiation !

Brochure APMEP n° 1025 — coédition ACL - Les éditions du Kangourou (parussion début octobre 2020)
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