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Soyez malin, devenez paveur !

Soyez malin, devenez

paveur !

Les pavages sont probablement l’un des carrefours les
plus évidents de l’art et des mathématiques. D’un coup
d’œil, le professeur de mathématiques perçoit la symé-
trie et la richesse d’un pavage. Loïc Terrier nous donne
les clefs pour créer son propre pavage apériodique. . .
papier-crayon ou console Python, l’équipe d’Au fil des
maths publiera vos créations ou celles de vos élèves.

Loïc Terrier

.................... ␣ ....................

Introduction

Si un pavage est trop symétrique, trop répétitif,

trop simple en somme, il est peut-être agréable a

regarder mais il ne contient aucun mystère.

Si au contraire notre cerveau ne perçoit pas de

symétrie, nous classons le pavage comme « aléa-

toire » et nous n’allons pas chercher plus loin.

L’équilibre parfait est — à mon avis — atteint

avec les pavages « apériodiques » découverts (ou

redécouverts) par Sir Roger Penrose 1.

Les symétries sont là, donnant une impression

d’ordre agréable, mais nous ne saisissons pas

l’agencement général car les pavés se combinent

pour former des motifs plus grands qui eux-

mêmes se combinent. . . à l’infini.

Un pavage périodique est par définition un

pavage où le même motif se retrouve par

translation. Plus précisément, il existe deux

translations de vecteurs non colinéaires qui

laissent le pavage invariant. Il s’ensuit que

le tout se déduit d’une toute petite portion,

le motif.

Un pavage apériodique échappe à cette ty-

rannie des translations !

1. Ce mathématicien et physicien britannique a découvert ce pavage en 1974, environ dix ans avant que Daniel Shechtman
n’observe pour la première fois les quasi-cristaux qui ont une structure similaire.
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Soyez malin, devenez paveur !

On pourrait penser que créer ce genre de pavage

est une affaire sérieuse, réservée à des mathé-

maticiens professionnels. . . Il n’en est rien, car

nous pouvons nous inspirer du travail de Penrose.

Pour cela, nous allons commencer par étudier un

pavage voisin du sien.

Des triangles dans un penta-

gone

L’idée de base est la suivante : on considère les

triangles obtenus lorsque l’on relie un sommet

d’un pentagone régulier à tous les autres (on « tri-

angule » le pentagone).

1

φ

Si on considère un pentagone régulier de côté

1, alors la diagonale vaut φ =
1 +

√
5

2
· C’est

le fameux nombre d’or, qui vérifie l’équation

φ2 = φ+ 1 dont on se servira plus loin. Les deux

triangles obtenus sont nommés dans [1] respecti-

vement triangle d’argent et triangle d’or. Posons

α =
π

5
·

• triangle d’argent :

1 1

φ

angles (α, α,3α) ;

côtés : (1,1, φ) ;

aire a1 =
1

2
sin(α)× 1 × φ

=
1

2
sin(α)φ.

• triangle d’or :

φ φ

1

angles (2α,2α, α) ;

côtés : (1, φ, φ) ;

aire a2 =
1

2
sin(α)× φ× φ

=
1

2
sin(α)φ2

=
1

2
sin(α)(1 + φ).

Remarquons au passage que l’aire du triangle

d’or est φ fois plus grande que celle du triangle

d’argent : a2 = φa1.

Agrandissons à présent ces deux triangles : plus

précisément, appliquons-leur une homothétie de

rapport φ : leurs côtés sont multipliés par φ, leur

aire par φ2.

Le triangle d’argent agrandi a ses côtés égaux à

φ, φ et 1+φ et une aire A1 = a1φ
2 = a1(1+φ) =

a1 + a2.

Le triangle d’or agrandi a ses côtés égaux à φ,

1+φ et 1+φ et une aire A2 = a2φ
2 = a2 + a2φ =

a2 + a1φ
2 = a2 + a2 + a1.

Un grand triangle d’argent vaut donc un or et

un argent, tandis qu’un grand triangle d’or vaut

deux ors et un argent, et on peut effectivement

les découper ainsi :

Ce découpage est la clef du pavage : on part

d’un simple triangle. On l’agrandit puis on

le découpe, et on recommence. . . à l’infini !
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Soyez malin, devenez paveur !

La figure ci-dessous montre les sept premières étapes. On n’a pas procédé aux agrandissements pour

des raisons de place !

De l’apparent désordre initial surgit une mystérieuse structure. . .

Pourquoi peut-on affirmer que

ce pavage (infini) n’est pas pé-

riodique?

S’il l’était, le même motif composé de k triangles

d’or et de m triangles d’argent se répéterait à l’in-

fini, et le quotient
nombre de triangles d’or

nombre de triangles d’argent

tendrait vers
k

m
·

Comptons le nombre de triangles d’or et de tri-

angles d’argent à chaque étape :

2 ors et 1 argent à l’étape une, puis 5 ors et 3

argents à l’étape deux, puis 13 ors et 8 argents. . .

On retrouve la célèbre suite (Fn) de Fibonacci !

Si on note respectivement on et an le nombre

de triangles d’or et d’argent à l’étape n, on aon+1 = 2on + an

an+1 = on + an
On en tire la relation de récurrence d’ordre 2 :

on+2 = 3on+1 − on qui montre (après calculs) que

on = F2n+1 puis an = F2n. En particulier, on en

déduit que lim
n→+∞

on
an

= φ. . . qui est irrationnel !

Ceci prouve que ce pavage est effectivement apé-

riodique.

Et le pavage de Penrose?

Ce qu’on a obtenu semble assez différent, mais il

s’agit en fait du même procédé, avec des règles

de substitution légèrement différentes.

Les deux tuiles du pavage de Penrose sont appe-

lées « fléchette » et « cerf-volant » : une fléchette

est constituée de deux triangles d’argent, tandis

qu’un cerf-volant est obtenu à l’aide de deux tri-

angles d’or. En appliquant l’agrandissement de

rapport φ, une fléchette va se décomposer en

deux triangles d’or et deux triangles d’argent,

soit une fléchette et un cerf-volant. Un cerf-volant

donnera naissance à deux triangles d’argent et

quatre triangles d’or, donc une fléchette et deux

cerfs-volants.
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Soyez malin, devenez paveur !

Pour que cela puisse effectivement marcher, il

faut respecter quelques règles dans la configura-

tion de départ. Les lecteurs intéressés tireront

certainement grand plaisir au visionnage du petit

film (16 min) d’animation [2].

Pour terminer ce paragraphe, remarquons qu’il

existe plusieurs façons de découper les triangles

d’or et d’argent, et que cela produit des pavages

différents ! Par exemple, avec les découpages sui-

vants :

On obtient, au bout de sept étapes :

À vous de jouer !

Le principe de ces pavages par substitution re-

pose sur le petit miracle permettant de décou-

per les triangles en triangles du même type. On

pourrait penser que le pentagone est un cas par-

ticulier et que cette propriété est l’un des tours

dont le nombre d’or est friand. Il n’en est rien ! De

tels découpages sont possibles avec l’hexagone,

l’heptagone, l’octogone. . . et peut-être avec tout

polygone régulier ?

On peut démontrer que, si le côté du polygone

vaut 1, alors le produit des longueurs de deux dia-

gonales quelconques peut s’écrire comme somme

de longueurs de diagonales 2. Le cas du nombre

d’or n’est pas isolé.

Pour l’hexagone, on a trois triangles possibles. On

peut faire deux homothéties et chacune d’elles

donne lieu à plusieurs découpages possibles : si

on rajoute les possibilités offertes par les diffé-

rentes symétries, cela fait déjà des centaines de

pavages à découvrir !

Le pavage ci-dessous est l’un d’eux. Trouverez-

vous les règles de substitution utilisées?

Pour créer son pavage, la première étape consiste

donc à choisir le nombre de côtés du polygone ré-

gulier et à déterminer tous les types de triangles

2. Cela découle des propriétés des polynômes de Tchebychev de seconde espèce.
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Soyez malin, devenez paveur !

qu’on peut obtenir en reliant trois sommets. En-

suite, par exemple en s’aidant de GeoGebra, on

trouve un découpage de chaque triangle. Mais

une fois que cela est fait, comment créer son pa-

vage?

Avec Python

On peut bien sûr prendre sa règle, son compas,

s’armer de courage et de patience et tout faire à

la main (Escher le faisait !) On peut aussi utiliser

un langage de programmation. . . Tiens, pourquoi

pas Python ?

Un script et sa notice sont disponibles dans la

version numérique de l’article pour ceux qui vou-

draient essayer. Moment de magie garanti quand

on voit le pavage se former !

Conclusion

Il n’existe que dix-sept sortes de pavages pério-

diques, mais il y en a une infinité d’apériodiques !

On trouve d’ailleurs sur la toile une encyclopédie

de pavages apériodiques [3]. Elle contient des

dizaines de pavages de toutes sortes ! Reste à es-

pérer qu’un jour les designers s’emparent de ce

trésor et le sortent au grand jour. . .
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Loïc Terrier est adhérent de la dynamique ré-

gionale de Lorraine. Après avoir sévi de nom-

breuses années dans l’enseignement secondaire,

il s’en est récemment évadé et tente à présent de

convaincre ses élèves de classe préparatoire ECE

(économique et commerciale, option économique)

du lycée Henri Poincaré de Nancy que les mathé-

matiques peuvent être amusantes. . . Il a animé

des ateliers aux Journées Nationales de l’APMEP

sur LATEX, R et les flexagones.

loic.terrier@free.fr
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https://youtu.be/yK4P17Lsp2A
https://youtu.be/Pyg0f27kKXw
https://tilings.math.uni-bielefeld.de/
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