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Qui a (vraiment) le

pouvoir au Parlement?

En mai 2019, les élections au Parlement européen
ont fait I’'objet d’abondants commentaires. Certains
groupes ont gagné des sieges, mais pas suffisamment
pour peser sur les débats. D’autres ont perdu des siéges
mais semblent toujours incontournables. Il apparait
donc que le pouvoir réel d’'un groupe au Parlement
ne se résume pas a son nombre de sieges. Les mathé-
matiques peuvent nous aider a mesurer ce pouvoir réel
a travers un indice spécifique.

Cet article a recu le Trophée Tangente 2019 .

Antoine Rolland

Le Démocristan : a qui perd
gagne...

Au pays du Démocristan, le Parlement est com-
posé de 99 députés. Une loi, pour étre votée, doit
recueillir la majorité des suffrages de celui-ci et
donc étre approuvée par 50 députés (ou plus). 11
se trouve que seuls trois partis siegent au Parle-
ment : le parti A a 49 sieges, le parti B a 49 sieges
aussi, et le parti C un seul siege. Supposons que
les députés soient disciplinés et votent tous de
la méme maniére au sein de chaque partiﬂ Il est
évident qu’aucun des partis n’a la majorité abso-
lue a lui seul, mais que n’importe quelle coalition
de deux partis forme une coalition gagnante. Les
trois partis A, B et C sont interchangeables et
jouent le méme role au sein du Parlement, quand
bien méme leur nombre de députés varie de 1 a
49!

De nouvelles élections ont lieu, et deux nouveaux
partis se présentent aux suffrages des électeurs

du Démocristan. Les résultats donnent 40 sieges
au parti A, 40 sieges au parti B, 8 sieges au parti
C, 6 sieges au parti D et 5 siéges au parti E. Un
rapide calcul montre que la coalition (A,B) est
toujours gagnante, mais que les coalitions (A,C)
ou (B,C) ne le sont plus! Une alliance avec le seul
parti C n’est plus suffisante aux deux grands par-
tis A ou B pour former une coalition gagnante :
la présence du parti D ou E est nécessaire pour
arriver a une coalition gagnante. Le parti C n’est
méme plus nécessaire d’ailleurs si D et E s’allient
a A ou B pour former une coalition gagnante!
Dans ce nouveau Parlement, les partis A et B,
qui ont perdu des siéges, sont toujours incontour-
nables pour constituer une coalition gagnante,
mais le parti C, qui a gagné des sieges, n’est plus
du tout indispensable a la formation d’une coa-
lition! L'exemple du Démocristan montre donc
que la capacité d’un parti a peser dans une coali-
tion est une question plus complexe que le simple
nombre de députés de chaque parti. Dans cette
optique, les spécialistes de la théorie des jeux ont

1. La situation présentée ici est un modele simplificateur : dans un vrai Parlement, le pouvoir d'un groupe parlementaire ne se
limite pas a son nombre de députés, mais se mesure aussi a travers sa capacité a trouver des compromis avec les autres groupes,
a peser dans le travail de commission, & proposer les bonnes personnes pour les postes & responsabilité. . . Egalement, dans un
véritable Parlement, il est rare que les votes soient bloqués. Chaque député garde sa liberté de vote et n’est généralement pas

obligé de voter comme les autres députés du méme parti.


http://www.tropheestangente.com/palmares_2019.php
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développé la notion d’indice de pouvoir pour ar-
river a représenter cette capacité de chaque parti
a étre indispensable au sein d’une coalitionf]

Indices de pouvoir

Afin d’élargir le domaine des indices de pouvoir
au-dela du simple cas d'un Parlement, nous consi-
dérons maintenant une situation ou n individus,
chacun doté d’un poids w;, participent a un pro-
cessus de vote a la majorité simple. Une coalition
est alors un ensemble d’individus, et cette coali-
tion est dite gagnante si la somme des poids des
individus composant la coalition dépasse la moi-
tié de la somme totale des poids. Dans le cadre
du Parlement, les individus sont des partis, et les
poids correspondent au nombre de députés de
chaque parti.

L'indice de pouvoir le plus simple est proposé
en 1965 par John Banzhaf, un juriste américain
attaché a la notion d’équité et de justice [1]. 11
utilise la notion d’individu décisif. Au sein d'une
coalition gagnante, un individu est dit décisif si la
coalition n’est plus gagnante sans lui (voir enca-
dré[1). L'indice de Banzhaf consiste simplement a
compter le nombre de coalitions gagnantes dans
lesquelles I'individu 7 est décisif. I'indice de Banz-
haf normalisé est obtenu en divisant l'indice de
Banzhaf par le nombre total d’individus décisifs
dans des coalitions afin que la somme de tous les
indices soit égale a 1.

Dans le cadre initial du Démocristan, nous voyons
que A (resp. B et C) est décisif dans les deux coa-
litions (A,B) et (A,C) (resp. (A,B), (B,C) et (A,C),
(B,C)), mais pas dans la coalition (A,B,C) ou aucun
parti n’est décisif; 'indice de pouvoir de Banzhaf
normalisé de A est donc égal a l, tout comme
ceux de B et C : les trois partis ont le méme in-
dice de pouvoir. Apres les élections, l'indice de

. L2
pouvoir de A comme celui de B sont égaux a 7 et

. 1 . .
ceux de C, D, E sont égaux a 7 (voir encadre

page [46] pour les détails du calcul) : I'indice de
pouvoir de A et B a donc un peu baissé. L'indice

de pouvoir de C a beaucoup baissé, méme s’il a
plus de députés qu’auparavant.

Encadré 1

Nombre de sieéges

Parti E : 5
Parti D : 6

a

Dans le nouveau Parlement, une coalition est ga-
gnante quand elle réunit au moins 50 députés.
11 existe alors deux types de coalition gagnante :

« la coalition (A,B) est gagnante, et plus générale-
ment toute coalition comportant au moins A et
B est gagnante;

» toute coalition comportant au moins un grand
parti et deux petits partis est également ga-
gnante soit les coalitions (A,C,D), (A,C,E),
(A,D,E) et (B,C,D), (B,C,E), (B,D,E), ainsi que
toute coalition comprenant celles-ci.

La coalition (A,C,D,E) est une coalition gagnante
avec un poids de 59. La coalition (C,D,E) avec un
poids de 19 seulement, n’est pas gagnante : A est
donc décisif dans la coalition (A,C,D,E). La coalition
(A,D,E) a un poids de 51 et est encore gagnante : C
n’est donc pas décisif dans la coalition (A,C,D,E).

D’autres indices de pouvoir sont possibles : en
1954, Lloyd Shapley et Martin Shubik, alors a
I'université de Princeton, avaient déja proposé
un indice permettant de calculer le pouvoir d’'un
individu au sein d’une coalition [2]. L'intuition per-
mettant de calculer cet indice consiste a imaginer,
de maniere abusive, que les votes des individus
ont lieu de maniére séquentielle, c’est-a-dire a
considérer une permutation sur 1’ensemble des
individus. Au fur et a mesure des votes, il arrive
alors un moment ou un individu rend le groupe

2. La notion d’indice de pouvoir au sein d’une coalition dépasse largement le cadre politique.
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gagnant; cet individu est alors considéré comme
décisif. Il y a donc un seul individu décisif au sein
d’une permutation. L'indice de Shapley-Shubik
d’un individu est alors le nombre de permutations
ol cet individu est décisif divisé par le nombre to-
tal de permutations, ce qui permet de normaliser
I'indice pour que la somme de tous les indices de
Shapley-Shubik soit égale a 1. Cet indice, moins
intuitif que celui de Banzhaf, permet cependant
de prendre en compte les poids différents des
individus au sein d’'une méme coalition, et pos-
sede également de meilleures propriétés mathé-
matiques, détaillées par la suite.

Afin de calculer l'indice de pouvoir de Banzhaf, il
faut comptabiliser pour chaque individu le nombre
de coalitions ou celui-ci est décisif. Par exemple ci-
dessous, A, C et E sont décisifs dans la coalition
(A,C,E), mais seul A est décisif dans la coalition
(A,C,D,E), et aucun individu n’est décisif dans la
coalition (A,B,C,D).

coalition
(A,B)
(A,C,D)
(A,C,E)
(AD,E)
(B,C,D)
(B,C,E)
(B,D,E)
(A,B,C)
(A,B,D)
(A,B,E)
(A,C,D,E)
(B,C,D,E)
(A,B,C,D)

B
v

AN

SIS K=
AN

AR

AN

AR

SSK KK S

ANANENEN

A

TOTAL 8 8 4 4 4

Revenons au Démocristan : avec seulement trois
partis, la situation est symétrique et chacun est
décisif dans deux permutations sur les six pos-
sibles : les indices de pouvoir de Shapley-Shubik

de A, B et C sont donc identiques et égaux a 3

Apres les élections, il faut regarder les 120 per-
mutations possibles des cinq groupes parlemen-

Qui a (vraiment) le pouvoir au Parlement?

taires. A est décisif dans 36 cas, B pareillement,
et C, D et E sont décisifs dans 16 cas chacun. Les
indices de pouvoir de Shapley-Shubik sont donc

9 4
— AetB — D E.
de 30 pour A et B et de 30 pour C, D et

Des propriétés souhaitables

Les indices de Banzhaf ou de Shapley-Shubik ne
sont pas les seuls existants. Dans un article
paru en 2003, N.-G. Andjiga, F. Chantreuil et D.
Lepelley recensent prés d’une dizaine d’indices
de pouvoir différents et montrent qu'’ils peuvent
tous se formaliser d’une maniére générique, en
comptant le nombre de coalitions ou un individu
est décisif, et en affectant toutes ces coalitions
d’un poids spécifique (voir encadré [3).

Encadré 3

La forme générale d'un indice de pouvoir de 1'indi-
vidu 4, noté P(7) est :

P(i) = Y w(S)[5(S) = 6 (5~ {i})]
fes

ol ¢ est l'individu dont on calcule 'indice P(i), N
I’ensemble de tous les individus, S une coalition au
sein de NV, et § la fonction indicatrice valant 1 si S est
une coalition gagnante et 0 sinon. w(S) représente
le « poids » de la coalition S.

L'indice de pouvoir de Banzhaf B(i) correspond au
cas w(S) = 1, et I'indice de Banzhaf normalisé B’ (i)
est obtenu par

B(i)

Y 80)

JEN

B'(i)

L'indice de Shapley-Shubik SS(i) correspond au cas
— D) — !
u(s) — (SI=D1n =)

n!

sy = 30 BIZDHR 80 56) (s )
o

La définition d’un indice de pouvoir reflete aussi
la définition de ce qu’est le pouvoir au sein d’une
assemblée. Une étude des indices de pouvoir per-
met de déterminer des propriétés vérifiées ou non
par les différents indices, et ainsi comprendre
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quelle est la notion intuitive de pouvoir au sein
d’une coalition derriére chaque indice. Présen-
tons par exemple trois parmi les nombreuses pro-
priétés possibles :

propriété de monotonie : si un individu a pos-
sede un poids plus important qu’un individu b,
alors le pouvoir de a ne peut pas étre inférieur
a celui de b;

propriété de transfert : si un individu a donne
une partie de son poids a un individu b, alors le
pouvoir de a ne peut pas augmenter;

propriété de bloc : si les individus a et b
forment un bloc, c’est-a-dire se comportent
comme un individu de poids total égal a la
somme des poids de a et b, alors le pouvoir
de ce bloc doit étre au moins aussi important
que la somme des indices de pouvoir de a et b.

Un indice de pouvoir respectant ces trois proprié-
tés est cohérent avec l'intuition selon laquelle
le pouvoir de chaque parti est en lien avec le
nombre de sieges obtenus : plus un parti a de
députés (ou plus un individu a de poids), plus il a
de chance d’avoir du pouvoir au sein de ’assem-
blée. Un indice de pouvoir ne vérifiant pas ces
propriétés signifie qu’il y a des situations ou pour
avoir plus de pouvoir (au sens de l’indice consi-
déré) au sein d’'un Parlement, il faudrait perdre
les élections! Situation paradoxale, ou indice peu
pertinent ? Les paradoxes arrivent souvent quand
les notions mathématiques sont mal définies, ce
qui est le cas de la notion de « pouvoir » au sein
d’une assemblée. Les indices présentés ci-dessus
correspondent a des définitions précises du pou-
voir au sein d’'une assemblée, comme la capacité
a étre décisif dans une coalition. Les indices de
Banzhaf et Shapley-Shubik vérifient les trois pro-
priétés précédentes. Etonnamment, 'indice de
Banzhaf normalisé ne vérifie que la monotonie,
ce qui semble en faire un moins bon indice de
pouvoir que 'indice de Banzhaf non normalisé.

Le Parlement européen

Abandonnons le Démocristan et regardons le pou-
voir des différents groupes au sein du Parlement
européen élu en mai 2019[]

Encadré 4
Le tableau ci-dessous indique la répartition des
siéges par partis au Parlement européen, ainsi que
les indices de pouvoir de Shapley-Shubik et Banz-
haf normalisé pour chacun d’eux; le graphe permet
également de comparer les indices de pouvoir aux
pourcentages de siéges détenus par chaque parti.

Parti Sieges| Sieges Indice Indice
(en %) | Shapley | Banzhaf

REE] 182 | 24,23 % | 27,00 % | 26,45 %
S&D 154 | 20,51 % | 21,80 % | 21,04 %
RENEW 108 | 14,38 % | 14,60 % | 15,25 %
Verts/ALE 74 9,85% | 8,90% | 9,07 %
ENL 73 9,72% | 8,90% | 9,07 %
CRE 62 8,26% | 7,00% | 7,14 %
GUE/NGL 41 546 % | 530% | 521 %
Brexit 29 3,86 % | 3,10% | 3,28 %

5 étoiles 14 1,86 % 1,70 % 1,74 %
non-inscrits 14 1,86 % 1,70 % 1,74 %

30,00 %

25,00 %

20,00 %

15,00 % ——

10,00 %
5,00 % ————
0,00 % -

indice Banzhaf

u sieges (en %) o indice Shapley

RENEW
non-inscrits PPE

CRE
ENL
5 étoiles

Le Parlement européen (apreés les élections de 2019).

S&D

Verts/ALE

GUE/NGL

3. Cet article a été écrit en septembre 2019, a un moment ou la situation de I’appartenance de la Grande-Bretagne a I’Union

Européenne — Brexit or not Brexit — est assez floue.
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Il y a sept groupes constitués au sein du Par-
lement européen : Groupe du Parti populaire
européen (PPE), Alliance progressiste des so-
cialistes et démocrates (S&D), Alliance des dé-
mocrates et des libéraux pour I’Europe (ADLE)
maintenant renommée Renew Europe, Groupe
des Verts/Alliance libre européenne (Verts/ALE),
Groupe Europe des Nations et des Libertés
(ENL), Conservateurs et réformistes européens
(CRE), Gauche unitaire européenne/Gauche verte
nordique (GUE/NGL). Au sein des non-inscrits
peuvent encore se constituer deux groupes cohé-
rents : le Parti du Brexit et le Mouvement Cing
Etoiles. I1 y a donc au total dix groupes différents,
en considérant abusivement que les députés in-
dépendants forment un groupe aussi homogéene
que les autres groupesﬁ

Le calcul de l'indice de Banzhaf normalisé de cha-
cun des groupes parlementaires se calcule en par-
courant les 2'° = 1 024 sous-ensembles possibles
et en regardant pour chacun les groupes décisifs.
Le calcul de I'indice de Shapley-Shubik se calcule
en parcourantles 1 x2 x ---x9x 10 = 3628800
permutations différentes et en notant pour cha-
cune quel est le groupe décisif.

L'analyse de ces résultats (encadré [4] page
montre que les grands partis PPE et S&D ont
un pouvoir au sein du Parlement plus important
que ce que le nombre de siéges laissait penser.

Qui a (vraiment) le pouvoir au Parlement?

A contrario, les petits partis tels que les Verts
ou 'ENL ont un pouvoir moindre que leur poids
au Parlement. Les deux indices, sans étre stric-
tement identiques, ne sont pas tres éloignés 1'un
de l'autre, et traduisent une méme réalité : dans
un contexte d’émiettement des partis, le pouvoir
des grands partis se trouve renforcé par rapport
aux petits partis : ils sont plus nécessaires a la
formation de coalitions gagnantes. Comme quoi
il ne suffit pas de maitriser l'art de la campagne
électorale pour remporter les élections : il faut
aussi maitriser la théorie des jeux...

Références

[1] John Francis Banzhaf. « Weighted Voting Doesn’t Work :
A Mathematical Analysis ». In : Rutgers Law Review
Volume 19. N°2 (1965), p. 317-343.

[2] Lloyd Stowell Shapley et Martin Shubik. « A Method
for Evaluating the Distribution of Power in a Commit-
tee System ». In : American Political Science Review
n°48 (1954), p. 787-792.

[3] Nicolas-Gabriel Andjiga, Frédéric Chantreuil et Domi-
nique Lepelley. « La mesure du pouvoir de vote ». In :
Mathématiques et sciences humaines / Mathematical
Social Sciences n°163 (2003), p. 111-145.

Antoine Rolland est enseignant-chercheur a 1'Uni-
versité Lumiére Lyon 2.

antoine.rolland@univ-lyon?2.fr

© APMEP Septembre 2020

ET 187 LA Pi224, SyMBolE DE LA

JNK >, NEC UN (oMBAT ENTRE
165 PowlReMls €T LE TEPFERNI TRIs
D HWT PAR LE MRoMfee | CEsT ONE
METAPHORE DES LTTES RLITIQUES 2
Vous £res N Gic |

g
000000H I

EpH... NoN ... JE...
TAl OUBLIE [ES RESTES

| // \\“‘«,, \ 2 S 4

n
Q
| -
>
)
-
Q
>
>
@)

Coalitions.

4. Rappelons que nous supposons toujours I'unanimité des votes au sein de chaque groupe.
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e de FAPMEP. Si JEUX-Ecole 3 propose des activités sur les nom-
5 ':SEUX—Co\\ége o < bres et le calcul, celle-ci porte sur I'algorithmique et le raison-
4/ JEUX-Ecollege 4 nement.
, JEUX-Ecole + JEUX-Collége = JEUX-Ecollége ! Comme les trois
loorthiges ‘* précédentes, les activités portent sur les cycles 2 et 3, et donc
iz onn et aussi la 6™, Mais la plupart des huit dossiers de cette nou-
| RrdesizisER velle brochure proposent des fiches d’activités de plus en plus
.:: E complexes qui concernent donc aussi le cycle 4.
]

¥ Les activités « en débranché » peuvent constituer une pre-
l':'i:'l » ¥t » [ miére étape pour initier les éléves a la notion d’algorithme
v indépendamment du matériel disponible au sein de I’école.

Cette nouvelle brochure JEUX-Ecollége 4 répond compléte-
Aot das Proesssrs de Mathimetiges o, G, Luchr ment a cette déclaration des programmes officiels sur I'algo-
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