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Des origamis en

cours de math

Des pliages pour faire des maths en classe ? Cet article
propose un approfondissement mathématique pour mo-
déliser les activités d’origamis. Il applique cette modéli-
sation a la description de différentes activités pour le
college. Une version plus longue de |'article, agrémen-
tée de vidéos des constructions est disponible en ligne
dans la revue numérique .

Anne-Marie Aebischer

Au cours de différentes expériences profession-
nelles, j’'ai été amenée a réfléchir aux liens entre
les origamis et 1’enseignement des mathéma-
tiques.

On réduit souvent les origamis a des pliages lu-
diques mais, derriére cette facade, se cachent
des mathématiques élaborées.
Les origamis combinent donc la possibilité
de représenter, visualiser, apprivoiser des
formes a la pratique d’une activité mathéma-
tique.

Des premiers solides étoilés par origamis modu-
laires réalisés pour une féte de la science et du
questionnement autour de la réalisation de ces
solides est apparue la nécessité d’analyser 1'acti-
vité mathématique sous-jacente puis de chercher
a lier la représentation par origami a d’autres
taches mathématiques. Les activités présentées
ici ne sont pas originales, il s’agit plutot de ré-
pertorier un certain nombre de propositions exis-
tantes. Tout au long du texte, les références ren-
voient aux auteurs et a des présentations plus
détaillées.

1. Voir et .

Les mathématiques de l’ori-
gami

Créer un origami, c’est procéder par pliages suc-
cessifs a partir d’une feuille de papier; il s’agit
donc ici d’origamis a plis simples (on pourrait en-
visager de faire des origamis a plis simultanés).

Les différents types de plis simples ont été ré-
pertoriés. Ils limitent le nombre de constructions
possibles et définissent la géométrie de 1'origami.
De méme qu’il existe une géométrie de la regle
et du compas qui limite les constructions ou les
nombres constructibles a la regle et au compas,
il existe également une géomeétrie de I’origami
décrivant les nombres constructibles par origami.

Les différents plis

11 existe sept plis fondamentaux en origami,
classés par les transformations qu'’ils in-
duisent sur des objets comme les points ou
les droites.

Ces plis érigés en axiomes ont été isolés indépen-
damment par J. JustinEl et H.Huzita/K. Hatorli.

532

Au fil des maths

(V)]
Q
| -
>
e
(-
Q
>
>
@)



https://afdm.apmep.fr/rubriques/sommaire/532/

532

Au fil des maths

n
Q
| -
>
)
-
Q
>
>
@)

Des origamis en cours de math

Nous nommerons A et B deux points de la feuille
et 2 et A deux droites de la feuille (paralléles ou
non).

Plin°l: A— Aet B— B. Ce pli crée la droite
(AB);

Plin°2: A — Bet B — A. Ce pli crée la média-
trice de [AB];

Plin°3: ¥ — A. Ce pli crée une bissectrice de
(2, A) siles droites sont sécantes, ou un axe de sy-
métrie paralléle a Z de la bande (2,A) si Z et A
sont paralleles;

Plin°4: A— A, 2 — 2. Ce pli permet de créer
la perpendiculaire a & passant par A;

Plin°5: A — 2 et B — B. Ce pli crée (s’il
existe) un point d’intersection du cercle de centre B
et de rayon BA avec la droite 7 ;

Plin°6: A — % et B — A. Ce pli crée une tan-
gente commune aux paraboles définies par : foyer A
et directrice 7, foyer B et directrice A (si les points
A et B sont respectivement extérieurs aux droites &
et A) (voir plus bas);

Plin°7: A — 2 et A — A. Ce pli perpendicu-
laire a A amene A sur 2.

Les droites créées par ces plis ne sont pas forcé-
ment uniques. Le pliage n’est méme pas toujours
possible : ainsi, pour le pli n°5, le cercle et la
droite n’ont pas forcément de point d’intersec-
tion.

Le pli n° 7 correspond a une action directe mais
il peut étre obtenu, dans le cas général, par des
itérations des plis n°4 et n° 2.

Origami versus Euclide

La géométrie d’Euclide est celle de la regle et
du compas : cela limite les figures constructibles
ou, de facon équivalente, les nombres construc-
tibles. Le corps des nombres constructibles a la
régle et au compas est celui des nombres obtenus
a partir des entiers, en combinant les actions des
quatre opérations +, —, x, +— et de V< (racine
carrée).

Des problemes comme la duplication du cube
(construire a la regle et au compas le c6té d’un
cube de volume 2) ou comme la trisection de
I’angle (partager a la régle et au compas en trois

secteurs angulaires superposables un secteur an-
gulaire donné) sont des problémes qui ont tra-
versé 1'histoire et qui ont alimenté de nombreuses
recherches, avant que leur impossibilité ne soit
établie. En effet, \3/5 ou cos(a) (si 3 est une me-
sure du secteur angulaire a partager) sont solu-
tions d'une équation du troisiéme degré et ne sont
donc pas constructibles a la regle et au compas.

La géométrie des origamis est strictement
plus forte que la géométrie euclidienne !

Euclide Intersection de deux droites

Origami Intersection de deux plis

Euclide Intersection d’une droite et d’'un

cercle

Origami Plin°5

Euclide Intersection de deux cercles

Origami | Revient a trouver l'intersection entre

un cercle et ’axe radical des deux

cercles (cas précédent)

Les plisn°1, 2, 3, 4, 5, 7 correspondent tous a des
constructions possibles en géométrie euclidienne,
mais le pli n°6 a une interprétation géométrique
bien différente.

La donnée d’un point A et d'une droite & (A étant
extérieur a D) définit la parabole &2, de foyer A
et de directrice 2. La tangente en un point M de
cette parabole est la médiatrice du segment [AH],
H étant le projeté orthogonal de M sur 2. Le pli
qui amene A sur Z représente donc une tangente
a la parabole &£,

Le pli n°6 construit donc une tangente com-
mune aux deux paraboles définies par les données
(A, 2) et (B, A).

La détermination d’une tangente commune a
deux paraboles données se rameéne a la résolution
d’une équation du troisieme degré. On peut ainsi,
dans la géométrie des origamis, représenter les
solutions d’une équation du troisiéme degré. Les
problemes de la duplication du cube ou de la tri-
section de I’angle se résolvent donc par pliage!



Des origamis au college

La manipulation du papier permet aux éléves de
s’approprier des situations géométriques, étape
cruciale avant la modélisation de la situation par
une figure sur le cahier.

Il s’agit dans un premier temps de représenter,
de rendre perceptible a la vue et a 1’esprit, puis
de raisonner : quelles sont les propriétés de la
figure réalisée ou comment concevoir un pliage
représentant une configuration donnée ?

Ce paragraphe présente quelques exemples de
constructions par pliage conduisant a des pro-
blemes géométriques.

Des propriétés en plis

Les origamis permettent tout d’abord de mettre
en action des propriétés élémentaires : construire
par pliage une perpendiculaire a une droite don-
née puis, en itérant cette action, construire une
droite paralléle a une droite donnée, construire
un carré de co6té donné. ..

Les origamis permettent aussi de travailler les
proportions et la géométrie dans 1’espace.

Deux partages en trois parties de méme
grandeur

Lorsque 1’on désire plier une feuille A4 en trois
pour l'insérer dans une enveloppe, on réalise un
pliage par deux plis simultanés en cherchant par
continuité la fagon de superposer les deux parties
repliées. Ce type de pliage n’entre pas dans la
catégorie des origamis a pli simple.

Comment réaliser ce partage en restant dans ce
cadre ?

Ce probleme est vu classiquement comme une ap-
plication du théoréme de Thales. La construction
usuelle se préte mal a un pliage par origami.

2. Voir .

Des origamis en cours de math

Les deux pliages suivants résolvent cette ques-
tion.

Cas général d’une feuille rectangulaire
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Dans cette figure, on part d'un rectangle ABCD.
On construit le point | milieu de [AD], puis les
plis (IC) et (BD) qui se coupent au point F. Les
plis paralléles aux c6tés du rectangle ABCD dé-
termineront des partages en 3 dans chacune des
deux directions. On détermine le pli (GH), passant
par F et paralléle au c6té [AD] (on le construit
donc passant par F et perpendiculaire au coté
[AB]).

1
Le point G est tel que AG = 3 AB et le point H est

1
tel que DH = 3 DC.

Cas d’une feuille carrée

Cette situation est un cas particulier du théoréme
de K. Haga qui indique un moyen de construire
par pliage des nombres rationnelslﬂ

Voici une autre construction, a partir d’une feuille
carrée.

On réalise le pli qui amene A sur le milieu |
de [CD] (le pli réalisé (EF) est donc la médiatrice
de [Al]). Le point G (intersection de la partie re-

1
pliée avec [BC]) vérifie BG = 3 BC (on détermine
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Des origamis en cours de math

3 o . 2
T = 3 par le théoreme de Pythagore, puis y = 3

par la similarité des triangles).
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Réalisation de samoussas

Fabriquer des samoussas suppose d’enrouler sur
elle-méme une bande rectangulaire de pate pour
faire émerger un gateau en forme de triangle
équilatéral. C’est la forme de polygone régulier
qui va permettre de replier plusieurs fois la bande
sur elle-méme. En pratique, la construction est ap-
prochée, mais le probléme posé ici est : comment
commencer l’enroulement avec une construction
qui inscrit directement un triangle équilatéral
dans une bande de papierEl?

Les éléves peuvent étre mis en situation de re-
cherche a partir d’une bande de papier pour trou-
ver un pliage faisant apparaitre un triangle équi-
latéral inscrit dans cette bande. Il faut ensuite
justifier que leur pliage conduit bien a un triangle
équilatéral. C’est toutefois un probleme difficile
et on peut se contenter de proposer la construc-
tion suivante aux éléves en leur laissant le soin
de la justifier.

Voici une construction possible :

A C A C

Dans une bande de papier rectangulaire, mar-
quer la médiane (parallele au c6té de plus grande
dimension).

Marquer le pli qui passe par B et qui améne le
point A en | sur cette médiane. Ce pli est repré-
senté sur la figure par le segment [BC].

La droite [Cl] coupe le bord de la bande en D. Le
triangle BCD est équilatéral et c’est a démontrer!

Solides pop up

La Boite du pétissier, activité qui a déja donné
lieu & de nombreuses étudesff| en est un premier
exemple.

Voici une autre construction indispensable per-
mettant de réaliser un tétraedre régulier qu’on
peut coller entre les pages d’un cahier et qui se
déplie a l'ouvertureﬂ Cela permet d’avoir sous
la main un modele a toucher et observer avant
de conceptualiser davantage 1’étude de ce solide
et de motiver une démonstration. Le matériel de
base est une enveloppe 11 cm x 22 cm que 'on
referme par collage, avant de la découper en deux
carrés de 11 cm de coté.

On commence par positionner un des carrés
d’enveloppe avec l’ouverture face a soi. On va

3. La réalisation d’'une bande de neuf triangles équilatéraux permet d’enchainer sur la construction d’hexaflexagones, voir Les
hexaflexagones, sur la chaine You Tube Micmaths de Mickaél LAUNAY @3 ainsi que l’article de Loic TERRIER p. de ce numéro.

4. Voir [4] et [5].
5. Voir [6] et [7]l.


https://www.youtube.com/watch?v=aQo8tYQuWQw

construire un triangle équilatéral dont la base est
le coté supérieur du carré, il s’agit donc d’une
variante de la situation des samoussas. On réa-
lise un pli selon une médiane horizontale puis les
plis qui correspondent a amener sur cette mé-
diane chacun des deux sommets extrémités du
cOté supérieur du carré.

Construction en images (voir sur le site la vidéo
de construction @) :

Le grand triangle qui apparait est équilatéral
mais il n’occupe pas toute la hauteur du carré,
on replie donc la petite bande excédentaire pour
que le triangle équilatéral soit inscrit dans un
rectangle.

En collant deux triangles rectangles adjacents,
sur une feuille de papier, on voit le tétraedre se
matérialiser a 1’ouverture.

Il reste a démontrer que 1’on a affaire a un té-
traédre régulier, c’est-a-dire que toutes ses faces
sont des triangles équilatéraux superposables !

Des origamis en cours de math

Origamis modulaires et polyédres con-
vexes

Les programmes de cycle 3 et 4 insistent sur la
reconnaissance, sur la description et sur la pro-
duction de solides usuels, recommandent l'utili-
sation de solides concrets pour illustrer certaines
propriétés, développer la vision de 1’espace. Ils
demandent de reconnaitre, nommer, décrire, re-
produire, représenter, construire des figures et
solides usuels. Ce paragraphe va bien au-dela
de ces demandes; néanmoins, les solides dont
la construction est présentée ici sont porteurs
d’imaginaire et de mathématiques. Plus adaptés a
une production en club mathématique ou en petit
groupe, ils constituent des décorations de classe
(ou de sapin de Noél) appréciées et suscitent sys-
tématiquement chez les éléves des commentaires
admiratifs.

Voici quelques exemples de solides construits
avec deux types de modules.

Module 1 (de Sonobe).

Module 2.

Pour construire ces solides, on réalise des mo-
dules identiques puis on les assemble pour consti-
tuer des pyramides qui sont peu a peu associées
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Des origamis en cours de math

entre elles. Voici I’assemblage de base d’une py-
ramide avec le module de Sonobe :

Il existe un grand nombre de modules de base
pour réaliser ce type de polyedres, mais ils ont
toujours en commun le fait d’avoir une aréte
centrale et d’avoir deux parties latérales qui
s’échangent par demi-tour et présentent chacune
le duo pochette/languette. La pochette désigne
une partie dans laquelle peut s’insérer la lan-
guette d’un autre module.

Une pyramide peut étre a base triangulaire
comme sur la figure précédente (donc constituée
de trois modules) mais, suivant le type de module,
il peut étre possible de constituer des pyramides
a base carrée (quatre modules) ou pentagonale
(cinq modules).

Chaque pyramide constituée n’utilise que la moi-
tié de chaque module, I’autre moitié est dispo-
nible pour étre engagée dans une autre pyramide.

Les polyedres construits ne sont en général ni
réguliers, ni convexes.

Imaginons-les pleins : si I'on « découpait » a
leur base chacune des pyramides, on verrait
apparaitre un polyédre régulier convexe (tétra-
edre, cube, octaedre, dodécaédre ou icosaedre).
Nous considérerons que la construction modu-
laire « étoile » est un polyedre régulier convexe
(en faisant pousser des pyramides sur ses faces)
et les solides construits seront donc dénommés :
tétraédre étoilé, cube étoilé, octaédre étoilé, do-
décaédre étoilé ou icosaedre étoilé.

Cette approche permet d’approfondir la géomé-
trie des polyedres réguliers convexes et de revisi-
ter la relation d’Euler.

Nombre de modules et assemblage

Appelons & le polyedre régulier convexe qui sera
étoilé dans la construction modulaire. Notons F
son nombre de faces, n le nombre d’arétes de
chaque face, A son nombre total d’arétes et S le
nombre de ses sommets.

Chaque module contribue a deux pyramides,
I’aréte centrale de chaque module correspond
exactement a une aréte du solide &2. Le nombre
de modules nécessaire est donc le nombre
d’arétes de &2. Ce nombre A d’arétes est issu
d’un dénombrement simple qui peut étre mené
avec les éléves : on dénombre le nombre total
d’arétes de toutes les faces du polyedre (n x F)
puis on divise ce nombre par deux puisqu’une
aréte est commune a deux faces :

nxF

A= = nombre de modules nécessaires.

Le nombre de pyramides a assembler entre elles
autour d’'un sommet est le nombre N de faces du
solide régulier convexe ayant un sommet com-
mun (c’est le degré du sommet). L'entier N peut

étre déterminé par observation du solide ou par
nxF

N
La relation d’Euler S =2 + A — F, permet de dé-
terminer S a partir de A et F, on peut alors en
déduire N.

dénombrement : S =

Le tableau suivant présente les résultats pour les
cing polyedres réguliers convexes :

Nom F | A | S
Tétraedre 4 6 4
Octaédre 8 |12 | 6
Icosaedre 20 | 30 | 12
Cube 6 |12 | 8
Dodécaedre | 12 | 30 | 20

wWwlwlu|ps|lw|2Z

g|bdlwlwl w|3

On retrouve dans ce tableau la dualité entre le
cube et I’octaedre ainsi qu’entre le dodécaédre
et I'icosaédre.



Les colonnes utiles a la construction par origami
modulaire sont les colonnes A (nombre de mo-
dules) et N (nombre de pyramides a assembler
entre elles autour d’'un sommet).

Nom du Modules Pyramides
solide initial par sommet
Tétraédre 6 3
Octaédre 12 4
Cube 12 3
Dodécaedre 30 3
Icosaedre 30 5

La construction d’un tétraedre étoilé avec le mo-
dule de Sonobe produit un cube : cette construc-
tion est la plus abordable pour des éleves de col-
lege.

Réalisation du module 1, dit module de So-
nobe

Ce module ne permet que des assemblages de
pyramides a base triangulaire car les triangles
apparaissant dans les pyramides sont rectangles.

Des origamis en cours de math

Partir d’une feuille carrée, plier selon une mé-
diane puis partager en deux chaque demi-carré.

Choisir deux sommets opposés, replier a l'inté-
rieur chaque coin suivant la diagonale. Amener
chacun des deux autres sommets opposés sur un
grand c6té du rectangle par un pli selon la diago-
nale.

On voit apparaitre un parallélogramme. Replier
les sommets libres a l'intérieur. Plier de facon a
faire apparaitre quatre triangles superposables.

Le module est terminé.

Attention au choix des sommets opposés :
toutes les pieces doivent étre superposables.

Conclusion

La pratique des origamis trouve facilement sa
place en college. Les pliages permettent d’appri-
voiser la géométrie plane par I’espace. Accompa-
gner d’'un geste la construction d’'une médiatrice
ou d’une bissectrice donne tout son sens a la ré-
flexion mise en jeu. La superposition est effective
et les propriétés géométriques plus intuitives. Les
éléves sont peu habitués a la manipulation et ma-
nifestent au départ des aptitudes fort diverses.
Les expériences menées en club montrent qu’au
fil des constructions, la pratique s’affine, le lan-
gage et la vision géométrique s’affirment. Ces
pliages devraient étre parmi les premiers gestes
géométriques, précédant ou accompagnant les
tracés instrumentés.
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