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Techniques

multiplicatives

Tous les types de numération, qu’ils soient additifs ou
de position, permettent de réaliser assez facilement
des additions et des soustractions. Il n’en va pas de
méme pour la multiplication et la division. Anne Boyé
nous présente ici quelques méthodes de multiplication
utilisées a travers les ages et les cultures.

Anne Boyé

L'opération de multiplication est suffisamment com-
plexe pour avoir donné naissance a des procédures
variées dont la confrontation peut s’avérer trés riche
pour I’enseignement de I'arithmétique et au dela. Elle
peut par exemple aider a revisiter les principes de notre
systéme de numération, a mieux appréhender les pro-
priétés de commutativité, d'associativité, de distributi-
vité sur I'addition, ou a reconnaitre des équivalences de
procédures ou d'écritures.

Les techniques de calcul que nous rapportons sont liées
a I’écriture des nombres, mais aussi a la facon dont
on les pense, aux nécessités économiques, ou a toute
autre activité faisant intervenir nombres et quantités.

Leur transmission s’est faite au gré des contacts hu-
mains et c’est en général une rencontre entre des be-
soins et des techniques qui fera qu’elles seront rete-
nues.

Enfin nous ne présenterons que des procédures de mul-
tiplication portant sur ce que I’'on nomme des nombres
abstraits. Dans certaines cultures les nombres (et les
procédures de calculs qui les régissent) concernant
des situations concretes — de mesures, par exemple —
peuvent différer selon le contexte (voir par exemple [1]],
pour la Mésopotamie).

Les systemes de numération

Numérations parlées et écrites : permettent d’expri-
mer les nombres, éventuellement a I'aide de symboles.
Numeérations figurées : utilisent — entre autres — des
petits objets comme des cailloux (calculi d’ou notre cal-
cul) ou des jetons, ou les gipus (ficelles a nceuds) incas ou
encore.. . les doigts! Des dispositifs matériels comme les
abaques peuvent permettent d’effectuer les calculs.

Une numération écrite doit potentiellement transcrire
« tous » les nombres possibles, en principe sans ambiguité,
et permettre de réaliser « simplement » les quatre opéra-
tions.

Dans un systeme additif, un nombre est formé par la juxta-
position de symboles, répétés autant de fois qu'il le faut, sa
valeur étant la somme des symboles qui le composent (cf.
figure[I).

Dans un systeme positionnel, la valeur du symbole varie en
fonction de la place qu'il occupe dans I'écriture du nombre.
Cette numération implique I'utilisation d’une base. Dans
notre numération indo-arabe, qui est de ce type, la base est
dix. Le systéme chinois ancien (environ 2000 ans av. J-C),
était aussi un systeme positionnel de base dix. Ce systéme
a l'inconvénient, comme le systeme babylonien, de ne pas
avoir de zéro, du moins jusqu’au xiie siecle.

Parmi les systémes hybrides, on trouve la numération mé-
sopotamienne (babylonienne) en base soixante, qui utilise
deux symboles, le clou T(un) et le chevron < (dix).

T représente 1 soixantaine et 3 unités, soit 63.

T <W représente 2 soixantaines et 15 unités, soit 135.
Comme il n'y a pas de zéro, les différents ordres sont sé-
parés par des espaces plus ou moins grands et il peut y
avoir des ambiguités de lecture. Ainsi T T peut il représen-
ter 63, mais aussi une soixantaine de soixantaines, zéro
soixantaine et trois unités (3603), etc.
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Symboles égyptiens Numération romaine
unite : 1 (bdton)

' . I =
dizaine: N (anse de panier) IIMmm vV r
comaioe: @ il vivivmvmm ¥ *
mille : g (fleur de lotus) o -
dixmille: T (index recourbé) Lotm—
cent mille: & (tétard) O omt
million i (dieu accroupi) Dm‘ s

M mite
/ cinamille
eee aAnn iy Evd
ig Q@ Ann 1ty K dix wlle
ivmq‘urr
C'est : deux mille cing cent wille

soixante huit

Figure 1. Différents systémes additifs de numération.

Multiplication babylonienne

Le systeme de numération babylonien pour les nombres
abstraits est un systeme de numération positionnel de
base soixante, avec une « sous-base » dix (voir enca-
dré).

Il N’y a pas de signe pour indiquer I'ordre de grandeur,
comme notre zéro et notre virgule qui permettent de
distinguer les unités, les dizaines, les dixiemes... En re-
vanche des espaces plus ou moins grands marquent
I'absence de soixantaine, ou d’unité, ou de soixan-
tieme... Un symbole signifiant cette absence, une
sorte de « zéro » avant I’'heure mais qui n'est en au-
cun cas un nombre a part entiere, jamais placé en dé-
but ou en fin, apparaitra tardivement, entre le vic et le
e siecle avant J-C.

Les historiens qualifient cette numération de « sexagé-
simale positionnelle relative ». Il y a en quelque sorte
une virgule flottante.

61 s'écrit T T soitl X 60 + 1

Mais en augmentant légérement T T on obtient 1 x 602 + 1= 3601
I'espace entre les chiffres ouencorel X 602 + 1 X 60 = 3660

oupeut-étre 1 + 1 X 601 ~ 1,0167

Figure 2. Exemple d’écriture babylonienne.

Cette particularité pourrait faciliter certaines opérations,
par exemple la multiplication, quand on en mattrise la
pratique. On ne s’occupe que des « chiffres significa-
tifs », on examine ensuite I'ordre de grandeur selon
le probleme traité. Il y a tout de méme de nombreux
inconvénients.

Un matériau tres important a été recueilli sous la forme
de tablettes d’argile dont beaucoup concernent des
textes mathématiques. On y trouve en particulier des
tables d'inverses, de multiplications, de carrés. ..

n 25 xn n 25 xn
1 J 14 7 «
2 1 ¢ 15 Jﬁ[ H}JH
3 1 T(W 16 «H }H§§
4 ¥ EH RN .
5 7 17| 18 J@ ﬂ}
6 T 1« | 19 JFH }MW
7 14«F | 20« 1#
8 % T |21 ¢ by
o f 1¢f |22 a i
10 <« To|l23 4 #‘W
11 ¢ T<F |24 J ]
12 T |25 F &
13 1 W«W

Figure 3. Table babylonienne du 25.
Un grand nombre de ces tablettes sont scolaires, et
|"apprentissage de la multiplication y occupe une place
majeure. Mais les étapes du calcul proprement dit ne
sont jamais explicites; seuls figurent la donnée et le ré-
sultat. Les archéologues en sont donc réduits a imaginer
les techniques de calcul. Etant donné I'importance des
tables de carrés, on a pu conjecturer qu'une des tech-
niques de multiplication utilisait la formule suivante :
Ax B (A+B)2_ (A—B)Z
2 2

En se souvenant au passage que diviser par 2, c'est
multiplier par % On peut donc aussi utiliser les tables
d’inverses. Or l'inverse de 2, c’est 30 (sous entendu
30 soixantiemes). En effet, 30 soixantiémes, c’est une
demi-unité. Il faudrait écrire que I'inverse de 2 c’est :
0..30, comme nous écririons 0,5. Mais il n'y a ni zéro, ni
virgule.

La multiplication babylonienne demande de connaitre la
table des carrés :

38\2 [4)\? .
21x17=(2) — (=) =192 -2
2 2
or:192=361=1J I (=6 x 60+1)
donc192—22:5><60+57:1ﬁr<(<(<$

21x17=§ ﬁﬂﬂ
Figure 4. Multiplication babylonienne : 21 x 17.
Tout ceci reste raisonnable si les nombres ne sont pas
trop grands, et si les carrés se trouvent dans la table.
Sur une tablette par exemple, I’'éleve a besoin du carré
de 7_35. Et il écrit directement :
7.35
7.35
57._.30_25
Ce qui est juste mais semble trop abrupt pour étre
réalisé mentalement. On a donc pu faire I'hypothese,
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comme pour les abaques romains, d’instruments de cal-
culs « matériels » non retrouvés ou d’abaques tracés
dans la poussiere puis effacés.

Multiplication égyptienne

La numération égyptienne hiéroglyphique, a laquelle
nous nous référons ici, est additive a base dix. Elle sem-
blerait a priori tres peu adaptée aux calculs, en particu-
lier a la multiplication.

Dans les faits, la multiplication égyptienne reléve d’'une
technique trés opérante qui repose sur la duplication.
Elle est connue depuis la découverte du papyrus Rhind,
daté de 1650 av. J-C, et sera utilisée jusqu’au xxe siecle
avec des variantes telle celle dite du paysan russe. Elle
consiste a décomposer le multiplicateur en somme de
puissances de deux, et a calculer les doubles successifs
du multiplicande.

Principe de la multiplication égyptienne

La multiplication égyptienne fonctionne par doublements
successifs du multiplicande :

o Le multiplicateur est tout d’abord décomposé en une
somme de puissances de 2
43 =32+ ° +8+ 1 +2+1
2° 23 2! 20
e La multiplication est posée
92x43=92x(32+8+2+1)

o La distribution du multiplicande sur les termes de la dé-
composition du multiplicateur fait apparaitre les doubles
successifs

92Xx43=92x324+ 1 4+92x 8+ 1 4+92x2492x1

2° 23 2! pL
= 2944+ 0 + 7364 0 184 + 92
3956

Cette méthode de décomposition permet de construire
une technique opératoire trés simple.

Multiplication égyptienne : technique opératoire

92 / 1 0 On écrit en colonne les
puissances successives de
2
184 v |2
9 On écrit en face les
doubles successifs du
multiplicande
Puis on retient les termes
736 / 8 9 appartenant a la
décomposition du
multiplicateur
2944 v |32
e Enfin, on fait la somme ———
des doubles conservés
3956

Variante dite « a la russe »

Dans cette variante, on écrit dans une colonne les
doubles successifs du multiplicande et dans I'autre les
moitiés successives du multiplicateur (arrondies a I'en-
tier inférieur). On somme ensuite les entrées de la pre-
miere colonne correspondant a des nombres impairs
dans la seconde.

Apercu sur quelques techniques multiplicatives

Principe de la multiplication « a la russe »

0 On écrit les doubles 92 43
successifs du

multiplicande

On écrit en face les
moitiés successives du
multiplicateur, en

184 2 1 arrondissant a I'entier

inférieur

Puis on supprime les

termes pairs de la

@ Et on supprime les termes décomposition
correspondants des doubles 7 3 6 5

successifs

2944|1

e Enfin, on fait la somme
des doubles conservés

La technique des abaques

La quasi impossibilité d’opérer avec certaines numé-
rations, comme la numération romaine par exemple,
a rendu nécessaire des procédés « manuels », dont
I'abaque et le calcul a jetons.

3956

Les abaques sont couramment utilisés dans les civilisa-
tions grecques et romaines. L'abaque a poussiere est
une série de colonnes tracées dans le sable, symboli-
sant les puissances de dix. On peut ensuite y inscrire
des chiffres a I'aide du doigt ou d’un stylet.

L'abaque a jetons est une table sur laquelle des sillons
paralleles tracés a l'avance séparent les différents
ordres d’unités. Certains abaques sont des petites
tables transportables. Un nombre est représenté en
plagant dans chaque colonne les jetons nécessaires. Le
mot « calcul » est hérité du nom « calculi » (cailloux)
donné aux jetons par les latins.

M X M C X 1

*
®

» *

®»
«® e®

L *

* & ®
® *

oo

Figure 5. Représentation de 2 628 sur un abaque romain simple
(en haut) et avec ligne des 5 (en bas) — Les bouliers chinois
sont encore basés sur le méme principe.
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Les additions et les soustractions ne posent aucun pro-
bleme avec les abaques. La multiplication, qui s’effectue
par somme de produits partiels, demande en revanche
un long apprentissage.

Le calcul a I'abaque permet de faire des opérations avec
n'importe quel systéme de numération de base dix, sans
utiliser de symboles d’écriture des nombres. Cependant,
pour des multiplications de grands nombres il devient
rapidement fastidieux. La multiplication a I'égyptienne,
par duplication, sera longtemps préférée dans ce cas.

s[o8 o |ui
,w , _ 20x 60 = 1200
ﬁ* ** * # " 700 x gi 1400
» ® o» ) )
-
» L
® @

Figure 6. Représentation de 720 x 62 sur un abaque romain.

Abacistes vs algoristes

Si I’histoire de la transmission des sciences est com-
plexe, retenons simplement que vers la fin du viie siécle,
les savants du monde arabe vont accéder aux connais-
sances de la civilisation indienne, adoptant en parti-
culier I'ensemble du systeme numérique : les chiffres,
la numération décimale de position, le zéro et les mé-
thodes de calcul. L'un des grands savants de la civili-
sation arabo-musulmaneElqui a largement contribué a
vulgariser ces nouvelles méthodes d’origine indienne
est le perse Mohammed Ibn Mussa al-Khwarizmi (/=780-
850), dans son ouvrage Le Livre sur le calcul indien. Son
ceuvre connaitra un tel succés en Europe occidentale
que son nom, latinisé et déformé en algorismus, algo-
risme, puis algorithme désignera pendant longtemps
I’ensemble du calcul avec les chiffres indo-arabes.

Parmi les méthodes de multiplication, il en est une que
nous retrouvons a des périodes différentes en Chine, en
Inde, dans les pays d’lslam, puis plus tard en Europe :
la technique du tableau, aussi appelée « par grillage »,
« par filet », puis plus tard « par jalousie » ou « per ge-
losia », du nom des fenétres vénitiennes a jalousies.
Elle est tres simple, efficace et trés bien adaptée aux
numérations de position.

Voici deux exemples que I'on comprendra aisément.

8 4 3
N 0 yar
6 8 6
7 2 0
a4 1 Ly 8 © 0 o/
2 2 0 8 4 3
A 0 o, 5 3 2 2
4 4 0 6 8 1
6 4 0 9 3 1

Figure 7. 720 x 62 et 843 x 217 « per gelosia ».

Pour mettre en valeur I'efficacité de cette méthode de
calcul Nicolas Chuquet, en 1484, dans son Triparty en
la science des nombresEl propose plusieurs moyens
d’effectuer des multiplications, dont la technique par
tableau qu’il nomme par quarrée ou quadrangulaire, et
dont il indique qu’on peut la commencer « a dextre ou
a senestre », et il choisit des trés grands nombres.
Nous sommes alors en Europe au xve siecle. Il aura
fallu longtemps avant que les chiffres indo-arabes et
les nouvelles techniques de calcul n"arrivent en Europe
occidentale et y soient acceptées. Leur premiére intro-
duction intervient vers I'an mil, par I'intermédiaire de
Gerbert d’Aurillac, qui deviendra pape en 1003 sous le
nom de Sylvestre II. A I'occasion d’un long séjour en Es-
pagne, il s’est initié a la science arabe. Il ne réussira pas
a propager les nouveaux chiffres indo-arabes en Europe,
se heurtant a de farouches résistances. Son seul apport
durable consistera a simplifier I'abaque dit romain. I
remplacera les jetons d’une colonne par un seul jeton
ol sera inscrit le nombre d’unités en chiffres arabes.
Certains, séduits par cette idée, inscriront cependant
les nombres sur les jetons en chiffres romains.

é\@m?\@a
T\(\?/(g) ]
®®)| -

Figure 8. Abaque de Gerbert d’Aurillac.

Il n'y a pas de zéro et I'absence d'unités dans une co-
lonne se repére par un vide. C'est seulement le Liber
Abaci de Léonard de Pise, dit Fibonacci, qui permettra
en 1202 la diffusion de ce qu’'on nommera l'algorisme.
Les savants européens adopteront avec enthousiasme
ce nouveau calcul, mais ce sera loin d’étre le cas pour

1. Le « monde arabe » recouvre les territoires qui ont en commun la langue arabe, ou qui ont été a un moment ou a un autre
sous domination musulmane. Du viie au xve siécle, il s’étendait sur trois continents. La Perse en faisait partie ainsi que la péninsule
Ibérique (Al Andalus). C'était alors un foyer de tres haute culture cosmopolite.

2. Nicolas Chuquet est un mathématicien lyonnais qui écrit en frangais. Son ouvrage manuscrit fut perdu et ne sera finalement

publié qu’en 1881.
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les « calculateurs » professionnels, les commergants,
les banquiers. C’est une sorte de lutte entre les algo-
ristes, et les abacistes, entre les calculs « a la plume »
et les calculs « a jets », entre le calcul écrit et le calcul a
jetons.

Le calcul sur abaque a survécu tres longtemps. Son
interdictionP’|dans les écoles et les administrations fran-
caises au moment de la révolution donne a penser qu'il
était encore utilisé a la fin du xviie siecle. En 1673, Ar-
gan, dans Le malade imaginaire, fait et refait au moyen
d’une table a jetons, le compte des multiples remedes
de son apothicaire; Mme de Sévigné, dans une lettre a
sa fille, en 1671, en témoigne : « Nous avons trouvé,
avec ces jetons qui sont si bons, que j'aurais eu cinqg
cent trente mille livres de bien, en comptant toutes
mes petites successions. » Méme Leibniz fait encore sur
I’'abaque certains calculs. Quant a Montaigne, a la fin
du xvie siecle, il déclarera : « je ne sais compter ni a jets,
ni a plume. » Aprés le Liber Abaci, il faudra attendre la
fin du xve siecle avec I'ouvrage de Luca Pacioli, Summa
de Arithmetica, en 1494, pour que les nouvelles mé-
thodes soient largement diffuséeslﬂ Les auteurs de ces
ouvrages reprennent les méthodes de multiplications
connues, dont celle « per gelosia ». Mais ces techniques
ont quelques inconvénients : le tracé du quadrillage de-
mande plus de temps que la multiplication elle-méme,
et I’'on commence a se soucier d’économiser encre et
papier.

En 1617, dans sa Rhabdologie, Neper mettra au point
un instrument de calcul qui sera utilisé jusqu'a la fin
du xixe siecle en Europe. Il s’agit d'un jeu de batons,
gu’on nommera « les batons de Neper », qui compte
au moins onze baguettes, chacune formée de 10 cases,
qui permettent de reproduire plus rapidement et sans
papier le rectangle de la méthode « per gelosia ».

Figure 9. B4tons pédagogiques imaginés par Michel Mouyssi-
nat.

Apercu sur quelques techniques multiplicatives

Neper est par ailleurs I'inventeur des logarithmes, autre
technique puissante pour la multiplication, en particulier
des nombres « astronomiques ». Les logarithmes per-
mettront, des leur invention, de développer des « regles
a calcul >>El Elles seront utilisées et perfectionnées jus-
qu’a étre supplantées récemment par les ordinateurs et
les calculatrices.

C’est une autre technique, déja connue des mathémati-
ciens arabes sous le nom de « méthode des maisons »
ou « de I"échiquier » et diffusée par Luca Pacioli qui
emportera finalement I'adhésion du plus grand nombre.

th’dh'pﬁmh,87l
Woduendne., 6 7 & ¢
| sig|slslql
Z!9/olo]8]

619 !dlflhﬁaf
_ Isi92]5é [bericocolo.
Sumaé 7048 1 6 4 pI.

Sxontro ve
Yeeoduchm la peoua.
ultipli Roiz finono-
Superfides | ma§idemim

WRetangulom postant.

Figure 10. Multiplication de 9 876 par 6 789 dans le Summa de
Arithmetica de Pacioli.

Nous reconnaissons bien slr notre multiplication ac-
tuelle, celle que tous les éleves apprennent désormais
a I’école. Trés rapidement les petites cases ont disparu.
Voici des exemples présentés dans le Triparty de Nicolas
Chuquet :

3451 2006 A5 o4
2730 108 20
103530 16043 900. 512
20357 20060

216648

Figure 11. Exemples de multiplications posées et d’une table
commentée tirés du Triparty de Chuquet.

3. Loi du 1er vendémiaire an IV (23 septembre 1795). Jusqu’a l'instauration du systéme métrique les mesures, la monnaie, ne
relevaient pas d’un systeme décimal; il y eut de nombreuses réticences a ce changement parmi la population. C’est la loi du 4 juillet
1837 qui rendra définitivement obligatoire le systéme métrique, a compter du 1¢r janvier 1840. Ce qui sera accepté sans trop de
peine puisqu’il avait été enseigné des I'école primaire depuis la loi de 1795, ainsi que la pratique des opérations « a la plume ».

4. Le Triparty de Nicolas Chuquet ne fut imprimé, comme nous I’avons signalé, qu’en 1881. |l témoigne donc de la connaissance
des techniques et de la volonté de les diffuser, mais n’eut pas d’'influence directe.

5. C'est le mathématicien et astronome Edmund Gunther qui inventera en 1620 une régle utilisant la propriété que le logarithme
d’un produit est la somme des logarithmes. En 1671, Seth Partridge imaginera la régle a coulisse dont le principe sera conservé
jusqu’aux reégles a calcul du xxe siecle.
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Trois-cents ans plus tard, en 1768, Camusﬂdécrit cette
technique de multiplication « a I'italienne » dans ses
Eléments d’arithmétique, en indiquant qu'il n’est pas
utile de conserver les zéros.

Si T'on propefe de multiplier ofg rv.u.:r?,:.‘u:r.!e
Par 264 maltiplicaicur

3856 1" produit
§7840 2% produie
192800 3% prdeit

Lrontrouvers 254495  produir roral

Figure 12. Multiplication de 964 par 264, Camus, Eléments
d’Arithmétique, 1768.

Nous ne pouvons conclure cette bréve présentation de
techniques de multiplication sans évoquer la preuve
par 9, utilisée par les mathématiciens arabes des le
Ixe siecle. Cette preuve et d’autres étaient déja tres
pratiquées en Inde ol les mathématiciens étaient tres
experts dans la manipulation des restes. On trouve une
description « moderne » des surplus et de la preuve
par 9 dans L’Arithmétique en sa perfection, de Frangois
Legendre, publié en 1745.

La preuve par 9

0 On pose la
multiplication en

commettant une
erreur

9 On calcule les
«surplus » de chacun
des termes du

produit et du résultat

(le « surplus » est ici
la somme de tous les

9 On calcule le surplus

du produit des
surplus des termes
du produit; il doit

étre égal au surplus
du résultat

chiffres composant
un nombre)

706
x 57 706 +7+0+6=13—>1+3=4
4941 4
+ 35300 2
_40241—)4+0+2+4+l11—>1+12><<—2+1(—12—3><4
3
t

57 +5+7=12—+1+3=3

e Les surplus sont en fait les restes
dans la division par 9 de chacun des
membres. Le reste du produit étant 2#

égal au produit des restes, on est
certain que la multiplication est

L'opération posée est fausse

fausse si les surplus sont différents
Si les surplus sont égaux, il est
possible que la multiplication soit
juste.

Figure 13. Technique de la preuve par 9.

En conclusion

Retenons de ce court voyage historique que, méme
lorsque les systéemes de numération ne permettaient
pas de réaliser les multiplications directement par écrit,
des techniques et des outils remarquables permettaient
aux comptables de faire leur travail — souvent tres ef-
ficacement avec un peu d’habitude. Les bouliers sont

d’ailleurs toujours tres utilisés au siecle de la calcula-
trice.

Remarquons également que toutes les méthodes vues
ici reposent sur une décomposition bien choisie du
nombre, et sur la distributivité de la multiplication par
rapport a I'addition. Les calculs ne sont au demeurant
pas intrinsequement faciles ou compliqués. C’est la
technique, choisie a bon escient, qui conditionne la diffi-
culté.

Par exemple la multiplication en base deux, qui peut
sembler particulierement simple et sera bien adaptée
aux ordinateurs n’est pas du tout pratique pour des
usages comptables « a la main ». Le choix de la tech-
nique demande donc une certaine intelligence du calcul
et une bonne compréhension du nombre.

Nous espérons que ce petit apercu, trés partiel sur la
multiplication puisse enrichir la réflexion et proposer
des pistes pour I'apprentissage.
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