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Dessous de

table

Vous avez sGrement déja visionné a maintes reprises la
vidéo La face cachée des tables de multiplication @ de
Mickaél Launay et vous ne vous en lassez pas!
Anne-France Acciari et Mathias Zessin nous dévoilent
la face cachée de cette vidéo en explicitant certaines
des propriétés mathématiques sous-jacentes.

Anne-France Acciari & Mathias Zessin

Avec plus de deux millions de vues, la vidéo La face ca-
chée des tables de multiplication @ de Mickael Launay
est un véritable succes sur I'internet.

A quoi tient ce succés? Peut-&tre a l'association des
tables de multiplication, mauvais souvenir des legons
de mathématiques pour beaucoup, et de la beauté
des courbes que I'on peut admirer. Nul besoin de faire
des études poussées en algebre pour avoir appris
les tables de multiplication et nul besoin d’avoir des
connaissances en art pour étre sensible aux magni-
fiques courbes associées. Mais comment expliquer que
des courbes si belles et symétriques apparaissent juste
en reliant quelques points d’un cercle selon les tables
de multiplication?

Nous allons nous limiter dans cet article au cas de la
table de 2 et a son lien avec une courbe bien connue : la

cardioide. Les résultats se généralisent aisément pour
certains nombres plus élevés.

Illusion d’optique

Pour tout entier n, nous appellerons figure de la multipli-
cation par 2 modulo n, la figure obtenue en positionnant
les entiers de 0 a n — 1 sur le cercle unité et en reliant
chaque entier a son double modulo n. On s’intéresse au
phénomene observé lorsqu’on augmente la valeur de n.
Une courbe étrange semble apparaitre. Elle ressemble
bien a une cardioide.

Nous allons démontrer que c’est bien le cas et qu’elle
apparait de la maniére suivante : les segments tracés
sont tous tangents a la cardioide. C’est cette propriété
qui est a la base de l'illusion d’optique observée.

n=22

Figure 1. Table de 2 modulo 22, 36 et 57.
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https://www.youtube.com/watch?v=-X49VQgi86E
https://www.youtube.com/watch?v=-X49VQgi86E
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Dessous de table : la face cachée des tables de multiplication en partie dévoilée!

Etude du cercle unité

On considere que le cercle de la figure est le cercle unité
du plan complexe.

Le nombre 0 sera situé au point d’affixe 1 et les nombres
de 1 an — 1 seront disposés régulierement sur le cercle
dans le sens trigonométrique.

Démontrons dans un premier temps qu’a tout point du
cercle unité correspond un unique point de la figure,
indépendamment de n. lllustrons ceci par I'exemple ci-
dessous. On pourra alors donner a n la valeur qu’on
souhaite, afin d’avoir un nombre suffisant de points et
que se dégage une jolie courbe.
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Le nombre 3 est envoyé sur le nombre 6
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Le nombre 9 est envoyé sur le nombre 18

Figure 2. Les deux nombres de départ correspondent au méme
point du cercle unité et ils sont envoyés sur des nombres cor-
respondants a un méme point du cercle unité. La méme corde
est tracée dans les deux cas.

Soit k € [1;n — 1]. L'affixe de la position du nombre &
est alors exp(if), avec 6 = 2E™. 'affixe de la position
du nombre 2k est alors exp(2i6).

Si on fait varier n, un méme point du cercle peut étre
I'image d’un nombre k£ modulo n et d’'un nombre k' mo-
dulo n’ (voir exemple ci-contre). Le point auquel il sera
relié est le méme, que I'on raisonne avec n ou n’. En
effet, ces points ont une affixe de méme argument 6 et
I'argument des affixes des points correspondant a 2k et
2k’ sera donc égal a 26.

On a alors montré que I'image d’un point par I'opéra-
tion « multiplication par 2 » ne dépend pas du n choisi,
c’est-a-dire du nombre de points sur le cercle.

On en déduit qu’on peut, en un certain sens, faire tendre
n vers oo et obtenir une figure ol chaque point d’affixe
exp(if) est relié a un point du cercle d’affixe exp(2i6).

On s’affranchit maintenant du n et on considére I'en-
semble des points du cercle unité.

La cardioide

De fagon générale, une cardioide est un ensemble
que I'on peut paramétrer de la fagon suivante : C =
{(z(9); y(9)), 6 € |—7; 7|} avec

2(0) = acos(6)(1 + cos(f)) + b
y(0) = asin(0)(1 4 cos(0)) + ¢

ou a, b et ¢ sont des nombres réels.

Pour chaque valeur du parametre 6, nous noterons My
le point de C correspondant. Et nous noterons Ay le
point du cercle unité de coordonnées (cos(#) ; sin(9)).

Lorsqu’une courbe donnée est paramétrée sous la forme
(x(0); y(0)), 0 variant dans R, le vecteur (z'(0); y'(9))
est un vecteur tangent a la courbe au point de coordon-
nées (z(0); y(0)) considéré.

Détermination des paramétres de la cardioide

Nous supposons maintenant que la figure que I'on voit
apparaitre a I'intérieur du cercle est bien une cardioide
et que chaque segment de la figure de multiplication
par 2 est tangent a cette cardioide.

Déterminons maintenant les parameétres de la cardioide
qui nous intéresse.

La cardioide recherchée est symétrique par rapport a
I’axe des abscisses. On obtient une telle symétrie si
I'abscisse x est une fonction paire et I'ordonnée y est
une fonction impaire. C’est le cas si et seulement si ¢
est nul.
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Nous appellerons sommet de la cardioide I'unique point
de rebroussement que I'on peut voir sur la courbe. Ce
sommet se trouve sur |'axe des abscisses et le vecteur
tangent a la courbe est horizontal en ce point.

Déterminons ses coordonnées.

Le vecteur tangent est horizontal quand y'(6) = 0. Des
calculs permettent de trouver que c’est le cas pour trois
valeurs de 0 : w, 3 et —%- En se référant au dessin et a
la symétrie de la courbe ou par détermination du point
de rebroussement par le calcul, le sommet est alors
M- et ses coordonnées sont (b; 0). De plus, Mz est le
point le plus haut et M_% est le point le plus bas de la

cardioide.

Le segment [Ag Az9] est horizontal lorsque les points Ay
et Ajp sont distincts et ont la méme ordonnée, c’est-
a-dire quand sin(f) = sin(260) et ceci est vérifié pour
trois valeurs de 0 : 7, —% et «. En considérant que les
points du paragraphe précédent sont les points de tan-
gence de ces trois segments a la courbe et en classant
les ordonnées, on obtient que Mg se trouve sur le seg-
ment [AgAzT,r} et M,g sur le segment {A,gAJTW]
Les points

M% (36L+b' 3\/§a> etA% (1' \/§)

4 4 27 2

doivent alors avoir la méme ordonnée, et on obtient
2

a=§-

De méme, le vecteur tangent est vertical quand z'(6) =
0.

Et ceci est vérifié pour quatre valeurs de 6 : 0, — 2, 2%

et 7. Le segment [AgAz0] est vertical lorsque les points

Ap et Ayp ont la méme abscisse, c’est-a-dire lorsque
cos(f) = cos(26) et ceci est vérifié pour trois valeurs de
6:0, —2F et 2T. Les points

1 V3 1 V3
MZTW (—4a+by 4CL> etAsz (—2, 2)

doivent avoir la méme abscisse et a = 2, donc b = —1-

La cardioide cherchée est donc I'ensemble :

C= {(% cos(8)(1 + cos(6)) — % : gsin(e)(l + cos(@)))}

avec § € |—m; 7).

Expliquons pourquoi la courbe obtenue est bien
une cardioide

Voyons maintenant pourquoi les segments tracés sont

tous tangents a la cardioide déterminée dans la partie
précédente.

Ag

Soit # € R. En calculant les affixes des vecteurs Ay My
et Ay9 My, on démontre que les points Ay, My et Ao
sont alignés. En effet :

2 cos(0)(1 + cos()) — 3 — cos(6)

Ao My
2 sin(6)(1 + cos(9)) — sin(6)
—1cos(0) + 2 cos*(0) — %
Ag My

2 sin(6) cos(#) — 1 sin(6)
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Dessous de table : la face cachée des tables de multiplication en partie dévoilée!

2 cos(6)(1 + cos(0)) — & — cos(20)

Az Mo
2 sin(6)(1 + cos(9)) — sin(26)
2 cos(0)(1 + cos(0)) — 1 —2cos?(0) + 1
Az Mo
2 5in(0)(1 + cos(0)) — 2sin(0) cos(6)
2 cos(0) — % cos*(0) + 2
Azg Mo
—2sin(6) cos() + 2 sin()
Donc AyyMy = —2 A9 Moy.

De plus en comparant la pente de la droite (AgAz) a
celle du vecteur tangent a la cardioide en My, on se
rend compte qu’elles sont égales.

Calculons my, la pente de la droite (ApAzp) :

sin(26) — sin(0)

me = c0s(26) — cos()

Calculons py, la pente du vecteur tangent a la cardioide
en My :

0
(% sin(6)(1 + cos(H))
(2 cos(6)(1 + cos(9)) — &)’
B 2 (cos(0)(1 + cos(0)) + sin(0)(— sin(0)))
N 2 (—sin()(1 + cos(8)) + cos(8)(—sin(6)))
_cos(26) 4 cos(f)
~ —sin(26) — sin(f)

En vérifiant que les produits en croix sont égaux, on
montre aisément I'égalité des quotients.

On a alors my = py, les deux pentes sont égales. On
en déduit que le segment [Ag; Az est tangent a la
cardioide au point Mp.

Compléments

La cardioide est une courbe apparaissant naturellement
dans un bon nombre de phénoménes. Le joli site Math-
curve @3 les recense.

La facon de construire une cardioide que nous étudions
ici est dite « de Crémona ». Elle correspond a I'enve-
loppe des cordes [PQ)], ou P et Q) sont deux points par-
courant le cercle dans le méme sens, I'un allant deux
fois plus vite que I'autre.

Parmi les propriétés de la cardioide, on remarque éga-
lement qu’elle est une épicycloide : on peut I'obtenir
en faisant rouler un cercle de rayon 1 a I’extérieur d’un
cercle de rayon 1 et en observant la trajectoire d'un
point du petit cercle. Les figures observées dans la vi-
déo sont obtenues en ne considérant plus seulement
la multiplication par 2 mais les multiplications par des
entiers k de plus en plus grands. On reconnait (au moins
pour des petites valeurs de k) I'épicycloide obtenue en
faisant rouler le cercle de rayon % a I'extérieur d’un
cercle de rayon 1. La propriété étudiée ici semble donc
se généraliser.

La cardioide peut étre tracée de multiples fagons, et on
peut la faire construire par des éleves de 6¢, notamment
dans le cas n = 36.
Anne-France Acciari est enseignante au collége
Nelson Mandela a lllkirch et Mathias Zessin a I'[NSA
a Strasbourg. lIs se sont inspirés, pour cet article,
d’'un devoir maison @ donné aux étudiants de
I'INSA par Jean-Romain Heu.
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http://www.mathcurve.com/courbes2d/cardioid/cardioid.shtml
http://jeanromain.heu.free.fr/AlgebreDM-2015.pdf
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