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Certains cercles sont vicieux
Certains cercles sont vicieux

Tout géométriques qu’ils soient au premier abord, les
cercles mènent une existence propre en dehors du
champ mathématique. C’est l’occasion d’en soulever
le côté sombre, grâce au regard décalé de Claudie
Asselain-Missenard.

Claudie Asselain-Missenard

.................... ␣ ....................

Vices et vertus

Le cercle est le champion de l’esthétique. Une

sorte de reine de beauté, sans doute le plus beau

des objets géométriques. Cela le rend même un

peu arrogant, de se promener comme ça, avec

sa cour innombrable de symétries dont il ne se

sépare jamais. Sans oublier son infinité de tan-

gentes qui le serrent de près en toute occasion et

l’enveloppent affectueusement.

Gardez-vous bien de vous fier complètement à

cette belle apparence. Malgré ce physique ave-

nant, le cercle est un être extrêmement fermé.

Très renfermé, même. Il a une irrépressible ten-

dance à se fermer sur lui-même. Plus grave en-

core, il conserve en son sein des points qui ne

lui appartiennent même pas et qu’il empêche de

sortir explorer le vaste plan sans la moindre légi-

timité.

Une preuve de plus qu’il se sent supérieur aux

autres objets est sa résistance obstinée à se lais-

ser mesurer. Non, les nombres entiers ne sont

pas assez bons pour mesurer Monsieur, ni les

décimaux, ni même les rationnels. N’est-ce pas

la preuve de la plus grande des vanités, qu’il ait

ainsi fallu aller chercher un ensemble de nombres

juste pour mesurer Monsieur. . .

Et même s’il avait comme complice la diagonale

du carré et qu’au final, d’autres en ont profité, on

peut dire que le cercle a quand même drôlement

donné du fil à retordre à des générations de ma-

thématiciens. Vraiment, le cercle est un objet qui

ne se laisse pas approcher facilement.
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Certains cercles sont vicieux

Mais, en plus des défauts ci-dessus mentionnés,

faites très attention. Car le cercle est parfois vi-

cieux. Oui, mesdames et messieurs, vicieux. Et je

pèse mes mots !

Tellement vicieux qu’il se plaît à tromper la jeu-

nesse. Ainsi, certains de nos élèves adorent le

cercle vicieux. Et le pratiquent avec enthousiasme.

Certains cercles vicieux sont si mal cachés qu’il

est aisé de les percevoir.

Qu’est-ce qu’une toise ? Une toise, c’est six pieds.

Et qu’est-ce qu’un pied? Le sixième de la toise.

Mais parfois le cercle vicieux se dissimule un peu

plus habilement et seul un observateur un peu

attentif parvient à le déceler.

Le théorème du parallélogramme est peu connu

de nos jours et pourtant fort esthétique. Il affirme

que si ABCD est un parallélogramme, la somme

des carrés de ses diagonales est égale à la somme

des carrés de ses côtés :

AB2 + BC2 + CD2 + DA2 = AC2 + BD2.

Et ce qu’il y a de fantastique dans ce résultat,

c’est qu’il apporte une démonstration très simple

du théorème de Pythagore : dans le cas particu-

lier où le parallélogramme ABCD est un rectangle,

ses diagonales AC et BD sont égales. Le théo-

rème du parallélogramme peut alors s’écrire :

2AB2 +2BC2 = 2AC2. Concluez par vous-mêmes !

Ce qui est un peu moins fantastique, c’est que,

si on se penche sur des démonstrations élémen-

taires de ce théorème du parallélogramme, voilà

ce qu’on rencontre le plus couramment. Regar-

dons par exemple celle trouvée sur le site de

l’APMEP, proposée par Frédéric de Ligt :

On trace la hauteur issue d’un sommet, notons-le D,

du parallélogramme ABCD dont le pied H est situé

dans le côté [AB], ce qui est toujours possible.

On note H′ le projeté orthogonal de C sur la droite

(AB).

On utilise le théorème de Pythagore dans le triangle

DHB rectangle en H et le triangle ACH′ rectangle

en H′ :

A BH H′

CD

DB2 = DH2 + (AB− AH)2 (1)

et AC2 = CH′2 + AH′2

ou encore, puisque les triangles ADH et BCH′ sont

égaux et donc que CH′ = DH et BH′ = AH,

AC2 = DH2 + (AB+ AH)2 (2)

On additionne membre à membre (1) et (2) :

BD2 + AC2 = 2AB2 + 2DH2 + 2AH2 = 2AB2 + 2BC2

et donc finalement

AB2 + BC2 + CD2 + DA2 = AC2 + BD2.

Certes, on a démontré le théorème de Pytha-

gore comme conséquence du théorème du pa-

rallélogramme, mais ce théorème est démontré

ci-dessus. . . en utilisant le théorème de Pythagore.

Moralité : dans ce monde merveilleux des mathé-

matiques où l’équivalence des propriétés règne

en maître, il faut un peu de vigilance pour éviter

de tourner en rond avec la plus parfaite bonne foi.

Et bâtir une axiomatique complète d’une théorie
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Certains cercles sont vicieux

en se gardant des cercles vicieux est une acti-

vité difficile. Euclide (au IIIe siècle avant J-C) et

Hilbert (au début du XXe siècle) l’ont fait pour la

géométrie.

Quelquefois, un raisonnement facétieux

semble imiter le cercle vicieux. Mais c’est

juste une blague, pour embrouiller le client.

Regardez par exemple la démonstration de

la réciproque du théorème des milieux dans

le triangle :

Hypothèses : ABC est un triangle. M est le milieu de

[AB]. La parallèle à (BC) passant par M coupe [AC]

en N. À démontrer : N est le milieu de [AC].

A

B C

M N

Soit N′ le milieu de [AC]. D’après le théorème des

milieux dans le triangle ABC, (MN′) est parallèle à

(BC). Comme par M ne passe qu’une seule droite pa-

rallèle à (BC), les droites (MN) et (MN′) sont confon-

dues et donc N′ = N, autrement dit N est le milieu

de [AC].

Ce n’est que la démonstration (légitime) du théo-

rème réciproque à l’aide du théorème direct. Sans

doute à éviter devant un géomètre débutant si on

ne veut pas le plonger dans la perplexité. . .

Spirale infernale
Mon propos ne serait pas complet si j’oubliais

d’évoquer la spirale infernale. Un genre de va-

riante en dimension 3 de notre cercle vicieux.

On peut même affirmer que la projection sur un

plan d’une spirale infernale est un cercle vicieux

(théorème branlant reposant sur des objets sans

fondement). Mais de quoi s’agit-il au juste? On

en a une idée dès qu’on pénètre dans l’univers de

la récursivité. Pensez à la malheureuse fonction :

let f(x) = 1 + f(x+ 1), qui court éternellement

vers le haut en cherchant à se définir. Mais pour

trouver de bons exemples, je quitterai le champ

des mathématiques pour prendre ces exemples

dans le champ de l’enseignement (des mathéma-

tiques).

Spirale du découragement

Un enfant commence à avoir des difficultés. Il

récolte pour la première fois une mauvaise note

et un commentaire peu flatteur sur son travail.

Au contrôle suivant, stressé par l’expérience pré-

cédente, il arrive encore moins à montrer ce qu’il

sait. D’où commentaire encore un peu moins flat-

teur de l’enseignant. Et la spirale du décourage-

ment est enclenchée, l’élève se met à se penser

lui-même comme nul en maths et le tour est joué.

Le long déclin de l’enseignement des

maths

Tout aussi dramatique, mais se jouant à une autre

échelle, cette spirale s’est enclenchée dans notre

système scolaire depuis un certain temps. On

manque de professeurs motivés et qualifiés pour

enseigner les mathématiques. Du coup, on di-

minue les horaires d’enseignement de la disci-

pline. L’apprentissage se transforme alors en une

course échevelée qui en largue plus d’un et dimi-

nue l’attractivité de la discipline. S’ensuit un dés-

intérêt pour la discipline, d’où un accroissement

de la difficulté à recruter de bons enseignants,

crise de recrutement qui conduit à la diminution

des horaires, qui. . .

Pas bien réjouissant tout cela. Certes, il serait

urgent de redresser la situation. Mais redresser

le cercle, vous n’y pensez pas ! Et pourquoi pas

le quadraturer tant que vous y êtes?

............ ␣ ............

Claudie Asselain-Missenard, professeure retrai-

tée, depuis très longtemps active au sein de l’AP-

MEP, à la fois au niveau national et dans la Ré-

gionale Île-de-France. Auteure de nombreux ar-

ticles, vous pouvez retrouver sa plume alerte dans

le recueil « Humeurs et tableau noir » (éditions

ACL-les éditions du Kangourou)  et dans la nou-

velle brochure de l’APMEP « Prof de Maths : un

chouette métier ! ».
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http://www.mathkang.org/catalogue/prodhtn.html
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