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Polynomes tordus

Xavier Caruso nous emmeéne a la découverte des po-
lynébmes tordus. Pour comprendre comment I’introduc-
tion d’'une multiplication non commutative sur l’'en-
semble des polynémes a coefficients complexes permet
de résoudre certains problemes de géométrie plane!

Xavier Caruso

Les équations algébriques

La question de la résolution des équations algé-
briques est un probléme tres ancien qui a fagonné
(et continue de fagconner) de nombreux travaux
mathématiques. Apres les équations de degré 1,
celles de la forme ax = b, viennent rapidement
les équations de degré 2 :

ar’ +br+c¢=0

dont la résolution remonte aux Babyloniens et
est enseignée en classe de 1™ S (dans le cursus
actuel). Les équations de degré 3 et 4 ont donné
plus de fil a retordre aux mathématiciens. Elles
ont néanmoins été résolues au xvi® siecle par
I’école italienne. Pour les degrés supérieurs (5
et au-dela), la situation est toute autre puisque,
suivant des idées de Lagrange, Abel puis Ga-
lois ont démontré que ces équations n’étaient
généralement pas résolubles par radicaux, c’est-
a-dire qu’il n’est pas possible d’exprimer leurs
solutions en utilisant uniquement les opérations
algébriques usuelles et ’extraction de racines.
Derriére ces résultats, il y a toute une série de

découvertes qui débute avec deux notions fonda-
mentales : celle de nombre complexe et celle de
polynome.

Les nombres complexes

Les nombres complexes, on le sait, sont ceux
qui s’obtiennent en ajoutant formellement aux
nombres réels une racine carrée de —1, quan-
tité qui ne saurait exister a priori étant donné
qu’un carré est toujours positif. Traditionnelle-
ment, on désigne cette racine carrée imaginaire
par la lettre i. Le lien entre les nombres com-
plexes et la résolution d’équations algébriques
a été observé en premier par Cardan lorsqu'’il
travaillait sur 1’équation de degré 3. Il avait re-
marqué, en effet, qu’en appliquant la formule de
résolution générale avec I'équation z>—3z—1 = 0,
il aboutissait a la solution[]:

s/1++v/—81 5/1—+/—81
2 + 2 )

Par ailleurs, une étude de fonctions montre que
I'équation 22 — 32 — 1 = 0 a ses trois racines
réelles. Cependant 1’expression obtenue par Car-

1. Bien entendu, tout ceci est retranscrit dans notre langage moderne ; Cardan n’utilisait évidemment pas les mémes notations.



dan n’a a priori pas de sens et ne saurait donc
définir un nombre réel. Sauf, bien siir, a accepter
I’existence de la racine carrée d’un nombre né-
gatif! Apres cela, il a fallu encore beaucoup de
temps pour que la notion de nombre complexe
émerge complétement, mais la nécessité de les
définir était apparue de maniére flagrante.

Il s’est avéré par la suite que les nombres com-
plexes fournissent un cadre théorique parfait
pour la compréhension des équations algébriques
puisqu’ils forment un ensemble « clos » dans
lequel n’importe quelle équation algébrique a
toutes ses solutions. Les travaux de Lagrange,
Abel et Galois sur les équations de degré 5
trouvent naturellement leur place dans ce cadre.

Les polynémes

Une autre notion qui a été fagonnée par le pro-
bleme de la résolution des équations algébriques
est celle de polynéme. Un polynéme est une ex-
pression de la forme :

P(X)=ap X" +ap 1 X" '+ + a1 X +ao

ou les a; sont des quantités connues, appelées les
coefficients et ou X est ce que 1’on appelle une
variable. Le degré de P(X) est, par définition,
I’entier n qui apparait dans I’écriture précédente,
en supposant a, # 0. A I'instar des nombres en-
tiers, les polynémes possédent d’intéressantes
propriétés de nature arithmétique qui servent de
point d’appui aux démonstrations de nombreux
résultats sur les équations algébriques.

Un premier exemple est l'existence d’une di-
vision euclidienne qui stipule que, si A(X) et
B(X) sont deux polynémes avec B(X) # 0, il
existe deux polynémes uniquement déterminés
Q(X) et R(X) tels que A(X) = B(X)Q(X) +
R(X) et deg(R(X)) < deg(B(X)). L'une des pre-
mieres conséquences de cela est la propriété bien
connue suivante : un polynéme P(X) s’annule en
a si et seulement si P(X) = (X —a) - Q(X) ou
Q(X) est un autre polynéme. En effet, la division

Polynémes tordus

euclidienne de P(X) par X — a s’écrit :
P(X) = (X —a)-Q(X) + R(X)

ou R(X) est un polynéme constant (c’est-a-dire
ne dépendant pas de X). L'équivalence annon-
cée s’obtient alors en évaluant en X = a. Une
seconde conséquence importante de la division
euclidienne est I’existence de PGCD que I’on peut
calculer grace a l'algorithme d’Euclide.

Une autre propriété arithmétique des polynomes
est la décomposition unique de tout polynéme en
produit de facteurs irréductibles, qui est le pen-
dant du théoreme de factorisation des entiers en
produit de nombres premiers. Lorsque les coeffi-
cients a; sont des nombres complexes, les seuls
polynoémes irréductibles sont de degré 1 et le
théoreme précédent revient a dire que tout poly-
noéme P(X) se factorise comme un produit :

PX)=a-(X=X)- (X = Az)--- (X = Ap)

pour des nombres complexes a, A1, Az, ..., An.
Pour des polynomes a coefficients réels, des fac-
teurs irréductibles de degré 2 peuvent appa-
raitre. Typiquement le polynéme X? 4 1 s’écrit
(X +1)(X — i) si on s’autorise a introduire des
nombres complexes mais est irréductible dans le
cas contraire.

Nombres complexes et géomé-
trie

Non contents de fournir le cadre théorique adé-
quat a l'étude des équations algébriques, les
nombres complexes jouent aussi un réle prépon-
dérant dans de nombreux autres domaines des
mathématiques et, en particulier, en géométrie.
Le lien est transparent : a un nombre complexe
a + ib, on fait correspondre le point du plan de
coordonnées (a, b). Via ce dictionnaire, de nom-
breuses notions de nature géométrique possedent
des réinterprétations algébriques intéressantes.
Par exemple, la notion de distance est en lien
direct avec la notion de module d’un nombre com-
plexe. Les transformations du plan possedent,
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Polynémes tordus

elles aussi, une réinterprétation plaisante dans le
langage des nombres complexes.

Intéressons-nous particulierement aux simili-
tudes. Rappelons pour commencer qu'une simili-
tude est une transformation du plan qui préserve
les rapports de distances. Parmi celles-ci, on dis-
tingue les similitudes directes qui conservent
I'orientation et les similitudes indirectes qui in-
versent l'orientation.

Cas des similitudes directes

On dispose dans cette situation d’un théoreme
classique qui s’énonce comme suit :

Les similitudes directes du plan correspondent exac-
tement aux fonctions complexes de la forme z —
az + b ou a et b sont des nombres complexes avec

a # 0.

Certains invariants de la similitude se lisent en
outre sur a et b; par exemple, le module de a
est égal au rapport de similitude, c’est-a-dire au
nombre par lequel la similitude multiplie les dis-
tances. Pareillement, I'argument de a est égal
a l'angle de la similitude. Les translations (qui
sont des similitudes particulieres) correspondent
au cas ou a = 1. Lorsque a # 1, le centre de
la similitude correspond a I'unique point fixe de

z — az + b, c’est-a-dire 1 - En particulier, la

similitude a pour centre I'origine si et seulement
sib=0.

La discussion précédente permet, dans certains
cas, d’aborder la résolution d’« équations » por-
tant sur les similitudes par le biais des équations
algébriques. Le cas le plus simple est celui ou
seules des similitudes directes de centre 1’origine
apparaissent. En guise d’illustration de ce prin-
cipe, regardons un instant l’exercice suivant.

Exercice 1

Soit O et M deux points du plan. Soit f la similitude
directe de centre O, de rapport V2 et d’angle g
Trouver toutes les similitudes directes s de centre O
pour lesquelles O, f(M), s(s(M)) et s~' (M) sont les

sommets (ordonnés) d’un parallélogramme.

Pour résoudre cet exercice, choisissons le repéere
orthonormé direct dans lequel les points O et M
ont pour coordonnées respectives (0, 0) et (1, 0).
Passant aux nombres complexes, la similitude s
s’écrit sous la forme z —— xzz pour une incon-
nue complexe z. La condition de I’énoncé s’écrit
alors :
2* = (1+1i)+a "

Cette équation est équivalente a 1’équation
23 — (1 4+i)z —1 =0 qui se résout par des mé-
thodes purement algébriques.

Cas des similitudes indirectes

Une méthode pour traiter le cas des similitudes
indirectes est de le ramener a celui des simili-
tudes directes grace a une transformation simple.
Précisément, soit o la symétrie par rapport a I'axe
des abscisses. Dans le monde complexe, elle cor-
respond a l'application de conjugaison z — Z.
Remarquons maintenant que si s est une simi-
litude indirecte, la composée s o o devient une
similitude directe. Il résulte de cela que les simi-
litudes indirectes correspondent exactement aux
fonctions de la forme z — aZ + b (pour certains
nombres complexes a et b avec a # 0).

Dans un souci de simplicité, nous nous limiterons
aux similitudes indirectes fixant I’origine, c’est-a-
dire au cas b = 0.

Reprenons l'exercice 1 mais cherchons a présent
s parmi les similitudes indirectes (de centre O).
Dans le monde complexe, une telle similitude
s’écrit z — xZ et la condition de 1’énoncé se
traduit par 1’équation :

2P =1 +i)+7 !

qui fait a présent intervenir des modules et des
conjugués et ne releve donc plus de la théorie des
équations algébriques. Tentons néanmoins de la
résoudre. Pour ce faire, cherchons x sous la forme
u+iv. En posant T' = |z|? = u? +v? et en séparant
partie réelle et partie imaginaire, on aboutit aux
deux équations T' =1 + % et0=1- %, soit en-



core u =T?—Tetv =T.La condition u?4+v2 =T
conduit alors a :

T3 —2T2 42T -1=0 (1)

Nous retrouvons de cette maniere une équation
algébrique de degré 3 que 'on peut donc a priori
résoudre par la méthode générale. Dans le cas
présent, la situation est encore plus favorable car
I’on s’apercgoit que 1 est racine évidente. L'équa-
tion que I’on cherche a résoudre se factorise donc
sous la forme (T'— 1)(T% — T + 1) = 0. Le discri-
minant du trindme 72 — T + 1 étant strictement
négatif, la valeur 1 est I'unique solution accep-
table a notre probléme. Autrement dit, il existe
une unique similitude indirecte de centre O sa-
tisfaisant a la condition requise : c’est celle qui
correspond a la fonction z — iz. Géométrique-
ment, il s’agit de la symétrie d’axe (OM) suivie
de la rotation de centre O et d’angle g

Les polynomes tordus

Précédemment, nous avons constaté qu’aussi
bien dans le cas des similitudes directes que dans
celui des similitudes indirectes, la question de
I’exercice 1 se reformulait en une équation algé-
brique de degré 3. Toutefois, si cette réduction
était purement mécanique pour les similitudes
directes, elle demandait un raisonnement plus
sophistiqué dans le cas des similitudes indirectes.
La raison en est que la conjugaison complexe
« perturbe » les calculs. Précisément, lorsqu’on
transpose la condition de I’équation, on aboutit a
une équation faisant intervenir a la fois x et son
conjugué T.

Le cadre théorique adéquat pour traiter ce type
d’équations est la notion de polynéme tordu. Par
définition, un polynéme tordu en la variable X
est une expression de la forme :

ag+ a1 X +ax X?+ -+ a, X"

pour des nombres complexes a, ..., a, c’est-a-
dire en fait un polyndéme. La différence entre po-

lynémes tordus et polynémes usuels se manifeste

Polynémes tordus

au niveau de la loi de multiplication. Par défini-
tion, la multiplication sur les polynémes tordus
n’est pas commutative mais est régie par la regle
suivante :

X-a=a-X

pour tout nombre complexe a. Il se trouve que
cette regle simple suffit a définir de maniere
unique, grace a l’associativité et a la distributivité,
le produit de deux polynémes tordus quelconques.
A titre d’exemple, le calcul suivant montre com-
ment effectuer la multiplication de deux poly-
némes tordus de degré 2 :

(a0 + a1 X 4+ a2 X?) - (bo 4+ b1 X + by X?)

= aobg + aob1 X + aob2X2 + a1 Xbyg+ a1 X1 X+
a1 Xb X? + a2 X%bo + a2 X1 X + ap X bp X

= aobo + aob1 X + aoba X* + a1bo X + a1by X*+
angs + a2b0X2 + a2b1X3 + a2b2X4

= aobo + (aob1 + a1bo) X + (aobz + a1y + llzbo)X2+
(a1bz + azbl)X3 + asby X*

la relation X?2b; = b; X? (pour j = 0, 1, 2) prove-
nant de la suite d’égalités :

X% = Xb; X = b; X* = b, X2.

Les identités remarquables tordues s’écrivent,
quant a elles, de la maniére suivante :

X +a)? = X%+ 2R(a)X + a?

(
(X +a)(X —a) = X*+23(a)X — a?
(X +a)(X +a) = X? +2aX + |af?
(X +a)(X —a) = X? — |af?

Il résulte en particulier de ces égalités que le
polynéme tordu X? — 1 posséde une infinité de
factorisations : il s’écrit (X + a)(X — @) pour tout
nombre complexe a de module 1.

Division euclidienne et conséquences

De facon remarquable, les polynémes tordus pos-
sédent de nombreux points communs avec les
polynomes classiques sur le plan arithmétique.
En particulier, on dispose de la proposition sui-
vante :
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Polynémes tordus

Proposition 2 (division euclidienne a droite)

Soit A(X) et B(X) deux polynémes tordus avec
B(X) # 0. Alors il existe des polynomes tordus Q(X)
et R(X) uniquement déterminés tels que

A(X) = QUX)B(X) + R(X)
et deg(R(X)) < deg(B(X)).

Nous omettons la démonstration de cette pro-
position, laissant le soin au lecteur ou a la lec-
trice de compléter ce point. Notons cependant
qu’on parle de division euclidienne a droite car
le diviseur B(X) apparait a droite dans le pro-
duit. De la méme maniere, il existe une division
a gauche ou l'on demande a ce que la relation
A(X) = B(X)Q(X) + R(X) soit satisfaite. Il est
important de prendre garde au fait que les poly-
noémes tordus Q(X) et R(X) sont modifiés lorsque
I’on effectue la division euclidienne a gauche ou
a droite. Par exemple, trés simplement, on a :

aX =a(X —c)+ac=(X —c)a+ac

Dans la suite de ce texte, nous ne considérerons
que des divisions euclidiennes a droite.

PGCD de polynomes tordus

De méme que dans le cas classique, l'existence
d’une division euclidienne permet de mettre en
place I’algorithme d’Euclide et, ce faisant, d’abou-
tir a la notion de PGCD. Plus précisément, partons
de deux polyndémes tordus A(X) et B(X) et dé-
finissons la suite d’Euclide par R;(X) = A(X),
Ry(X) = B(X) puis, tant que R;(X) # 0 pour
j > 2, définissons R;1(X) comme le reste de
la division euclidienne (a droite) de R;_;(X) par
R;(X). Le dernier reste non nul D(X) de cette
suite vérifie alors la propriété suivante : un po-
lynéme tordu P(X) est un diviseur commun a
droite de A(X) et B(X) si et seulement si P(X)
est un diviseur a droite de D(X). On dit que D(X)
est le PGCD a droite de A(X) et B(X). Remar-
quons que, quitte a multiplier D(X) a gauche
par un nombre complexe non nul, on peut le

normaliser de maniére a ce qu’il soit unitaire
qu’il est normalisé de cette maniére, on le notera
RGCD(A(X), B(X)).

Division par un polynome de degré 1

Un calcul intéressant a mener (que nous avons
déja esquissé précédemment) est la division eucli-
dienne d’un polynéme tordu quelconque P(X)
par un polynéme de la forme X — c¢. Lorsque
P(X) = X" est un mondme, on vérifie que celle-ci
s’écrit :

X" = (X" + N X" 4 Np(e) X3 4 -
+ No—1(e))(X =€) + Na(c)

ou on a posé N,(c) = |c|% si j est un entier pair et
Nj(e) = |c|%c sinon. En particulier, le reste de
la division de X" par (X — c¢) est N, (c). A partir
de 1a, on déduit, plus généralement, que si P(X)
s’écrit :

PX)=a+au X+ - +a, X"

alors le reste de la division de P(X) par X — ¢
est:

ap + a1 N1(c) + aaNa(¢) + - - + an Ny (c).

Cette derniere valeur est parfois considérée
comme I’évaluation du polynéme tordu P(X) en ¢
et sera notée simplement P(c) dans la suite de
cet article. On prendra garde toutefois a ce que
la fonction d’évaluation P(X) — P(c) n’est pas
multiplicative.

Lien avec les similitudes indirectes

L'introduction des polynoémes tordus est perti-
nente pour I’étude des similitudes indirectes car
il se trouve que la maniere dont se composent les
similitudes indirectes est parfaitement reflétée
par la multiplication tordue que nous avons in-
troduite précédemment. Précisément, supposons
donnée une similitude indirecte s fixant I’origine.
SiP(X)=ao+a X +a X%+ +a,X" estun



polynoéme tordu, on peut former la transformation
du plan :

P(s)=so+si0s+s308° +-- +5,05"

ou s; est, par définition, la similitude directe don-
née par la fonction complexe z — a;z et ol le
signe « + » fait référence a la somme vectorielle
dans le plan. Le fait remarquable (qui se véri-
fie a la main par un calcul) est que, pour deux
polynomes tordus P(X) et Q(X), on a:

P(s) o Q(s) = (PQ)(s)

ou la multiplication dans le membre de droite est
celle des polynomes tordus.

De maniere similaire, on vérifie que si s corres-
pond a la fonction complexe z — ¢z (pour un
certain ¢), alors l'application P(s) envoie le point
d’affixe 1 sur le point d’affixe P(c) ou P(c) dé-
signe l’évaluation du polynéme tordu P(X) au
point ¢ telle que nous 1’avons définie précédem-
ment. Ces propriétés aménent un nouveau regard
sur I’exercice 1 dans le cas des similitudes indi-
rectes. En effet, la condition de 1’énoncé s’écrit
s’ (M) = f(M) + s~1(M) soit encore, en appli-
quant s :
s3(M) =so f(M)+ M.

Ainsi, en écrivant z — xZ pour la transformation
complexe associée a s, on s’apercoit que ’exer-
cice revient a résoudre 1’équation algébrique tor-
due P(xz) = 0 ou P(X) est le polynéme tordu :

P(X)=X’-X(1+i)+1=X’+(I-1)X+1. (2)

Résolution des équations algébriques tor-
dues

La résolution générale des équations algébriques
tordues pourrait sembler difficile au premier
abord. En réalité, elle se ramene relativement
simplement a la résolution d’équations algé-
briques classiques grace a un outil fondamental :
la norme réduite.

Polynémes tordus

La norme réduite

Soit P(X) =ao+ a1 X + -+ - + a, X™ un polynoéme
tordu. En séparant les exposants pairs des expo-
sants impairs, on peut écrire P(X) sous la forme :

P(X) = Py(X?) + P (XH)X.

De maniére trés concréte, Po(X?) et P;(X?) sont
simplement définis par :

PO(T):ao+a2T+a4T2+~-~
et P(T) =ay +a3T +asT? + - --

pour une nouvelle variable 7. Dans la suite, on
considérera les polyndémes Py(T') et P,(T") comme
des polynoémes classiques, donc soumis a la loi
de multiplication usuelle. Cela est légitime car
il est facile de vérifier que les polynomes tordus
Py(X?) et P;(X?) commutent entre eux. Nous po-
sons également :

Po(T) =ao +aT +azT* + - -
et P\(T) =ar + a1 +asT* + -

Ce sont les polynomes obtenus a partir de Py (7))
et P, (T) en conjuguant tous les coefficients. Avec
ces notations, la norme réduite de P(X) est le
polynéme en 7', noté Ap(x)(T'), défini par la for-
mule :

Np(x)(T) = Po(T)Po(T) — TPL(T)Pr(T).

Clairement .#p(x)(T') est stable par la conjugai-
son complexe et est donc un polynéme a coeffi-
cients réels.

Pour se familiariser avec cette notion, examinons
deux exemples qui, de plus, nous seront utiles
dans la suite. Le premier d’entre eux est celui
des polyndémes tordus de degré 1 de la forme
P(X) = X —c (pour un nombre complexe c¢). Dans
cecas,ona Py(T) = —cet P(T) =1, d’ou il ré-
sulte :
Nx_o(T) = |c|* = T.

Le second exemple est celui du polynéme tordu
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P(X) donnée par la formule (2) correspondant a
la situation de 1’exercice 1. On trouve Py(T) =1,
P (T)=(i—1)+ T etdonc:

Npx)(T)=1-T(i-14+T)(-i—1+T)
=-T34+27% - 2T +1

qui, remarquons-le, est égal, au signe pres, au
polynéme de I'équation (1)) sur lequel nous étions
déja tombé tantot.

La norme réduite possede d’agréables proprié-
efficace dans de nombreuses situations. La pro-
position suivante en donne une premiére saveur.

Proposition 3

1. Lanorme réduite est une application multiplicative
dans le sens ou :

Nex)-@x)(T) = Apx)(T) - Nox)(T)

pour tous polynémes tordus P(X) et Q(X).

2. Pour tout polynéme tordu P(X), le polyndéme
Np(x) (XZ) (vu comme un polynome tordu) est un
multiple a gauche et a droite de P(X).

3. Soit P(X) un polynéme tordu et soit N(7') un di-
viseur de degré strictement positif de A5 (x)(T).
Alors RGCD(N(X?), P(X)) est également de de-
gré strictement positif.

Démonstration : pour ce qui concerne la pre-
miere assertion, on considere deux polynémes
tordus P(X) et Q(X) écrits sous la forme

P(X) = Py(X* + P (X*)X
et Q(X) = Qo(X?) + Q1 (X?)X.

On remarque, par ailleurs, que la loi de multiplica-
tion entraine que XQ;(X?) = Q;(X?)X lorsque j
vaut O ou 1. Ainsi :
P(X)Q(X) = (P(XH)+P1(X?)X) - (Qo(X?)+Q1(X?)X)
= (P(X)Qo(X?) + PL(XH)Q1(X?)X?) +
(PL(XH)Qo(X?) + Po(X?)Qu1(X?)) X

d’ou, en suivant la définition, on déduit que la
norme réduite du produit P(X)Q(X) est égale a :

(Po(T)Qo(T)+T P (T)Q1(T)) -
(Po(1)Qo(T)+TPL(T)Q1(T))
— T (PUT)Qo(T) + Po(T)Q1(T)) -
(PUT)Qo(T)+Po(T)Q(T)) -

En développant 1’expression ci-dessus, d’une part,
et le produit Apx)(T)Ag(x)(T), d’autre part, on
vérifie I’égalité annoncée.

Pour le second énoncé, partant d’un polynome
tordu P(X) = Po(X?) + P1(X?)X, on forme le
polynéme tordu Q(X) = Py(X?) — P(X?)X. Un
calcul similaire a ce que 1'on a fait précédemment
montre alors que

P(X)Q(X) = QX)P(X) = Ap(x)(X?).

sultent.

Enfin, le troisiéme point est plus délicat. Pour ne
pas alourdir ce texte, nous I’admettons. |

Des racines de la norme réduite a celles du
polynéme tordu

En guise d’application de la proposition 3, voyons
comment celle-ci permet de ramener la résolu-
tion des équations algébriques tordues a celle des
équations algébriques classiques.

Considérons donc P(X) un polyndéme tordu
et, comme précédemment, notons .4px)(T) sa
norme réduite. Soit ¢ une racine de P, c’est-a-dire
un nombre complexe tel que P(c) = 0. Par défi-
nition, cela signifie que le reste de la division de
P(X) par X — c s’annule, ce qui revient encore a
dire que X — c est un diviseur a droite de P(X),
ie. P(X) = Q(X) - (X — ¢) pour un certain poly-
ndme tordu Q(X). D’apres le premier point de la
proposition 3, cette derniere égalité implique, en
prenant les normes réduites :

Npx)(T) = Agx)(T) - Ax-e(T)
= Mox)(T) - (le)* = T).



On en déduit que |c|? est une racine du polyndome
Npxy(T).

Concentrons-nous a présent sur la réciproque.
Pour cela, supposons donné un nombre positif
ou nul, noté 72 (pour un certain nombre réel
r > 0), qui est une racine de A4px)(T). Au-
trement dit, le polynéme N(T) = 72 — T ap-
parait comme un diviseur de .#px)(T'). Posons
D(X) = RGCD(N(X?), P(X)). D’apres la der-
niére assertion de la proposition 3, le polynéme
D(X) est de degré strictement positif. Comme
c’est en outre un diviseur de N(X?) = r? — X2,
il est de degré au plus 2. Il ne reste donc plus
que deux possibilités : soit deg(D(X)) = 1, soit
deg(D(X)) = 2.

Dans le premier cas, on peut écrire D(X) = X —c¢
pour un certain nombre complexe c. Du fait que
D(X) divise P(X), on déduit que P(c) = 0, c’est-
a-dire que c est une racine de P(X). Par ailleurs,
on sait que D(X) divise N(X?) = r?2 — X?, ce
qui implique de méme que précédemment que
lc|> = r? et, par suite,

¢| = r. Autrement dit, nous
avons construit une racine de P(X) de norme r,
a savoir ¢. Remarquons en outre qu’une racine
ayant cette propriété supplémentaire est unique.
En effet, si ¢’ était une autre racine de P(X) de
norme 7, le polynéme (X — ¢’) diviserait a la fois
P(X) et N(X?). 1l serait donc également un divi-
seur de D(X), ce qui n’est pas possible dés lors

que c # c.

Examinons maintenant le cas ou D(X) est de de-
gré 2. On a alors D(X) = —N(X?). D’autre part,
étant donné un nombre complexe ¢ de module r,
on dispose de la factorisation :

(X +2)(X —¢) = X?—r* = D(X).

Du fait que D(X) divise P(X), on déduit que
(X — ¢) divise également P(X) ou, autrement dit,
que c est une racine de P. Dans ce cas, nous
avons donc démontré que tout nombre complexe
de module r est racine de P(X).

La proposition suivante résume les propriétés que
nous venons d’établir.

Polynémes tordus

Proposition 4

Soit P(X) un polynéme tordu.
1. Sic est une racine de P(X), alors |c|* est une ra-
cine de Ap(x)(T).
2. Sir? est une racine de Ap(x)(T), on pose
D(X) = RGCD(P(X), X* — r%) et on a alors l'al-
ternative suivante :
(a) soit deg(D(X)) =1 auquel cas D(X) = X —cet
c est 'unique racine de P(X) de norme 7,
(b) soit deg(D(X)) = 2 auquel cas tout nombre com-
plexe de module r est racine de P(X).

La proposition précédente fournit une méthode
systématique pour résoudre les équations algé-
briques tordues. Pour résoudre 1'équation P(z) =
0 (ou P(X) est un polynéme tordu), on calcule
tout d’abord la norme réduite .4px)(T). Dans
un deuxiéme temps, on résout I'équation algé-
brique .#p(x)(t) = 0 puis, pour chaque racine
positive ou nulle t = 72 de cette équation, on
calcule D,.(X) = RGCD(P(X), X% — r?) par l'al-
gorithme d’Euclide. Si deg(D, (X)) = 1, on écrit
D,(X) = X — c et le nombre complexe ¢ que 'on
obtient ainsi est une racine de P(X). C’est, en
outre, l'unique racine de P(X) de norme r. Si,
au contraire, deg(D, (X)) = 2, on déduit que tout
nombre complexe de module r est racine de P(X).

Pour conclure, appliquons cette méthode avec le
polynome tordu :

PX)=X3+(1-1)X +1

(cf. I’équation ). Nous avons déja calculé sa
norme réduite qui vaut :

Npx)(T) = =T% +2T% = 2T + 1.

L’'unique racine réelle positive de ce dernier po-
lynéme est t = 1. Nous en déduisons déja que
toute racine de P(X) est de module 1. Pour aller
plus loin, il nous faut calculer le PGCD a droite de
P(X) et X? — 1. l’algorithme d’Euclide montre
qu’il vaut X — i, d’ou on déduit que i est I'unique
racine de P(X). Nous retrouvons de cette ma-
niere le résultat que nous avions déja obtenu par
un calcul ad hoc a la fin de la deuxiéme partie.
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Conclusion

Dans cet article, sous le prétexte de vouloir ré-
soudre un exercice de géométrie plane portant
sur les similitudes indirectes, nous avons intro-
duit la notion d’équation algébrique tordue affé-
rente, elle-méme, a la notion de polyndéme tordu.
Il faut comprendre, évidemment, que de méme
que les polynémes usuels sont devenus un ob-
jet omniprésent en mathématiques, ’'utilisation
des polynomes tordus ne se limite pas a I’applica-
tion « jouet » que nous avons présentée. Ils appa-
raissent, en fait, comme un outil particulierement
adapté en algébre semi-linéaire, une variante de
I’algebre linéaire qui autorise des twists par des
automorphismes de corps tels que la conjugai-

son complexe. Une variante des polynoémes tor-
dus sert également a mieux comprendre la struc-
ture interne des équations différentielles linéaires
d’ordre arbitraire. Les propriétés de factorisation
de ces polynémes — et, en particulier, le calcul de
leurs racines en correspondance avec les facteurs
de degré 1 — fournissent des renseignements
précieux sur la réduction des applications semi-
linéaires ou sur la maniere d’aborder la résolution
de certaines équations différentielles.

Xavier Caruso est chargé de recherche au CNRS.
Il travaille a Rennes et publie réguliérement des
articles de vulgarisation des mathématiques.
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