
Les problèmes de l'APMEP 


Celle rubrique propose des problèmes choIsis pour I"originalité de leur carnctère ; 
esthétique. subliJ. rngênieux voirt! récrenu(. dont la resolutlon nét'essilc iniliatJves. 
dém!lfChe inventive, rt:eherchc. clTon intellectuel. 

Elle accueille tous c.c:wc qUI aiment in\ienter. chercher de «( bealJ.1l:. problèmes )). . . 
si pOSSible troU\'er des solutions, et les invi1e à dOfiOl:f libre cours à leur IInag;naliOrl 
crr:atnce. La rubrique s'efforce de rendre comple de la pluralité des methodes 
proposées par les lecteurs, des géneralisations des problèmes . . 

LCli autcurs sont priés de jOindre les 50lullons aux propositions d'cnonces. 
Solutjons et éuoncts sonl à en....oyer il l'adresse suÎ'\'ante (reponse: à des probJëmes 
différents sur feullle~ separees S . V.P., sans oublier votre nom sur chaque feuille) : 

François Lü JACüMO. 
42 quai de la Loire. 

750 19 Paris. 

l'\OL VEAUX ÉNO'iCÉS 

~NONCÉ N° 285 (Charles ~üTARJ, 31-Montaut) 

a étant un réel strictement positi f, on considère ln suite ' li ;;;:. {lfl + -2... .
• a• 

MODtrer que. si cette sUJte prend deux \'aJeurs enllt':res consêcutJves u. et Ut~ l' 
tous les 1I1! sont entiers, 

ÉNONCÉ N° 286 (GeorSe> LION, Nownéa, Nouvelle-Calédonie) 
Soien. H et r deux points diamétnllemenl opposés sur une hyperbole 

equila"re (m.Soi. (1') une parabole de foyer F et dont la directrice pass. par 
H. Soi. A un point de ('l-iî d ' ou l'on peu. mener deux tangentes il ('P). 
distinctes, non perpendiculaires et recoupant ('Jofj respectivement en deux 
poinlS B et C, dislincl5 de A. Montrer que (BC) est tangeOle à (1'). 

SOI L'TIONS 

ÉNONCÉ N" 267 (Roger CUCUUi':RE. 94-Marne la Vallée) 
Soill une fonction cafH't"_U de classe CI sur un inlcrvaJle ] =- [a.b) (avec 

a < b), SQil g une fonction de classe Cl sur J = [a.b], telle que R(a) = j(a) . 

g(b) = j(b) et 1/ • e la,bl g(x) ~Jix). 

8, Il, -tPHll /1 ... 
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Dénumtrer que f ~I + j'(tf dt :s; f ~1+ g'(I)' dl et que r égali té o'esl 

vérillée que si les deux fonctions sont égale> pour tout x E [a»[. 

SOLUTION de B. HÉRON, 91-0rsoy 

Il est intuitif que le grnphe d'une fonction convexe f E C'la.h l fi un. 
longueur striclement mfé rieure à celui de loute fonction g E C'[a,hl distincte 
def qu i vérifie 8(0) =f(a ), g(b) =JO»~ elf :S; g sur (a.bl, On va le démontrer. 

La fOnc tion (indéfiniment dérivable) rI! : I H fI + /' tst ,trictement 
convexe c;ur R car l/J' st suiCleme-nl croiS"ianle (on (1 4P'(t) ::::. t (1 + ,2,-1 /2 el 
~N(t) = ( 1 + ,, ).;Il > 0), Il ,'enSUtl4Ue 
(1) Vs E R, V tER, oCt) <! 1'(,') + (/ - s) \fI'(.,), 
celte inégal ité. étant ::-.u'icœ ~l f ~ s (ceci exprime que la t..1ngemc au graphe dt.": 
(Ô au point (s,</J(s» est ,iluée en dessous du graphe cr n'a que ce point en 
commun aveç lu.i) . 

En parti culier, on a 

(2\ V.\ E [a,b] , ~rl+-g-'(-X)-' <! ~I + ('Cd + [g'(x)- j'(x»)(Ô'U 'ft»~, 
d'où 

(3) 1:~I + g'(x)' <1.\ ;;, f ~ I + j'(X)'dH f [g'( \) --('Cxl](Ô'U'(X»lÙ' . 

Les deux membres de l' inégali lé (2) étant des fonctions continues de _\. on a 
l' égal ité dans (3) seulement si (2) est une éga lité pour tOUl , E [a.hl, 
c ' cSl-~-dirc, compte lenu de (1 ), si les fonctions!, et l sont égales sur [n,/Jf. 
Mai, alors les fonc ti ons! et ~ son l égale, puisquef(a) =glu). 

Ain~, la proprié té annoncée sera étabUe si on justifie que 

(4) f[g'(X )-l'(.t )WtJ'(X»dx;;,O . 

Or, tIJ elf étant convexes, \fi ' etf' ,on l croi"antes ain si que !/J' 0 f' . Si f est de 
d a."e C' , "lor> \fi' 0 f' est de classe ct ot (4) découle d 'une simple intégra tion 

ur partie; puisque 

I [g{x) - fC<)19'(J '(x»]".= 0 
,

f [Ifx) - b>(X)]W 0 11'(x) dx ~ O. 

Si f n'cst que de classe C', Illo", 9' 0 f' est seulement Ctoissanlc (Ct 
continue), mais ccla , uffi t pour appliquer le second ~léorème de la moyenne 

--./ t 



• • 

Icf, Amaudiè,·Fray.se, Analys . Chap , VII. § 7) : il indique qu 'il exis le 
çE [a,bJ lei que

I: (g'(x) - J'( T)]I,l'(f'(x)l <lx 

= t/J '(f '(a»f'(g' - [,l( \)d, +!P'U'(bllj [g' - j'J(x)flT. 
a f 

Comme 8(0) =f(al ell/(b) =I(b), on obuenl : 

s: (,.;'(.t) - ['(x)] <!J'(f'(x» d, = U(ç) - g(ç))(<P'(f'(b)) - <!J'(['(a))) , 

d'où (4) pUlsquef ~ g el 4"e <!J ' Q f' eSI croissante, Finalem,"l, on a donc 

fb~I + g'( , )'dx:? fb~ l + ['(,id, 

pour toute fonction 8 e Clla.bJ lelle que gla) =/(0). glhl =/(b) et li SfslIr 
[a,bl . avec égalité seulemn11 polir g =l , 

AUl'RF.s SOLUTIONS 
Marie · Luurc CHAILLOUT (95-Sarccllc~). René MANZONI (76-lc H3"r~) . 

MllIgucrile PONel-IAUX (59-Lille), ct tine wluljol1 l11complète. 

ÉNONCÉ 268 (François Lü JACOMO, 7S · Pari,) 

Sou ABC Url ltiangle, 0 le centre de soll cercle circonscrit. Le cercle 
inscrit dans ABC, de centre I. touche les cÔtés IBC]. ICA], [AB] en D. E. F 
respectivement. Soit K l'orlhocenLre du triangle DEF. MoDtrer que O. l, K 
,ont nlignés, 

SOLUTION 
C'est la divet'Sité des '-Olulions pos~iblc,s qui m'u encouragé à p<hcr cc problème. 

pas Ires original pUt~u ' Lln le tn)UV[!, pantÎl~ll, dans I..LJ l{iUlllélrit! du rn,mg/fI de: 
Lale.<;co IÉd. J. G~bi1y. 1987). p. 20, dans Ul ghmtt:ln~ dtllrümgle d"Y\'orme et René 
SORruS, p. R6. S3JJ'Ç pouier de l'énoncé 133 de 1.\ pr6é.nlC ruhrique qui S'CI' rapproche. 
El les trenle solutions p.roposécs par 26 lecteurs de troÎs conlincn, .. (Michel 
BATAlLl.E, 76-Rouen, J3<4ue, BOROWCZYK. 37-Tour,. G .."oo BOUEZ. 75­
Puri,. Jncque, BOUTELOuP. 76-Rl>uen. Marie-Laure CHAll.LOlfl', 95-S.".-.1I0<. 
Jucque< DAUTREVAUX, 06-St André, Hwor Df.AMBROSl. \10nlOVldeO 

Uruguay, Phlhppe DELEHJ\M, 97-Ou.ngani (""'yolle), Edg.ud DELPLANCHE, 95­
Cre.leil. ChrisllRe FENOGLlO, 69-Lyon. Jl1cqueli FORT, 86-Polljers, Aluin 
LARROC'HF... 06-Nlce. Jean-Yv~li LE CADRE. Sb-Vanne:-., René MANZON1 , 76-Le 
Hrlvre, Ann~Uc MOLARD. 67-Stmshourg, J. N. MOUUGNEAU. 39-1...005 le Saunier. 
Charle; NOTARl. JI-Montaut. Maunee rERROT. 7S-Paris, M"'lluente 

PONCHAUX. 59-Lille. G. PRIGENT. 93-[)ugll)'. Anne-Mane RAUCH. 67­

l, r ' JU \1 If.,. ' 4. · " '~ 1 )' 

soc; 
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SLrasbourg, Raymond RA YNAUD. IJ.t.- Dlgne. RENEVIER . .... Pierre R..B."'iFER. 67­
O~I""' Jlld. M;art i J1~ SALMON, 92-Rtlei l M3lmilison, ct Isabelle VO LTAiRE. 77-Pouju ) 
ne m'ont l':lS déçu. Je pl"!-sènlerai donc cinq métbodes b'lI'Y,elJ1.feS., Dombre~ 

complexe...;:, inversioll , produ it .scalaire el homothétie, plus des compléments. 

Plus de 20% des solulions uLilisen t le calcul lrigonométrique pour 
prouver, moyenoant quelques variantes, que les coordonnées 
barycenlrique.Ci de.'\ tro is po i nl~ ne son t pas indépendantes. De faÜ, comme 

(B) r(1+ co. B)
BD ~ ID ·cot - ~ . , les coordonnée., bnrycenuiqucs de D sonl, 

25mB 

11 proportionnalité près : (O,sin B ·(I+cosC),sinC·(I+cosB). Cl de même 
pour E et F. Or dans les trois cas, la somme de ces coordonnées es t Ja meme : 

sin A +sin B + sine , On en dédui, que le ccotre de gra"i ,é du uiaoglc DEF a 
pour coordonnées barycentriques : 

(sin A . (2 + cos B + cosC), sin B· (2 ,-cos C + cos A),sinC · (2 -, cos A + cos 6 ) 

, - - l , _ ,= (2 1 cos A ,' cosB + cosC)· (Slll A, srn B..1Il C) - - (s IIl 2A,stIl26, stIl2C 
2 , 

Il "pporticn , donc il la droite (01) 
pu isq ue 0 et 1 ont pour coordonnées 

respecl ives (, in2A.sin 26.sin 2C; cl 

(sin A, sin B,sin C) )- Pu i' que la droi'e 
d"Eu ler du triangle DEF passe aussi 
par l , la droite (01) est cette droile 
d'Euler et contielll donc J'orthocentre 
K. n pe tit eHorl supplémt:Dl3ire 
permet trai t de calcule r le rapp o rt 
IKIIO. plu",eu" lecteurs l' ont fait. 

Jac4ues Borowczyk et Gaslon Bouez proposent chacun deux soluùons 
do nl une IJli lisantles nombres complexes. D3ns un plan complexe centre en 

1 où D, E, F Onl pour affixes d, <, f , de module i (d ~ ~ , ".) , une paral lèle à 

-- __ ctela droi te (ID) • pour équation, 
z z 

et une perpendiculaire, 
d d 

• 2 
--=- + =- ~ cIe , Donc (BC) a pour équ ation: ---=-- + z= - . de même pour (CA) 
d d d' d 

RIO 
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2[d Ue 2e( 
et (AB), on en déduit l'affixe de B ' [ + d , de C : h ·· dC A: ('d+ • e+ 

donc de, milieux de BC; [d +~ , etc. ., l'équation d,,-, médiatrices ct 
[+d d +e 

Ue[
finalement J'affix" de 0 : ---="----.(d +e+ f). On vérifie ans

Ce nU+tI)(d+e) 

Ue[
difficulté que Ce+ [K(+d){d+e) est égal ù son conjugué, donc réel, ce 

qui achève la démonst,Jûon vu que d+e+[ est l'affixe de K (le centre de 
gravité de DEF est au ticrs de [I K]). 

Mais même !o. Î les méthodes calculalOlres. souvenl plu~ sOres (encore 
qu'on puisse sc perdre dans un calcul), ne doivent pas être écanées trop vite 
(pou r l'énoncé 5 de, Olympiades lnt"ruation.le.' de ceue année, peu de gens 
ont Lrouvé une démonst:ration vraiment géométrique). le!!. 5QJUlion~ 

géométriqu,,-' SOnt généralcmetll plus élégantes, À commenccr, pour ceux qui 
s'en ~ouvien[lenl. par l'iplwion, qui a offen à G~ton Boue7..... Anneuc 
Molard et Raymond Raynnud la dérnonsu'ation suivante : si J'on nomme D', 
E' ct P' les milieux de EF, FD, DE respec tivement. le triangle BFD étant 
i,ocèle, DE' e" la hauteur du triangle rectangle BOl, donc lE' · lB =ID' =". 
Dès lors, l' inversion de pôle 1 et de puissance r' transforme A, B. C en 
respecti"ement D', E' , p, et le cercle (C) circonscrit à ABC en le cercle 
d'Euler (p.S'ant par les milieux des côté,) du triangle DEF : le centre de ce 
cercle (milieu de [LKll, le centre 0 de (C) et le pôle d ',oversion 1 sont donc 
alignés : K appartient bien à (01). 

Celte fllélhode permet même de recalculer la distance d - 01. La droite 
(01) recoupe (C) en Pet Q te ls que : lP ~ R+d, lQ ~ R-d, Leurs inverse' P' 

ct Q' vérifient : 1P' =~ et IQ' =~. Or P' et Q' sont sur le «rcle 
R + d R-d 

d'Euler de DEF, de rayon :.., ct il s sont diamétralement opposés sur cC 
2 

, 2 

cercle, donc: _ r _+_r_;;;;:r. ce qui entraîne: d~ ::::. R2 - 2Rr. On en 
R+d R-d 

déduit même le mppon IKIIO. 

Mais si J'on connaÎl la distance 0 1, on peUl aussi utiliser une méthode pas 
vraiment géométrique. mais pas lrOp calculatolre quand même : le produit 

~ ~ 

scalaire. lK = ID + lE + LF . Or en projetant orthogonalement 0 sur (10), on 

~I J 
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voit aistmcnt que : rD· 10 - r(,. - RcosA). Par aiUe"IS, dans le quadrilatère 

IEAF, l'angle ill vaut lt-A, donc lE·JF ~-r1cos li sumt donc de 
saVOlrquellJ : 

cos A +cos B +cosC = 1 + ~c.. 
R 

pour prouver que I K'= "'( I- ~} iK·iO ~r(2r-R) -IK · IO, vu que 

JO: = R' - 2Rr. Rappelon> que c'." par un pén ibk ca lcu l de distance, 
qu'Euler a démontré l'alignemem qu i porte son nom. Et l'on a une lois de 

r
plu, (ma i, ceUe fois -ci, je vai, au bout du calcul) l K= -IO, plu,

R 

précisément: R · LK +r · 10= 0, 

Cela élUn! , la 

Illé th ode 1a pl u, __-----::?'if.r-=::::::::::::--=;~Î lB utili,ée, pa, plus de 
60<. des lec teun.. e't le 
l 'homothétie. Un 
peu plus de la moi lié 
d'encre eux lO"1 
intervenjr It.:s c:cnLrc.S 

lA' lB et le des 
cercle,: ex j n~crlls 

(rA)' (r.), <r'c 
A IA , BI. et Cie 
p3ssen t toutes trois 
par [ et son l 
pt:' rpend icu l aires 
respectivement à 
lslc' IclA' IAla : ce 
sont les lrois 
hauteurs du triangle 
J,,)ol • . clont 1 c!'!o. l l' orthocentre Cl 0 le C'cnlre du cercle d'Eu ler (pas!imnt par 

( 1) On pcllt le relrouvcr gnkc à 1ft fommle rrè!<o générale : pour loui ( u , ~ ,. ,,) 

sin(1I +1'+ H')= ,In II+Stn 1+lln ".-4Sin( \.: .. },in( ...~ U }Sin(": v J. 
lirJi · trr \ /J1(I:.I'" -l:;O - ,... . 'r' / . j)'r''It, j' I, I!J'lN 



Ics pieds A, n, C des hauteurs), donc (01) 1" drolle d'Euler. Or (EF) es t lui 
au si perpeodicuhure à (Al) (vu que AEF est Isocèle), donc parallèle il (l. le), 
tout comme (FD) à ('cIA) et (DE) à (lAI.) : les deux triangles IAIJlle e t DEF 
som homothéliques (ou lranslaLés, pour répondre à une objec.ion soulevée 
dans l'énoncé 233. bulletin 40 1 p. 952, ici cela n'a aucune importance ). En 
défini tI ve . le s droites d' Euler de ces tria ngles sont pnrall èl es. donc 
confondues car toutes deux contiennent l, centre du cercle (n circooscrit à 
DEF ct onhoccDlre de JAI.I(" 

Dans l'homothéue de cemre 1(onbocentre de IAIB1e1 ct de r.pport 	~ qui , 
2 

nu cercle t i rcon~ril à 'Alfl le. associe son cerc le d'Euler (C) (circonscrit à 
ABC). k s images A' , B' , C' de lA' la' le sOnt les milieux de 1lA' n •. Il e t le, 
milieu x dc~ arcs BC. CA , AB (car ils appi..lftÎenoe nt aux h i s~ectrice~ ùes 
angle s insc rits), On po uvai t établir d irecteme nt, sans uti liser IA IBlc' 
l' homot hétie de A'B'C' avec D EF, ou même l' homothétie du tri .ngle 
onJuque de DEF " 'cc ABC, triangle oMbique de [ATllle (cf énoncé 233), 

Mrus je préfère conclure pur les ditTérenl' compléments que j'ai reçus, li 
est clair. cenains l'ont précisé. que si Je triaIlg.le ABC est équjlatérJ.l. tous c~s 
points 0 , 1, K, el.e . .. sont confondLL'. Edgard Del planche rappelle qu ' il exlste 
une infinité de triangles ayanl même ce rcle inscrit cr) et même cercle 
circonscrit (Cl que ABC. Les triangles formé, pur les point> de comuct il (r) 
ad mellcnl lou~ K pou r orthocentre c'es t le seu l point tel que 

R , IK +r, IO =O, 
G. Prigeflt générnlise ce ré.sulLat aux cercles exinscrits : praliquemcnl LOUS 

les résultats valable, pour le cercie inscrit (Il se généraLisent, moyennant le, 
chang~111enls dL! sjgnes néces:-iaires. aux cerc lc~ exinscrits ( rA)' (rIl)' (rc)' 
PhilIppe Deleha/ll at~re notre attention sur l'rure du triangle DEF. On a : 

aire de DEF aire de ABC r 


nirede ABC .ir. del ,IRle 2R 


relation intéressante compte tenu que le, triangle' I, BC, AlBC, ABle sont 

touS lrois semblables à I .... IB1C. En outre. cela prouve que : 

.lre de DEF 	 aire de ABC 
--~--~~----~~~ ? --~--~~----~~~ aire du cercle circônscrita DEF l.l.lre du t::ercle circonscri t il ABC. 

etl'intgaIité est stri cte dès lors que ABC n'c,t pas équilatéral. On en déduit 
que le triangle de plus grande aire inscri t dum uo cercie donné e>l éqUIlatéral , 
DE étant« plus proche. du triangle équilatéral que ABC. 

Je garde pau r la fio l' idée partic ulièrement intéressante de Jacques 
Bouteloup, de faire in tervenir les points de Gergonne J et de Nagel N du 
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triangle ABC. Appelons DA' B. et Fc jO!. points de contact de (rAI, (r . ), (r el 
avec (BCI, (CAl, (AB) respectivement : N est par défini tion l' in ter;ecLion de 
(ADA) ' (BE.), (CFcl, e t J, de (A D), (BE), (CF). Or non seulement les 
isogonaux de e t J sont les centres des homothétie.ç (pOsitive Cl négative) 
transformant (C) en (l), ce 'I Ut prouve qu'ils appanienllem li (01) et sont 
conjugués harmoniques par mppon à 0 et 1 (cf 3vis de recherche 77, bulle tin 
4 13, p, 779), mrus en OUlre, l'orthocentre K du triangle DEF appartient il la 
droite (JN). 

Jacques Bouteloup démontre géométriquement ces deux ré~ullnts : 
appelons (AA) la seconde tangeme commune (autre que (BC») à (1) et (f A)' T 
et TA ses points de contact avec les deu, cere les. La symétrie par rapport il 1. 
bissect rice (AI) transforme, c ' est bien connu , (AH) en (AO) , e t (BC) , 
perpendiculaire il (Ali), en (AA)' perpendiculaire à (AD) donc parJ llè le il 1. 
tangente en A iL (C). Donc du .. l'une de., homothéties transformant (C) ell 
(1) (il es t bOIl de voir que c'est l'homotllét ie de rapport négatif), Test 
l'image de A (puisque les tangentes en T li (1) ct cn A 11 (C) sont parallèles) , 
c t le centre de cette homothétie est sur (AT), isogonsle de (AD). Pour la 
même r.ùson, il ""t sur l' isogonalc de (B E), sur l' isogonale de (CF), c'es t 
dO lle l'isogonal de J, point de Gergonne de ABC. De manière analogue, 
l'homothétie de rappOrt positif tr8J1SrOnl1am (C) en \r h ) tI'!lillforme A en TA' 

SO Il centre dl donc ~U I' ATA. el si je la compose avec J'homothéti e pos itive, 
de centre A, tmnsfonn.nt (fA) "n (n, Je prouve que l'homotl1étie pOsitive 
tralL'olorrDwu (C) en (r)" elle au>si son centre sur ATA, isogon.le de ADA' 
ainsi que. par le même raisonn ement. sur l'isogomdc de BEIi el sur 
l'isogonalc de Cr.", c'es t donc l'isogonal de N, 

Quant il l'alignement de. notre onhocenlre K avec 1 cL N ~ je me; comemerai 
d 'un ca lcu l de barycentres . Avec les no tat ion s tradil lonnellcs, les 
coordonnées barycentriques de N et J sont respectivement (p - a,p-b,p-r) el 

(rA,rWrC). Or comme r+rA =2R(cosB+cosC) , ce ll es de K pellven t 
,'écrire (a (r+"A),b (r+rB),c (r+rcJI = P (rA,rB,re) - r (p - a,p-b,,' - c), 

d ' où l'alignemeOl et on a même plus : 4R · JK +r · JN = 0 ; il reste ù jusLifier 
géomé lriquemenl e ré!oiu ltat étonnant, je confie ce soin à nos émiocms 
ICC lCUn" 

RlIllt'tlll -1P\fFPII 4l'l \'('I,.mlr-r-Ilr-f,."r/," IWi 
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