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Lemniscatomie. 

ou comment découper 


une lemniscate en parties égales, 

à la règle et au compose! ) 


Jean-Pierre Friedelmeyer 

Resumé. Le problème de la dn p.Îon de la lemniscate est un heu inso lite, mais 
conerel c t bll"U téglqU C: . pour pénélter par la pente pOr'le dans quelques-unes des 
th~ri~5 m"uquanlcs du XI.x!: !!iiècle. ct par là ,J'en saisir rorigine : 
• ccII d~ l résolution des équations algébrique!i comm moteur de rémergenc\;: du 
conc:ept de grO\lpe, 
• celle des fonc tions ell iptiques au centre de " élabof"iuion des fonctions de: voriab le 
complexe, 
• celle des inl-::gr4'c~ abéllcnnes. 

C'e..... l un be l exemple fIOur voir fonc tionner ln lia ison de plus en plus étroite au 
X1Xc siècle entre les domaines de l'ana lyse, de ~ 'algèbre, de ID geumétrle Cl même de 
l · nrlthmétiqu~ . 

Nous nous ba!)crons pri ncipa lement sur le lex te d'Abel Rf!che,",:hes .ru,. leS 
fon rJiolls dUpliques ( 1826) que nous aVOT15 adapt.ë, c l no~ npprwdrons il dIViser la 

Jemniscate à I.a regle el au compas: en 2, 3. S et 17 panies éguJts., 

1. Introduction. 

Dans ses Recht!rdres clrithméliques. section vn, Jn lÎ tulée Des équatÎom 
qui tlétem linf!1Il1es secliofu circulairet2', Gauss fa it la remarque que .. 

« les prbrclpe.s de la rhêon'e que IfQJLf tmtrepre/Jons d 'exposer ... 'f!lt'ndem 
bœ/l plu,.. loin que nou.s ne le faison.s voir ici .. Ils p erwl!lll ell effet S 'oppliqllt:" 
non situ/cillent cmx !om..'lùnu circulaires, mais (1U.s~- ; avec aulurJI de succès à 
beaucoup d'autres fo nction,fi transcendantes, par e.:-:emple il ce"e~' qrJi 

( II Publié Wlf! prcmiere fois dans L"Ouven. revue ùe la regiolU\lc de l'APMEI1 d'Alsace, 
nO 92, sep t. 1998. Le découpage en 5 cl 17 parties égales n'esl pas reprodull ici. 
(21 Voir L 'Ouverl. nO 46 ct 47, mars ct j Uil1 1987, 

JI Il \/' ,n', ~_ .. , 1 

7S7 



I. d.t 

diopend(!n t de l 'intégra le U ) ,m 

Cene remorque n 'échappe pas à Abel qui dans se~ Recherl'hes sur le."'­
{buc,ions d ilpliques annonce : 
« eTlfre Qulrc.'\ Ihéorème.\' je suis p an'l'nu à cehl j~ci 0" pt!~lt d,viser fa 
circonJén'nce E'nfÙ!re de la lemniscate en m paf'lies égales var Iq l'i:gl</ el Je 
compcJ.f seuh !l i m f.\1 de /(/ f orme: 2" 011 2'h l, ce tlern;f/I" rromhre ètanl ('II 

même temps premrer, nu bicn jj III es' un prodw f de plr I8IeU,.~ nomhres lie ces 
deu.!: lormes. Ce Ihénrème V.l t, ('omme 011 le l 'oit! precisément le m~ml! que 
ce/ll i de Al. Gauss. re/ufh'eUlent au cercle »)04, 

Dao s J' arlic lc qUI ~ Ui l . nous nous p roposons de déga ger le"! Idee'" 
princi pa les d 'Abel pour réaliser ce lt e {( Ic mnisc1I toffill! ») , de façon 
suffisamment élémentaire pour ne pas avoir ft mettre en place l'immense 
arsenal de Jn. theonc des fonctions ell iptiques. NQUS nOus appuierons sur le 
texte d'A bcl ci t~ cj -dessu~. principa lement les paragtaphcs 1 à V e t le 
parngraphc VJlI , mais li mités. et adaptés Il cc qui conc·erne la lem niscate. 
Cette adaptation nous obligera que lquefoi'\ il fa irt! appel à d'a utr~-s auteurs 
lo rsque les méthodes développées par Abc! sonl trop compliquées ou 
genéralcs. Les textes utili sés seront précisés au moment opponun. 

2. La lemniscate 

La lemniscate se rencontre pour la prel11i~re fois dans un art icle célêbre 
des Acta ~nh.i1tonmJ de septembre 1694(" . sous le denomination de «( cuna 

quatuOt llimCllsionum qua' hac aequtJtimw ê'fprimitur À.'l: + .rr == (j~xx - n t 
lj lJ.ueque cir<'rmJ a.l.C' GG [2aj C01l!,llItlUjùrmam re/at iacenli~ nO/ae (J('{OlwrÎi 

00 -"eli ('umpliâloi! ;11 Ilodmn rtJ,'iCW~, .fll'e lemni.u ·i, d'un lIoeml de ruban 
Gallis ». [du grec ÀTlllVIOI(OÇ qu i SIg nifie bandelolle o u rubanl . Nous 
renvoyons au livre de Loria : Spezit'llt! ebl'/ie algebrm.'il:he /ùrrw.:ntM, dont 
ces mfonnations sont ext ra ites, pour une élude délai lléc des p roprie tés 

{l ) C F Gau ..:'!, Rt'cherL!lf';\' untlulII..Iriques, trJ)duiles par A. C. M. Poull!!! Dcli'ih..'. Pllrl~ 
18(17. 

('" N. H. Ab!,!!. R(l(·h i.'uhe.\· l llr l es Jo"ction,'f dliprùJuE'.\ , p. 314 . Voir aUlois i hl 

cUrrespllJ1dancc d 'Abel citee dan'l le numéro 92 de 1. ·Om-err. dao," l' ar1icle L '//J's'aire 

dr;.\· mothi!ntatilJue.<; por CQrrespondonnt , 


tS) JuCQb l Bernoulh. Con.stro,-·r;o r u(\t(Jtc: aUf!s.\-US Cl reC(:.lStu ' Jequafu/ü , ()P~ 
rt'cl,jicarirulls (UfL'af' Cft;U'fJum algehruicae. addcnla nupr!ra~ .wlunonrs mensis 
J flfflj . 

(6) O. LOfllJ, Sp~idJe algi!braisc/J e und tranJct'n tenU! ebt'fle AUn't''', Theurie rmd 

GcSC}uchll!. Leipzig. Tcubnerp. 199. 



geométnqucs de celte courbe . Nous nOUS limüerons Ici il cel les qui 
concemcnI direc tement sa dIvision en fi parties égales. . à la règle el au 
campa:; , 

La lemniscate es i donc lu courbe d ' équation cartésienne : 

( 
x -:' -1 };)1 ~ )/__y 2 

ou d'équat ion pohure ,.1 "'- cos 28. que l'on peut 
l:galemcn l" paramelrcr, en PQsanl x 2 + ,1,2 = l ~ . x 2 - y 2 :::: I~ , donc 

A 

\-' ::/ - --rH. 2 pour r e L-I;+l]. 

Le fait es<>enuel qui nous intéresse ici est que la longueur.\ d'un arc OM 

s=J-~ 
tel que le segment 0\11 mesure,. est donnée par ur,comme le 

1 " tird, = ,/d,- +tll~ ~ r-=== 
montre le calcul de ·..JI _ 14 . 

Pour bl~n mettre en place "unalogie e'(istant cnlrc la ~( cycJolomie }) et 13 
(( IcmmscalOJnie n. el pour prendre la mc:,ure exacte de;::s mé(hode~ et des 
articulallons liées li ce problème. il peut être utile de faire un détour afin de 
montrer comment on peul définir les fonctions circulUJ~ el leurs propriêtés 

1 dl 

principales umquemcnI il partir de l'intégrale () ~. Remarquons en 
cffel que l'';qllotion pol"". du cerc le de d.antelTe [OA]. 10 onglne. A de 

coordonnées (0;1» e.t r = cos fi. el la longueur s d'un orc OM tel que OM 

mesure r est donnec par cene intégmle. 
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3. Définition purement analytique des fonctions circulaires 
,.. cll 

l ' intégrale a = dé fi nit " ne fonction rée lle cont inue de la lP 

vunable réelle x, impaire. stnctemcnt croissante, de [- 1;+1 ] sur 

!: = J dl 

en. posant par dél1nition 2 n-r,; . 
Il e.:d ste dom.: une fonc tIOn réclproqut! cont inue, impa ire! , slnctenlenL 

croisSLlnte que nous appellerons sinus, dëfinic par l'équivaltmce : 

1 dl 

x==s inu<:;;)a= oP' 

pour rx E x E [-1 :+1). De rneme On peut définir "ne foncuonr- %;+~l, 
cosinus conLJnue. strictement dëcroissantc, par t'èquivalcncè: 

f ,JI 

)' =cos fl~ (J= ! P 
p<)urfJ E [G;It] etyE [- 1;+ 1] ­

J dl 

Le changement de variable u=~ dan!) l 'integm.le Cl; n ~I_''1 
1 

f~ 
/~ ~1_1I'1

donm: a = ; autrement d it : si x = sin ~ alors 

~I _ .tl =COS(l'= ~1-Sin2a . 
D'où la re lation cos1u ..,... .!l1l1~a: = J pemlettant de prolonger la définilion de 
sm ae' de cos !XiI l'mte,,,.lle [-1I:+1t1_ 

La fonction SinUS est dérivable l:n lanl que r~ci proque d 'une fonc lion 

1 

dénvable, à dérivée non nulle -~ pour Ixl* 1 ; donc 

(sil) al' = ~ 1 _sj n1 a = cos 1:1, 

Ru/k/lllAI'''IF' . 4_ ,\o"".h, ·/>értrnh'r IV',IY 
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relat ion que nous pouvons 'tendre il l' intervalle ferme [-% ; + ~l puis li 
[-1t;+1t). Oc même, on démontre que (C<l' a)' = - SIll a. 

Il reste à mettre en place les fOl:mules d'addition, c'est-à-dire les fonnules 
sin(a ± Pl = sin a cos Il ± sin Il cas ex. 

Un moyen simple consiste à effectuer le développement en série d. Taylor de 
sin(a+ /JI sous 1. rOml. 

... Il"
sin(a+ P) = L ~,ina)(" 

II_{I n! 
où (sin a)I') désigne 1. dé ri vée II' de sin a par rapport à a. On a : 
(sin aJ2.orl -= (- I r SUI a et (sin a)l!lr+II:::: (-1)" cos a pour 10UI entier naturel fl . 

De sorte: que sm(a + {J) :::: sin a · V I + cos a · V1" où VI et V]. sont des 
fonctions de {3 seul. én dénvanl celle relation par rappon â ~ puis en faisan t 
a = 0, on trouve bien V , = cos f3 el V! :::: sm {J. Malheureusemen t cette 
mcthode s 'appl ique difficilement il d'autres cas tels que les fonctions 
èlliptiques, par exemple. C'est pourquoi nou!; donnons également une autre 
démonslrJ.tlOn. que nous pourrons adapleT plus racdemenl. 

Si nous posons li = sin ().., \' = sin {J. r =o;;in y. il rau. détermIner la fonc tion 
"(rI, v) telle que : 

1 dt + J dt = J dt

oP oM oP, 
ce qui équivaut à il + fi = y. Considéralu là aussi Cl comme variable et f3 
comme conSUUle. on a : 

du cru 
lia = cos lX, da2 == - si n Cl, 

dr dr i}.,· 
da ~ d'Y = cos X. da'" ..., -sin ï. 

de sone que : 

~[r!!:!.. - It~]
da da da = sin y . (-sin a) -sin a · (-sin)') = O. 

du dr 
r- -rl -

Donc da dCL = sin y . cos IX -sin CL . cos y est conStan~ égal â k. 

Avec a= 0, on trouve k=sin fJ: d'où la relation : 
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1 
SHI {J=sin(y - a) = SUl ycos a-sin acos y ~v=~-1I~1- r t 

pLIlS 

sinla + PI = ,in Il! cos PT son fJ cos Il! ~,. = /ID+ ,'~ I-II' . 

II 

En appliquant ces l'onnules a'cc P= ,. l'OUS ""uvons étendre de proche 
cn prochl! la définition des fonctions 5iU1US el cosmus à ren~cmble des réels. 
et mettre en ~vidence Ja période 21t pour chacune d'clics. 

Nous sommes maintenanl en mesure de comprendre la dcmarchc d' Abel 
pOlir dt!finir la fonct ion ell iptique utilisée pour la division de la lemniscate. 

4. Fonction ~jnus lemniscatique(7) 

Î dl 

SOli s 1. fonclLoll : x H s(x) = 0M don""nt la longueur de J'arc 
(jJ 

~ 

OM sur la lemniscate, pour une diSUlncc OM =- x donnée. Posons s( 1) ;; 2 
(longueur du quarl de lemmscate : st J) J.31 ). Celle ronchon est conllnue. ;;5 

-~;+ CrJ lfimpaire, stnC:lèmcnt croissa.n le de [-1 ,+ 1] sur 2 2 '. ce qui pernlct de 
définir 1a foncllon réciproque cp continue, impaire, striclemc.nr crolssanlc, de 

r- ~; + ~l sur l-I ; ~I). En rcmarqual1l que le t'hangemcnl fOm1elll = -il 
i.- .fJ clr = J idu 

dans li P li J,- Jl4 donne la J'elolion S(Lf) = i s(xl, Ahel définit If' 

- lliJ ; + 'aIl,')
également sur r 2 ~ en posani rp (u) i '1'(.<) el introduil pal' 

P} Temlc ullhs~ par Gauss dan~ de~ papiers qU'II a l oj!\'ié~ à sa morl U<lus<': 
Nachl"Ci', Werkc III, r. 40.J Nous n'utili5ellll1:i !laS ce terme dan~ la :SUltC. 

(R) C·~.s t ~a·d ir(! k~ nombres jmaginaires purs tie la tonne Îe OÛ x app.ltllf'1l1 [l 

[- ~;+ ~l 
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ai lleurs les fonclIons j e t F définies pa r 1(,\ J =~I-q,z(s) et 

F(s 1: ~ I + rp' (,l, Le prtnc tpal problème ,,, t alors de mettre en place le. 
formules d'addit ion : 

rp(a + (JI = rp(alj({J)F(~) + rp(fJ){(a)f(Cl) up+,,·w 
1+ Ip-<a)rp'( fJ) l l ,,2 , ,2 ( 1 ) 

où 1/ = ~,,) et v = «I(fJ), 

I(Cl+ (J) = RP-I:~w 
1+ 1('''' 

5. Démonstrationt'» 

dl. [1 1 
--=-211!Ê!..=w 

On" "a ;drr- ,De même, si r = «I('y) uvec r = a + {J 

~=0 d'r =_2,.3 
ct en cônsidérarn f3 comme fixé. da , d!:" ; donc 

d (dll tir ) (,,)da r da - r, da :;: 2nl r - fi 

e l 

Dc ~one que 

(9) Mêlhod~ propo~~e par Darboux: in Annolex scienf~fiques dt' l 'Êcoll! IJ nrmQ/~ 
supénf!ure, t. JV. p. 85, Pans J867, Cf A. Fnncper. Empllsclre Fmrcrleme/r, Thccme 
uml ('i!SCh,Chlf? p. I ~O . 

H Il ,:mA.PMFP -1" ' v, ",~v.I!l!lbrr ''m 
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OU encore 

En conséquence 

dl/ dr ( ,,) 
r da - Il da ~ k 1+ r" ,," 

où kest une constante, ce qui s'écrit également : 

<pCa + (3)",'(a) - ",(a)<p'(a + (3) 
k 

1+ ",' (al""( a + f.ll 
Prenons a; 0 ; a lors ", '(a) = 1, ce qui donne k ~ qi./J) , Finolcmem : 

rjhj - uÇi 
v ~ --'-'--'---::'7'-­

2 2l + u r
cl par permutation ct I,;hangcnlent de signe : 

1+ ri,} 
Les éga lité s pour f( a+{3) el l'(a+f3) s'en déduiron t à pa rtir de leurs 
définitions, 

Ces relntions perme tt ent de dêflnir la fonctIOn fI' sur le carré 

[-~ ;+~L f_ i~ . + i~tar 
MI 'f3 !ID+i"jhj
't' \ a+l ) - 2: ' 


1 - Il v· (2) 


avec 1/ = /fi. a) ; /fi.if.l) ~ i ""Pl = i.·, sauf pour "" = " J, D'autre part, on a 
égaJementj(i{3) = F({3) e t F(i{3) =j(fJ). 

6. Un peu d'histoire: le grand théorème d'Abel 

L3 fomlU le d'addition (J) a êlé découvene, lUI peu par tâtonnement., par 
Euler en 1752 et généralisée un peu plus lard s OU lllH:: forme que nous 
pouvons écrire: 



j'II +r dl =f ,1/ 
oJPW n1P(;) [) JP;;)' 

pour un polynôme PU) = A + BI' 4 Cr , avec 

_ ..lM+)'~P(X)
r - A . , . 

A-CT-'" 
Celle fonnu le d'add'Iion .era le poinl de départ d'une des plu, fécondes 

f héori~s !nÎliée pa r Abel qui a tenlé de lraiter le cas plus génêral des 
intégrales que r on appelle aujourd'hui j",égrales abélielflfes dans lln grand 
mémoire compose en 1826 pour être soumis à r Académie des Sciences de 
Pans. Il y énonce un théorème qui généralise le résultat d'Euler CI ,dessus : 

« Si ",m a plusieurs JOllc/iollS dom leç dériw?cs peUl"enl être racines 
d 'une méme équation tJ/gébrique dont les coefficients sont des jàucfian.'i 
rallonne/fes d'une mème variable. on peUl toujours e.r:primer la somme d 'rm 
nombre quelconque de semblables [onctions por u/Je fÙIlCliOtl algébrique et 
logarfthmique, pmu....' lt qll 'on établisse entre les l'ariables ties four/ions en 
(jUe.slum tin errtaùl nombre de relatÎons algébriques. » 

Abe! aVil il beaucoup nùsé sur ce mémOire intitule : Alemoire su,. une 
propr;élé gêné.rale d'une das...e très étendue de l0tlrtions trallscendames . 
dont il parle â plus ieurs reprises dans ses lettn!s(lU~ : « J'ai achevé un grand 
mémoire .'iUr une ('l!rlOÙJe dasse de IOIJCIIOlls ,ra/lsc.e,ulantes pour le 
presemer à 1'/fJ.rlitw da aura lieu lundi. Je "ai mun/ré a COlltlt.V ; mais 
c: '~t ii peine .f 'il a l'oulu y jeter Jes yeux. l!."t j 'ose dire SlJns me \'GlIfer tjLJ ',1 
est bUll" Je suis cllrleu:r: d 'entendre le jugement dê l '}ns"wl. » L'Institut a\rait 
d6iigné Cauchy ct Legendre comme .illges~ el Je premier égalément C·Ol1lJT1C 

rapporteur, mais apparemment le mémoire a été mjs de côté e l oublié! On 
Jmaginc Abel attendant la réponse de rlnsl itut à un ouvrage qu'il Jugeait 
t:'xcellenl d'abord avec patience cl confiance, sachant bien que son mémoIre 
nécess.itait un trava il impot1ant de lecture c l d'appropria tion; pUIS avec une 
anxiété croissante lorsqU' II dut qwlter Paris sans avoir aucune nouvelle, après 
Noël 1826. En fuit Abel mourra le 6 ovni 1829 sans avoir reçu de répon,e. 
Jacobi qualifiera ce théorème de « peur-eIYi! la piriS imporlante décoll1'erte dl! 
ce qll '0 lail dlWS les malhèmllflques Il! siècle dans lequel nOliS \;VDnS ). 
Quant il Legendre, il l'appe llera « mmrumenlum aere pèremlillS ». li ne ~era 
pllblié qu'en 1&4 11"'. 

~ 10) VOtI "mide Hlstoir~ des marhemalil)ues par corr!!sp(md(lm::~ dans le numéro 
92 de ,'Oll\'er1 
( II) Houzel Ch., FOI/Clil)/I.f ,'"lplique> e/ in/egra/es abélienn,'". in Abrég-'; d'histoire 
des mathél11311QUcs. lli . p. 74. 
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7. Périodes 

-~'-~J .((1]) 1·((1]) 0 
Comme 2 :2 , la fonction cpn'estpasdéfi ni~ pouruv =- ±I , 

± liJ (I±i)
c't'st-à·dtn: pour 1. . Par contre, on obtient 

{(l+~)- ::::: ~{-(l+~) 

par les relations (1) . Ce qui dOnne: q>( liJ + al = <pI-a) ~ - <pla) cl 
tp(2(1] + a) ~ tp(a). 

La fonction fi' ainsi pro longée au moyen dt!:s relations (L) est pênodiquc 
de période 2(1]. On mel de même en évidence la péflode imagUlaire 2iliJ et, 
plus généralement, les penodcs 2(mlù + iJ/l1J), (m,n) e Z'. L' outi l principal de 
la division de la lemniscat esl mainlenant en place. 

8. Bissection d'un arc de lemniscate 

{ .,) 

a--fJ- -s .. ~ u ~ -7 
Soient 2 , -) ; alors par les ,'dauons (1) el en posant 

x ~ )'~f - z~F-{ ,) (s) (s)
2, 2, 2 , nousavons : 

' 2 •1fis) = 1 - 2x' - ..' } «) ~ .:....:.+.=_"'x_---.:<_ 
41+ 1 1+x .. 

, F(..)-I 1- fis),- ~ --:;-'--'---,­
D ' ù l'on tire /(.1 ) +) I+F(s) et comme y ' ~ 1 - .. ' el 

=2 = 1 +.\..2, onanussi : 

1 F(s) + ft»~ 1 F(s)+ {(sI 
)' = 1+ 1'(,) el: ~ 1+ l(s ) 

(1] 

En particulier pour S ~ , . le quart de lemniscate est partagé en deux . 

Dans ce cas : fts) =0, F(s) =.fi, donc.f = ~Ii -l, Celle longueur est 
constructible il la règle et au compils. de la manière suivante : la lemniscate 

Irll' 'II PMI 1 1 4 \', l, l 'r 1( "1'.1'1 



c 

,,, 

D 
émnt mscri .e dans le carré cl 'axes de symétrie (BOA) ct (COD). tracer l '.fl' 

d cerc le de centre B et de rayon Be = ../2, qui coupe (OA) en E. La 
perpendiculai re en E il (OA) coupe le cerd e de diamètre [OA] en F. OF es! la 

longueur ,/../2 - 1 chercbée. (Rappelons que OA =1J. 
D'une manière plus générale, pour s fix.é. ,tarc moi ti~. d'origine a cst 

obtenu I!n constrUisant 

1-':':'-'--'-: 1 - f (5
)x = 

1+ F(. ) 

avec F(,): JI + "l(s) ct fIs ) = JI - q>' (s ) . 

9. Trisection d'une demi-lemniscate 

En appliquant (1) à Cl: 2-" e' {3 = s, on obtient : 

avec Il = 4'(s). Prenant 3, = fiJ, on obtient Il : 'f<s ) = ~~) comme mcrne de 
l 'équation 

Il' + 611' - 3 = O. (3 ) 

soi. u: ~2,f3 - 3 , constructible comme SUl1 ; le cercle de cento:: S dernyon 

If /1 Jil V'~fll' l , " , th- l 'N l'J'V'I 
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p c 
J 2~tj-1 

/ 

D 

SP - 2 coupe [BAlen G tel que AG = 2 - ,[3 ; 2,[3 - 3 = G1\ est 1. hauteur 
d'un triangle équilatéral de demi-base G, " est ators facile J e construire 

successivement tes longueurs or = ~2,[3 - 3 , puis 1/ _ ~2-fj - 3 - 0 1, 
Remarquo"s que tes huit ,ottilioos de l'equaHon (3) correspondent aux 

ID 
- (1+2m +2m) 

huit valeurs de 3 détermonées pa r les so luli ons de 
3,< = ID .. 2ID (m + IJI) avec ni ct n enliers, 0 ,,; 1/1 S 2, 0 ,,; n ,,; 2 ; le couple (J ,0) 

1 1 
corresPQndam à la ~olu lion u = 0 ëlun l laissé de côté . donc 
(m,11) ~ {(O, 1 ).(0,2),(0,0),( l ,1 ),( 1,2),(2,0),(2, 1 ),(2:2)) , 

J ID ' 

Nous laissons au lecteur le soin de calculer 1. 6 ) pour '8 division de la 
demi-lemniscate en six. 

Indfc:arion : 

ID
S ;:::.­

<=> 'l'(3s) = 1 avec 2 

<=> 1/(3 - 6,,' - u") - 1+ 6lf' - ],t' 
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