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Le carrousel de l'équerre 
Frédéric Vivien, Thierry Hamel & luc Sinègre 

lntroduction 

L a recherche qUi a cooduit à la rédacl ion de la broc hure Quelques 
problèmes obtenu.'! ell/oison! tourner WU! équerre, s'appuie sur des méthodcfi 
qui renvoient à la géomélrie, à l'algèbre et à la cinematique. L'article qui sui t 
presente quelques êtapes de ces di ffé renls itinéraires et aussi que lq ues 
croisements. 

Au depart 011 re trou v e deux exercices 
classiq\les, 

.. fat re tourner une équ erre au cen tre d 'u ne 
conique c t recherche r l'envelo pp e de 
l'hypoténuse, 

• envel opp er la conique par I ~équ cr re er 
rechercher le Ilcu du sommet de l'angle droi t 
(cerele ortboptique), 

lIon t la résolution ouvre plusieu.rs chemins : 

1° ) modi fier certaÎlles hypothèses (eu choisissant, par exemple, de ne plus 
privi légier le centre de la conique) pour obtenir les théorèmes les plus 
gêneraux possibles, 

2°) trouver des méthodes et des solutions qui ""scnt ressortit la dualité des 

sinmtions, 

3°) simplifier certaines .hypothèses pour constru ire une série d'exercices 

élémentaires_ 


L'étude de pl usieurs CJ(crcic:cs simp les montre le balancement entre les 
méthod~s puremen t géométriques, qui ~ortenL parfois des programmes 
(coni ques) , ct les méthodes purement ana lytiques SOUVOnl Inutilement 
compliquées ou encore obscures SI l'on omet tou te interpre l31ion . P:lr 
exemple, la paramêlrisation d'une corde d'un cercle ue,:i partir d'un point 
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n diffé rent du centre, selon un angle droit amène des calculs inutiles et ~s 
compliqués si l'on oublie l'analyse géométrique, La recherche préalable du 
li eu du mJlieu de l'hypoténuse pennel de rrouver une bonne paramétrisation 
de la corde. PlusÎeurs exercices abouussent en outre :l l'érude de courbes 
par.unétrées et li la no tion d'enveloppe. 

Dans un deuxieme temps. l'algébnsation du problème utilise des mOlriccs 
il coefficients complexes ct illustre la dualoté, Ces notions montrent, sur 
plus ieurs exemples, comment l'opposition gcométrique/ana lytlque st 

transforme en une opposihon géométrique/algébrique, 
On donne, pour finir , une mterprél8llol'l cinémaLiquc (quand elle est 

simple, c ' est-à-dire lorsque l'on peut faire roule r sans g lisser une base 
orthonormée sur la courbe à étudier) eu rappelant que cc problème a été 
étudié dès le dix-neuvième siècle par Chasles. 

L1 nous paraît enfin important, de rappeler, alors que toute trace de 
cinématique a disparu des programmes de Lycte, les rapports que cette 
branche entretient (depuis l 'Allliquité) avec la géométrie, Tous Jes bons 
pédagogues savent y revenir quand ils exposent les problèmes de lieu dt! 
pOinl..'" 

1. Exercices élémentaires 

a) Tange nle d. George Salmon" ) 

Soil (E) l 'ellipse de Celltre 0 el de paramètres a e t b, d'équation 

x~ + y1 = 1 dans un repère ortllOnonné (0,i.}) du plan. 
blal 

On mène par un point M exté rieur' 
l'ellipse, deux tangentes onhogonales qu i 
rencontrent (E) en M, et M" 00 appelle K, 
el K, les projections orthogonales de 0 sur 
ces tangentes. On cherche le Lieu des points 
M. 

,-­
On note IX et (J les angles (i,OK,) el 
,~ 

li,OK,) . L' idée de la démonstration repose sur le calcul de la d istance OM, 

par application du théorème de Pythagore dans le rectangle OK ,MK,. 

(1) Nous nouS sommes permis dOas.soçier d cette méthode le nom du grand géomèlTc 
car une partie de ccHe méthode figure dans les Conie ec//orrs. Mais c"est surtout IC I 

l'occas,on d'engager le lecteur j redécouvrir les traués de gétlmé'ries analytiques du 
professeur irlandais qui sont Ô la fOIS simples. gradués et passionnanLIi. 

685 

APMEP Bulletin vert n°424 -  Sept 1999



Toutefois, conune la proposiljon réciproque est assez délicate à présenter. 
nous colllmencerons par énoncer quelques équivalences simples, uciles pour 
la suite. 

Proposition 1 : Soit M,,(xo. ,,~) lin poinl de 1'c1hpse (E) . Un. drOllé D 
d 'équation nonnale.t cos l' + )' sin l' = p est langente à l'ell ipse (E) en Mo sj 

et seuJc.mcnl si pXo -= 0 1 coS y et P ll" = b sin y . 

En enè~ "ne équation de 1. tangente en Mu(xo, Yol eSI xx• •.nb ~ 1 el 18 
a' . Ii' 

proposition précédente ne fuit qUe! traduire la proportionnalité des coefficients 
de deux êquiluons tI'une même droite . 

Proposition 2 : Soit D une droite d'équatiun normale x cos y + y sin y 

= p, K la projeclion onhogonalc de 0 sur 0 el y = (i, OK) . La droite D est 
2 

tangenle.a l'ellipse (E) d'équat ion x + yl = 1 si el s~u l cl1lel)l si 
(1 2 h2 

1 
x liFn effet, SI D est langenle à (El en Mo(xo..1'0)' on " ~+ li' ~ 1 et, 

d'.pres la proposition précédenle, on a p ..o = al co, l' et P Yo = It'- ,in y . 
, ,

x" v;;: ''; b' - ,
L'équation ::IL + -::lI. ~ 1 enlmÎne alors _"_ 00...,,--,-"'( + S1~"''Y ~ l , c'est-à.dire 

a"l l:Jl p- P' 
l'égalité dé,irce. 

Réciproquement, si l'on suppose qUI! p 2 =01. cos2 y + bl. sjn2 ri on peut 
Introduire 10 point N(XW"N) tel que P ' N - a' cos y et p YN = h' .in r · 

") ") b2 · 2 ~ x 2 v2, 
L 'éga lité a~co:~y + Sl~ t = 1 entraîne ~,..L1i ~ 1 1 donc le point N 

p p- a- li' 
appartient ' (El. La réciproque de la proposItion 1 pennet alors de conclure : 
la droite D est la tangente en N à l'ellipse (E). 

Théorème: Le lieu des points qui regardent l'ellipse (E) d'un angle 
,,--,

dro it es t un cerc le de cen tre 0 e l de r"yon ia" + b" , appe lé "ercle 
or/hop/j'lue de l'ellipse, 
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Pour démontrer le sens direct, on remarque que , dans le rectangle 
OK IMI<., cl avec les nOlOlions introdulles nu débul du paragrnpht"'I, 

'0'02 ~ 2OM = K, + KI - PI +P2 

=- éc::os1cc. + b2sin2a + (iCOS1~ +h2sin1 f} ~ fi + bl 

puisque les angles Ct el /3 diflêrent d'un droit. 

Délllonstration de la réciproque: Soit M un point du cercle de cenlre 0 el 

Je rayon /,,' + b' . On peut mener par M (ext.rieur il lE)) ulle longenle D à 
l'ellipse. On appelle MI le point de concaCI el K I la projection de 0 sur D. On 
construit ensuite le reclangle OK1MKz et.. comme précédemment, l'on note a 

~ -----, .0+ --.. 

el il les angles (l, OK I ) et l i, OK,) Les angles Ct el· /3 diffèrenl donc encort.' 
ct ·un droi t. 

On a. par Pythagore, 

OK~ - MK; = OM'-OK; 

2 .., 2 ., ., . 2 


= a ~b--(G co'-o +b-sm Ct) 


= a'sm' P+,,'.05' p. 


La droile (MK,) esl donc langente à 

(E) d'après la réciproque de la proposition 
2. Ainsi loul Je cercle est décrit 

b) Méthode géométrique 

Les dèmonslrations gcomêtrlques dans les cas simples (par exemple JaIls 
le: cas du cercle onhoptique. ou celui où le sommet de l'équerre sc trouve aLJ 
centre de la conique) reposenl SUl de, proprlotés géolOétriques élémentaires 
(le symétrique d'un foyer par rapport aux tangente, ù 1. conIque décrit le 
cercle directeur relatif" l'autre foyer) ct des érudes de li gnes de niveaux . On 
retrouve ainsi aisément que la directrice de la parabole est le Heu dtou l'on 
peut mener deux langenles orthogonales . Ma is d.s que J'on prond des 
hypotbèscs un peu moins lortes, par exemple si l'équerre ne fai t plus '10· ou 
SI son sommet Ile coïncide plus avec le centre de la conique, les choses se 
compliquellt. Nous avons choisi de traiter ici le cas où un angle quelconque 
regarde une parabole pour illustrer ces prolongements . Les mêthodes qui 

(2) Si l' (.ln "tut éviter loute noUon sur les équ4til'ln't nonnal~ il faudra uliliser 

,~O . (\'l l M))= OK 1 - PI - ~rl co,, Il ~ b' 'in ' a 

ItK 7 
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lroilent le cas le plus gênera i de l'angle droil fonl appel à un éoncepl 
géomëtrique plus sophistiq ué. la polarité i[]verse. et sont les traductions 
géometnques de méthodes analytiques qui seronl vueS plus loin 

Ensemble d •• polots quI regardent une parabole avec un angle con. lanl 
non droit 

Par un poinl M, on a mené deux tangenles â la parabole de foye r f el de 
direct rice D. On "ppelle A el B les points d. conlacl, H, el HB leurs 

projections sur D, (MA, MBi = Ct, Ct ,. o[i] .La parallèle D, à la directrice 

menée par le sommet coupe ces tangentes en A1 et B I" 

Nous savons que les tangéntes \ ' H 
son l les médiatrices de rFIIAl et ' 
[Fil.] e! donc que, par proj"etioll 
ùu somme ! de la parabole , les 
points A , ct B, sont les pieds de 
ces médiatrices. Les points M, Al' 
B I' F sont cocycliques puisque les 
angles en A, el BI sont droits . On 

--! ---\ 

a done (FA"FB,l =Ct r,,1 · 
Le centre (rJ Ju cercie 

circonscril à MAIF n'appartient 
pas il la droile (A,B,). On appelle 
H la projection onhogonalc ùe III 

sur la droite (A,B, ) , 
La droite (wH ) esl uuc 

bissectrice de l'angle (wA"wB,) puisque le Lriangle <llA,B, est isocele. On a 
--i _____ ----+~ 

par eocyclicilé (IIlA"wB,) = 2Ct r2nJ cl donc (IIlA"CJlH) =Ct r"J. On a donc 
---t ~ ---+ --t 

wH ="'A, [cos(roA"", " ) 1 = roF [cos(roA"",H) [ 

Finalement (comme cos a., 0) 

1 
(ùF = --IIlB . 

1cosCt 1 

Le pOLat ru app"nient donc à l'hyperbole [ ' de foyer F de directrice (A, B,l 

1 
ct d 'cxcentricilê e= 1- --1 (e> 1).cos 0. 

6~8 
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Comme on oblJem M par une homothétie il de centre F et de rapport 2, le 
lieu des poin ls ]vi d'où l' on VOit la para.bole d'un angle a à rt près est 

l 'hyperbole "(1) de foyer F, de directrice h(D,) et d 'excentricité -1-1 ' 
1 COS 0. 

2. tilisation des coordonnées tangentielles (Corde~' vues du cemre ci'une 
ellipse) 

x l y1 
Considérons (E) l'ellipse d'équation a' + b ~ l , Soit (6) 1. droite 

' 
d'équation cartésienne ux + \ ~l' + HI = O. qui admel pour représentation 

paramêtrique : {" ::; VI .' E Ret À. ;;; -~ . Ainsi 
y~-ul-A l ' 

M e (6) n IE) <=> 1;:;:1-~, 
(1'1)- (ut +11.)' = 1 ,i b2 • 

= VI , 

y~ - 111- A, 

(1 2:C. + !:... +21 UI. - 1 = 0 (. ) ...l(' ') 
al bl /]2 

So,ent P et Q les poi nts de (E) de paramètres l , et t, so lutions de 

~' 2u),.
- - 1 

l'équation ('j, ED utili$""t " ' I, -., 
b

l' 
U l ' - +­
h' a' 

Qp ,OQ =O<,> "', ' VI, +(-lII,- ).)(-UI,- ).) ~O 

... (u' + v ) t, ' t, + ),.//(t, + 1,) + "K = 0 

(hv
' 

,t:-I) ),.u(_2;~)' ) , 
"'" +, + ),.-= 0 

fl2,,2 W y2 
- +- - +­
b' a' b' a' 

UIlI/('(lIt fi' \IfP,. -I1J 
68'1 
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~ --; ,( 1 1) 2 2OP · OQ=O",,", 	 -;:+ --:;- =u +v . 
h O'. 

On reconn.i l l'équation lang.mielle d'un p Q 
:----=,=.-~--

cercle de enlre 0 el de rayon ~= ~ l'''_~XJ -~ 1 . 

";o'+b' -(- t~~ 
"-

-
0 

) 
qui esl don .• l'ensemble recherché. 	 ------~ 

3, Utilis.tion de la p<>larité inverse (Ré.mlutloll du problème de l'équerre 
tournan/e dans l'elltp,Ir;e) 

On considère lIne fois pour louteS une eJupse (C), un point Q dans le plan 
de l'ellipse de ,orte que deux demi-droites orthogonales issues de n coupent 
(C) en deux pOIOt> A et B. Pour être pllLS precis ct plus simple, on prendra n 
il l',nlérieur de (C) el l'angle AnB dro,t cl direci (cf figure d·d•.<",ou,,·). On 
recherche inlassablcmcnll ' enveloppe des droites (AB). 

On va utiliser un cercle de centre O. noté (f). choisi dL sôrte qu'il SOÎI 

compris 10ul enlier il J'imérieur de (CY", cl lu polamé inverse par rapport il 
(ri'). Appelons (C) 1. courbe 
polaire inverse de (Cl : on sail 
qu'il s'agit d"une conique 
(c ' esl le résultal cenlral du 
développemenl algcbrique qui 
précède ce chapitTe) . Compte 
lenu du choIX de cr). on peuL 
même affimlcr que (C) est une 

Ilips. ; en effel . IOules les 
langenles à (Cl son! exléncures 
il (n, " b,en que (C) es l 
bornée par (fi· 

Les po)alféS (!DA) el Ul).) de A el de B 'Onl, par défiDlrioo, des tangentes 
il (e') : or, par construel,on, les droiles (:0A) el (!Du) ct SOnl orthogonales à 
(nA) ct (l'lB). 

(3) ecue rçstm:.tion a p()ur objectIf de simplifier III YillQn des choses. bite n'entame: 
en ricn la g~néraltté du raisonnement qui !.Ult. Plus lOin sera enldiè le cas où n eSl !-tur 
tCl , auquel en.... cene restncüan n'n plu'i de sen~_ 
(4) On ne preClsera pas, dans Id sUlle, syslémalJquemenl Il par rapporl j r Il 
puisqu'aucune: confuSion ne sera permise. 
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Donc, comme par ai lleurs (OAl .1. (OB), on fail ainsi apparaître un 
rectangle, disons nnKh. où on il noté a (resp b) l'inverse de. (resp B) par 
rapport li (Tl, el K l'imerscction des droiles (~A) el (~B) ' En tanl que lei , K 
e,1 le pôle de la droile (AB), de sorte que, si (AB) parcourt l'ensemble des 
tangentes de l'enYeloppe recherchée, disons (El, K parcourt, lu i, la polaire 
Inyerse de (E), disons (E'). 

Mais on sail que (~A) et (~.) son l dellx langcnle s il (C') 
perpendiculaires; donc, quand A (ct D) pareourrnl l 'ellipse (C), K parcourt le 
lieu des points d'intersection des tangenles perpendiculaires il l'ellipse (C'). 
Ce lieu (il s'agit précisément de (E'» est connu : il s'agil du cercle 
orthopliqlle de (C), 

On aboutit à la conclusion suivante : (E) est la polaire Învcrse du cerclé 
(E'l, c'est donc une coojquel51 1 Par SQuci du dèlail , on peut identifier la 
nature exacte de cette: conique en c:herchant ses points il l'infin i. P3r 
construc-uon. on vénfie oisemenl que il est à l'intérieur de l'ellipse (C') ; tI 

far/iori, f1 eSI à l'intérieur de son cercle orthoptique (E'). Par conséquent, 
aucune langente a (E') ne passe par 0 el aucun point de (E) ,,'est enyoyé li 
1''Ofini . (El est bien une .llip e! 

Il nOUS est permis d 'énoncer finalemenl : l'enveloppe des droiles (AB), 
dans le cas où 0 esl il l'intérieur (au sen' slrict) de l'ellipse (C), esl une 
ellipse. 

ReUlarque : Etude du cas où n est ....---­
s i tu~ slIr l'ellipse (C) . . (E') 

L. courbe (C') est alors un e 
parabole Cl rlon plus une conique à 
centre. En erret, pnmlÎ les tangentes à 
(C), il Y en " une ct une seule qui passe 
par 0 , il sayoir la tangenle en n 1 La 
polaire inyerse (C') a donc un potn l à 
l'infini et un seul, c'est donc bien une 
parabole. 

Le " cercle ortboptique » de (e') n' esl plus un cercle mais une drolle. 
exactement la directrict: de (C/)(bt ; (E'') est celle droite el sa poJoire inverse se 
réduil à Un pomt, sot! pôle! L'ensemble (E) se réduil il un poinl appelé pomt 
Û4! Frègœr, autrement dit les droites (AB) sont concourantes. 

(S) ." dont l'un des foyers esi n ! 
(6) Résultat él'mentaie< : la directncc d'une parabole est le lieu des points d'où l'on 
VOllla pa.rabo\e sous un angle droil. 
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4. Métbode algébrique comple.e 

a) La méthode 

Soi t (E) une conique ...ociee. dans Je plan project if. a la ",atrice 
symétrique 

H=[:: :: ~ J 

q /' r 

dans le repère centré en n. Une équerre de sommet Q rencontre la conique CD 

A et B ; l'on recherche l'enlle loppe de ln droite (AB). 
On écrit une équation rn + \) + w= J 

= 0 de Ja droite (AB) (II, ". w s<mL trois " 
ree l s) . L ' idcè con siste à traduire 
J' orthogon.lité des droites (nA) et A 
(ilB), par une relauon de conjugaison 
qu~ ron saura tmirer algébriquement, 
et ainsi de trouver une équa tio n 
tangentielle du lieu recherché. 

Si l'on dts,gne par 1 et J les poinL' cycliques et par Ô la droite (AB) on ft : 

(flA l.L (OB) .., [(flA),(ilBl,(iln,(ru)] = -J , 
(ilA).L (OB) <=> [(flA) n ô.(ilB) n Ô,(m) n Ô,(QI) n ] = - J, 

(nA).L lilB) <=> [A,B,(m) n ,..,(QI) n Ô] = - 1. 
Finalement les droites (nA) et (ilB) sont perpenrucuJuu:es si et seulement 

si les points D et D' intersections de Ô a,'ec (ni) et (ru) sont conjugués par 
"'pport li 1. conique. 

On écrit une équation de (fil) : r = lx et les coordonnées homogènes de 0 

(- .... - i'V. U + i,'). Si le vecteur U' (resp U' ) représente les coordonnées de D 
(re.p D') on 3 

U' = (K, + iK, l U ct U' = (KI - iK,) U. 
en uti lisant les matrices antisymétriques 

0 0 -lJ [0 0 ) 
KI = 0 0 0 e t K, = 0 0 - 1 .[

l 0 0 0 1 0 

La rclalioll gêométriqu e de l:onJugalson par rapport:1 (E) sc. LradUIl par 

'U' ·H·U'=O 
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ou encore par 
'U.'(K,-,K,)H,(K,+iK,} U =0, 

Lu partie antisymettiquc 'Kl'H 'KI - 'Kf l-l .K2 de la matrice n'a aucun etTet 
sur l'êquat ion qui ne dépend donc que de la partie symetrique fKl -H'K J 
+'K:!,H.K2­

On" donc trouvé l'équation longenliclle de la droite (AB) : 

'U.'K"H-K) .,. 'K"H-K,'U = 0, 
Celte ~qua ti on peut enCore être nOlée 'U q>(H)-U =: 0 en introduisallt 
l' application : 

<P: [:: ~ ~: ) H (~, ~ ~: ) 

q r r q r - p - q 

E empl •• 

Si la conique possède un ccn Lre, sommet de l'angle droi t, la .matrice H 
prend alors la fonne suivante : 

0 0 
Il' 

E 
H = 0 0

b' 

0 0 - 1 

(avec E E ( - 1.1)) et la m'lrice "'(H ) de l 'équatIOn tangenlielle d. 
l'enveloppe de (AB) eSi : 

1 0 o 

<I>(H) = 0 o 

o a 

On IrOuve dODC, dan, le cas d'uno ell ipse ou d 'une hyperbole ave<: Il < h, 
(' équation tangentielle d'un cercle et dans le Cil S d'wte hyperbole avec a > b, 
le vide_ 

8"U\,tftl IP_\tt.P n 4~-I 
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Si le sommet de l'angle droit est sur la conique, on a avec les mêmes 
notations : 

0 0 a 
0 a 

il' 

11 = 0 
E 

~ 
<I>(H) =0 0 ~ 

b' 

a rj 0 Il: P (~+ ~)
Q1 !J1 

1 E ,, )L 'cquation tangen'ielle est donc 2auw+2~ "w=l,+, w" ou 
,1" h" 

encore 2au + 1:~\ ' -- (J, + ~).\. ou W = O. c'est-à-dire celle du fa isceauP, 
rr h" 

de droites qui contienl le point de coordonnées hOnlogènes : 

S. Point de vue cinématique 

Les démonstrations les plus élégantes eonceman. ces problCmes relèvenl 
de la cinématique. En effé!~ avec peu de connaissances supplémentaires (il 
faut seulement savoir où se trouve le centre instantané de rotation), On allège 
considàablement les preuves. Nous avons réuss i il appliquer ces méUlodes 
qui expliqw.:nt d'ailleurs en partie les fomlUles trouvées au 3) dans la plupart 
des cas. Nous nous bornons lci à eplic iter la démonstratIOn de Chasles 
colleen.an. le cercle OMopt.que qUi brille par son élégance. 

a) Co urbe orthoptique de l 'e llip se .... 
\ ' 

, 
M 

•
(démOlIS/ra/jOlI de Chasles) 

On conSIdère la figure (déjà u 
rCDcon trée) (MP) el (MQ) sont deux 
tangellles perpendiculaires à l'ellipse (C). 

~ 

respec ti vement en P e. Q. Q\iE9On construit naturell ement un repère 
,~ ffi 

orthonorma l direct (M,IL v) de sorte que ~-=-~-

(7) Dan, le cas d'une hyperbole equ.lalère, Ioules ces droiles sonl parnllel", el le 
point re<:herché: e:)1 à: l'infini . 

lJullt'fln .11'.'01/:1'" .f~<I 
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; QM,=- el ~'= -- ct on envisage rétude du mouvement de ce repère dans
PM QM 

.... ~ 
1< repère lixe (O. j , j 

À Utl instnn{ t donné de ce mouvement, le centre instantané de rotulion ~e 
situe sur les normales à chacune des lr9jectoires de P, Q et M. Or, la: vitesse 
mstantanéc de P à lï nstantl c>t sur la tangente (PM)") (et respectivement la 
vitesse instantanée de Q est sur la tangente (MQ». On a donc les normales 
recherchéet; pour P et Q et, à l'intersection de ces nonna les, le centre 
instantanè de rotaI ion w. 

Compte lellU de l'hypothèse" (MP) et (MQ ) perpend,culaires l> , on 
oblienlun reclangle wPMQ. 

Vérifions que. comme la figure ci-dessus semble '·lndiqller. O. (il el ~t 
sont ahgnés. En ul,li ...", le mi lieu 1de [PQJ, 
- W, l, M sont alignés puisque Wl'MQ est un reclangle ' 
- 0, l, M sont ahgnés car (PQ) cst la polaire de M par rapport:\ (C). 
Plus précisément , on peut voi r cet alignement comme le résultat d'une 
perspective ou d'une affimté de la figure Circulaire ci-dessous : 

Dans cette figure le rectangle il disparu . .. , mais, 
evldemment, 0 , l, M sont alignès (lJ.ye de lymeb-ie de 
la figure) . Finalemenl, 0 el (JJ sont tou deux sur la 
droi te (1 Ml. Donc, 0 est toujours sur la droite (wM). 

Cela signi fic que 0 est conSlarnment sur la normale à 
1. trajectoire de M. On en déduit racllement que 1. 
trajectoire de M est un cercle de centre QlY) ! On 3 
retrouvé, pnr des voies., disons, dynamiques, le cercle 
orthoptique de J'ellIpse (C). 

bl Cas d'une conique dégém1rée 

Deux dro ites perpendiculatres (6) et (D) se coupent eo O. Q., UII poim du 
plan hors des deux droiles. est un sommet d'un triangle rectangle (équerre) 

tS) On Il intérêt li se meficr toul de même : Cil cff~r. on peUl voir P comme un pomt de 
, 

l'axe (M,u ) il distanCé fL:'(c de M. mais aussi comme un pomt de '·élhpsc le) ~e 
déplaçant avec j'a;-:c. en quesriofl . Cda dit.. dans les ueux cas, .sa vnc~~e instuntan~ 
est bien sur 1:1 tangente (MPl ! 

-dOM dOM'
(9) On \Oient efTectivemént de démontrer que OM -d-=O, d'Qù - - =0 , 

1 dl 
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nAB ,,·cc A sur (fi) et H sur (0 ). On fait « tourner J'équerre HAB» de sorte 
que A (resp. B) parcourt (fi) (resp. (D». On cherche (sempitemellement) 
['enveloppe de la droite (AB). 

~ . 

Considérons le repère (A,u. \.1) (0 

• -AB 
orthonormal direct de sorte que '1= AB B 

(cf figure) mobi le dans le repère fixe-~ ,(0, i ,j) . A parcourt (fi), donc, à tout 
1 / A , (fi) 

instant. le C .l . L 1 du mouvement de 
...... ...... ..... 

Cr\ , Il, v) dans (0, l, j) eS! sur la normale ii (fi) passant par A, 

Observons rar ailleurs que 0, A, Q el B sont 
sur le cercle (C) de diamètre [A Bl en consequence 

... _ ~----10 

de quoi les anglcs (II, Ml) et (OA,OU) SO/1t 

égaux" 1t prè> (ang les inscrits dans (C) 

iJ1terceptam le mème arc An ). Or (OA.on) '" a 
[2n:] où a esl une constante. On en deduit que la 

~ .. 
droite (AU) csl r,xe dans le repère (A, Il, v) ct que le c,i.r. 1esl sur la nom,a l. 
à (AU) e/1 n, 

B~ l n1 est ainsi Ù l'intersection de (nB) e t dc la 
perpendiculaire à ( fi) en A. Le point 1 nous permet 
de construire le poin t caractérisliq uc M de 
J'enveloppe de (AB ) à l' instant considéré, projeté o A 
orthogonal de 1sur (AB). 

Montrons alors que le point M décri t une ccrtJline 
parabole de foyer il. Pour cela, on peue considérer la 
simil Îlude cr de centre B qui envoie 1 sur M, Posoos 

~ -o(A) = H. cr est d 'angle -a ou -Cl + lt car (BA., BQ) 

~-
= (OA,OU) "a [ltl . 

M est sur le cercle de diamètre [AB) ca( {MB est 
rec tangle en M. Puisque 
1--> M, 

B --> B, 
A --> H, 

1l91l 

B 
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AHIl esl reclangle en M. On en d<'du.il (OA,O n ) ;0 -a [IT] (par le théorème 
des angles insçrits dans (C)). 

PUIsque a(A) = H, la dro ite (OA) a pour imase par (J une droi te passant 
par H <l faisant un angle de -a [rr] avec (DA) : il s'ag it précisêment de (OH) . 

On a ainsi obtenu : 
(J: (DA! ~ (OH), 

(lA) --> (Mill. 
(OA) 1. (lA) d ' après la construct ion de 1. Donc (011) 1. (M I !) : H est le 
projeté onhogona l de M sur (OH). 

Vérifions enJin que MH = MJl. Cela résulte du fa it que (BA) est « axe de 

symétrie» (par sa bissectrice) inténcure de (BQ,- -BH) el M esl sur IAB), Il el 
!l sur (C). 

Co[]clusion : 
- La drone (OH) est fixe puisque fa isant un angle (--a) avec (a) . 
- n est the par bypotllè,e. 
Mil = Mll avec H projeté onhogonnl de M sur (OH) = c5 signi ue que M esi 
SlIr la parabole de foyer n cl de directrice li 
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