
la beauté du calcul barycentrique 

vu par les éqUilibres 

Gildas Le Hir 

I..e barycentre G de la famille (A"u,1 (1 ,; i '; Il) s'écril ; . ~ ~I.a, GA, ~ 0 
I l 

(êvidemment uvee ln condition : (lI + ... + (in 7; 0) et donne la rèlatlon 
fondamenta le· pour loul pomt M, 

. - (" )---1
La/MA, ~ I.a, MG , 
1=1 /=[ . 

soit : 

faiM;:; + (-faiJ MG =O 
,.[ 1=1 

Celle relalion peut élrc réswné~ dans un toblenu (dit d 'équilibre) présente 
sous la fornu! : 

rl--': : -"'""'--1--'-1-- 1 ~-:""1I.----a-,"""'G- a-.-,'--'I-"~ 1 ~ ::~---""' 

fout tablenu dlltypr-:-e;-:----.--,_.-.,--r-_--.--,,--, 

I ~,II~ ~ :: 

ou les A, sont des points el les a, sont des réels tels que al + ... + a" = O. est 
alors appelé un tableau d'équilibre associé Il l'équation : 

~ -----+ ~ -+ 
pour tout pomt M , Ct ] MAI +01 MA;! + ... +a" ?vtAn =0 . 

JI peut être interprété sans problème, si les condltiolls sont remplies, SOIl' 

fomle barycentrique. Par exemp le, le t.bleau 

1 1 1 AJ 1 :4~I ~i -4 

Rlt/I. r/ll iP\{FP n 1~4 
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donne pOlir loul M, 
----+ ~ ---il -----, ----;, -1 

3MAJ - 2MA, + MA, +2MA, - 4 MAl = 0 

qui peUl s'écrire 
----+ --+ - ~ 

4MA, ~ 3MA 1 - 2MA, + MA] + 2M A, 

cl peut sc lm:, comple tenu de (4 ~ 3 - 2 + 1 + 2) : Al est le barycentre de 
(A , ,3), (A,,- 2), (A"I), (A.,2). 

Quelqu~, règl.~ .ur les tableaux d'équilibre 

· Tout pOInt appunllssan t avec le coefficient 0 peut èLrC supprimé sans 
cbanger l'équilibre. 
• Toute combinaison linéaire de tableaux d'èqu ihbre cst un tableau 
d ' équilibre. 
• Un lableau d' équilibre réduit à deux points .nèclés de coenieien l non nuls 
(opposés) indique que ces deux poinl..5 sont confondus. 

Équilibre d. trol, points: 

A B C 
a h c 

avec a + Il + c: :::: 0, Cl ct , b, t" tous. non nuls , pt::UI ~ltc U1lcrprété COnune A 
barycentre de (B,b) el rC,c) 011 biell B barycentre de (A,a) el (C,c ) ou bien C 
barycentTe de (A,a) el (B,h) . Il tradulIl 'ahgncmentde' trois points A, B CI C. 

EXercice 

SOli A BC un Iriangl. , D le 
barycentre de (A.J) (RI). E celu; 
de (B,2) (C,J) cl F celui de (A,-2) 
(C.I). MOlltrcr que D, E el F som 
alignés ct préciser les posIt IOns 
respectives. 

On écrit es trois équilibres correspondant aux données barycentriques 
(1) (2) (3) 

La combinaison linéaire 2 x (1) - (2) , J x (3) donoe le résultat attendu. 
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Tbéorème de M~n.lail. 

Soit ABC uo tr iangle, M, t\ el P trois poinl'i situes respectivement sur 
(AB ), (BC') , ct (CA) el distincts de A, B et C. Les points M, N et r sont 
oJignés si et seulement si : 

MB NC PA 
= x = x== 1 
MA NB PB 

Demonstration . 

Soi l M balj'centre de (A ,a) et (8, 1-0), N barycentre de (B,b) el (C, l-h), 
P barycentre de (C,c) CI (A,! .....·). Les réels a, b el c sonl supposes non nuls el 
t01lS distincts de l (sInon, on se positionne sur l'un des sommets du triangle 
ABC). 

On reut écrire les whJeaux d' éqU ilibre su ivants : 
(Il (2) (3) 

1~ 1 ~ I l ~ 1 1::-11 
Ar-:I~"""'I1""--::::-1Ir-::" I - c 

On élimine B avec Jes deux premiers tableaux en utiii sanL la combinaison 
h x (1) - (1 -0) x (2), on obllonlle tHbleau (4) : 

~ ab I~a 1 (1 a~l-b) 1 
On élimine alors A cn util isant la eombtoatson ab x (3) - ( I-c) x (4), on 

obtient 1. 13bleau (5) : 

M N P C 
II -db -{1-c)(I-a) abN{I--a)( 1-1»( I-c) 

Les trOIS poims M, N et P sont alignés si e l seulement si on peUl trouver 
un équilibr4.! sur ces trois point!!., donc, d)après ci-des.'rus~ sÎ t!t seulement.si : 

soi r : 
abc + (1-0)( I-b)( I -c) =0 

abc --1 
(1- a)( I - b)(l- c) 

Or nous avons : 
- -

aMA ,(1 -alMB = o. 
donc : 

MB a 

/vIA =-(1-0) · 

h57 
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El, de même 

et 

PA c 
-~ ---

PC (I  c) ' 

On a . Iors : 

MB=
MA 

NC PA 
x = x -=- -=

NB PC 

ahc 
( l - ll)(I  h)( I - c) 

Le résultat attendu esl ainsi obtenu. 

Équ ilibre de quatre points 

C o 
c d 

(a + b + <' + d = 0, cl Cl, b, c, d IOU5 non nuls) 
• Ce mblcau peul être inlerprété comme A barycentre de (B,b) (C,c) (D,dl ou 
bien (3 baryeelltTe de (A,a) (C,c) (D,dl ou biell .. 
• Il tmduit dans l'espace la coplanari té des qualre points . 
• De plus si, par exemple, Cl + h "0, alors en utilIsant le barycentre (paniel) G 
de (A,a) et (B,b), on oblient qu 'il CSI alors auss i baryceotre de (C ,c) cl (D.dl 
el donc Je poiot d ' intersection des droiles (AB) Ct (CD) est immédialemenl 
lIsible dans le tableau (ainsi que d 'autres intersections). 
• El. si Cl -! b = 0, alors c + d ~ 0 c t l ' on obtient que (AB) el (CD) sont 
parallèles 1 

Exercices 

1. Que représente l'équil ibre suivant ? 


1 ~ 1 ~ 1 ~ 1 ~ 1 


2 . Sail ABC un Iriangle, 0 le 
barycentre de (A)) d (11,1), E celui d. 
(13,2) cl (C.3) et F celui de (A,2) et (C, I) , 
Montrer que (AIo), (UF) et (CD) sonl 
concourantes ct précis er le po int de 
concourS G 'omme barycentre de AI B 

et C. 

\ 
\ , 

B 
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On écrit les trois équilibres correspondant aux données barycentriques. 

(1 ) (2) F(3.:..,):--r-,----,---;o;-, 

I~I ~ I ~I 1~1~ l il I~I ~IC 

La combinaison linéaire 2 x (1) - (2) donne le tableau suivant: 


1 ~ 1 ~ 1 ~ 1 ~ 1 


On définit alors G comme barycentre de (A,6) et (E,5) ; il est aussi 
barycentJ:e de (C,3) et (D,8) . G est donc l'inl.r,;ection de (AE) et (CD) ; il 
reste" vérifier que G est aussi sur (BF). 

On peul écrire le tableau obtenu par 1. combinaison linéaire (2) - 3 x (3) : 

1 ~ 1 ~ 1 ~ 1 ~ 1 

On obtient "10" que G est barycentre de (B.2) et (F,9) el les droites (AE), 
(BF) ct (CD) sonr donc concoumntes en G. 

On peut écnre el combin(!:r ensuile quelques équilibres pour obtenir un 
équilibre sur les quatre points A, B, C et qui pennet de hre que G est 
barycentre de (A,6), (B,2) et (C,3). 

l'héorème de Céva 

Soit ABC un triangle, M, N et P trois points situés respectivement sur 
(AB). (BC) et (CA) et d istincts de A, B et C. Les droites (CM). (AN) cl (BP) 
sont concourantes ou parnllèlcs si et seulemenl si : 

MB Ne PA 
=-x=-x -=- = - l 
MA NB PC 

DéIDQllSlüujoo 

En prenanl les mêmes notation$ el hypothèses que pour le théoreme de 

Ménélnüs ci.dessus : 
(3) 

C A 
I-b l-c 

On eliminc B avec les deu.x premierS tablealL'- en utilisant lH combinaison 
b x (1) - 1-0) x (2), on obtient le tableau (4) : 

1 : 1 ~ 1 1: 
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Si (lb + (1-0) .. 0, on peuL défrnir G comme barycentre de (A,ab) et 
(N ,l -a), maIs Il s t aussi barycenlre de (C,- (I - a)(J-b» et (M ,-h) . G 
app.nient à la droite (BP) si l 'on peuL oblenir un "quil ibre avec les lrois 
points G, B el P. 

On introduit le tableau (5) : 

1'::'_ +G"'a-ab--'Ir-::-b~-17N""a--':"':1

La comblD8Json Iineaore c(l-a) x (2) - (I-a)( l -b) x (3) + r x (5) pennet 
d ' êliminerN et C et d'obtenir l'équilibre : 

fi P G A 
bc(I-a) (l-a)(I - b) --c+ac abc -{J-a){1 b)( I- c)+abc 

On peut alors conclure que G appartient à (BP) si et seulement si : 
abc - (J - a)(l - b)(I-c) = 0 

L'interprétauon faite pour Je theorèmc de Méllélafls de cette relation 
donne le résultat attendu 

Si "b T (1 - al = 0, Jes droites (AN) et (CM) sont parallèles : Je cas de 
figure donné par le théorème de CéV3 sé transforOle en parallelisme des troIS 
deoites. Par la même déman::be, 011 • (CM) et (BP) p3r.llli:les si : ca (1 - c) 

=°Ces cgahtés pcuyelll être lues b= 1 - ~ Cl c= _ 1- . On obtient alors 
1- a 

Obc =ax(I-.!. )X(_1 )=-1 
li l-a 

et 

(t- a)(I-b)(I-C)=(I - a)x(.!.)x( __a ) =-1. 
a 1 - li 

Reciproquement, si l'on a : ab + (1 - a) = 0 et abc = (1 - a)(J - b)(1 - c), 
on obtient aJoJ"$ que nécessairement on a : ca + (1 - cl = 0, ce qui signifie que 
les droites (CM) CI (BI') sonl parnllèlcs. 

Le théorème de Céva eSlo;n<; établi . 

Un prolongement dans l'espac.e 

On considère un tétraèdre ABCD et quatre polDIS E, F, G et H définis 
par : E barycentre de (A,a) el (B,I-a), F barycentre de (B,b) et (CI - h), G 
barycentre de (C,c) cl (D,h.'), H barycentre de (D,ri) et (A,I - ri) , a, h, c ct d 
élanl des ..cds (OUS non nuls el dilTérenlS de l. 

Bulltlln JP.Ht.! ' n -11-1 

MO 
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Le but de la rccherch~ est de trouver une CNS SUI a, h, c e l d pour que : 
1) les quatre paillIs E, F, G el ri soient coplanaires . 
2) les quatre plans (ECD), (FDA), (GAB), e l (H BC) aient au moins Wl point 
commun. 

On écrit les qua tre équilibres cerrespond'DI aux dormées barycentriques, 
on cherche ensuile à obtenir LIn équilrbre avec les quatre points E, F, G Cl H, 
en éliminant successivement les points A, C et B. La condition néces$aire et 
suffisante pour obtenir la coplanarité des poillts E, F, G el Il s'obtient alors 
en annulant le coefficient du poinl reslanl (D drms la démarche proposée:) 
dans le dernier tahleau obtenu. On trouve que la CNS cherchée est: 

"bct/ - (1 - ,,)(1 - b)(l - e )(I - tI) = 0, 

l! e~ t alors clai r que. si la candilion A 

ci-dessus e st ren,plie e t si les droites ~ 
(EG) et (HF) sont secantes en K, ce \ \ 
point appartient am quarre plans de 18 1 \ \ H 
question 2 (vou ligure ci-contre pour E 1 \ \..- - 7"

-~S.::,,-=S-> D
m ieu. cerner cell e affirmation) 1 B",- .::::, - J /Ç t-l 
Réciproquement si les quarre plans ont "'" '- / v 

un point commun K . ce point esi sur .J....,.. 
l' inLersecllon de (ECD) el (GA S) F "~\ 1 G 
d ' une purt ct , ur cdle de ( l' DA) e t 
(I-lBC) d' autre part, soil sur (EG) el sur C 
(FH). Le, droi tes (EG) el (FH) é tant sécanles en K, les quatre points E, F, G 
et H sont coplM.ires et la CNS obtenue précédemment est enCore y. l. ble, 

L' équil ibre obtenu sur E, F, G et I l perme t de caraclériser le cas du 
para lléhSrne de (1:.0) et (FH) par la conduion supplémentaire : 

ch+ (I -lI)(I - b) = O. 

Un problème de lieu 

On co nsidère un paralle logramme A BCD. Un point M intêrieur à cc 
quadrilatère se proJeile en S sur (AD) et 
en Q . ur (BC) suivant la d irection (AB) 
et ell P s ur (AB) et en R sur (CD) ~. 
suivant 1. d irection (AD), Soit N le 
point d ' intersec tion (quand il e :-. i.ste !) 
des droites (SR) el (PO) . ~.~ 

Quel est le lieu de N lo~uc M sc 

balade dans le para ll élogramme ? 

HuHr!r in WMF-Pn ' ~: J 

Ml 
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Cc problcmc a été proposé lors d ' un stage TI il propos de l'utilisation du 
module Cabri-Géomètre de la TI 92 (avec d ' ailleurs l'hypothèse ABCD 
rectangle qui D'apporte rien au problême). L'étude du lieu faîle avec cc 
logiciel fait apparaitre un résultat troublant. .. 

L 'utili sation d 'équjjibres donne une réponse fort satisfaisante e l même 
pennet l'étude pour tout point M du plan! 

Vu la construct ion, on peut ntTinner ue M est entièrement dérennÎné par 
~~ 

donné e de P .t de S (repérage dans la ba,e (AB,AD) , c t que les 

coordonnées barycentriques de P dans (A,B ) sont les mêmes que celles de R 
dan, (D.CI. et celles de 0 dans (RC) sont les mémes que celles de S dans 
(A.D). 

Pour répondre a la question. on cherche un éqUIlibre eotre les quatre 
points p, 0, Ret S pour caract';riser et pouvoir condum. 

On peul donc écrire les éqUilibres suivants : 
(1) (2) (3) (4) 

I!l 1~ II ~I 1~ 1 ~ 11=1>1 I RI 1~ 11=01 r-::-'--:- ~l_ I I I ~ -'--:11~b 
00 61imine B dans les deux premiers tableaux pilr la comblOaison 

Il x (1) - (1 - a) x (2) : 

P A o 
- b ab 1-01 

(5) 
On élimIne D dans les deux aunes tab leaux paf la combinaison 

(1 - h) x (3) - a X (4) : 

R s fi 
-( 1- /1) a -ab1 (1-a~ I -b) 11 

(6) 

La combinaison (5) ~ (6) s'écrit alors : 


o s-j l~b) !h1 1 1-0 u 

SI 1 - a - b * 0, on peut affinner que le point N barycentre de (P,- hl el 
de IQ. I- Il) est le point d'intersection des droites (PO) et (SR) : N est aussi 
barycentre de (S.,,) el (R.b-I). 

On êcrit l'équ ilibre associé : 
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N p Q 
a+h-I - b l--a 

(7) 
La combinaison - b x (1) -1 ( 1 - a) x (2) + (7) peml.1 d'élim iner P et Q, 

mais aussi (par magie !) le poinl B : 

-~b 1 (I -a~l-h) l ".!I 


Donc 'J esl aligné avec A el C r 


St 1 - a - b = 0, les droites (PQ) el 
(SR) sont parallèle N esl nvoye à 
1'!Ofini_ On d Oll remarquer que, dans le 

~-
repère (AB,AD). l'equmioll 1 -- a - h - 0 

est ccllo de la droile (BD) et , si M esl sur 
celte droite (BD), on u par construc tion 
(PQ) el (SR) parallèles à (AC) ; on peul conclure que N esl envoyé à j'infini 
sur (t\C). 

On peUl ensuite érudier la posilion de N sur la droile (AC) : eJie eSI 
donnée par Jes signcsrcspcclifs de (- ab) et de rI - alt i - bl . 

Le dessin SUivant rcsumc ll!s 
résultats , les zones délimitées 
par les droile (AB), (BC), / 

(CD) , (DA) ct (BD) sont 

numèrotees : 

zone 1 appartient au 

segmenl [AC] 

Lonè 2 : N appanienl il la demi
droite d'origÎne A nI! cont~nant 
pase 

,""ne J : N appartient à la demi

droite d'origine C ne contenant pa.... 

Blblio~r.phie 

T. IIIln1cl , f . Lachaux, L. Si nègre Équilibre."! el barycenlre,fi associès. IREM de 
Rouen. 

T. Hamel, F. Lachaux, L. Smêgre. /::quiflbres el barycentres (·omple.m. lREM de 
Rouen.. 
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