
On n'a jamais fini de comprendre 
Marcel Dumont 

Préambule: Faute de comples-rendus critiques, fails evidemmcnl par 
des panicipams indépendanls des animaleurs, des deux ateliers mtitulés « Le 
(emps de rh'er" el ({ Le rêve de Syracuse }), je vais essnyer de condenser 
deux exemples personnels sous le même thème . sous-jacent aux deux. 
ateliers : ( Oh D'a jamais fini de comprendre») (attention : ( comprendn: )1 

ne signifie pas « êttc capable de faire )~, sinon un robot., bien programmé. 
donc c;npable de faire, « comprendrait ce qu 'i l tait », absurdité provisoire !). 
Comprendre. c'est e~scnlJe li emenl saisir les relations profondes entre 
hypothèses et conclusions eL. le contexte ouvert. Démontrer, c 'est établir un 
chemin dans le réseau complexe de loutes les relations, et ce chemi n peul être 
lonueux. très long el dissimuler Jes relations profondes en cmprunllifil des 
voies dêlounlées. La prernière atti tude peut aider la seconde~ mais C'CSl la 
diversIté des secondes qui peuL faue apparnître la première (faule de place, je 
laisse au lecteur la curiosité t la nêcessilé de sc faire ses propres dessins, 
indispensables si on veut sortir de ses habitudes). 

Premier exemple : relalion d'Euler-Descartes (oous allons du spatial au 
numérique). re lation bicu cOtlnue enlre les nombres de sommets. atèles et 
faces de tQut polyèdre homotope ri. la sphere. convexe ou non-convexe, 
çomme un cube (, él(Hlc » (six pyramides à bm;c carrée collees au \( six races 
du cube). 

Présentation habituelle de la fomlule : S - A + F ~ 2. 

Dc mu ltiples dém onstra ti ons SOIll proposées (cf., par exemple . 
~( Géometric )1 de Berger). La plupart ont cette particularité de ne rien faire 
comprendre, par exemple lorsqu1jl ya \IIÎlisulioD de récurrencl::s. 

Pourquoi cette relalion est-clle vraie pour un polyedre homOlope a la 
sphère el ne rest-elle pas lorsque le pôlyèdre esl homotope 0 un lore par 
exemple (chambre ô air) ? G.- Th . GU llbaud , dans u n de ses cou," 

mémorables, nous a donné une démonstration merveilleuse car elle fourn it 
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Wle réponse à cetle questioll" Malheureusement, e lle s·appuie sur des Dotions 
qui Qot disparu des programm~, faute d'avoir ëté concrétisées et. .. utilisées 
pratiquement : 
~ sur une sphère, tout sans· bord est un bord~ 
- SUT un tore. il eXiste des sans·boros qu.i ne bordenl rien, par exemple les 
cercles méridiens el parallèles qui ne partagenl pas la surfoce du lore cn deux 
sous-espaces. 

Voici , gro~so modo, l'essentiel de la demonstration : on prend J'ensemble 
dr:s sous-ensembles dt:: faces. idem pour les ateles ct pour Jes sommets; on a 
trois csp3ces vectorie ls sur k corps (0 , 1) e t , comme loi de groupt:: . la 
différence symêtrique . La fonctio n « a pour bord Il respecte l'()pération 
« difference symémque ») : c'est donc un morphisme entre deux espaces 
vectoriels consécutifs . 00 peut donc appliquer la relation aux dimensions 
entre espace! image~ noyau. On complete la suite des troiS espaces avec, en 
tête, l'espace vide: en queue, l'espace limité à un objet, le soLide lui-même. 
Dire que toui sans bord est un bord revient Il dire: que ln suite est exacte: le 
noyau d"un morphisme est l"image du morphisme précédent. On somme en 
altemam les quatre relatiolls au>: dimensions el on obtientl3 relation : 

1 - S +A - F + 1 = O. 

Je croyai.s. avoir compris la raison jusqu'au jour où j'ai ouvert le contexte 
aux hypercubes, hypertores. elC . En passant, j e souligne à nouveau que 
représenter un bypercube à quatre- dimensions par deux cubes concentriques) 
c 'est s ',nterdire toute géneralisat ion spatial!;:. car la quatrième direction esl 
représcnLéè par des diagonales concourantes . landis que construire 
l'hypercube ùo dlmenslOo 5, par exemple en translatanl un hypercube de 
dll1'iension 4, la cinquième direction Clanl la J treÇtion de translation pecruet 
des réailsallons materiellcs. On comprend mlCUX en dessinant un arbre 
e.'<:ponentie l en hast: 2. Achaque niveau dt: l'arbre. est aœroché un hypel'cuhc 
formé des deux hypercubes précédents re l iés par des arêles de translatioo. 
D'ou nouvdle généralisation co prenanl des arbres exponenliels en base 3, 4, 
5, elc., malS cette fois ce ne sont plus des arêtes de translation. mais des 
circuits de translations. d'où le mot hypenores. 

Bret~ que devient la relation « à pour bord )) '1 La nOliOn intuitive de 
( bùrd ~I au sens de sous-espace partageant cn deux l"espace, n'a évidemment 
plus de sens . On c"ange le sens du mot pourvu qu'en l'appliquanl aux 
espaces précédents, on retrouve les mêmes objets dêfinis par le premier sens : 
Je cube est bordé par J'ensemble de ses six faces, une face est bordèe par 

l'ensemble de ses qualrc arèles, elc. Autrement « vu », un hypercube de 
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dimension Il est bordé par l 'ensemble de tous ses sous.hypercubes de 
dimension n- l . On compte alors tous les sous-hypercubes contenus dans un 
hypercube donné, en ulilisant la lo i de construction ci·dessus et on obtient le 
lableau suivalll (avec les codes suivants : 1l(0) : point, H( I) : segment, H(2) : 
parallélogramme, H(3) : pavé. parallélépipede, « cube )J , He 4) : hypercube de 
~imens ion 4, 11 (5) : hypercube de dimeru;ion 5 , elc. el h(m,n) : nombre 
d'hypercubes de mmcnsioD" contenus dans un hypercube de dimension m : 

H(O) H( I) H(21 H(3) H(4) 11(5) 11(6) 
B(O) 1 0 0 0 0 0 0 
H(I) 2 0 0 0 0 0 
H(2) 4 4 1 0 0 0 0 
H(3) 8 12 6 1 0 0 0 
H(4) 16 32 24 8 1 0 0 
H(5) 32 80 0 40 1[) 1 0 

avec la récurrence : 

h(m,lI) ~ h(m- I ,n- I) 4 2 h(m- I ,II) 

évidente lorsque l'on con5lruÏl les hypercubes sur j'arb{c exponentiel par 
Ir.nsloli on le cube , par exemple. est obtenu par t ranslation d'un 
parallelogramme. chaque arête donne naissance à un parallélogramme de 
jonction . 

Curieusement on observe que la relalion d'Euler-Descartes est véri fiée 
[lOur chaque H. Exemple : 

H(4) : 1- 16+32 - 24+8-1 - 0. 

H(5): 1-32+80 - 80+40 - 10+ 1 =0, 


POURQUOI ? La nolion spatiale do bord nu .cllS de « partage en deux » ne 

sumt donc pas à expliquer pourquoI on a cetle relation. 

Mieux ou pi.re : en base 3, on construit l'arbre exponenliel (de cbaque 
nœud partent tro is branches) . A chaque niveau, on re lie les troÎs objets 
obtenus par des circuits trianguJaires. Exemple : au niveau 17 on il un triangle, 
au niveau 2, on a trois triangles re liés par trois tr iangles de sommets les 
points correspondants (imaginons un tore ayant trois lriangles pour cercles 
méridiens el trois autres triangles pour cercles parallèles) el ainsi de suile 
(d'où le lenn. d 'hypenore que Je choisis, faule de m,eux), Comptons alors 
tous les sous-hypertores contenus dans chaque hypertorc, avec un codage 
analogue : 
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T(O) T(I ) T(2) T(3) T(4) T(S) I:(T) L(T) alternée 
T(O) 1 0 0 0 0 0 1 1 
T( I) 3 1 0 0 0 0 4 2 
T(2) 9 6 1 0 0 0 16 4 
T(31 27 27 9 1 0 0 64 8 
T(4) 81 108 54 12 1 0 256 16 
T(5) 243 405 270 90 15 1024 32 

avec la relauon analogue : 

t(m,n) = t(m-I,n-I) + 3 l(m- I,JI). 

Jei, ElÙer-Descanes n 'est pas vérifiée, mais on observe que la somme des 
lemles est une puissance de 4 el que la somme alternee c-st une puissance de 
2. POURQUOI? 

Si 011 cOnlinue en base 4. sur J>arbre exponentiel. les quatre nouveaux 
« objets» issus d'un même objet sont reliés par des tétrdèdres de jonction (on 
pourmil les appeler des hyper-tétraèdres !). La rel.ùon permelwnt de compter 
el d'établir le tableau devient : 

q(m,n) =q(m-I ,n-I ) + 4 q(m- I ,n) . 

Ccue [ois les sommes de tennes sont des puissances de 5 et les sommes de 
(enlIes alternées sont des puissances de 3. 

En base 5, un « objet » de niveau n cSI constitué par 5 « objets ») de niveau 
Il-L rehés par des « pentaèdres» ou graphes complets à 5 sommets (on peu l. 
les construire matériellement., en soudant des tiges, mais il faut imaginer que, 

gcOmme dans l'univers, parodjanl Lavoisier : Rien n est Vide, Ritn n'est 
Plein, Tout se Trayers. : il suml de cbanger d'échelle - nous devons 
abandonner les idées fixes des quatre niveaux : poiot. ligne, surface, solide 
qui p~uveDt séparer de~ espaces). 

Ici, les som mes de t ermc ~ sont des puissances. de 6 el les sommt::S 
alternées sool des puissances de 4. POURQUOI '1 

A caus. de la loi de construction d'un lableau, il suffIt de remplacer 
ch aque Lermc: de niveau m pa.r les deux termes de niveau 111- 1 
cOrTC5pondanls pour constater que : la somme des lennes de niveau ni est 
egaIe il 1>+ 1 fois Ja somme cl.. tennes de niveau ",-1 (b étant lu ba...). ct 
que la somme alternée de ni veau m est égale Il 1>- 1 fo is la somme des 
termes de niveau rn- l , d'ou les puissaDces de b+1 pou.r les unes et les 
puissances de b- l pour les autres. 

Et lout devient clair : cn base 2, les sommCli sont des puissances de 2+1, 
c 'est-:\.{\ire 3 et les sommes alternées sont des puissances de 2-1, c'cst-à'{\ire 

}Jull.'lm .JP\/EP ft ~:!J 
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de 1. Ces dernières .sonl donc constantes. quel que soit le niveau . c'est-à-dire 
la dImension de l'hyporcube (cf. le tableau des hypercubes). 

Dans cette optique. il vaudrait mieux cUIre Euler-Descartes sous la 
forme: 

S - A + F - ) _ 1J (pour le pavé), 

S - A - 12 (pour le parallélogramme). 

pour H(4), on .urait l', eU; . 

Conclusion provisoire : la généralisation de 1. relat ion d ' Eu ier du cube à 
d'8ulrcs polyèdre entraîne une vision topologique, ln généralisation [JU>: 
hypercubes entraîne une vision combinatoire, donc nwnérique. Mais il nly Il 

pas de frontière entre les deux \'i~ions . Si on croit avoir tout compris. il suffi t 
de représenter les déoombremenls sur des réseaux à arêtes muhiples et 
multidimeltSionnels pour revenir a des problèmes spatiaux de structures de 
tableaux ct dt:: transferts dc ,stnu::tures. 

Le deuxième exemple « Suite hongroise, dite suite de Syracuse ») 
abordera ce genre de problèmes dans un procbalO papier. POUI sumuler Je 
lecteur, voici un :-Ipot publicitaire : 

« 10000 S offerts par l'Univ,r ilé de Syracuse il qui résoudra le problème 
suivant ; 

On part d'un nombre entier quelconque : 
- s'il est pair, on le dlvise par 2, 
- !il est impair~ 01) le triple et on ajoute t, 
- et on recommence avec le nombre obtenu. 

Toutes les expêriences tentées donn.nl d•• suites conduisant à 1. 
période 1,4,2, t, 4, 2, 1,4,2.... , etc. 

Démontrer soit que c'est vrni pour tout nombre de départ, soil que ce 
n'est pas vraj pour lout Il, soU que c'est iDd~montrable dans notre 
système babituel ». 

Cf. « Pour la Science ", Mai 9~ , article de Jean-Paul Delahay. (curiosité : 
n'importe qui peut chercher ce problème; les plus grands spécialistes n'ont 
encore rien trouvé. Ce qui prouve que nos théories les plus sophistiquées ne 
sont pas necessairemenl adaptées à tous les problèmes, même les plus 
simples "pparemmcDI : cbâteaux de cart.. bâtis sur le sable mouvant de 
1I0tre ignora.nce). 

Bon coumge (à ~uivre_ . ou plutôt à précéder il. 

Hull.. lin ,j fl"",P ft ' ~ ~" 
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