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Les probléemes de ’APMEP

Cette rubrique propose des problémes choisis pour 'originalité de leur caraclers :
esthétique. subtil, ingénicux voire réeréafif. dont la résolution nécessite initiatives,
démarche inventive, recherche, effort intellectuel.

Elle accuellle tous ceux gui aiment inventer, chercher de « beaux problémes »...
si possible trouver des solutions, et les invite & donper libre cours & leur imagination
créatrice. La rubrique s'efforce de rendre compte de la pluralité des méthodes
proposées par les lecteurs, des générzlisations des prabléemes. ..

Les auteurs sont priés de joindre les solutions aux propositions d'éuoncés.
Solutions et énoncés sont 4 envoyer i ’adresse suivante (réponse 4 des problémes
différents sur feuilles séparées 8. V.P., sans oublier votre nom sur chaque feuille) :

Frangois LO JACOMO,
42 quai de la Loire,
75019 Pans.

NOUVEAUX ENONCES

ENONCE 283 (d’aprés collogue Maths en Jeans, 29 mars 1999, collége

L’ Ardilliére de Nézant de 95-Saint-Brice & collége de 95-Montmorency)
Comment doit-on plier en deux un triangle pour que 'aire du polygone

(de 3 a 7 cOtés) résultant de ce pliage soit minimale ?

ENONCE 284 (Michel LAFOND, 21-Dijon)

Trouver un polyudéme P(x) a coefficients entiers n’ayant ancune racine
rationnelle et tel que pour tout entier #, il existe un entier m pour lequel P(m)
soit divistble par .

SOLUTIONS

ENONCE N° 264 (Gilbert GRIBONVAL, 91-Palaiseau)

Le quadrilatere ABCD est quelcongue. Chacun de ses cotés a été partagé
en trois parties égales. Certains disent que |'aire du quadrilatére ABCD est
neut fois celle du quadrilatére MINPQ). Et vous, gu’en pensez-vous ?

REPONSE
97% des lecteurs pensent que ¢’est vrai (sous certaines réserves).
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Cet énoncé n’est pas des plus originaux, et I'auteur en était conscient : on
le trouve, par exemple, dans Tangente n® 4, avril-mai 1988, p. 43-44. puisque
posé en finale des Olympiades de 1'lle de France le 16 avril 1988 ; puis dans
Quadrature 20, février-avril 1995, p. 33 (énoncé 58 de Frangois Rideau) .
également dans un ouvrage roumain cité par Miguel AMENGUAL COVAS
(Majorque, Espagne) | Geometria patrulaterului - teoreme si probleme,
Bucarest, 1998, p. 245-246.

Toutefois, a en lire les 34 autres solutions que j'ai regues, de Miguel
AMENGUAL-COVAS (Majorque, Espagne), Alain BESSON (74-St Julien
en Genevois), Guy BOUCHER (75-Pans), Mireille BOURNAUD (94-Vitry
s/Seine), Jacques BOUTELOUP (76-Rouen), Marie-Laure CHAILLOUT
(93-5Sarcelles), Jacques DAUTREVAUX (06-5t André), Daniel DAVIAUD
(17-Jonzac), Edgard DELPLANCHE (91-Creteil), Christine FENOGLIO
(69-Lyon), Gérard HECQUET (31-Aureville), Philippe JACQUEMIER (38-
Domene), A, LAOUINA & A, SEMGHOULI (Kenitra, Maroc), Jean-Yves
LE CADRE (56-Vannes). Jean LEFORT (68-Wintzenheim), Jean-Pierre
MANOLA (75-Paris), René MANZONI (76-Le Havre), Moubinool
OMARIEE (75-Paris), Jean PERENNEC (29-Quimper), Annie PERROT
(75-Parnis), Pascal PETER (33-La Riviere), Marguerite PONCHAUX (59-
Lille), Anne-Marie RAUCH (67-Strasbourg), Raymond RAYNAUD (04-
Digne), Pierre RENFER (67-Ostwald), Jean-Eric RICHARD (60-Précy
5/0ise), David RIGAUT (06-Nice), Olivier ROUSTANT (69-Lyon). Jean-
Christophe SALMON (74-Cluses). Sylvie TAZAMOUCHT (01-5t Germain
les Paroisses), M. VIDIANI (21-Fontaine lés Dijon), André VIRICEL (54-
Villers les Nancy), et deux solutions fausses... le probléeme n’a pas encore
perdu tout son intérét,

Citons, pour commencer, la
DEMONSTRATION d'Anne-Marie RAUCH

1) N = bar {(A,2),(B,4).(C.2),(D,1)} car le
barycentre de {(A,2),(B.4).(C.2),(D, 1)} est
aussi celul de {(F.6).(1.3)} ou de [(G,6),
(L.3)}, ¢’est done le point d'intersection des
droites (FI) ¢t (GL). De méme,

M = bar {(A4),(B.2),(C,1),(D.2)},
P=bar {(A,1), (B2),(CA)(D,2)},
Q= bar {(A,2),(B,)), (C.2), (D#4)}
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2) 1_\1-6 =(1/3) BD.
Par définition du barycentre,

NQ = (2NA + NB +2NC +4ND) /9
= (NB +4ND — (4NB + ND))/9
= (-3NE +3ND)/9=BD/3,
De méme, MF =(1/3) AC. .
3) L’aire d'un quadrilatére convexe ABCD est égale & ¢ ;l,-IIB_ﬁ A .-Ké".
A(ABCD)=A(ABC) +A(ADC)

~ 2| B4 B+ 5| DA A B

_L
=

(58 5]

car les vecteurs ( BA A BC) et (DA A DC) ont méme direction, mais sont de
sens contraires. Or

fﬁf\ B_(:.J“{DTA.ABG}=“§E.+§K]A(§B+ ﬁj)—tm‘r\ ﬁ)

=(BD A DC)+ (DA A BD)=BD A(DC-DA)=BD A AC.

De méme, A (MNPQ) = %|| N_Q' A I\TP‘"

4) L'aire du quadrilatere ABCD est donc bien neuf fois celle de MNPQ,
car ¢

s e —o\ 1 —_ l —_— —
NQ A MP =[% BDJA(; AC) =5 (BDAAC).
Mais & cette démonstration, il convient d’ajouter quelques

REMARQUES

L idée de départ est énoncée ainsi par Daniel DAVIAUD © « les “trianes”
d’un quadrilatére se coupent en leurs tiers ». Plusieurs démonstrations ont é1¢
proposees, outre celle ci-dessus par les barycentres. Certams lecteurs ont
utilisé le parallélogramme de Varignoo : « les milieux des cotes d un
quadrilatére convexe sont les sommets d'un parallélogramme dont 1'aire est
la moiti¢ de celle dn quadrilatére ». Raymond RAYNAUD rappelle que si
deux points e et ; parcourent [AB] et [DC] en décrivant des divisions
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semblables, tout point partageant (e,/) dans un rapport constant se déplace sur
une droite.
Une fois franchie cette premiére étape. I"aire s’obtient de différentes

manieres ¢ parmi les plus géomeétriques, citons D
Jean-Yves LE CADRE qui signale que si. i K

dans un quadrilatére convexe (par exemple,
figure 2, AFPK), I'on relie un point intérieur
quelconque (et notamment, mais pas g
seulement, |"isobarycentre M) aux quatre
milieux des cOtés, la somme des aires de deux  F
quadriiatéres non consécutifs (AEML et
MNPQ) amnsi obtenus est la moitié de 'awre B c H o
du guadrilatére initial. On en déduit que les

aires ! a4 + ¢ =2b (car g = (1/4) aire(AFK)), b+ d=2¢c,donc b+ ec=a +d=
(1/9) aire(ABCD). Plus généralement, plugieurs lecteurs montrent que les
aires des quadrilatéres d'une méme ligne ou d’une méme colonne sont en
progression arithmeétique : Philippe JACQUEMIER va jusqu’a prolonger le
quadrillage & I"infini !

Si beaucoup de démonstrations se servent des produits vectoriels pour les
calculs d’aires (mais pas toujours du produit vectoriel des diagonales),
d autres font appel aux déterminants, a Mintégration, utilisent le logiciel
Maple ou encore (Moubinool OMARIEE) la formule générale donnant 1'aire
d’un polygone de sommets P (x,v,), Pa(x5,¥,), .o P(X,.Y,) -

S=(1/2) (X = %)y, +¥2) + (Ko = KYs + ¥a) + o + (%, =% )y, T YOI

=

Jean LEFORT remarque que, si I'on choisit un repére affine lié¢ aux trois
paints fixes A, B, C et qu'on y fait varier D, I'égalité a démontrer équivaut au
fait qu'une fraction rationnelle des coordonnées de D (qu'il n’est pas
nécessaire d’expliciter) est toujours nulle. Clest obhigatoirement vral dans la
mesure o0 cette fraction est nulle chaque fois que ABCD est un trapéze.

Plusieurs généralisations ont également été¢ étudiées, mais tout d’abord
(cela faisait partie de 1'énoneé) @ que se passe-t-il si le quadrilatere ABCD
n’est pas convexe ? C'est Pascal PETER qui fait remarquer que le
quadrilatére central n’est pas nécessairement défini : Ja méthode par les
barvcentres prouve bien dans tous les cas que le barycentre de
{(A2),(B.A4)(C,2),(D,1)} appartient 4 (FI) et 4 (GL), mais est-ce le seul peint
commun & ces deux droites ? Celles-ci sont confondues si B est sur la droite
Joignant les milieux de [DA] ef [DC], ce qui ne remet pas en cause le résultat
sur les aires puisque, quel que soit le choix que nous fassions alors du point
N, les points M, N et P sont alignes et ["aire du quadrilatére esl en fail I'aire
du triangle MPQ.
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La démonstration d’Anne-Marie RAUCH ne suppose pas que le
quadrilatére soit convexe. hormis la formule donnant 'aire d’un quadrilatére
a partir du produit vectoriel de ses diagonales : §'if est clair qu’elle reste
valable pour un guadrilatére concave non croisé, que dire d'un quadrilatere
croisé, voire d'un quadrilatére gauche ?

On ne peut s’en sortir qu’en prolongeant cette formule dans ces deux cas -
sinon, la propriété devient fausse et méme dépourvue de sens pour un
quadrilatére gauche. Comme le fait remarquer M. VIDIANI, on ne peut pas
definir clairement "aire d'un quadrilatére gauche. Pour ne pas perdre toutes
les propriétés necessaires d’additivite, il faut donce remplacer alors 1'aire par
le vecteur surface : les deux triangles qui composent un quadnlatére croisé
étant parcourus en sens contraire, leurs vecteurs surfaces sont e sens
contraires et se soustraient au lieu de s’additionner. Mais cette substitution
n'est pas toujours intéressante : le vecteur surface de n’importe quel polyeédre
st nul, alors que son aire n'est pas nulle.

Parmi les autres généralisations, un certain nombre de lecteurs remplacent
1/3 par 1/3, par 1/(2n+1) cu par un A quelconque. On peut méme faire
intervenir deux parametres A et g. De tout
cela émerge la notion de « quadrilatéres
centraux », et Philippe JACQUEMIER fait
remarquer que, dans la figure ci-contre, 'aire
du H central est obligatoirement les 7/23 de
I'aire totale, du fait que sur chaque ligne et sur
chaque colonne les aires sont en progression
arithmétique. Mireille BOURNAUD
s'intéresse a la gendralisation de ce résultat
dans I"espace, en coupant en leurs tiers les 12
aréfes d’un cuboide convexe quelconque : sur chaque face on définit un
quadrilatere équivalent an MNPQ de notre ptobléme, et on relie ses sommets
aux sommets homalogues M'NP'Q’ de la face opposée, Certes, les droites
(MM") et (NN'), par exemple, ne sont pas coplanaires, mais le caleul
baryeentrigue prouve qu'il y a quand méme huit points au cceur de notre
cuboide appartenant chacun a trois de ces douze droites. Peut-on définir le
volume de ce « cuboide gauche » au centre du cuboide initial et lui
généraliser le résultat obtenu ci-dessus 7 Le volume de ce cuboide gauche
peut-i} étre défini comme le produit mixte des diagonales de son « octaddre
de Varignon » (de sommets les isobaryeentres des six faces) ?
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ENONCE N° 265 (Francois LO JACOMO, 75 - Panis)

Soit ABC un triangle dont les angles seront notés A, B, C. Soient O et
R le centre et le rayon de son cercle circonscrit, H son orthocentre, et A”, B,
C’ les symétriques de A, B, C respectivement par rapport 4 la droite d’Euler

(OH). Montrer que AB’-OH = A‘B-OH = 2R *}iu(B - A)|.

SOLUTION de Pierre RENFER (67 - Ostwald)

Pour que la droite d’Euler existe, il faut que les points O et H soient
distinets, ¢’est-d-dire que le triangle ABC soit non équilatéral,
8i 'on choisit OH comme unité de longueur, on peut utiliser |'astucienx
repere orthonormé de Frangois LO JACOMO, dans le probléme 245 il s’agit
d’un repére d’origine O, tel que I"affixe de H soit 1. Soient alors ¢, 3, yles
affixesde A, B, C. Ona:
a-a=p B=y-y=R",
ﬂ = eZiCT_J/ = ﬁ'ﬁzm,a =y E?lBr
o+ f+y=1,
car 'affixe du centre de gravité G est 1/3. On en déduat :

= I/f] +e2€ 4 e'z"‘é\,
B=1/(1+e¥d 4 e2€),
¥ = 1/(1+-‘:3‘E1 4o ]
donc
AB"-OH = AB’ = ot - fij = Rgl(a/af"t]- [Bfﬁﬁ:ﬂ
=R*|i/@)- (/)= R

ezié s ezifx

=R’ ei{é"a).[ci(ﬁlél —eAL[E_A}‘ﬁ = ERQ'siu[E = A)l

4

AUTRES SOLUTIONS : Jacques BOUTELOUP (76-Rouen), Marie-Laure
CHAILLOUT (95-SARCELLES), Jacques DAUTREVAUX (06-8t André),
Edgard DELPLANCHE (94-Créteil), Christine FENOGLIO (69-Lyon), Alain
LARROCHE (06-Nice), Rene MANZONI (76-Le Havre), André
MARCOUT (10-Ste Savine), Charles NOTARI (31-Montaut), Serge
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PAICHARD (53-Laval), Marguerite PONCHAUX (59-Lille), Raymond
RAYNAUD (04-Digne), Olivier ROUSTANT (69-Lyon), Jean-Paul ROUX
(42-Unieux), Michel TIXTER (80-Amiens), André VIRICEL (54-Villers lés
Nancy)

REMARQUES

Merci vivement aux quatre lecteurs qui ont peusé & cette utilisation des
nombres complexes, ce fameux prebléme 245 sur lequel jai passé bien des
nuits blanches : ¢’est effectiverment cela que j’avais moi-méme en téte.

Mais en 'occurrence, ce n’etait pas la selution la plus simple - la méthode
puremeut géométrique qu'ont utilisee les trois quarts des lecteurs, avec plus

; . ) i - 1
ou moins de calculs, quelques variantes (produit scalaire AB" OH,

développement trigonométrique de sin(B - A), et ), est en définitive plus

rapide, A
B =/

Elle se ramene 4 dire que, dans le cercle
circonserit & ABC, donc 4 ABB’, la corde

AB’= 2R sin{ABB’) = 2R sin{ CHO )
vu que CH est perpendiculaire a AB et HO
a BB’. Or dans le triangle CHQ,

sin(CHO) _ sin(OCH)

o OH
d’ol le résultat, puisque CO = R et A’
e .
OCH = B Al

Ajoutons que le cas du triangle équilatéral ne pose pas vraiment

probléme : comme, alors, OH = 0 et sin(B—A) = 0, pour n'importe quelle
droite d’Euler I"égalité est trivialement vérifiée.

ENONCE N° 266 (Nahum-Patrick BENMOUSSA, 95-Sarcelles, d'aprés
oral Polytechnique)

A tout entier # 2 2, on associe son plus grand facteur premier p(n). Pour o
réel, étudier 1a canvergence de la série de terme général 1 / (np“(n)).
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SOLUTION

C’est Marie-Laure CHAILLOUT (95-Sarcelles) qui m’a transmis cet
énonce repéré par son collegue Nahum-Patrick BENMOUSSA parmi ceux
posés a I'oral de Polytechnigne (dans le cas particulier ¢ = 1) Signalons
qu'un des lecteurs a manifestement confondu p(n) avec p,, r-iéme nombre
premier. car il n’a pas utilisé |a notation fonctionnelle, bien commode en
I"occurrence. '

Il est immeédiat que, pour o < 0, la série est minorée par la série
harmonique, donc divergenie. Reste a prouver qu'elle converge pour o = 0.

La démonstration se scinde clairement en deux parties : la premiere,
indépendante de e, consiste a réorganiser la série en regroupant les entiers »
tels que p(n) = g (¢. p. p,... désigneront, dans toute la démonstration.
obligatoirement des nombres premiers). pour la majorer par une autre série

b7 % ¢ harmis deux selutions fausses, toutes les démonstrations
& premie
re¢ues (de Jean-Christophe LAUGIER, 17-Rochefort : René MANZONI, 76-
Le Havre , Pierre RENFER, 67-Ostwald ; et bien sar Marie-Laure
CHAILLOUT) sont passés par 1a. Vient ensuite la majoration de T1, : c’est 4
que les méthodes varient suivant la majoration cherchée, done la valeur de

Dans la premigre partie de la démonstration, pour lout nombre premier p,

e
L ; . y

B o Y — est la somme des inverses de tous les entiers n'ayant pas

p=1 5P

d’autre facteur premier que p. Si p et p’ sont deux nombres premiers, en
; . p Y ¢

développant le produit des sommes on voil que el est la
L= =

somme des inverses de tous les entiers n’ayant pas d’autre facteur premier

que p ou p’, et plus généralement la somme des inverses de tous les entiers

7

n'ayant pas de facteur premier supérieur & ¢ est : [
r<q ¥

noterons désormais T, Tout entier # tel que p(n) = g étant le produit de g par

un entier n’avant pas de facteur premier supérieur a g, la somme des inverses

de tous les entiers # tels p(n) = g vaut donc ]"I(r/q.

, €& Que nous
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Dans la somme partielle Sy = z + sl j& regroupe les termes n
pex P (1)

ayant méme p(17) = g, 1 est clair que ¢ < n < X et que la somme des inverses

des entiers inférieurs a X tels que p(n) = ¢ est majorée par la somme des

inverses de tous les entiers tels que p{r) = g, donc par Il,/g. La somme

Il
particlle S, est donc majorée par E l:’a , € ¢'est de cette demicre
§ premielr =X

somme qu'en va s efforcer de prouver la convergence,

Reste. pour ce faire, a majorer I'Iq. Dans le cas @ = | {ou, pour le moins,
> 1/2), Marie-Laure CHAILLOUT propose une majoration élémentaire :

I3 V!@, reposant sur le fait qu'a partir de p, = 5. deux nombres premiers
consécutifs p, , et p, different d’au moins 2, si bien qu’on peut majorer

pip = V) par pi/piy o vaque:p=1> o (p—2) = Jpopy -t
tout se simplifie téléscopiquement !

Dans le cas général @ > 0, on trouve, certes, dans la hittérature des
résultats classiques comme le théoréme de Mertens selon lequel !
I,= <YIn(g) + o(1), (yest bien la constante d’Euler, comme le suspecte René
MANZONTI), mais si I'on n’a pas ces résultats 4 portée de main, est-on
totalement démuni ?

Pas totalement, Pierre RENFER propose une majoration élémentaire :

In(IT,) < 2/In(g) + ¢, suffisante pour notre probléme car elle permet
d’affirmer que, pour tout £ > 0, a partir d'un certain rang, I, < g% Aprés

avoir majoré 1In(l1,)< Z L + ¢, Pierre RENFER écrit que dans le carre
PEq

2
| i U3 A S
{ E --J , les termes —L— et —2—, sont tous distincts (du fait de ['unicité de
P pp

décomposition en facteurs premiers), ce carre est donc majoré par

PEY P

2y lsz(lnrq%ﬂ).

kqu
Mais la méthede élémentaire suivante fournit une majoration encore

meillenre. Le coefficient binomial C3, <2*" étant divisible par tous les.
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nombres premiers p strictement compris entre N et 2N, [ p< 2N Dés
N<p<IN

lors, s'il y a K nombres premiers entre N et 2N, NK < 22N it ¢

IN - In(2) p _(N+DYF & okt
<—= Or 1_[ —S[—J <eN <e "N En particulier,
In(N) Nepzan P =1 N
L B an qui entraine 1 [] 2 2HYDHUD
2 ppi™ P 1 2<p<iitt p—l
ra L} LY

2 WH
comme pour tout entier 7, —<!n !lJ on a: j+2+ 4= <7+”ln(11.
= J

A -

soit, enajoutant d lalistep=2: ] L <2¢% 2, Plus généralement,
2<pear Pl
tout entier ¢ etanl compris entre deux puissances consécutives de 2 ¢

Y <q<2taveej<In(g)in(2), TI, < C-ln¥(g), avec C =2 e¥/In*(2).

La série de terme pgénéral 1/n.p%n) est donc majorée par :

[nilm)

I+a
in

C Z In” {Q) . et a fortiori par C. Z

 premier mientier

x>0,

, qui converge pour tout

Quant a l’¢tude plus précise de la convergence, donc du comporfement
asymptotique du reste de la série, ¢’est un tout autre probléme, bien plus
difficile... On peut peut-étre s’en sortir avec la fonction de Dickman :
plr) = proba (p(#r) < '), qui vérifie 'équation : 1p'(1) + p(r-1) = 0, mais cela
dépasse tres largement les dix pages imparties 4 la présente rubrique.

DROLE DE SUITE

Soit (u,), » € N, une suite réelle vénifiant, pour tout entier naturel n, la
relation

Moz = t“ﬂ.+ll =%,
Montrer qu'il existe un entier p non nul tel que la relation u, = . ait lieu

pour tout enticr naturel ».

.. C'est un exercice du Concours Genéral mraité dans Panoramarh 2
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