
Les problèmes de l'APMEP  

Cette  rubrique  propose des problèmes choisis pour J'o riginajité  de  leu r caractère: 
esthétique,  subt il ,  ingénieux  voire  récréatif,  dont  la  résolution  nécessite  initiatives, 
démarche inventive, recherche, effort  intellectue l. 

Elle  accueille  tous ceux  qui  aiment inventer,  chercher  de « beaux  prob lèmes  )), .. 
s i possible  trouver des  so lutions,  e t.  les  invite  à  donner  libre  cours  à  leur  imagination 
créatrice.  La  rubrique  s'efforce  de  rendre  compte  de  la  p luralilé  des  méthodes 
proposées par les lecteurs, des généralisations des problèmes .. 

Les  au teurs  sonl  pri és  de  j o indre  les  solut io ns  aux  propositions  d ' éuoncés . 
Solutions  et  énoncés  sont  à  envoye r à  l 'adresse  suivante  (réponse  il des  problèmes 
différents sur feui lles séparées S.V.P. , sans oublier votre nom sur chaque feuille)  : 

François LO JACO MO, 
42 quai de la Loire, 

75019 Paris. 

NOUVEAUX ÉNONCÉS 

ÉNONCÉ 283  (d 'après colloque Maths en Jeans, 29 mars  1999, collège 
L'Ardillière de Nézant de 95­Saint­Brice & collège de 95­Montmorency) 

Comment  doit­on  plier  en deux  un  triangle  pour  que  l'aire  du  polygone 
(de 3 à  7 côtés) résultant de ce pliage soit minimale ? 

ÉNONCÉ 284 (Michel LAFOND, 2I­Dijon) 
Trouve r  un  polyuôme  PCx)  à  coeffi cients  entiers  n'ayant  aucune  racine 

rationnelle et tel que pour  tout entier n, il existe un  entier m pour lequel P(m) 
soit divisible par  Il. 

SOLUTIONS 

ÉNONCÉ N° 264 (GilbEl1  GRIBONVAL,  91­Palaiseau) 
Le quadrilatère  A SCO est quelconque.  Chacun  de  ses  côtés  a été partagé 

en trois  parties  égales.  Certains  disent  que  l'aire  du  quadrilatère  ASCO  est 
neuf fois celle  du quadrilatère :MNPQ.  Et vous,  qu'en pensez­vous? 

RÉPONSE 
97% des  lecteurs pensent que c' est vrai (sous certaines réserves). 
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Cet énoncé n'est pas des plus originaux, et l'auteur en était conscient : on 
le trouve, par exemple, dans Ta ngente nO 4, avril-mai 1988, p. 43-44, puisque 
posé  en finale des Olympiades de 1 'Jle de France le 16 avril  1988  ; puis dans 
Quadrature  20,  février­avril  1995, p.  33  (énoncé  58 de  François  Rideau)  ; 
également dans un ouvrage roumain cité par Miguel AMENG UAL CaVAS 
(Maj orque, Espagne) : Geometria palrulaterului - teoreme si probleme, 

Bucarest,  1998, p. 245­246. 
To utefois, à en lire les 34 autres solutions que j 'ai reç ues, de Miguel 

AMENGUAL­COVAS  (Majorque,  Espagne),  Alain  BESSON  (74­S!  Julien 
en Genevois),  Guy BO UCHER  (7S­Paris), Mireille BOURNAUD  (94­Vitry 
s/Seine),  Jacques  BOUTELOUP  (76­Rouen),  Marie­Laure  CHAILLOUT 
(95­Sarcelles),  Jacques  DAUTREVAUX  (06­St  André),  Daniel DA VIAUD 
(17­Jonzac),  Edga rd  DEL PLANCHE  (9 1­Créteil) ,  Chri stine  FENOGLIO 
(69­Lyon),  Gérard  HECQUET (31­Aureville),  Philippe JACQUEMIER  (38-
Domène), A. LA OU INA  & A.  SEMGHOULI  (Kenitra,  Maroc),  Jean­Yves 
LE  CADRE  (56­Vannes),  Jean  LEFORT  (68­Wintzenheim) ,  Jean­Pierre 
MAN OLA  (7 5­Pari s) ,  René  MANZON I  (76 ­Le  Ha vre) ,  Mo ubinoo l 
OMARJEE  (75­Paris),  Jean  PERENNEC  (29­Quimper),  Annie  PERROT 
(75­Pari s),  Pascal  PETER  (33­La  Rivi ère),  Marguerite  PONCHA UX  (59 ­
Lille),  Anne­Marie  RAUCH  (67­Strasbourg) , Raym ond  RA YNAUD  (04-
Digne),  Pierre  RENFER  (67­0stwald) ,  Jean­Eric  RI CHARD  (60­Précy 
s/Oise),  David  RIGAUT  (06­Nice),  Oli vier  ROUSTANT  (69­Lyon),  Jean-
Christophe SALMON  (74­Cluses), Sylvie  TAZAMOUCHT  (Ol­St  Gem,ain 
les  Paroisses),  M.  VilllANI  (21­Fontaine  lès  Dijon),  André  VIRICEL  (54-
Villers lès Nancy), et deux solutions fausses". le problème n'a pas encore 
perdu tout son intérêt. 

Citons, pour commencer, la 

DÉMONSTRATION d'Anne­Marie RAUCH 

D1) N ;  bar {(A,2),(B,4),(C,2),(D, I))  car le 
barycentre  de  {(A,2),(B,4),(C,2),(D, 1) l est 
a ussi  ce lui  de  {(F ,6), (1 ,3) )  ou  de  {(G ,6),  J 
(L,3) }, c'est don c le point d'intersection des  
droites (FI) et (GL). De même,  
M; bar {(A,4),(B,2),(C, I),(D,2»),  
P = bar  {(A, I), (B,2),(C,4),(D,2)),  
Q= bar {(A,2),(B, J),  (C,2),  (D,4))  

A 

EI 
J'\ 

B 

L 
K 

M Q 

N 

G H 
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2)  NO = (I 13) BD 
Par définition du barycen tre,  

NO = (2NA + NB +2NC+ 4ND)/9  

= (NB + 4ND - (4NB + ND»  19  
~ ~ -=(­3NB + 3ND) 19 = BD /3. 

De même,  MF = (1  / 3) AC.. 

3) L'aire d' un quadrilatère convexe ABCD est égale à:  ~IIBD A ACII· 

A (ABCD) = A (ABC) +A (AOC) 

= ~II BA A BêII+~llïSAA OCII 

= ~II (BA ABê)­ (ïSA A OC:I!! 

car  les vecteurs ( BA A  OC ) et (DA A  OC)  ont même di rection , mais sont  de 
sens contraires.  Or 

- -----> -------> - ~ ----­= (BD A OC) + (DA A BD) = BOA (O C ­ DA) = BD A AC. 

De même,  A  (MNPQ) = HNO A  MFII 
4)  L'ai re du quadrilatère AB CD  est donc bien neuf fois  celle de  MNPQ, 

car: 

~ ~ (1 _ )  (1  ­;­;;)  1 _  ­;­;;
NQ A MP = :3  BD  A  :3 AL  = 9 (BD A AL). 

Mais à cette démonstration,  il  convient d'aj outer que lques 

REMARQUES 

L' idée de départ est énoncée ainsi par Daniel  DAVIAUD  : «  les  "h;anes" 
d'un quadrilatère  se coupent en leurs  tiers ».  Plusieurs démonstrations ont été 
proposées,  outre .celle  ci­dessus  par  les barycentres.  Certains  lecteurs  ont 
utilisé  le  para ll él ogram me  de  Varignon  {{  les  mili eux  des  côtés  d ' un 
quadrilatère  convexe  sont  les  sommets d'un  parallélogramme  dont  l'aire  est 
la  moitié  de  celle  dn  quad rilatère  ». Raymond  RAYNAUD  rappelle  que  si 
deux  points  e  et j  parcourent  [AB ]  et  [DC]  en  décrivant  des  divisions 
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semblables, tout point partageant (el])  dans un  rapport constant se déplace sur 
une droite. 

Une  fois  franchie  cette  première  étape,  l'ai re  s ' obtient  de  diffé rentes 
manières:  panni  les plus géométriques, citons  DKJean­Yves  LE  CADRE  qui  si gnale  que  s i, 
dans  un  quadrilatère  convexe  (par  exemple, 
figure  2,  AFPK),  l' on  relie  un  po int  intérieur 
que lconque  (et  notamm e nt ,  ma i!\  pa s 
seulem ent,  l' isobarycentre  M)  au x  quat re 
milieux des côtés,  la  somme des  aires de deux  F 1­_  ­­­\L­+­ ­7l 

l ' 
qu ad ril atères  non  consécutifs  (A EM L  et  d 
MNPQ ) ainsi  obtenus  est  la  moitié  de  l'aire 

B G H Cdu  quadrilatère  initial.  On  en  déduit.  que  les 
aires  : a + c = 2b  (car a = (1 /4)  aire(AFK», b + d = 2c, donc  b + C  = a + d = 
(1 /9)  aire(ABCD).  Plus  généralement,  plusieurs  lecteurs  montrent que  les 
a ires  des  quadrilatè res  d' une  même  ligne  ou  d' une  même  colonne  sont  en 
progression  arithmétique  : Ph ilippe  JACQUEMIER  va  jusqu'à prolonger  le 
quadrillage à  l' infini! 

Si beaucoup  de  démonstrations se  servent  des produits  vectoriels pour les 
calculs  d'aires  (mai s  pas  toujours  du  produit  vectoriel  des  diagonales), 
d ' au tres  font  appel  aux  dét.ermÎnants,  à  l'intégrati on,  utilisent  le  logicie l 
Maple ou encore (Moubinool OMARJEE)  la  formule générale donnant l'aire 
d'un polygone de sommets  P,(x "y,), P,(X"  Y2) '  ... , P"(x, ,y,,): 

S =(l12)  [(x, - x,)(y , + y,) + (x, - xJ)(y, + YJ) + ... + (x" - x\)(y"  + YI)] 
Jean  LEFORT  remarque  que,  si  l'on choisit un  repère affine  lié aux  trois 

points fixes A, B, C et qu 'on y fait varier D, l'égalité à démontrer équivaut au 
fa it  qu 'une  frac ti on  rati onnelle  des  coordonnées  de  D  (qu ' il  n' es t  pa!\ 
nécessaire  d'expliciter) est touj ours  nulle. C'est  obligatoirement  vrai dans  la 
mesure Oll  cette  frac tion est nulle chaque  fo is  que ABCD est  un trapèze. 

Plusieurs  générali sations  ont  également été  étudiées,  mais  tout d 'abord 
(cela  faisait partie  de  l'énoncé)  : que  se  passe­t­il  si  le  quadrilatère  ABCD 
n'est  pas  co nvex e  ?  C' e st  Pasca l  P ETER  qui  fait  r emarqu er  q ue  le 
quadrilatère  central  n' est  pas  nécessa irement  défini  :  la  méthode  par  les 
ba rycent re s  prouv e  b ien  da ns  to us  les  ca s  que  le  bary centre  de 
{(A,2),(B ,4),(C,2),(D, I)}  appartient à (FI) et à (GL), mais est­ce le seul  point 
commun à  ces  deux  droites? Celles­ci sont confondues si B est  sur  la dro ite 
joignant les milieux de  [DA] et [DC], ce qui  ne  remet pas en cause  le résultat 
sur  les aires  puisque,  quel  que soit  le  choix que nous fass ions  alors du  point 
N,  les points M, N et P sont alignés  el J'aire  du  quadrilatère  eSI  en fai l l'aire 
du triangle MPQ. 

HuNr/ill AP/tŒP IJ 
o  423· Stp,m/bn' ·OClIJbrt'  l~f) 

51 2 

Bulletin de l'APMEP n°423 - Sept/Oct 1999 



La  démon s tra t ion  d'Anne­Marie  RAUCH  ne  suppo se  pas  que  le 
quadrilatère soit convexe, hormis  la  fannule dOlmant  l' aire  d'un quadrilatère 
à  partir  du  produit  vectoriel  de  ses  diagonales  s'il  est  clair  qu 'elle  res te 
valable  pour  un  quadrilatère  concave  non croisé,  que  dire  d ' un  quadrilatère 
croisé,  voire d' un  quadril atère gauche ? 

On ne  peut s' en sortir qu'en prolongeant cette fannule dans ces  deux cas  : 
s inon,  la  propriété  devient  fau sse  et  même  dépour vue  de  sens  pour  un 
quadrilatère  gauche.  Comme  le  fait  remarquer  M. VIOIANI, on ne peut  pas 
définir  clairement  l'aire  d ' un  quadrilatère  gauche.  Pour  ne pas  perdre  toutes 
les  propriétés  nécessaires  d'additivité,  il  faut  donc  remplacer  alors  J'aire par 
le  vecteur  smface  les  deux  triangles  qui  composent  un  quadrilatère  croisé 
étant  parcourus  en  sens  contraire,  leurs  vecteurs  surfaces  sont  de  sens 
contraires  et se  soustraient  au  lieu  de  s'additionner.  Mais  cette  substitution 
n'est pas  toujours intéressante  : le  vecteur surface de n ' importe quel polyèdre 
est nul , alors que son aire n 'est pas nulle. 

Parmi  les autres généralisations, un  certain nombre de  lecteurs  remplacent 
1/3  par  1/5,  par  1!(2n+ 1)  ou  par  un  À quelconque .  On  peut  même  faire 
intervenir  deux  paramètres  À  et  J.1.  De  tout 

D 
ce la  émerge  la  notion  de  « quadrilatères  _~---r-T-I­
centraux  }),  et  Philippe  .lACQUEMIER  fait  A_ 
remarquer que,  dans  la  figure ci­contre,  J'aire  L~ r--I, - -t -t Î 
du  H  central  est  obligatoirement  les  7125  de 
l'aire totale, du fait que sur chaque  ligne et sur 
chaque  colonne  les  aires  sont  en  progression 
a rithm é tique.  Mire ille  BOU RNAU D 
s' intéresse  à  la  généralisation  de  ce  résultat 

Bdans l 'espace, en  coupant en leurs  tiers  les  12 
arêtes  d'un  cuboïde  convexe  quelconque  sur  chaque  face  on  définit  un 
quadrilatère équi valent au  i\1NPQ de notre problème, et on  relie  ses  sommets 
aux  sommets  homologues  M'N'P'Q'  de  la  face  opposée.  Certes,  les  droites 
(MM' )  et  (NN '),  par  exemple,  ne  sont  pas  copl ana ires,  mais  le  calcul 
barycentrique prouve  qu ' il  y  a  quand  même  huit  pojnts  au  cœur  de  notre 
cuboïde  appartenant  chacun  à  trois  de  ces  douze droites. Peut­on  définir  le 
vo lume  de  ce  « cuboïde  ga uche  »)  au  centre  du  cuboïde  initial  et  lui 
généraliser  le  résultat  obtenu  ci­dessus? Le  volume  de  ce  cuboïde  gauche 
peut­il  être défini  comme le produit  mixte  des  diagonales  de  son  « octaèdre 
de Varignon» (de sommets les  isobarycentres des  six faces) ? 
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ÉNONCÉ N° 265 (François LO JACOMO, 75 ­ Paris) 

Soit ABC  un  triangle dont les angles seront  notés  Â,  B, C.  Soient 0  et 
R le centre et le rayon de son cercle circonscrit, H son OIthocentre, et A', B', 
C' les symétriques de A, B, C respectivement par rapport à la droite d'Euler 

(OH).  Montrer que  AB'· OH ~ A'B ·OH ~ 2R2~iu(Ê ­ Â)I. 

SOLUTION de Pierre RENFER (67  ­ Ostwald) 

Pour que la droite d'Euler existe, il faut que les points 0 et H soient 
distincts, c'est-à-dire que le triangle ABC soit non équilatéral. 

Si l 'on choisit OH comme unité de longueur, on peut utiliser J'astucieux 
repère orthonormé de François LO  JACOMO, dans le problème 245: il  s'agit 
d 'un  repère d'origine  0, tel  que  l'affixe  de H soit  1.  Soient  alors  a,  /3,  yles 
affixes de A, B, C  On a : 

­ ­ ­ 2 
a ·a~ /3/3~y·y~R , 

2iÂ 2iS{3 = (l .e 2iê ,y::; f3 .e ,Cl;::; Y .e , 

a+/3+y ~ l, 

car l'affixe du centre de gravité G est 1/3.  On en déduit: 

2iê 2iÊ
Cl = 1/(1 + e + e- ). 

/3  ~ Vi 1+ e'iÀ  + e­2ié ), 

2iÊ 2 iÂ y ::; t/(l +e +e- ) , 

donc 

AB'  OH  ~ AB '  ~ la ­ /31  ~ R 'I(a/aa) ­(ïïI/3P:11 

~ R' I( Va) - (1/ /3)1 = R2Ie2;i\  ­ e2iÂI 

~ R +i(B+À)(ei(À­À)  _ .­i(H)]1 = 2R2IsiU(Ê ­ Â)I 

AUTRES SOLUTIONS:  Jacques BOUTELOUP (76­Rouen),  Marie­Laure 
CHAILLOUT  (95­SARCELLES),  Jacques  DAUTREVAUX  (06­St  André), 
Edgard DELPLANCHE (94­Créteil), Chri stine FENOGUO (69­Lyon), Alain 
LARROCHE  (06­Nice) ,  René  MA NZO NI  (76­Le  Havre) ,  André 
MARCOUT  (IO­Ste  Savine) ,  Charl es  NOTARI  (31­Montaut),  Serge 
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PAICHARD  (53­Lava l),  Marguerite  PON CHAUX  (59­Lille),  Raymond 
RAYNAUD  (04­Digne),  Olivier ROUSTANT  (69­Lyon),  Jean­Paul  ROUX 
(42­Unieux),  Michel  TIXIER  (80­Amiens), André  VIRlCEL  (54­Villers  lès 
Nancy) 

REMARQUES 

Merci vivement aux quatre lecteurs qui ont peusé à cette utilisation des 
nombres complexes, ce fameux problème 245 sur lequel j'ai passé bien des 
nuits blanches: c 'est effectivement cela que j'avais moi-même en tête. 

Mais en l' occurrence, ce n'était pas la solution la plus simple : la méthode 
pmemeut géométrique qu'ont urilisée les trois quarts des lecteurs, avec plus 

ou moins de cal cu ls , quelques vari ante s (produit scalaire AJ31 .OH , 
développement  trigonométrique de  sin(Ê ­ Â),  etc .. . ),  est en dé finiti ve  plus 

rapide. 
A

Elle se ramène à  dire que, dans  le  cercIe 
circonscrit à ABC, donc à ABB', la corde 

AB' = ZR sin( AB- B') = 2R sine ­CHO ) 
vu  que CH est perpendiculaire à AB  et HO 
à BB'. Or dans  le triangle CHO, 

sin (CHO)= sin (ôëH)  
CO  OH  

d' o ù le ré sultat , pui sque CO ;::: R et 

ôcH = IÊ-ÂI. 
Aj o uton s que le cas du triangle équilatéra l ne pose pas v ra iment 

problème: comme,  alors, OH  = 0  et  sin(Ê­ Â)  = 0,  pour  n' importe  quelle 
droÎte d'Euler l'égalité est trivialement vérifiée. 

ÉNONCÉ N°  266  (Nahum­Patrick  BENMOUSSA,  95­Sarcelles,  d 'après 
oral Polytechnique) 

A tout entier 11 2: 2, on associe son plus grand facteur premier pen). Pour Ct 

réel, étudier la convergence de la série de terme général  I I (np"(n»  . 
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SOLUTION 

C'est  Mari e­La ure  CHAILLOUT  (95­Sarcelles)  qui  m 'a  transmis  cet 
énoncé  repéré  par  son  collègue  Nahum­Patrick BENMOUSSA  parmi  ceux 
posés  à l'ora l de  Polytechniqne  (dans  le  cas  particulier  a = 1).  Signalons 
qu ' un  des  lect.eurs  a  manifestement  confondu  pen) avec Pn'  n­ième  nombre 
premier,  car  il n' a  pas  utilisé  la  notation  fonctionnelle,  bien  commode  en 
l 'occurrence. 

Il  es t  immédiat  que ,  pour  ex  :5  0,  la  série  est  minorée  par  la  séri e 
hannonique, donc di vergente. Reste à prouver qu 'elle converge pour  0: >  O. 

La  démonstration  se  scinde  clairement  en  deux  part.i es  la  première, 
indépendante de  ex,  consiste  à  réorganiser  la série en  regroupant  les  entiers n 
tels  que pen)  = q  (q,  p ,  p ;.,  désigneront,  dans  tou te  la  dém onstration, 
obli gatoirement  des  nombres  premiers),  pour  la  majorer  par  une  autre  série 

"  fT.  hormi s  deux  soluti ons  faus ses,  toutes  les  démonstrations L..J  ~ 
q premier q 

reçues  (de Jean­Christophe LAUGlER,  l 7­Rochefort ; René MANZONI,  76-
Le  Hav re; Pie rre  RENFER ,  67­0 stwa ld  ;  e t  bie n  sûr  Ma ri e ­Laure 
CHAILLOUT) sont  passés par là.  Vient ensuite  la majoration de fT q : c'est là 
que  les méthodes  varient suivant la  majoration cherchée, donc la valeur de  cx. 

Dans  la première  partie de  la  démonstration, pour tout nombre  premier p, 

~ = ~ ~ est  la  somme  des  inverses  de  tous  Les  entiers  n 'ayant  pas 
p  ­ 1  i ~ O P 

d'autre  facteur  premier que p.  Si p  et pI sont  deux  nombres  premiers ,  en 

dé velopp ant  le  produit  des  sommes  on  voi t  que   (­­LJ(­­­?­­­)  est  la 
p ­ l  p­l 

somme  des  inverses  de  tous  les  entiers  n'ayant  pas  d 'autre  facteur  premier 
que pou p':  et plus généralement!a somme des  inverses  de  tous  les  entiers 

n'ayant  pas  de  facteur  premier  supérieur  à  q  est:  rr ­P­, ce  que  nous 
p<:;'q  p­l 

noterons désormais nq' Tout entier n  tel que p(n) = q étant le produit de q par 
un entier n'ayant pas de facteur premier supérieur à q,  la somme des  Înverses 
de tous les  entiers n tels p(n) =q vaut donc fT/  q. 
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.  ,,1  ..  1Dans  1a  somme  partJe lie  Sx  = L  ' SI Je  regroupe  es  tennes  ri 
I1S; X  n· pa (n) 

ayant même pen) = q, il est clair que q :<;; n  ~ X et que la somme des  inverses 
des  entiers  inferieurs  à  X  tels  que pen)  ::::: q  est  majorée par  la  somme  des 
inverses  de  tous  les  entiers  tels  que pen)  = q,  donc  par  IT/  q.  La  somme 

partielle  Sx  est  donc  majorée  par  L  Tl 
t+qo:  '  et c'est  de  cette  dernière 

q prcmier.$X  q 
somme qu 'on va s'efforcer de prouver la convergence. 

Reste,  pour ce  faire,  à majorer  IT  "  Dans Je  cas  cr.:::  1 (ou, pour  le  moins, q 
a> 1/2),  Marie­Laure CHAILLOUT propose  lme  maioration  élémentaire  : 

rIl)  :$...j3q,  reposant  sur  le  fait  qu'à partir de Pi  = 5, deux  nombres premiers 

consécutifs Pi- l et PI  diffèrent  d'au  moins  2,  si  bien  qu'on  peut  majorer 

P/(pi ­ 1) par  Jpi!pi ­ J '  vu  que: Pi ­ 1 > Jpi . (Pi  - 2) " Jpi' pi­ I ...  et 
tout se  simplifie téléscopiquement ! 

Dans  le  cas  général  a.  > 0,  On  trouve,  certes,  dans  la littérature  des 
résultats  cl as siques  comme  le  théorème  de  M erten s  selon  lequel 

Tl ;  eY.ln(q) + 0(1), (rest bien  la constante d'Euler, comme le suspecte René q 
MANZONI),  mais  si  l'on  n ' a  pas  ces  résultats  à  portée  de  main ,  es t­on 
totalement démuni? 

Pas  totalement.  Pierre  RENFER  propose  Wle  majoration  élémentaire  : 

In(Tl q  ) '; 2JJn(q) + c,  suffisante pour  notre  problème  car  elle  permet 

d'affirmer que,  pour  tout  ê  > 0,  à  partir  d'un  certain  rang,  rrq  < qê.  Après 

avoir  maioré  In(Tlq )" 2: Je + cI  '  Pierre  RENFER  écrit  que  dans  le  carré 
ps,q  P 

2
2: Je)'  , les termes  sont tous distincts  (du fait de  l'unicité de 

( pp'pSq  P 

décomposition  e n  facteur s  premiers),  ce  carré  est  donc  maj oré  par 

1
22: -';2 (In(q') +1) 

k ~ q 2 k 

Mais  la  méthode  élémentai re  suivante  fournit  une  majoration  encore 

mei lleure .  Le  coefficient  binomial  C~N <22N étant  divisible  par  tous  les . 
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nombres premiers p  strictement compris  entre  N et 2N,  TI p < 2 2N 
,  Dès 

N<pS;2N 

lor s,  s ' il  yaK nombres premiers  entre  Ne t  2N,  NK  < 22N,  soit 
K  K  In2 

K < 2N ·ln(2) .  Or  II --P  ,; ( N --+l)  < eN ­ < e 2 ­
Ifl N . En  particulier, 

In(N)  N< p~2N p-l N 

TI ~ < el/j,  ce  qui  entraÎne  II _ P­ < e(2+(2/ 2)+(2/ j» . Or 
2i  <p ~2! ..1 P  ­ 1 2<p52j.. r  p­l 

2 .  .  1  1  (  i  )comme  pour  tout  entier  1,  ­:­ < n  ­. ­ , on  a  :  2+­+. . +  ~ < 2 + 21n(j), 
l  ,­1  2  } 

soit,  en  ajoutant à  la  liste p  ~ 2  :  fI ~ < 2e2 
/. Plus  généralement, 

2~ p ::;;2j" , p - 1 

tout  enti e r  q  étant compr is  entre  deux  pUÎssances  consécutives  de  2 

'}j < q'; '}j+/  avec) < In(q)/ln(2), TI  < C ln' (q), avec C ~ 2 e'/ln2(2).q 

La  série  de  term e  géné ra l  lIn·pa(n)  est  donc  maj orée  par 

"ln2(q)  fi"  lo '  (m)  . 
C . L.. ­­­y:;a' et a  ortLOn  par  c· L.  ­­­­­r:;:(l'  qUI converge pour tout 

q pfemier  q  mentie!" ln 

0>0. 

Quant à  l'étude  plus  précise  de  la  convergence,  donc  du  comportement 
asymptotique  du  reste  de  la  série,  c'est  un  tout  autre  problème,  bien  plus 
difficile ...  On  peut  peut·êt re  s'en  sortir avec  la  fonction  de Dickman 
ptt) ~ proba (p(n)  < /l"') , qui vérifie l'équation:  lp'(t) + p(t­l)  ~ 0,  mais cela 
dépasse très  largement les  dix pages imparties à la présente rubrique, 

DRÔLE DE SUITE 
Soit  (u,J,  11.  E N, une  suite  réelle  vérifiant ,  pour  tout entier  naturel  n. ,  la 
relation : 

Iln+2  :::  lu,t+,I- un' 

Montrer qu ' il  existe  un  entier p  non nul tel  que  la  relation  u n  = uo+p  aÎt  lieu 
pour tout entier naturel  fl . 

...  C'est un exercice du Concours Général traité dans Palloramath 2. 
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