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Dossier : orientations pour

I'enseignement des maths

Géomeétrie mentale
Nicolas Bouleau

Le calcul mental n'est pas limité au calcul numérique : on peul calculer
menialement des primitives, simplifier des expressions analvtigues... Méme
s'il v a des logiciels qui fonf cela trés bien. cet entrainement conserve une
valeur pédagogique. Peur-on aller plus loin et envisager du calcul mental
géométrique | procéder menialement a des rransformations de figures
simples permettant de caleuler des aires ou des volumes 7

Il se trouve que l'inmition qui permit a Archimede dobtenir ses
principawx résultats géomérriques, si l'on n'en prend que les idées sans les
lourdeurs d’expression, fournit justement l'occasion dun jeu menial plaisant
et assez riche que fe présente ici sous forme d'un petit conte introductif. Nom
pas un conte philosophique car il n'améne aucune these, simplement un récif
a ranger parmi les invitations & s'exercer Vesprit. Les personnages sont
inspirés d'expériences vécues, est-ce qu'avec des éléves réels les choses
iraient si facilentent, je laisse le lecteur apprecier.

Souvent, sur les GR, je rencontre des collégues professeurs de
mathématiques. Le goiit pour la montagne est, semble-t-il, trés partage dans
notre communauté. Un brin de conversation et, rapidement, on décéle
certaines références communes. Occasion de faire une pause, de mettre les
sacs a terre, eu évoguant les difficultés de 'enseignement et les joies de la
botanique et de la géologie.

Une fais, ¢'¢tait en Auvergne dans le massif du Sancy, en passant a Ja
hauteur d’un groupe peu aprés le début du chemin, quelques mots « limite »,
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« infiniment », .. ayant attiré mon attention, je m’enquiers discrétement et
i'apprends qu’il s'agit d'une randonnee culturelle organisée par des
professeurs de mathématiques, de philosophie et d'histoire avec leurs éléves
suivant I'idée de faire apparaitre des liens entre leurs disciplines dans un
climat ouvert alliant réflexion par petits groupes durant la marche et
discussion générale pendant les haltes. Je suis intéressé, on m'accueille. Le
prof de philo m’explique que le theme de la randonnée de ce jour-la est issu
de débats entre professeurs a propos de cerfaines difficultés des éléves. Il
préconisait, quant a lui, davantage d’exercices d'expression écrite et orale
suivant le principe que ce qui 5 énonce clairement est la marque de ce qui se
congoit bien. Mais le prof de maths prérendait qu’il pouvait y avoir aussi une
pensée sans mots, et s'appuyait pour cela sur un texte du mathématicien
Hadamard que malheureusement ses collégues u’avaient pas lu, 11 avait done
relevé le défi de faire la preuve de son affirmation et avait pris en main
I"animation de la randonnée. C'était la premiére halte. 1l commengait par des
choses simples.

Le prof de maths — Pourguoi {'aire d'un triangle ne change pas lorsquon
deplace son soinmet parallélement au coté oppose 7

Un éléve — Parce que [ aire est le demi-produit du coté par la hauteur.

Le prof de maths. — Voici une explication en effet, mais est-ce une véritable
compréhension ¥ On peut comprendre |'invariance de ['aire au cours du
moievement, Que pensez-vous de [ argument suivant ; coupons le triangle en
fines tranches paraliéles au cote fixe, lorsque le sommer se deéplace, les
tranches glissent les unes sur les autres. Nous vovons bien que |'aire est
CONSEFVEE.

Un autre éléve — Mais il y a des petits escaliers aux bords qui font probléme.
Le prof de maths. — Oui, cependant il est facile de se convaincre gie ces
problémes sont d autant moins graves que les tranches sont plus fines ef qu'a
la limile le raisonnement est parfaitement rigoureux. C'est cefte intuition d
laguelle je voudrais vous familiariser

La prof d’histoire — N'esi-ce pas pour ce passage a la {imite qu ' drchimede
wiilise sa méthode d’exhaustion, fameuse methode maintes fois mentionnée
par les Latins, les Arabes et d la Renaissance ?

Le prof de maths. — En effer. Archinéde raisonne ainsi : supposons que {'aire
du friangle deforme dépasse d'epsilon Uaire du friangle de départ. En
coupant celui-ci par des franches suffisamment fines pour que la somme des
aires des rectangles exiernes moins celle des aires des rectangles internes
soit inférieure @ epsilon, puis en déplagant ces tranches rectangulaires pour
obtenir un encadrement du (riangle déformé, nous obtenons une
contradiction dans les inégalités,
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Cest done la methode d’exhaustion qui assure notre passage a la limite. On
patrra towjours 8'v référer en cas de doute, mais le plus inléressant est de
developper notre mtuttion car ¢ ‘est elle gui enrechit nos capacités a agir. Je
pose donc une nouvelle question. Pourgquoi l'aire d'un cercle est-elle égale a
e moitié de la circonference multipliée par le rayon ?

Un éléve — Je me doute que la répanse n’est pas de dire que ¢a fait 1,

Un autre éléve — Parce que st on découpe le cercle comme une tarte en fines
parts, on peit le déplover en laissant les crovites des parts voisines se toucher
et 5'aligner suivant un segment de droite égal a lu circonférence. Les parts
forment alors des dents de scie, si on ramene par la pensée toutes les poinies
sur I'une d'entre elles parallélemenr au segment de droite, par ¢e qu'on vient
de voir a propos des triangles. l'aire est inchangée, on n'a plus qu'un seul
triangle dont 1'aire est 'aire cherchée.

Le prof de maths — Trés bien. et vous sentez que |'erreur commise s 'évanoui!
si les paris sont de plus en plus fines.

Le groupe se remil en marche. Avec une cerfame mmpatience d’entendre la
sutte, on discutait. Les profs dhistoire et de philo évoquaient Euclide,
Eratosthéne et 'Ecole d'Alexandrie, la naissance de la science grecque et les
irrationnels... A la halte suivante, le prof de maths reprit son propos.

Le prof de maths — Parlons maintenant de volumes. Oui peut me dire
pourguoi une colonte torse, comme on en voit dons les églises barogues, a
méme volume que la colonne droite de méme base et de méme hauteur ?

Une éléve — C'est comme les empilements de tablettes de chocolat dans les
devantires des confiseries.

Le prof de maths — Fous pouvez préciser ?

L éléve — 57 les sections horizontales de la colonne torse sont des cercles
identigues ¢ la base, ¢ ‘est évident par le raisonnement des tranches, de méme
gu’'a partir d 'une pile de piéces de monnaies on peut en les décalant obteniy
une pile hélicoidule de méme volume et de méme hauteur.

Le prof de maths — £7 le volume d'un céne 7 1l est maintenant clair gu 7l ne
change pas si on déplace son sommet dans un plan paralléle 4 la base, et gue
de plus il ne dépend pas de la forme de la base mais uniguement de son alre,
comme on le voil en découpant celle-ci en petites parties et en considerant
les petits ¢ones correspondants. Dés lors, que ce volume soit le Hers de laire
de la base par la hauteur yésulte de n'importe guel cas particulier, par
exemple de ce gu'un cube se partage & partir de son cenfre en six pyramides
egales.

Nous voyons aussi en parlageani une sphére en pelils cones issus de son
centre ef en ['ouvrant comme une mangue o une papave. puis en ramenant
toutes les pointes en une seule que le volume de la sphére est égal au tiers de
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sa surface par son rayon. De méme un polvédre régulier circonserit 4 une
sphére est composé de cones wyus du centre de fa sphere el son vohane est
done égal au tiers de sa surface par le rayon de la sphére. Il est intéressant
de noter qgue celte propriélé esi encore vraie st le polyedre est irregulier
pourvilt que toutes ses faces sojent tapngentes ¢ la sphére méme si le nombre
des faces est infini comme pour le cylindre circonscrit a la sphére par
exemple.

La prol d histoire — Fous étes fout proche des résultals du fraité de la sphere
el du eylindre d 'Arclhiméde dont if était le plus fier 51 'on en crost Plulargue.

Le prof de maths — Nofre intuition peut maintenant les oblenir aisément.
Considérons le cylindre circonscrit @ une sphére et coupons-le pav des
tranches paraliéles aux bases. Il se lrouve que dans chaque tranche la
portion de surface de la sphére découpée est égule a |'aive de la portion de
cvlindre découpée. C'est immédiat par un petil caleul 51 la tranche est
infiniment mince Done ¢’est vrai, par exhaustion, st la tranche est
quelcongue. D'ou il résulte que ['aire de la sphére est égale a I'aive latérale
du cylindre qui est les deux tiers de ['aire totale du evlindre, bases
comprises: d ot il suit, par ce qu’on a dit sur le volume de la sphére et celui
des polvédres circonserits, que le volume de la sphére est les deux tiers du
volume du cylindre.

Le prof de philo — Tout ceci ne saurait fuire la preuve d'une pensée sans
MoLs, car NOus vous suivons, cerles, mais vous employez bien des mots pour
nous conduire dans vos constructions.

La prof d’histoire — Vous étes en train de faire revivee la méthode dire des
« indivisibles » du dix-septiéme siecle ainsi déenommeée par I'lialien Cavaliert
el perfectionnée par Roberval, mais il me semble gu'avec Fermat, Descartes,
Leibniz, puis Newton, ces méthodes onf éré supptantées par celles du caleul
differentiel. 4 guoi bon revenir sur des idées dépassées ?

Le prof de maths — Je suis en frain de vous montrer gu il y a du calcud mental
sans nombres, par la géométrie seule. Le caloul intégral a tué intuition des
indivisibles, ¢'est dommage : il y avait la guelgue chose d’intéressani. Quant
a faire la preuve d'une pensée sans mots, je ne vois pas d’autres moyvens
maintenant que de laisser aller parmi les eleves intuition gue ['ai suscitée
pour voir si cette pensée se developpe delle-meme,

Le groupe s¢ remit en marche, mais cette fois, en silence. Personne
n’osait parler, Déja la surface molle ¢t sensuelle des Monts d”Auvergne
s’assombrissait 4 1'Est et les premieres ombres se glissaient suivant des
formes inattendues. Au bout d’une heure des éclats de voix s'échappaient ici
et la.

Un groupe d’éléves — Monsieur, nous avons le volume d'une portion de
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cvlindre coupée par detix plans.
Le prof de maths — Nowus vous écoutons.
Un des éleves — Foila, Considérons une sphére et partageons-la par des
plans méridiens comme une orange ou comme des fuseax horaires si vous
préferez. Sur chaque fuseau 1'équateur vient dessiner un arc. Déployons
notre orange sur une table de sovte gue les bouts d 'équatenr viennent toucher
la table en s'alignant. Puis deformons par la pensée ces quartiers en
déplagant les segments qui constituent leur nervures en les translatant
parallélement au plan de la table pour les ramener sur l'un d’entre eux, La
surface larérale est conservée ainsi que le volume toral, Nous obtenons une
portion de cylindre droit coupé par deux plans passant par une
perpendiculaire d son axe. Je ne sais pas si ¢a porte un Hom.
Le prof de maths — Bien. dinsi nous veyons que si nous coupons un evlindre
de réevolution vertical par un plan passant par un diamétre de la base, le
secteur, qui a la forme d ‘'un onglet, a sa surfuce latérvale proportionnelle a sa
hauteur totale et de méme pour son volume et voire vaisonnemend fournit les
deux coefficienls de proportionnalite.
Le prof de philo — Excusez-moi, j 'aimerais voir une figure. La géomélrie a
toujours €té faite avec des figures, Il est normal de s'exprimer avec des
dessing : ce sont les formes ancestrales des symboles du langage. Les
architectes et les ingénieurs font des fraceés, les peintres aussi parfois. Ne
peut-on pas dire que les figures sont d la géométrie ce que les formules sont
a 'arithmetique ou ['algébre?
Le prof de maths ~ Pas tout a fait. Les formules sant dans le registre du
discret, les figures dans celui du continu. Il y a des questions de précision qui
peuvent tromper, des implications apparentes qui ne sont pas des
implications mathématiques. La géométrie est 'art de la pensée deductive
sur des traces. Quand an parvient & les manier, je crois que les figures
menfales sont les seules qui soient logiquement parfaites.
L'éléve — Mon raisonnement est uniquement jonde sur la déformation d'un
quartier d'orange. Admettons qu'un rel quartier est une section de cylindre
par deux plans. Nous utilisons simplement le fait que ni (e volume, ni la
strface laterale ne changent si on déplace !'aréte paraflélement a 'axe du
evlindre. C'est une généralisation de la propriété de 'aire d'un triangle de
ne pas changer lorsqu'on déplace un sommet parallélement au cdré opposé.
Le prof de philo ne disait rien. [l constatait que |'intuition de ["¢léve avait
produit de la connaissance de méme nature semblait-il que la science,
maladroitement exprimée par les mots du langage ordinaire, mais dont la
rigucur ne cédait en rien aux texies les plus aboutis. Cela signifierait que
penser peut étre une aclivité spontanée non maitrisce. Il demanda aux éleves
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ce qui avait fait germer leur idée. Avec Ja chaleur, répondit 1"un d’entre eux,
des envies d’oranges se sont faites de plus en plus pressantes. ..

La prof d’histoire — Ce cylindre coupé par deux plans passant par une
perpendiculaire a son axe est ce qu’'on appelle parfois le « sabot »
d drchimede. 1 était assez fier d'en avoir mrouve le volume et il prit ce calcul
comme exemple pour faire apprécier sa méthode a Fratosthéne. C'était le
premier « kvbismos », mesure exucte d'un volume limité en partie par une
surface courbe. Mais votre approche est plus simple que la sienme qui ufilise
deux équilibres successifs dont ['un résulte de relations métriques fort
ingénieuses. 1l confirme d ‘aillewrs son resultat par une autre méthode fondée
sur I'aire de la section de parabole gu'il avait obtenye précédemment.
Finalement vous m'avez fait saisir sa pensée bien mieux que les
commentaires d 'Eutocius auxquels, je dois dire, je n'at jamals rier compris.
Le prof de maths — Eutocius est uin besogneux qui, sept siécles apres
Archiméde, veprend ses raisonnements en alourdissant fout ce gui était
conceptuel et vivant. C'esr sans intérét. La méme remargue est faite par Jean
Dieudonné a propos des commentaires des travaux d ‘Evariste Galois par ses
contemporains. Ils sont compliqués et alambiqués Id oit le texte de Galois
nous parait simple et clair. Archimede dit [ui-méme comment il voulait étre
lu © « Je suis persuadé, en effei, que des chercheurs, soii de notre époqte,
soit de ['avenir, trouveroni, par application de la méihode que | anrai fait
conndaitre, encore d 'autres propasitions qui ne me sont pas venues d
'esprit. »

Je dois préciser toutefois que nous n'avons entrevu aujourd hui quune
partie de la pensée heuristigue d Archimede qui consiste a déformer des
éléments infinitésimaux en conservant les aires dans le plan ou les volumes
dans 'espace, mais Archimede compléte cet outil par wn autre qui esi de les
déformer en conservant I'équilibre par rapport & wn axe des parties
supposées pesantes. C'est irés fécond aussi bien sur.

Un car attendait le groupe a la fin du chemin. Je m*apprétais a prendre
congé quand on me fit savoir que ce n'était pas terminé . il y avail maintenant
contrble des connaissances.

Nous quittimes le parc des Volcans d’Auvergne et le car sarréta devant
I"¢glise St Austremoine d'Issoire, célebre grande abbatiale romane qui depuis
Les copains de Jules Romain a acquis la réputation de favoriser
I’imagination, mais dont I'intérieur malheureusement fut restauré au dix-
neuvieme siécle avec des couleurs criardes, Les éléves s'assirent dans la nef
et le prof de maths leur demanda de calculer suivant les idees développées
par leur camarade le volume et la surface de la vofite d'ar€tes du bas-c6ié, car
on allait en refaire les peintures.
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Le prof de maths — Je donne une indication. Commencer par considérer
lintersection mathématigue de deux demi-cylindres perpendiculaires que
sont les berceaux en plein cintre. Cela forme une sorte de coupole dont les
sections hotizontules sont des carrés el qui, st vows y prétez atlention, reléve
de la théorie de vos camarades. Puis calculez la somme des aires des dewx
demi-cylindres et retranchez-lui celle de cette coupole. De meme pour les
volumes.

Pendant [*épreuve, 1l me fit observer que la méthode s'appliquait aussi par
affinité verticale aux voites elliptiques telles qu'on les aimait au dix-huitiéme
si¢cle, du moins pour ce qui est des volumes et qu'Archimede avait
abondamment exploité cette remarque. Quant a la vofite darétes du
déambulatoire, infersection d’un tore avec des conoides, il n'y avain pas
encore refléchi, mais était optimiste. .,

Le prof de maths — Pour ce qui est du tore, en toul cas. ¢ 'esi chose aisée. Si
vous découpez un tore en fines tranches par des plans passant par 'axe de
révelution, une procédure identigue a celle découverte par notre groupe
d'éléves le rransforme en un eylindre droit o base circulaive termine par un
plan obligie ayant mémne volume et méme surface latérale que le tore. On
peurt en caleuler le volume et la surface en imaginanr d'en meltre deux bout a
boul, les bases biseauiées |'une contre 'aurre. On obrient ainst gue le volume
dul tore est le produit de 'aire du cercle de sa section droite par la demi-
somme des circonférences la plus externe et la plus interne engendrées par la
rotation de cefre section.

Dailleurs, afouta-t-il, si 'on utilise la méthode d Archimeéde dans toure sa
Jorce, avec les raisonnements d’équilibres que jévoquais fout a |'heuwre, on
obtient facilement les deux théovémes de Guldin relatifs aux corps de
révalution que d'aillenrs Pappus connaissaft des le quatrieme siecle!M.

1l suffir d'abord de démontrer le Jemme syivant ; soit une courbe fermeée du
plan horizontal servant de base d un cyvlindre droit vertical indéfini vers le
haut et vers le bas. Si l'on coupe ce cylindre par un plan passant par le
centre de gravité de la base, les deux portions de cylindre découpées au
dessus et au dessous die plan horizontal ont méme volume. b1, de méme, si
l'on coupe le cylindre par un plan passant par le centre de gravité de lu
courbe frontiére de cette hase, les surfaces latérales des portions de cylindre
au dessus et au dessous du plan korizonial sont égales.

) Paul Guldin (1577-1643) est tradibounellement crédité de 1a découvene de ces
théorémes (que nous énongous plus bas), mais on dispose d’un texte de Pappus
d’Alexandrie ol est éuonceé celui des theoremes relafit aux volumes, Pappus affirme
en avoir la démonstration ; celle-ci figurait peut-éire dans les volumes de son wnvre
qui ne nons sont pas parvenns,
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En effet. prenons les volumes. Observons gue, par rapport a une droite de
son plan passant par le cenire de gravite, la surface base supposée pesante
est en équilibre. Cet équilibre est une égalité de moments pour les éléments
de surface, et fa valeur munérigue du moment d'un €lément de surface est, 4
un coefficient prés, le volume de la portion au dessus de cet élément ou au
dessous selon le cas limitée par le plan oblique.

Méme raisonnement pour les surfaces latérales. Le lemme est plus simple que
beaucoup de raisonnemenis d’Archiméde. Les éoalités énoncées fraduisent
directement des égalirés entre moments sans avoir 4 faire de déformations.
Ensuite on cansidére un corps de révolution dont la section par un demi-plan
méridien a une forme gquelcongue. Toujours par la méme méthode des
tranches par des plans passant par [ 'axe, déplotement, puis regroupement, le
corps est transformé en un cylindre droit avant pour base la section, limiré a
P'autre extrémifé par un plan oblique et de méme volume et méme aire
latérale que le corps initial. Si fa base est horizortale el le cvlindre vertical,
chague fibre verticale du cylindre a pour longueur la circonférence qui était
décrite par le point ou elle rencanire la hase. Par application du lemme
precedent, an ne change pas le volume du cylindre en le coupani
horizoatalement a la hautewr de la circonférence décrite par le centre de
gravité de la secrion, On a le premier théoréme de Guldin * le volume est le
produit de 'aire de la section par la circonférence décrite par le centre de
gravite. Et fe méme raisonnement donne aussi bien le second théoréme
U'aire latérale est le produit de la longueur de la courbe frontiére de la
section par la circonference décrile par le cenire de gravité de cetie courbe.

Comme je revenais sur la question de la supérierité du caleul intégral sur
le calcul des indivisibles, il me fit remarquer que le calcul des indivisibles,
c’est-i-dire ce que nous venons de pratiquer, était en plein essor au dix-
septieme siécle avee Roberval et 1"aire de Iarche de cycloide quand il fut
supplanté par le caleul intégral an point d*étre abandonné. Pourtant cette
méthode géométrique de transformation d’élements infinitésimanx pour
prouver ['égalité de deux aires pouvait s'appliquer o priori méme si les
Intégrales qui fournissent ces aires sont incalculables. Les deux méthodes
n’avaient donc pas le méme champ d’application.

Parmi les éléves, les discussions allaient bon train. Le prof de philo prit
les réferences du hivre de Hadamard et, comme mot de la fin, propesa une
citation du philosophe Francis Bacon du tout début du dix-septiéme siécle :
« les hommes ne comprennent pas assez guel usage excellent les
mathématiques pures peuvent avoir en ce qu elles apportent reméde et
guerison & de nombrenx défuuts de l'espril et des faculrés intellectueltes.
Car, si l'esprit est obtus, elles ['aiguisent, 5'il a trop tendance i vagabonder,
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efles le fixenr, s'il est trop plongé dans le sensible, elles le rendent absirair,
Ainsi, il en est des mathématiques comme du fennis, qui est un jew en lui-
méme sans wtilite, mais qui est fort utile en rant gu'il rend 1'eeil vapide er fe
corps prét a se plier a toules sortes de posiures ».
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