
Dans nos classes  Collège 

Un tableur - grapheur  
pour optimiser  

le volume d'un cône  
.. 
Eric Roditi 

Les nouveaux programmes du  Collège des classes de 4e et.  de 3e ainsi que 
les ambitions  annoncées par  Je  ministère pour  le  futur  Lycée  insistent  SlU  la 
nécessit é  de  form ati on  des  élèves  à  J'utili sati on  des  nouve aux  outil s 
d 'écriture, de  calcul  et  de  dessin  traitement  de  textes,  tableur­grapheur, 
calculateur formel et  logiciel de dessin géométrique. 

Cet article  décri t  lUle séquence pédagogique où  les  apports d 'un  tableur­
grapheur semblent avoir permis un travail et un apprentissage mathématique. 
Elle a été réalisée en deux séances d'une heure dans une classe de troisième 
( standard » d'un collège intégré à un Réseau d' Éducation Prioritaire. La 
présentation de la première heure sera brève et (a deuxième sera détaiUée. 
L'objectif annoncé aux élèves était de répondre à un problème d 'optimisation 
posé par la fabrication d' lU) cône de révolution. L' outil algébrique n'étant pas 
suffisant, les élèves ont dû recourir à lU) graphique pour tenter de résoudre ce 
problème. 

L ' objectif pédagogique é tait multiple ré investir les connai ssances 
acquises sur le cône de révolution, montrer l' util lsation qu 'on peut faire d'un 
graphique pour résoudr e un problè me, faire d outer les élèv es de la 
« confiance » qu 'on peut accorder à un graphique pour justifier le besoin 
d'une étude théorique( I), étude qui sera menée au Lycée . C'est à ce niveau 

(1) En géométrie, la question de la « confiance)) qu 'on peut accorder à une figure est 
souvent d'actualité. Cette questiou soulève une ré flex ion mathématique à deux 
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que l'utilisation d 'un tableur­grapheur s'est avérée e fficace. 
Préci sons  dès  à  présent que,  à  dé faut  d 'équipement  suffisant,  ce  sont 

seule ment  les  résultats  obtenus  grâce  à  un  tabl eur­graphe ur  qui  ont  été 
utilisés dans  la  séquence: ils ont été  montrés  aux  élèves par ré tro­proj ection 
de transparents où figura ient des copies d'écrans. 

Première séance 
L 'é tud e  du  cône  de  révo lutio n  a  mi s  en  1 

1,évidence  les  trois variables suivantes  : le  rayon r  , g 
de  la  ba.'ie,  la  hauteur h du  cône  et la  longueur g  'h

1,
de  la  gén ératri ce .  La  premi è re  heure  de  la  , 
séquence a  porté  sur la  fabrication  de  la  surface  -----tr:..~: - -

latérale  d 'un cône  de  révolution. Elle  a  introduit. 
une  nouve lle  variable  l'ang le  ex  du  secteur de 
disque  dont  le  rayon  est  la  génératrice  du  cône. 
Les  élèves  savaient  déjà que  r, h et g  sont reliés 
par la propriété de Pythagore  (g2  ~ 1~ + h') et que 

le  volume  V du  cône  s'écrit  V = ~ Bh =:: !!:...r 2 h 
3  3 

où B désigne l'aire de la base du  cône. 

Après  une  étude  de  la  surface  latéra le  du  cône 
(tout point du  cercle  de  base  est à  la  même  distance 
g  du  sommet  du  cône),  nous  avons  proposé  aux 
élèves  deux  disques  sur  une  feuille  de  papier  blanc 
où  figuraient  18  rayons  form ant  un  angl e  de  20°. 
Chaque  élève  a  découpé  et  conservé  deux  secteurs 
de  disque  identiques,  par  exemple  le  secteur  non­
g risé de la figure . Avec le premier secteur, il a 
fabriqué la surface latérale d 'un cône. Le second secteur, restant à , ' état de 
patron, a servi à des manipulatious montrant que la longueur t de l'arc du 
secteur est égale au périmètre de la base du cône: t= 2nr. 

Les rayons du disque ont permis de fac iliter la mise en évidence de la 
proportionnalité entre l'angle ex du secteur et la longueur ede J' arc. Les 
différents cônes réalisés par les élèves avaient en commun que l'angle. du 
secteur circulaire était un multiple de 20°, ce qui a induit. la re lation de 

Ulveaux ; en introduction des outils nouveaux et cu application de ces nouveaux outils 
pour répondre aux questions qu ' ils pennettent de traiter. 

Bulletill AP,HEP n° 423 - St'pJ~llJlm' -O Ç/o br L 1999 

8 

Bulletin de l'APMEP n°423 - Sept/Oct 1999 



a t a  r 
proportionnalité.  Les  égalités  360 = 2reg  et, avec  f = 2rer,  = ont été 

360 g 
établies. 

Au cours de cette construction,  les élèves ont travail1é avec des valeurs de 
ex.  diffë rentes.  Malgré  la  valeur  constante  de  la  génératrice,  la  variation  de 
l'angle  ex  entraîne une variation de  la hauteur, du  rayon de  la  base et donc du 
volwne. La précision de  l'analyse a progressé.  Plus  la  valeur de a  est petite , 
plus  le  rayon r est petit et.  plus  la hauteur h est  grande.  Quand  ex  croît de 0 à 
360°, r  croit de 0 à g et h décroît de g à O. 

Un  problème  d'optimisation  s'est  posé.  Le  vol ume  du  cône,  lui  aussi . 
varie  avec  a. Mai s  pour  que ll e  valeur  de  l'angle  a ce  vo lume  est­il 
maximwn ? Nous ramassons les cônes,  ce problème sera étudié plus  tard. 

Deuxième séance 

Analyse heuristique du problème 

Les  cônes  sont  ressortis ,  rassembl és  et  expo sés.  Les  volumes  sont 
comparés.  Nous  aurions  pu  apporter  du  sucre  en  poudre,  mais  nous  nous 
sommes contentés  d'une comparaison visuelle ... Le fait  qu 'on ne puisse rien 
prouver par  l'expérience  a  eu quelques  avantages;  les  élèves  ont  beaucoup 
discuté  pour  établir  des  lo is  de  variations  conjointes  de  l' angle  a  et  du 
voltUlle V. 

Finalement,  les  élèves  sont  arri vés,  avec  bien  sûr  une  formulation  très 
approximative,  au constat  suivant  : si  ex.  croît de 0 à  360  degrés, alors V croît 
de 0 à une valeur maximum, puis décroît jusqu 'à O. 

Pour  quelle  valeur de  l'angle  a  ce  volume  est­il  maximum  ? Première 
conjecture: c 'est  sans doute  pour  ex.  = 180°  ;  les  élèves observeut  les  cônes, 
ils ne sont sûrs de rien,  il  faut en savoir plus . 

.I\lodéJisation de la situation: passage à  l'algèbre 

Calcul  du  vo lume  à  partir  de  la  vale ur  de  l' angl e  a.  Les  élèves  ne 
connaissent  pas  la  valew' de g  qui  a  été  fournie  pour  construire  les  cônes. 
No us  Jeur  fa isons  re marquer  que  ce la  n 'es t  p as  grave,  l' é tude  des 
agrandissements  et  réductÎons  montre  que  la  valeur de  l'angle  indique  la 
« forme  » du  cône,  donc  la  valeur  pour  laquelle  le  volume  est  max imal  ne 
dépend pas de  la génératrice. Nous proposons  alors  à  la classe de se  fixer  une 
valeur  pour  g  : nous  choisissous  g  = 360mm  qui  leur  facilitera  les  calculs. 
Avec g = 360mm,  ils obtiennent r  = Œ.  Cette égalité porte sur  les  valeurs et 
non  sur  les  grandeurs; afin  d'éviter  toute  confusion,  nous  demandons  aux 
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élèves de fonrnir un exemple:  si a  = 120°, alors r = 120 mm.  
­ Les  élèves  expriment  alors  h en  fonction  de  a  : g2 = r2 + h 2 devient  

h= ~36 0 ' _ a' 

­ Puis ils  expriment V :  V = ~ r2h devient  V = .!: a 2 ~3602 ­ a 2 . 
3  3 

Nous proposons de  vérifier, par le calcul,  les affinnations précédentes: SI 

Œ = 0 et si a  = 360  on retrouve bien V = O. 
Comme nt  savoir  pour que lle  valeur de  a  on  obti endra  le  volume 

max imum  ?  La  récente  interprétation  graphique  des  systèmes  de  deux 
éq uations  du  prem ier  degré  à  deux  inconnues  a  sans  doute  influencé  les 
é lèves  ils  proposent  de  dresser  un  tableau  de  va leurs  et  de  dessiner  un 

graphique.  Et  ~ ? Nous  proposons aux  élèves  de  le  négliger:  .!: ==  1 et  de 
33 ' 

to ute  façon ,  ce  qui  varie  dans  V  n ' es t  pas  2:  ,  mais  seulement 
3 

a 2 ~3 602 _ a 2 , Nous  notons  v(a) = a '~ 360 ' _ a ' et nous  leur  deman-

dons de dresser Je tableau, 

Élaboration  d ~ un tableau de valeurs: de l'algèbre à la fonction 

Écriture de  la  ligne de frapp e,  Nos élèves  sont certainement  les  derniers à 
ne  pas  profiter  dès  le  collège  de  ca lculatrices  qui  respectent  la  syntaxe 
algébrique. POUI un angle de  120°,  il faut  taper: 

1!201 x' lxI  ( 13601 x' 1­ 11 20 1x' l ) 1,,1=1  ..  I~ BB 1552.0121 
Étape  «  douloureuse » simplement  signalée  dans  cet article  car  elle  est 

sans rapport avec son objet: que  reprèsentent ces  4,9 millions? 4,9  millions 
de  mm3,  c'est 4,9 dm3 ou encore 4,9 1. 

Les  élèves  partent  de  zéro  et dressent  un  tableau  de  valeurs,  Non,  c'est 
trop  lourd!  Après  trois ou quatre valeurs calculées, nous limitons cette étape 
ré  étÎtive et nous donnons aux élèves  Je  tableau  u'ils obtiendraient. 

a  en  0  0  20  40  60  80  100  \20  14D  160  180  200  220  240  260  280  300  320  340  360 

ven 1  0  0,1  0,6  1,3  2.2  3.5  4.9  6.5  8,3  10,1  12.01 3.8  15,5  16,817.7  17.9  16,9  13,7  0 

Nous  regrettons  presque ,  à  cette  étape,  de  ne  pouv oir  inscrire  une 
troisième  ligne avec  la forme du cône qui  varie en fonction de u ... Les  élèves 
mobilisent  un  mode de pensée fonctionnel:  a et  v ne  sont plus les tentures 
littérales avec  lesquelles ils calculaient précéderrunent.  Ces écritw'es  sont des 
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variables:  v dépend de a, la valeur de v varie quand  celle de a varie et  la  loi 
qui  les  reli e  n'est  plus  une  formule,  c'est  un  procédé  (laborieux)  pour 
détenniner \a  valeur de v à partir de celle de a. 

«  Mai s  c'était  fau x  d 'affi rm er  q ue  180 0  donnerait  le  plus  grand 
vo lume  !  ». Nous  confirmons  avec  bienveillance  comme  il  est  faux 
d'affirmer qu )un  point  d 'un  segment  es t  son  milieu  sans  complément 
d 'enquête ... Maintenant, graphique! 

De la fonction au graphique, comment relier les points? 

Distribution  d 'une  feuille  de  papier millimétré. Axe  des  abscisses:  lcm 
représente  20°. Axe  des  ordonnées  1 cm représente  1 dm) .  À vos  crayons, 
marquez  les  points! Question  classique  « Peut·on  relier  les  points? ». 
Réponse  standard:  « il  faut  voir ...  Est·ce  que cela  a un  sens? Si cela  a  lm 
sens,  comment  doit· on  les  relier? »" La  question  avait  déjà  été  posée  à 
l'occasion  de  deux  devoirs  à  la  maison  où des  graphiques  ont  été  tracés  et 
lors  de  l'interprétation  graphique  des  systèmes  de  deux  équati ons  à  deux 
inconnues.  Le  théo rème  de  Thalès  avait  perm is  de  conclure  pour  les 
équations du  type ax + by = c avec b *- 0 qui  s'écrivent y = mx + p . Mais v ne 
s'obtient pas  en ajoutant un nombre p  au produit de l 'angle  a par  un nombre 
m ! Retour au doute . 

Notre  proposi tion  d'enseignant  ;  « prenez  par exemple  les  points  de 
coordonnées (1 20  ; 4,9) et (140  ; 6,5)  ; je vous  repose  la  question  : cela a­t­il 
un  sens  de  les  relier et  si  oui  comment  ?  ». Les  discussions  et  interventions 
nombre uses  fo nt  apparaître  la  coexiste nc e  de  de ux  co ncepti ons  qui 
s' opposent; «  fi. toute valeur de a comprise entre  l20 et  140  correspond une 
valeur  de  v ;  donc) si  on  avait  pris  plus  de  points, on aurait  une  meilleure 
infonnation » et  ({  on  ne peut  pas  savoir  car les points  n 'ont  pas  de  largeur  ~ 

donc,  même  en  en prenant pins,  ils  ne  se  toucheront jamais  ) . À ce  niveau, 
nous constatons que beaucoup  d 'élèves ne doutent pas qu'il soit possible,  sur 
cet exemple au moins,  de  relier  les  points.  Nous n'avons pas jugé utile à  ce 
niveau  de  renforcer  le  doute; nous  nous  sommes  contenté  de  légitimer  ce 
doute et nous avons choisi d'approfondir  la  réfl ex ion  sur la manière de  relier 
les  points.  Nous  demandons donc aux  élèves  d' admettre  qu 'on puisse  relier 
les  deux points.  Mais  alors  il y a différentes façons de  le faire  sans  tracer de 
segment ; voici des exemples qui  ont été proposés. 

ri fV  .J J J  
BlllIelJ11 A PMFP fi ~ 423  . Scplcmbr('· OclObre JQ99 

441 

Bulletin de l'APMEP n°423 - Sept/Oct 1999 



442 

Le  po int  de  vue  des élèves  :  il faudrait quand  même qu'on  puisse  savo ir 
si,  quand  on  passe  d ' un  point  à  un autre  en  montant  (idèe  du  vecteur  de  la 
translation),  on  peut  ou  non  relier  les  points  par  une  courbe  en  montant! 
Réponse  du  professeur  de  troisième:  vous  le  verrez  dans  le  détail  quand  la 
courbe  est droite,  mais  pour  les  «  vraies»  courbes,  il  faudra  patienter 
jusqu 'au Lycée.  En attendant,  vous pouvez  relier  les  points par des  segments 
ou « arrondir les angles» si vous préférez. 

Un  problème  se  pose  à  nous  il ne  faudrait  pas  que  les  él èves  se 
persuadent  trop  vite  qu ' on  peut  relier  les  points  en  se  laissant  guider  par  la 
variation  apparente  de  la  courbe,  sinon  le  maximum  sera  obligatoirement 
atteint pour  ex. = 300°. Trop  tard!  Pratiquement  tous  les  élèves  de  la  classe 
ont  tracé  un  graphique  où  le  po inl  de  coo rdonnées  (300  ;  17,9)  est  le 
maximum.  La  conclusion  s' impose  d 'elle­même  :  la  réponse  à  la  question 
posée au début de l 'heure est enfin  trouvée. 

L'apport du tabJeur­grapheur: vivement l'analyse! 

Retour  au  dout e.  Comment  les  points  .--', 
d ' abscisses  280,  300 et 320  onl­ils  été  re liés?  : 
Êtes­vous  certains  ou  non  que  le  maximum  est 
300  ?  Vous po uviez  relier  les points de  différentes 
façons.  A idé  par quelques  élèves,  nous  proposons 
LTois  façons  différentes  de  relier  ces  trois  points 
ou  le  maximum  est le  point d ' abscisse  300,  ou 
c' est un  point  dont  l 'abscisse  es t  compri se entre  .. 
280 et 300,  ou encore c'est un  point dont J'abscisse 
est comprise entre 300 et 320. 

Pour répondre à la question, il  faudrait calculer des valeurs intelmédiaires. 
C'est  ici  que  Je  tableur­grapheur  est  un  o uü!  intéressant.  Compte  tenu  de 
l' importance du travail  déjà fait,  il  était trop  coûteux de demander aux  élèves 
de  recalculer  des  valeurs,  de  reconsidérer  leur graphique.  Avec  le  tableur­
grapheur, on interroge la machine facilement, elle répond immédiatement. 
EUe calcule les va leurs, les dispose en ta bleau, marque les points et les 
relle ... par des segments. On sait qu 'elle triche : la réflexion maÙlématique 
est donc pennise. 

Que se passe-t-il entre 280 et 320? Nous avons gradué l'axe des abscisses 
avec une unité de JO. Lumière! Notre collège n 'étant pas encore éqnipé de 
ma tér ie l info rmatiqu e perme ttant un tra vail de type « tabJeau noir 
électroniqne », nous nous contentons de rétroproj ection de transparents . 

Voici le  résultat obtenu: 

{Jullt'Im AI'MI:·P Il''' 423 - 5f'l'l(!mlm ' -O ('r{;hr~ JfJ9Y 
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Ainsi,  le  volume ma ximum  n'est pas atteint  pour  ex.  = 300°. Suivant  les 
élèves,  il le  serait  soit  po ur  0:.  = 294°, soit  pour  une  valeur  de  0:.  comprise 
entre  293  et  29 5.  Débat  anaJ ogue  au  précédent  pas  de  certitude  pour 
0:.  = 2940  mais pour 293 < Ci.  < 295 . Vous  voulez zoomer  la  courbe  sur  cet 
intervalle ? Voici le résultat: 

1 1 (QCWj(lm rTT! -'- ""~" "-,- rr ,,,, 

11 __ -i - ~ ­;­;­H·TT­n'!·f·t-f-i· H­tt· 
- . -f · t ­I ­ t -~· ++ . ~ -~. t ­t ' I . t oi • I - ~ - +­+ ­- . . . . " ., , 
. : + ~ -j : - i · t + -H·:+ - : -: - j · i - ~ · t + 11_- -t- t · !+j -~--!- + - H.\ +- t - t-j- H· + + -
! ~ ~ ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !"=-, 1 1 1 1 i ! 111 ! 

Plus de précision ? À votre serVice, mais précisez j' intervalle sur lequel 
zoomer. La juxtaposition du tableau et du graphique pennet aux élèves de 
se repérer sur les deux support.s : entre 293,8 et 294, s' il vous plaît. . 

ll iC'itII,(o».lI " ~ ~ TT ~ ~TT,, -'- " ~~ 

:::::: ~ lt t: j:j:itttl t i t1: j~ j: tit· 
11tf\"I*l/l»» +H·H·++·H+++H·H·+++­
"11:0" _....... - I-,'i - I- ~- ~.+ . ~+ -~ -t-. - f -I' \-1 - +--J- ~- -

""'_,I<DIl -1·;-+- i , ~ - ~.+.~+ + - ~- l- t - i -j- ~- ++~- -

:;::=,:fri;~+t+~ : f :i f l : 1 + l ~: i  
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Alors il  sera possible de continuer comme cela jusqu'à quand? Voyez .. 

Il  a été possib le  d'encadrer  la  valeur  de  a  entre  293,9387  et  293,9389, 
mais  les  limites  de  la  machine  sont  atteintes  les  valeurs  affichées  de  v(rt.) 
sont égales  pour des valeurs différentes  de Ct.  Le  graphique laisse penser que 
le volu.me  varie  bien en atte ignant un maximum  pour une  certaine  valeur de 
l'angle  rt..  Cette valeur a été encadrée avec de plus en plus de précision, mais 
les  limites  de  la  machine  ont  été  atteintes  (en  réa lité  c'est  Wle  option  du 
logiciel, mais qui , bien sftr,  a ses  limites)  : il ne sera pas possibl e d'obtenir la 
valeur exacte ... 

Vivement  l'analyse  !  Il  faut  des  outil s  pour  déterminer  les  var iat ions 
d ' une fonction,  et des outils pour  localiser le maximum  quand  il  a été prouvé 
qu ' il en existe un  ~ 

Conclusion 

Cette  activité,  analogue  aux  problèmes  bien  connus  d'optimi sa tion  de 
vo lu me  de  boites,  a  eu  po ur  origine ,  dans  J' hi stoire  de  la  c lasse,  la 
manipulation du  patron de  la surface  latérale d 'un cône de révolution. 

La  représentation  d ' une  fonction  qui  n'est pas  affin e  est  incontournable 
en classe de troisième: les  élèves  généralisent  trop  facilement  la propriété de 
la  représentati on  graphique  des  foncti ons  affines  à  toutes  les  fonctions .. 
Choisir  une  fonction  issue  d'un  problème  nous  semble  indispensable  pour 
qu e  les  élèves  s' interrogent  sur  sa  représentation  graphique.  Sans  ce 
questi on nement,  les  points  de  la  courbe  sont  reliés  sans  aucune  réOex ion 
mathématiq ue. 

Ma is  trop  de  questionnement et  d ' incel1itude  découragent  souvent  nos 
é lèves . Le  tableu r­grapheur  a  perm is  de  soulager  leur  tâche  avec  une 

machine,  on  peut  envisager de  faire  beaucoup  de  calculs  puisque  c'est  elle 
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qui  les  fait ..  On  peut tracer  beaucoup  de  graphiques  puisque  c'es t  eUe  qui 
les trace. 

En  choisissant  (c'est une  option  du  logiciel)  de  faire  relier  les  points par 
des  segments et en  l'explicitant en classe,  nous  limitons  la confiance aveugle 
des  élèves  en  la  machin e: à  chaque  étape,  elle  relie  les  points  par  des 
segments ; à chaque étape,  elle  se contredit en  intercalant de nouveaux  points 
non  alignés.  Le  questionnement théorique  reste  entier,  mais,  selon  toute 
vraisemblance,  la  valeur cherchée est de mieux en mieux approchée. 

Suffisamment près pour toute exploltation pratique  : la  précision  obtenue 
est  d 'un  cinquante  millième  de  degré.  Jamais  assez  près  pour  répondre 
totalement à la question. Le travaiJ  effectué par les élèves durant cette activité 
leur  a  permis  de  passer  d' un  mode  de  pensée  aJgébrique  (transfonnation  de 
formul es,  expression  d'une  variable  en  fonct ion  d 'une  autre,  calculs  de 
valeurs)  à  un  mode  de  pensée  fonctionnel  (recherche  de propriétés  de  la 
fonction  en  questiormant  sa  représentation  graphique  : continuité,  variation, 
extremum). 

Nous  pensons  qu 'une  telle activité aide  les élèves  à préparer  la  transition 
de  la  troisième  à  la  seconde  :  sans  anticiper  sur  les  programmes  du  Lycée, 
nous  voulons  introduire  les  préoccupations  qui  seront  les  leurs,  c'est­à­dire 
leur poser les problèmes avant que  les réponses ne leur soient apportées. 

UN  PRODUIT ÉNIGJ\.'lAT1QUEMENT SIMPLE 

Calculer(1­ ±)(1­i)(1­ I~}(I ­ 2~J 
C'est un exercice du Championnat du Niger fraité (avec, dans  la  solution, 

une  erreur de  signe  systématique,  heureusement  aisément  rectifiable,  et  un 
résultat correct) dans Panorama th 2. 

LE PAYS DES LACS 
Sept  lacs, sans iIes  intérieures,  sont reliés par des  canaux ­ qui  ne se croisent 
pas  et  ne se  ramifient pas ­ pennettant  de  se  déplacer  d'un  lac à tout autre. 
Combien fOlment­ils d' iles ? 

C 'est un exercice (l'énoncé est  ici  résumé) du Tournoi du Limousin tra ité 
dans Panoramath 2. 
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